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Objetivo

@ Retomar conceitos basicos da Resisténcia dos Materiais como diagramas de esforcos
solicitantes, grau de hiperestaticidade de estruturas e andlise de estruturas fechadas.
Esses conceitos serdo fundamentais no desenvolvimento da disciplina PEF 3401 -
Mecénica das Estruturas Il.

@ Como o documento faz uma revisio, aspectos elementares como o cdlculo de reagcbes de
apoio sdo assumidos como de amplo dominio da turma.
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Equagdes diferenciais de equilibrio

Equacoes diferenciais de equilibrio
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Equacoes diferenciais de equilibrio

Considere o elemento ilustrado na Figura acima. Isolando um pequeno elemento de
comprimento Az e imaginando que os carregamentos externos g, () e q.(z) possam ser
tomados como constantes ao longo do elemento, o equilibrio impde que:

> Fr=0- —N(z) + gzAz + N(z + Az) = 0 (1)
D F.=0— V(@) +qAz+V(z+Az)=0 (2)
X:Mp:0—>—M(J:)—qz(:1:)(A2I)2 —V(z+ Az)Az + M(x + Az) =0 +

“— M(:EJFAA‘?? M) fqz(:r)% —V(z+Az)=0 3)

onde P é o ponto mais a esquerda do elemento estudado.
No limite Az — 0, naturalmente surgem as derivadas dos esforcos solicitantes com relagdo a
coordenada z, indicada por ( )":

N'(z) = —qz(2) (4)
V'(z) = —q:(2) (5)
M'(z) = V(x) (6)

Mecénica das Estruturas |l 23/08/2022 7/28



Equagdes diferenciais de equilibrio

Equacoes diferenciais de equilibrio

@ As Equacdes diferenciais de equilibrio (Egs. 4-6) n3o apenas permitem que calculemos os
esforgos solicitantes pelas correspondentes integracdes (cuidado com as constantes de
integracdo) mas também avaliar aspectos qualitativos dos diagramas.

@ Essa anélise qualitativa nos permite identificar prontamente alguns erros. Por exemplo, em
regides da estrutura onde a forga cortante é uma constante ndo nula, o momento fletor
deve variar linearmente. Em regides onde a for¢a cortante é nula, M'(z) = V(z) =0 e,
portanto, o diagrama de momento fletor é constante (que pode ou n3o ser 0).
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Grau de hiperestaticidade (GH)

~

Definicao

@ Seja uma estrutura com v incégnitas vinculares e seja n o nimero de equagdes de
equilibrio. Uma condig¢do necessdria mas n3o suficiente para que uma estrutura seja
externamente isostatica é n = v. Se, além de externamente isostatica, for possivel obter os
esforcos solicitantes em todos os pontos da estrutura, ela serd classificada como isostatica.

@ Dois exemplos cldssicos de estruturas externamente isostaticas mas classificadas como
(internamente) hiperestaticas incluem o quadro fechado ilustrado na Figura a seguir (3
esquerda) e o pdrtico com o reforco da barra bi-articulada ilustrado na porg3o central da
mesma figura. Nessas duas estruturas, embora de posse das rea¢des de apoio, nio é
possivel a determinagcdo completa dos esforcos solicitantes.

@ Caso o sistema estrutural seja caracterizado por movimento de corpo rigido em sua
totalidade ou mesmo em um trecho localizado, esse sistema é classificado como
hipostético.

@ Em uma trelica com n néds, b barras e v incégnitas vinculares, a cldssica relagdo
2n = b+ v é condigcdo necessaria mas n3o suficiente para configura-la como isostética.
Como contra-exemplo, note que a trelica da Figura a seguir, a direita, respeita essa
relagdo mas permite um movimento de corpo rigido localizado na sua porg¢do superior.
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Grau de hiperestaticidade (GH)

Exemplos que podem trazer dividas
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Identificando o grau de hiperestaticidade
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Identificando o grau de hiperestaticidade

Exemplo 1 - Pértico reforcado

A

Oficina 1 (PEF 3401

)

Como identificar o grau de hiperestaticidade?

Pensemos de forma construtivista. Se n3o
houvesse a barra BE, teriamos um pértico com
um apoio duplo e um apoio simples. Logo,
seria uma estrutura isostatica.

Retomando o problema original e no caso de
ndo haver carregamento aplicado internamente
a barra BE, ela vai estar submetida apenas a
forca normal. Essa forca ndo pode ser
determinada por meio das equagdes de
equilibrio da qual dispomos.

Assim, a estrutura da Figura a esquerda tem
GH = 1. Veremos ao longo do curso como
resolver essa estrutura para identificar a forga
normal na barra BE como incégnita
hiperestética.

Importante: A representagdo grafica indica
que a barra BE n3o transmite momento fletor
para o pértico ABCDEF. Isso n3o significa que
o momento fletor seja nulo nos pontos B e E
pertencentes ao pértico.
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Exemplo 2 - Quadro fechado

Como identificar o grau de hiperestaticidade?

@ Novamente, pensemos de forma construtivista.
Se o quadro fosse aberto, por exemplo, na
metade do comprimento da barra BC, o
sistema seria isostatico.

B C @ Ao fecharmos a estrutura, devemos considerar
na sec3o que seria aberta os esforcos
solicitantes correspondentes (for¢a normal,
forca cortante e momento fletor). Logo,
embora essa estrutura seja externamente
isostatica, ela possui trés incégnitas

A hiperestdticas internas e, portanto, GH = 3.

@ Importante: Como j3 visto em outras
disciplinas, estruturas simétricas carregadas de
forca simétrica ou anti-simétrica ajudam a
reduzir o nimero de incégnitas hiperestaticas
a serem calculadas. Esse material retomara
esse conceito.
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Identificando o grau de hiperestaticidade

Exemplo 3 - Viga bi-engastada

Como identificar o grau de hiperestaticidade?

Aqui, temos 6 incégnitas vinculares e trés
equagoes de equilibrio. Logo, GH =3

No entanto, temos particular interesse na
resposta da estrutura na diregdo transversal.
Em teoria de primeira ordem (ou seja, aquela
na qual o equilibrio é formulado na
configurag¢do indeformada da estrutura), as
forcas na direcdo da barra n3o influem no
equilibrio na direcdo transversal.

Logo, no escopo da disciplina, o interesse é
calcular duas incégnitas hiperestaticas (por
exemplo, as reagbes de apoio vertical e de
momento no vinculo da direita).

Importante: O comentdrio acima é valido no
caso de uma Unica barra. Caso o problema em
estudo tivesse foco em uma viga poligonal
bi-engastada, deveriamos considerar as trés
incégnitas hiperestatica.
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Identificando o grau de hiperestaticidade

Exemplo 4 - Estrutura apoiada

Como identificar o grau de hiperestaticidade?

@ Retomemos aqui o raciocinio construtivista.
Imaginando que as articulagdes em B e C ndo
existam e focando apenas na resposta na
dire¢do transversal (portanto, considerando
apenas o equilibrio de forca na direc3o vertical
e o equilibrio de momentos), o sistema tem
duas incégnitas hiperestaticas (por exemplo,
as reagdes de apoio vertical e de momento em

7 .

@ Ao inserir uma articulagdo em C, ganhamos
uma equac¢ido de equilibrio, reduzindo o
nldmero de incégnitas hiperestdticas para 1.

%ka
=
Q

=)
AN\

@ A inser¢c3o de uma segunda articulag3do, agora
em B, reduz o grau de hiperestaticidade de 1
para 0. Logo, o sistema exibido na Figura ao
lado ¢ isostatico.

@ Podemos interpretar a estrutura ao lado como
sendo a viga BC que se apoia nas vigas em
balango AB e CD.
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Estruturas simétricas
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Estruturas simétricas

Estruturas simétricas

@ Como j3 visto em outros cursos, a presenca de estruturas simétricas pode facilitar a
andlise, reduzindo o nimero de incégnitas hiperestaticas que precisam ser calculadas.

@ Nesses casos, é necessario identificar se o carregamento é simétrico (fazendo com que a
configuracdo deformada seja simétrica com relag3o ao plano de simetria) ou anti-simétrico,
o que leva a uma configuragdo deformada anti-simétrica com relacdo ao plano de simetria.

@ No caso de uma estrutura simétrica sob carregamento geral, sempre é possivel fazer a
decomposicdo do carregamento em uma parte simétrica somada a uma anti-simétrica e,
tomando partido da linearidade do problema (valendo, portanto, superposi¢do de efeitos),
recuperar as incégnitas hiperestaticas do problema original. No entanto, muitas vezes nido
ha vantagem nessa decomposi¢do.
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Estruturas simétricas

Acao de carregamento simétrico
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Estruturas simétricas

Acao de carregamento simétrico

@ Na Figura a esquerda e em vermelho, temos um esbog¢o da configuracdo deformada. Note
que os angulos em B e C, inicialmente retos, permanecem retos na configuragdo
deformada (nds rigidos).

@ Na se¢do de simetria (linha vertical passando por E), ndo h3 rotagdo nem deslocamento
horizontal. Isso permite analisarmos o problema considerando apenas a metade a esquerda
da estrutura, considerando em E um vinculo apropriado.

@ No caso, o vinculo apropriado é um engaste mével (ver Figura a direita), dado que ele
restringe os deslocamentos mencionados no item acima, permitindo deslocamento vertical.

Analisando a figura a direita, vamos descobrir o grau de hiperestaticidade. Considerando o
trecho ABE e imaginando em um primeiro momento que o engaste mével ndo existe,
temos uma viga poligonal engastada-livre, configurando um sistema isostatico.

@ Ao inserirmos o engaste mével, passamos a ter duas incégnitas hiperestdticas (por
exemplo, a for¢a normal e o momento fletor no ponto E). Assim, o problema tem GH = 2.

Resolvido o problema hiperestatico, os esforcos solicitantes obtidos para a estrutura a
esquerda da se¢3o de simetria podem ser rebatidos para a composi¢cdo dos diagramas da
estrutura completa.
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Estruturas simétricas

Acao de carregamento anti-simétrico
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Estruturas simétricas

Acao de carregamento anti-simétrico

@ Na Figura a esquerda e em vermelho, temos um esbog¢o da configuragdo deformada. Note
que os angulos em B e C, inicialmente retos, permanecem retos na configuragcdo
deformada (nds rigidos).

@ Na se¢3o de simetria (linha vertical passando por E na configuragdo de referéncia), ndo ha
deslocamento vertical. Isso permite analisarmos o problema considerando apenas a
metade a esquerda da estrutura, considerando em E um vinculo apropriado.

@ No caso, o vinculo apropriado é um apoio simples (ver Figura a direita), dado que ele
restringe o deslocamento mencionado no item acima, permitindo deslocamento horizontal
e rotag¢do no ponto E.

@ Analisando a figura a direita, vamos descobrir o grau de hiperestaticidade. Considerando o
trecho ABE e imaginando em um primeiro momento que o apoio simples n3o existe,
temos uma viga poligonal engastada-livre, configurando um sistema isostatico.

@ Ao inserirmos o apoio simples, passamos a ter uma incdgnita hiperestatica (por exemplo,
a forga cortante no ponto E). Assim, o problema tem GH = 1.

Resolvido o problema hiperestatico, os esfor¢cos solicitantes obtidos para a estrutura a
esquerda da secdo de simetria podem ser rebatidos e trocados de sinal para a composicao
dos diagramas da estrutura completa.
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Um exemplo simples
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Enunciado

Obter os diagramas de esforcos solicitantes para a estrutura abaixo.

KN 2 kNm

2 m

4 m —» |E
3 kN

A
NN\
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Um exemplo simples

Reacdes de apoio

o 2m C 2mq

IA 12 kNm
<_
3 kN N\

B D
ll KN 2 kNm
2 m
4 m —» |E
3 kN
2m

é
lO.S kN

Oficina 1 (PEF 3401)

Ao lado, vemos os esforgos externos ativos e
reativos.

A (nica reag3o horizontal é em A e deve equilibrar
o carregamento horizontal de 3 kN;

Um corte na articulagdo B e andlise do trecho AB
revela que o momento da reagdo horizontal em A
com relagdo a B é 12 kNm (entrando na tela) e
que deve ser equilibrado pela reagdo de momento
no engaste.

Importante: Nesse problema temos trés equacdes
de equilibrio para a estrutura

> Fg=0,>Fy=0> Mp=0-P éum polo
qualquer) e uma equag¢do de equilibrio que indica
como nulo o momento fletor na articulagdo B
(Mp). Como temos 4 incdgnitas vinculares e no
ha movimento de corpo rigido, o sistema é
isostdtico.

Note que usar, por exemplo, > Fg =0,>  Fy =0
S Mp =0,>. Mp = 0 ndo permite escrever
quatro equagdes linearmente independentes.
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Um exemplo simples

Diagrama de forca normal

B 2m

Oficina 1 (PEF 3401)

C 2m D

2m

0,5 kN

Para a determinagdo dos esforcos solicitantes (forca
normal, forca cortante e momento fletor), podemos
usar cortes na estrutura e equilibrar uma das
sub-estruturas definidas pelo corte. Lembrem-se de
colocar os esforcos solicitantes nas se¢des de corte
e das convengdes de sinais.

Nesse exemplo, precisamos de cinco cortes.
Devemos realizar um corte quando i) hd mudanga
na direcdo da barra ou ii) temos uma mudanc¢a no
carregamento.

Note que, como n3o ha forgcas concentradas na
dire¢do dos eixos das barras, o diagrama de forga
normal é continuo em AB, BD e DF. As
descontinuidades ocorrem apenas nos nés B e D,
onde hd mudan¢a de diregdo das barras.

Nesse caso e como esses angulos sdo retos, forgas
cortantes em AB e DF se transformam em for¢a
normal em BD.
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Um exemplo simples

Diagrama de forca cortante

3 kN

Oficina 1 (PEF 3401)

Como nio h3 reagdo de apoio horizontal em F, a
cortante é nula ao longo do trecho EF. Isso pode
ser facilmente identificado por meio de um corte
entre E e F e do equilibrio do trecho abaixo do
corte.

Como o problema sé lida com cargas concentradas,
dentro dos trechos AB, BC, CD, DE e EF, n3o ha
carregamento transversal distribuido. Assim, pela
Equacgdo 5, a forca cortante deve ser constante
nesses trechos.

Ocorre descontinuidade nos diagramas de forca
cortante nos pontos onde h3 cargas transversais
concentradas. Como vocés jd viram, a
descontinuidade € igual ao valor da carga
concentrada.

Novamente, nos nés onde hd mudanga de direcdo
das barras, forgas cortantes se transformam em
forcas normais e vice-versa.

Esses tépicos ajudam a identificar erros nos
diagramas.
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Um exemplo simples

Diagrama de momento fletor

@ Como o diagrama de forga cortante é constante por
trechos, pela Equagdo 6, o diagrama de momentos
fletores é linear por trechos nesse caso. Notem que
a inclinagdo do diagrama de momentos fletores é

numericamente igual as forgas cortantes.

2m C 01

<N p

@ O dnico ponto onde o momento fletor é

| kKNm descontinuo é o né D. Isso n3o surpreende, dado
que é o unico ponto onde hd momento aplicado
2m concentrado.

@ Notem que a descontinuidade no diagrama de
momento fletor em D é exatamente igual ao valor
do momento aplicado (2 kNm).

@ Em EF, como n3o h3a for¢a horizontal aplicada nem

momento externo aplicado a F', é impossivel ter
uma solu¢do equilibrada com momento fletor.

12 kNm

@ O comentdrio acima pode ser interpretado de outra
forma. Como n3o hd momento aplicado ao vinculo
F e o diagrama de forga cortante é 0, o momento
fletor no trecho n3o pode variar (ver Equagdo 6) e
deve ser, portanto, nulo.
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