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Sólido deformável

Equilíbrio em 𝑉: 𝜕𝜎 𝜎 + 𝑓𝑏 = 0

𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑓𝑏𝑥 = 0

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑏𝑦 = 0

𝜕𝜎𝑧𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑧𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑓𝑏𝑧 = 0

Equilíbrio em 𝑆𝑓: 𝑇 𝑛 = ෡𝑓𝑠

𝜎𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑥𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑥𝑧𝑛𝑧 = መ𝑓𝑠𝑥
𝜎𝑦𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑦𝑧𝑛𝑧 = መ𝑓𝑠𝑦
𝜎𝑧𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑧𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑧𝑛𝑧 = መ𝑓𝑠𝑧

Em barras?



Sólido deformável

Compatibilidade em 𝑉:    𝜀 = 𝜕𝜀 𝑢

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜀𝑦𝑦=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜀𝑧𝑧=

𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝛾𝑦𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝛾𝑧𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥

Compatibilidade em 𝑆𝑢: 𝑢 = ො𝑢

𝑢 = ො𝑢 𝑣 = ො𝑣 𝑤 = ෝ𝑤
Em barras?



Teorema do Trabalho

Demonstra-se em PEF3302 (Mecânica das Estruturas I) a tese do teorema do trabalho:

𝜏𝑖𝑛𝑡 = 𝜏𝑒𝑥𝑡

cujo significado é “o trabalho dos esforços internos é igual ao dos esforços externos, quando eles 
estiverem em equilíbrio, perante deformações e deslocamentos que respeitarem as condições de 
compatibilidade”

𝜏𝑖𝑛𝑡 = ׬
𝑉

𝜀𝑐 𝑇 𝜎𝑒 𝑑𝑉 𝜏𝑒𝑥𝑡 = ׬
𝑉

𝑢𝑐 𝑇 𝑓𝑏 𝑑𝑉 + ׬
𝑆

𝑢𝑐 𝑇 𝑓𝑠 𝑑𝑆

Exemplo em barras



Sejam 𝑢 e 𝜀 deslocamentos e deformações reais de um dado problema. Evidentemente, satisfazem às 
condições cinemáticas de vínculos externos e internos. Portanto:

𝑢 = ො𝑢 na região 𝑆𝑢 dos vínculos externos

𝜀 = 𝜕𝜀 𝑢 no domínio 𝑉 do sólido deformável, para pequenos deslocamentos e deformações

Deslocamentos virtuais 𝛿𝑢 e deformações virtuais 𝛿𝜀 , se superpostos aos reais, também devem 
satisfazer às condições cinemáticas de vínculos externos e internos (são ditos cinematicamente 
admissíveis). Portanto:

𝑢 + 𝛿𝑢 = ො𝑢 ⇒ 𝛿𝑢 = 0 em 𝑆𝑢

𝜀 + 𝛿𝜀 = 𝜕𝜀 𝑢 + 𝛿𝑢 = 𝜕𝜀 𝑢 + 𝜕𝜀 𝛿𝑢 ⇒ 𝛿𝜀 = 𝜕𝜀 𝛿𝑢 no domínio do sólido deformável, 
para pequenos deslocamentos e deformações

Trabalhos virtuais: 
definições



Trabalhos virtuais: 
definições

Sejam 𝑓𝑏 , 𝑓𝑠 e 𝜎 forças de volume, de superfície e tensões reais de um dado problema. 
Evidentemente, satisfazem às condições de equilíbrio externo e interno. Portanto:

𝑇 𝑛 = ෡𝑓𝑠 na região 𝑆𝑓 do contorno de um sólido deformável com forças de superfície impostas

𝜕𝜎 𝜎 + 𝑓𝑏 = 0 no domínio 𝑉 do sólido deformável, para pequenos deslocamentos e deformações

Forças virtuais 𝛿𝑓𝑏 , 𝛿𝑓𝑠 e tensões virtuais 𝛿𝜎 , se superpostas às reais, também devem satisfazer às 
condições de equilíbrio externo e interno (são ditas estaticamente admissíveis). Portanto:

𝑇 + 𝛿𝑇 𝑛 = ෡𝑓𝑠 ⇒ 𝛿𝑇 𝑛 = 0 ⇒ 𝛿𝑇 = 0 ⇒ 𝛿𝜎 = 0 na região 𝑆𝑓

𝜕𝜎 𝜎 + 𝛿𝜎 + 𝑓𝑏 + 𝛿𝑓𝑏 = 0 ⇒ 𝜕𝜎 𝛿𝜎 + 𝛿𝑓𝑏 = 0 no domínio do sólido deformável, para 
pequenos deslocamentos e deformações



Teorema dos deslocamentos  virtuais
Do Teorema do Trabalho, tomando inicialmente como solução equilibrada a real, e como solução 
cinematicamente admissível também a real:

׬
𝑉

𝜀 𝑡 𝜎 dV ׬ =
𝑉

𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + ׬
𝑆

𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS

Do Teorema do Trabalho, tomando agora como solução equilibrada a real, e como solução 
cinematicamente admissível uma virtual:

׬
𝑉

𝜀 + 𝛿𝜀 𝑡 𝜎 dV =׬
𝑉

𝜀 𝑡 𝜎 dV + ׬
𝑉

𝛿𝜀 𝑡 𝜎 dV =

𝑉׬ 𝑢 + 𝛿𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 + 𝛿𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS = 

𝑉׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS + 𝑉׬ 𝛿𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝛿𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS

⇒ 𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡 = 𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡 onde 𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡 = 𝑉׬ 𝛿𝜀 𝑡 𝜎 dV e 𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡 = 𝑉׬ 𝛿𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + 𝑆𝑓׬
𝛿𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS



Teorema dos esforços  virtuais
Do Teorema do Trabalho, tomando inicialmente como solução equilibrada a real, e como solução 
cinematicamente admissível também a real:

𝑉׬ 𝜀 𝑡 𝜎 dV 𝑉׬ = 𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS

Do Teorema do Trabalho, tomando como solução equilibrada uma virtual, e agora como solução 
cinematicamente admissível a real:

𝑉׬ 𝜀 𝑡 𝜎 + 𝛿𝜎 dV =׬𝑉 𝜀 𝑡 𝜎 dV + 𝑉׬ 𝜀 𝑡 𝛿𝜎 dV =

𝑉׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑏 + 𝛿𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑠 + 𝛿𝑓𝑠 dS = 

𝑉׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 𝑡 𝑓𝑠 dS + 𝑉׬ 𝑢 𝑡 𝛿𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 𝑡 𝛿𝑓𝑠 dS

⇒ 𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = 𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡

∗ onde 𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = 𝑉׬ 𝜀 𝑡 𝛿𝜎 dV e   𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡

∗ = 𝑉׬ 𝑢 𝑡 𝛿𝑓𝑏 dV + 𝑆׬ 𝑢 𝑡 𝛿𝑓𝑠 dS



Teoria elementar de barras 2D
solução estaticamente admissível

𝑑𝑁𝑒

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑥 = 0

𝑑𝑉𝑧
𝑒

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑧 = 0

𝑑𝑀𝑦
𝑒

𝑑𝑥
= 𝑉𝑧

𝑒 ⇒
𝑑2𝑀𝑦

𝑒

𝑑𝑥2
= −𝑞𝑧

𝑁𝑒 = න
𝐴

𝜎𝑥𝑥
𝑒 𝑑𝐴

𝑉𝑧
𝑒 = න

𝐴

𝜎𝑥𝑧
𝑒 𝑑𝐴

𝑀𝑦
𝑒 = න

𝐴

𝜎𝑥𝑥
𝑒 𝑧𝑑𝐴

Hipótese de Bernoulli

Equilíbrio longitudinal

𝜎𝑥𝑥
𝑒 = 𝛼 + 𝑧𝛽 ⇒ 𝛼 =

𝑁𝑒

𝐴
e 𝛽 =

𝑀𝑦
𝑒

𝐼𝑦

𝜎𝑥𝑧
𝑒 =

𝑉𝑧
𝑒ℳ

𝑏𝐼𝑦

Não é cinematicamente admissível!!!

Lei de Hooke 𝜀𝑥𝑥
𝑒 =

𝑁𝑒

𝐸𝐴
+
𝑀𝑦

𝑒

𝐸𝐼𝑦
𝑧

𝛾𝑥𝑧
𝑒 =

𝜎𝑥𝑦
𝑒

𝐺



Teoria elementar de barras 2D
solução cinematicamente admissível

Hipótese de Navier 𝑢𝑐 = ത𝑢𝑐 − 𝑧 ഥ𝑤𝑐 ′

𝑤𝑐 = ഥ𝑤𝑐

𝜀𝑥𝑥
𝑐 = ത𝑢𝑐 ′ − 𝑧 ഥ𝑤𝑐 ′′

𝛾𝑥𝑧
𝑐 = 0

Lei de Hooke 𝜎𝑥𝑥
𝑐 = 𝐸 ത𝑢𝑐 ′ − 𝑧𝐸 ഥ𝑤𝑐 ′′

𝜎𝑥𝑧
𝑐 = 0

Não é estaticamente admissível!!!

𝑁𝑐 = න
𝐴

𝜎𝑥𝑥
𝑐 𝑑𝐴

𝑀𝑦
𝑐 = න

𝐴

𝜎𝑥𝑥
𝑐 𝑧𝑑𝐴

ത𝑢𝑐 ′ =
𝑁𝑐

𝐸𝐴

ഥ𝑤𝑐 ′′ = −
𝑀𝑦

𝑐

𝐸𝐼𝑦



Teorema do Trabalho
barras 2D

𝜏𝑖𝑛𝑡 = න𝑁𝑒 ത𝑢𝑐 ′𝑑𝑠 +න𝑀𝑦
𝑒 −ഥ𝑤𝑐 ′′𝑑𝑠

𝜏𝑖𝑛𝑡 = න𝐸𝐴 𝑢𝑒 ′ ത𝑢𝑐 ′𝑑𝑠 +න𝐸𝐼𝑦 ഥ𝑤𝑒 ′′ ഥ𝑤𝑐 ′′𝑑𝑠

𝜏𝑖𝑛𝑡 = න
𝑁𝑒𝑁𝑐

𝐸𝐴
𝑑𝑠 +න

𝑀𝑦
𝑒𝑀𝑦

𝑐

𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠

𝜏𝑒𝑥𝑡 = න𝑞𝑥 ത𝑢
𝑐𝑑𝑠 +න𝑞𝑧 ഥ𝑤

𝑐𝑑𝑠 +෍

𝑖

𝐸𝑖𝑑𝑖
𝑐

𝜏𝑖𝑛𝑡 = 𝜏𝑒𝑥𝑡



Teorema dos Deslocamentos Virtuais (TDV)
barras 2D

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡 = 𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡 = න𝑁 𝛿ത𝑢 ′𝑑𝑠 +න𝑀𝑦 −𝛿ഥ𝑤 ′′𝑑𝑠

𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡 = න𝑞𝑥𝛿ത𝑢𝑑𝑠 +න𝑞𝑧𝛿ഥ𝑤𝑑𝑠 +෍

𝑖

𝐸𝑖𝛿𝑑𝑖

Reações de vínculos com recalques não entram no somatório



Teorema dos Esforços Virtuais (TEV)
barras 2D

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = 𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡

∗

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = න𝛿𝑁 ത𝑢 ′𝑑𝑠 +න𝛿𝑀𝑦 −ഥ𝑤 ′′𝑑𝑠

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = න

𝑁𝛿𝑁

𝐸𝐴
𝑑𝒔 +න

𝑀𝑦 𝛿𝑀𝑦

𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠

𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡
∗ = න𝛿𝑞𝑥 ത𝑢𝑑𝑠 +න𝛿𝑞𝑧 ഥ𝑤𝑑𝑠 +෍

𝑖

𝛿𝐸𝑖𝑑𝑖



Teorema dos Esforços Virtuais (TEV)
barras 3D*

*flexão composta oblíqua e torção uniforme

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = 𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡

∗

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = න𝛿𝑁 ത𝑢 ′𝑑𝑠 +න𝛿𝑀𝑦 −ഥ𝑤 ′′𝑑𝑠 + න𝛿𝑀𝑧 ҧ𝑣 ′′𝑑𝑠 + න𝛿𝑇 ҧ𝜃 ′𝑑𝑠

𝛿𝜏𝑖𝑛𝑡
∗ = න

𝑁𝛿𝑁

𝐸𝐴
𝑑𝑠 +න

𝑀𝑦 𝛿𝑀𝑦

𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑠 + න

𝑀𝑧 𝛿𝑀𝑧

𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑠 + න

𝑇𝛿𝑇

𝐺𝐼𝑡
𝑑𝑠

𝛿𝜏𝑒𝑥𝑡
∗ = න𝛿𝑞𝑥 ത𝑢𝑑𝑠 +න𝛿𝑞𝑧 ഥ𝑤𝑑𝑠 + න𝛿𝑞𝑦 ҧ𝑣𝑑𝑠 +෍

𝑖

𝛿𝐸𝑖𝑑𝑖


