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Capitulo 1

Os Paradoxos e seu
Significado no Pensamento

1.1 Paradoxos Loégicos e a Questao do Infinito

O infinito tem sido historicamente a maior fonte de problemas nas ciéncias
formais (matemadtica, légica e mais modernamente nas ciéncias da com-
putagao), sendo os dilemas colocados pelo infinito conhecidos desde a an-
tiguidade. Esta questdo tem preocupado os filésofos e os matemdticos a
tal ponto que o grande matematico alemao David Hilbert em seu conhecido
discurso Uber das Unendliche (“Sobre o Infinito”) proferido na cidade de
Miinster em 1925, chegou a afirmar que “... é portanto o problema do in-
finito, no sentido acima indicado, que temos que resolver de uma vez por
todas”.

Hilbert sabia que a presencga do infinito ameacga a consisténcia dos sis-
temas matemédticos (embora nao seja a tunica causa possivel de problemas
de fundamentos), e dedicou sua vida a tentar provar que o uso do infinito
poderia ser eliminado de uma vez por todas da matematica, dentro do cha-
mado “Programa de Hilbert”. Como se sabe, Hilbert nao teve sucesso, tendo
sido suas pretensoes derrotadas pelos Teoremas de Godel, demonstrados por
Kurt Godel na década de 30.

O infinito é incompreensivel a consciéncia humana, primeiro porque nao
existe como entidade fisica (ndo hd no universo nenhum exemplo de alguma
classe infinita, e de fato parece ser impossivel existir, pelas leis da fisica e da
moderna cosmologia). O infinito sé existe na imaginacao dos cientistas, que
precisam dele basicamente para elaborar teorias com generalidade suficiente
para que possam ser interessantes. Por exemplo, se queremos uma teoria



simples que possa se referir a aritmética, ndo podemos supor que exista um
ultimo nimero natural NV, pois as operacoes elementares com valores meno-
res que N claramente ultrapassam N (o resultado do produto de numeros
menores que N pode ser maior que N). Dessa forma, somos obrigados a tra-
balhar com a hipdtese de que a seqiiéncia dos niimeros naturais é ilimitada,
ou seja, infinita de algum modo.

Devemos a Aristoteles a distingao fundamental entre o infinito atual e
o infinito potencial, como uma noc¢ao de totalidade a ser indefinidamente
completavel, e o infinito atual, uma totalidade infinita completada, quando
tratamos uma classe infinita como um todo. Por exemplo, se queremos
estudar as propriedades do conjunto N dos nimeros naturais (o qual, em
termos de ordem, também nos referimos como w) estamos tratando com o
infinito atual, ou em outras palavras, assumindo-o como completado. Muitos
paradoxos antigos (como os paradoxos de Zenao de Eléia) exploram esta
distincao: se assumimos que o infinito atual é possivel, o paradoxo se resolve
(como discutiremos a seguir).

Segundo Aristételes, aos mateméticos bastava a nogao de infinito poten-
cial, opiniao que ainda continuou a ser sustentada por H. Poincaré, no século
XX. Essaidéia, contudo, nao corresponda a realidade da pratica matematica,
ja que a nocao de infinito atual é essencial a muitas teorias matematicas.

O infinito atual apenas recebeu um tratamento matematico apropriado
com a teoria dos conjuntos de Cantor no século XIX, embora suas idéias
tenham sido bastante criticadas e incompreendidas. Mas assumir que o
infinito atual existe tem seu preco, e cria outros paradoxos, como veremos
mais adiante.

Podemos ver o mecanismo de prova por indugao que sera bastante usado
neste livro como um mecanismo que permite passar, dentro da aritmética, do
infinito potencial ao infinito atual. Dessa forma, na matematica usual, ndao
precisamos nos preocupar com a distingao entre infinito atual e potencial,
embora essa distingao continue a ser um problema filoséfico interessante.

Quando assumimos o infinito atual, como mostrou o matemaético russo
Georg Cantor, criador da moderna teoria dos conjuntos, somos obrigados
a admitir que existe nao um, mas infinitos tipos de infinito. Por exemplo,
Cantor mostrou que a quantidade infinita de nimeros naturais, embora seja
a mesma quantidade dos niimeros racionais, é distinta da quantidade infinita
de nimeros reais.

Vamos ver a seguir vamos alguns tipos de propriedades e de proble-
mas que ilustram o carater paradoxal do infinito, antes de passarmos aos
outros paradoxos que envolvem mecanismos mais sofisticados (como a auto-
referéncia, que como veremos, encerra de algum modo uma idéia de regresso



infinito).

1.2 O infinito paradoxal

1.2.1 O Paradoxo de Galileu, ou a confusao entre as partes
e o todo

Consta do folclore que Galileu Galilei haveria ficado muito intrigado com a
seguinte questao: se o conjunto dos nimeros pares estd contido propriamente
no conjunto dos nimeros naturais, deve haver menos pares que naturais (por
exemplo, os fmpares nao sao pares, e eles sao infinitos).

Porém se fizermos a seguinte identificacao:

21
42
6+— 3

2n—n

podemos fazer o conjunto dos pares ocupar todo o conjunto dos naturais.
Como ¢ possivel que a parte nao seja menor que o todo?

Justamente, falhar a propriedade de que o todo seja maior
que as partes € uma caracteristica das colegcées infinitas, o que
explica em parte nossa dificuldade em compreendé-las.

1.2.2 O Passeio de Cantor e os infinitos infinitos

Durante muito tempo (até pelo menos o século XIX) pensou-se que os
nimeros racionais nao poderiam ser enumerdveis (ou contdveis) como os

. . . ..a ¢ .
naturais, uma vez que entre cada dois racionais 7€ existe sempre outro,

que é sua média aritmética:
a.d+b.c

2.b.d

e portanto entre dois racionais hé infinitos outros.

Georg Cantor mostrou por um artificio simples e genial que, embora
realmente entre cada dois racionais haja infinitos outros, basta contarmos
os racionais de uma maneira diferente da usual (por “usual” entendemos a



ordem dos niimeros reais, vistos como pontos de uma reta) para que pos-
samos nos convencer que ha precisamente tantos racionais quanto nimeros
naturais. Para isso, estabeleceremos uma enumeracao dos niimeros racionais
positivos (maiores que zero), e a partir dai, é possivel (por um argumento
andlogo aquele da prova da similaridade entre os pares e os naturais) provar
a enumerabilidade dos racionais:

1/1—=1/2 1/3—1/4 1/5
v
Y

3/1 3/5

//

4/1 4/4 4/5
v

5/1 5/2 5/3 5/4 5/5

Nessa tabela, mesmo que algumas fragoes equivalentes aparecam varias
vezes (como, por exemplo, 1/1,2/2,3/3, ... etc.), todos os racionais positivos
certamente aparecem, e cada um recebe um nimero natural, como mostra
o caminho tracado no diagrama acima (chamado de passeio de Cantor).

E possivel dar uma funcao muito simples que calcula exatamente a
posicao de cada fragao na lista: dada a fragao 7> sua posigao serd dada

por:

Slm - n)(m 0+ 1)] +m

Por outro lado, os niimeros reais nao podem, de fato, ser enumerados: su-
ponhamos, para poder chegar a um absurdo, que os reais sejam enumeraveis.
Se assim o fosse, os reais no intervalo fechado [0, 1] também seriam. E dentro
dessa suposicao imaginemos que temos uma lista completa deles usando a
expansao decimal, de modo que se o niimero nao é uma dizima como 0, 345

J(m,n) =



escrevemo-lo com infinitos zeros a direita 0, 345000 . . .; mais ainda, o nimero
1 é representado como 0,999... :

Ordem | Real

1 0, ail a2 a3 a4 ... Qin
2 0, a1 a2 a3 a4 ... Qop
3 0, a3 aso ass aszq ... Q3n
4 0, a41 a49 a43 44 s Q4p
m 0, Aml Gm2 Am3 Gmd ... Qmn

onde cada a;; representa um digito entre 0 e 9.

Vamos construir um outro nimero real d em [0, 1] que nao pertence a
esta lista: para cada digito a;; considere o digito a;; = a;; + 1 (definindo,
no caso em que a;; = 9, o digito a;; = 0). Definimos entao d como:

d=0,a11022033 ... Qpn - - -

Observando que a;; # a;j, é claro que d nao estd na lista, pois difere de
um digito de cada um dos outros da lista. Com efeito, d difere do primeiro
numero da lista (a0 menos) no primeiro digito, do segundo nimero da lista
(a0 menos) no segundo digito e, em geral, do n-ésimo nimero da lista (ao
menos) no n-ésimo digito. Portanto d, um ndmero real entre 0 e 1, difere
de todos os ntumeros da lista acima, o que é um absurdo, pois haviamos
suposto que lista era completa. Assim se prova que nao podemos enumerar
os reais, que constituem entdo um conjunto infinito maior (isto é, com mais
elementos) que os naturais e racionais.

Chamamos o infinito dos reais de “infinito nao enumeravel”.

Cantor provou que estes sdo apenas os primeiros de uma quantidade
infinita de infinitos, mostrando basicamente que o conjunto das partes de
um conjunto infinito de uma dada ordem produz um conjunto infinito de
ordem superior.



O o método usado na demonstracao acima da nao-enumerabilidade do
intervalo real [0, 1] é chamado de método diagonal de Cantor (observe que
o numero d é construido modificando a diagonal da matriz infinita definida
acima), e é utilizado frequentemente na area da Computabilidade, com as
modificagoes necessarias em cada caso.

1.2.3 O Hotel de Hilbert: como a intuicao nos engana

Uma brincadeira instigante que ilustra muito bem como nos devemos acau-
telar quando se trata do infinito, e como podemos errar redondamente ao
tentar manter nossa intuicao acostumada ao mundo dos fatos nesse mundo
virtal do infinito, é o chamado “Hotel de Hilbert”: existe um certo hotel,
com um numero infinito e enumeravel de quartos

leQQ,QS,-.-Qn,...

Por sorte do proprietario, os quartos estao todos lotados.

Devemos, é claro, supor que este hotel existiria num mundo possivel onde
o numero de habitantes também fosse infinito. No meio da noite chega mais
um héspede sem reserva. O gerente simplesmente pede a cada héspede que
se mude para o quarto da direita, liberando o quarto ()1 para o viajante
inesperado.

Na outra noite chegam dois novos héspedes, e o gerente pede agora a
cada héspede que se mude dois quartos a direita, liberando os quartos Q1
e ()2, e assim por diante. Uma noite porém chega um o6nibus de excursao
(bastante grande) trazendo infinitos novos héspedes sem reserva.

O gerente agora pede a cada hdspede que se mude para o quarto cujo
numero seja o dobro do seu (de @, para Q2,), liberando espago para todos.

Assim ele continua recebendo quantos hdspedes novos quiser, até que
uma noite (héspedes inesperados sempre chegam a noite) estaciona um
onibus da Cia. Real de Turismo, e ele se desespera. Por qué?

1.2.4 O Lema de Konig

O Lema de Koénig é uma forma (valida somente para conjuntos enumeraveis)
do chamado Axioma da Escolha, que propde que todo conjunto pode ser
bem-ordenado (isto é, ordenado de forma que quaisquer de seus subconjuntos
tenha um primeiro elemento com relacao a esta ordem).

O Lema de Ko6nig afirma que’

1Os conceitos formais de drvore, ramo, descendente, nds e nds sucessores serdo definidos
posterirmente neste livro.



Toda drvore infinita, que seja finitamente gerada (isto €, tal
que cada ramo tenha um nimero finito de descendentes) possui
pelo menos um ramo infinito.

Damos a seguir duas aplicagoes interessantes do Lema de Konig :

1. O Problema da Descendéncia

Se a vida na Terra nao se acabar, existe uma pessoa que vai ter infinitos
descendentes.

Sugestdo: pense numa drvore e use o Lema de Konig.

2. O Problema da Caixa de Bolas

Uma caixa contém inicialmente uma bola marcada com um niumero
arbitrario. Imagine que podemos sempre trocar uma bola por uma
quantidade qualquer (finita) de bolas, mas marcadas com um nimero
menor. Por exemplo, podemos trocar uma bola marcada com 214
por 1.000.000 de bolas marcadas com 213, e assim por diante. No
caso porém de retirarmos uma bola marcada por zero, nao colocamos
nenhuma outra. Sera possivel por esse processo esvaziar a caixa?

Sugestdo: pense numa drvore cujos nos sejam as bolas, e cujos nos
sucessores sejam as que foram colocadas em seu lugar. Use o Lema de
Konig.

1.3 Os Paradoxos Légicos

1.3.1 O valor e o significado dos paradoxos

Varios exemplos na literatura e na pintura, como os quadros do pintor belga
René Magritte e os desenhos do holandés M. C. Escher, fazem uso da nocao
de auto-referéncia e de seu carater paradoxal como elemento de estilo. Numa
passagem do “Ulisses” de James Joyce, por exemplo, uma das personagens
centrais, Molly Bloom, questiona o préprio autor.

Um dos mais simples, e provavelmente o mais antigo, dos paradoxos
l6gicos é o “Paradoxo do Mentiroso”, formulado por um pensador cretense do
século VI A.C., Epiménides, que dizia: “Todos os cretenses sao mentirosos”.

Esta sentenca, sé superficialmente problematica, é frequentemente con-
fundida com o paradoxo de Eubulides de Mileto, que afirma “Eu estou
mentindo”, esta sim, uma afirmacgéo paradoxal e que estd na raiz de um
dos resultados da légica formal mais importantes do século XX. A versao



de Epiménides figura na Biblia, tornando a légica a tunica disciplina com
referéncia biblica: “Os cretenses sao sempre mentirosos, feras selvagens,
glutoes preguicosos”, adverte a epistola de Sao Paulo a Tito (1:12-13), cha-
mando a atencao para o fato de que o proprio cretense Epiménides o afirma.

O paradoxo do mentiroso na versao de Eubulides (na forma “Eu estou
mentindo” ou “Esta sentenca é falsa”), longe de ser uma simples banalidade
do pensamento, esta ligado, como veremos, a um dos teoremas mais profun-
dos do pensamento légico e matematico, o Teorema de Gddel, formulado em
1936.

Pode parecer que a auto-referéncia é a causa destes paradoxos; contudo,
a auto-referéncia, por si mesma, nao é nem sempre responsavel pelo carater
paradoxal das assercoes, nem mesmo suficiente para causar paradoxos: por
exemplo, se um cretense afirma “Os cretenses nunca sao mentirosos”, ou se
Eubulides afirma “Nao estou mentindo” estas afirmacoes auto-referentes sao
apenas pretensiosas.

Por outro lado, mesmo que abolissemos a auto-referéncia nao elimi-
nariamos os paradoxos: por exemplo, um paradoxo conhecido desde a época
medieval imagina o seguinte didlogo entre Sécrates e Platao:

Sécrates: “O que Platao vai dizer é falso”

Platao: “Socrates acaba de dizer uma verdade”.

Nenhuma das sentencas pode ser verdadeira, e nem falsa; nesse caso, a
causa do paradoxo ¢ a referéncia cruzada ou circular, e nao a auto-referéncia.
Mas nem mesmo a circularidade da referéncia é sempre responsavel pelos
paradoxos: uma simples mudanca no didlogo entre Sécrates e Platao (basta
trocar “falso” por “verdadeiro” e vice-versa) elimina o paradoxo, embora a
circularidade continue presente.

Na realidade, um dos problemas l6gicos mais dificeis é determinar quais
sao as condigOes que geram paradoxos, além das tentativas de eliminar, so-
lucionar ou controlar os ja existentes. Este problema é, em muitos casos,
insoluvel, e tal fato tem obviamente um enorme significado para o pensa-
mento cientifico em geral, e para a légica em particular.

Apresentamos aqui alguns dos mais conhecidos paradoxos, antinomias
e circulos viciosos. A andlise dos paradoxos serve como motivagdo ao es-
tudo da légica matematica, que poderia ser pensada como a formalizagao
do pensamento racional livre de paradoxos, pelo menos dos paradoxos que
a destroem.

Se aceitamos as leis basicas da légica tradicional (isto é, leis que regem os

“gr o« nao”, “para todo”, “existe”), que sdo

operadores “ou”, “e”, “se... entao”, “
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o objeto de estudo deste livro, ha basicamente duas maneiras de “resolver”
um paradoxo:

1. a primeira (seguindo uma tradigao iniciada pelo légico inglés Bertrand
Russell) que propoe que certos enunciados paradoxais deixem de ser
considerados como enunciados propriamente ditos;

2. a segunda (a partir de idéias devidas ao légico polonés Alfred Tarski)
propoe que sejam considerados como regulares os enunciados onde
nao ocorre o predicado de “ser verdade” (ou assemelhados, como “ser
falso”); os enunciados linguisticos que nao sao regulares fazem parte
da metalinguagem.

Costuma-se ainda fazer distincao, na literatura, entre paradoxos e anti-
nomias: estas seriam as contradigoes logicas, como o Paradoxo de Russell e
do Mentiroso, enquanto os paradoxos propriamente ditos seriam os enuncia-
dos que nao envolvem contradi¢do, mas desafiam nossas intuicoes ou crengas.

As situacoes paradoxais apresentadas a seguir sao formuladas na lin-
guagem natural (isto é, em portugués corrente); como exercicio, vocé deve
tentar analisi-las, informalmente, e decidir se se trata de antinomia, se existe
solucao, ou simplesmente de uma situacao paradoxal que escapa a intuicao.

Os problemas aqui encontrados servirao de motivacao para que seja intro-
duzida uma linguagem formal, muito mais simples que a linguagem natural,
mas também muito mais exata, e que com base nesta linguagem sejam for-
muladas cuidadosamente as regras e leis que regem a logica. Dessa forma,
podemos entao considerar a légica nao como uma teoria que resolve todos
os paradoxos, mas como uma disciplina que aprende com eles e que tenta
erigir um dominio em que se minimizem seus efeitos.

1.3.2 Paradoxos e antinomias mais conhecidos

1. Numa folha de papel em branco escreva: “A sentenca do outro lado
é verdadeira”. No outro lado escreva: “A sentenca do outro lado é
falsa”. As sentencas sdo verdadeiras ou falsas?

2. (Paradoxo de Bertrand Russell, numa carta a G. Frege, em 1902) Con-
sidere o conjunto de todos os conjuntos que nao sao membros de si
mesmos. Este conjunto é membro de si préprio?

3. (Paradoxo do Barbeiro) Um barbeiro foi condenado a barbear todos
e somente aqueles homens que nao se barbeiam a si préprios. Quem
barbeia o barbeiro?

11



10.

11.

12.

(Paradoxo de Kurt Grelling) Podemos dividir os adjetivos em duas
classes: autodescritivos e nao-autodescritivos. Por exemplo, sao auto-
descritivos os adjetivos “polissilabo”, “escrito”, e nao-autodescritivos
os adjetivos “monossilabo”, “verbal”, etc. O adjetivo “nao-autodescriti-
vo” é autodescritivo ou nao-autodescritivo?

Qual é “o menor nuimero inteiro que nao se pode expressar com me-
nos de quinze palavras” ? (conte quantas palavras expressam este
numero).

Qual é o menor numero inteiro que nao se menciona de nenhuma
maneira nestas notas? Existe tal nimero?

Se nao existe, estas notas mencionam todos os niimeros inteiros?

Analise a seguinte prova da existéncia de Deus: escreva “Esta sentenca
¢ falsa ou Deus existe”. Se a sentenca toda for falsa, as duas partes
separadas por “ou” sao falsas, portanto a parte “Esta sentenca é falsa”
¢é falsa; sendo falso que “Esta sentenca é falsa” obriga a que “Esta
sentenca € falsa” seja uma sentenca verdadeira, tornando verdadeira a
sentenca toda, contradicao.

Portanto a sentenca toda é verdadeira, logo uma de suas partes é
verdadeira. E claro que a primeira parte nao pode ser verdadeira
(pois isto contraria o que ela estd afirmando, isto é, a sua falsidade),
logo a segunda parte deve ser verdadeira, isto é, Deus existe.

Um crocodilo raptou um bebé de sua mae e prometeu devolvé-lo se a
mae respondesse corretamente “sim” ou “nao” a questao : “Vou comer
0 bebé?”. O que a mae respondeu e o que fez o crocodilo?

Um juiz determinou que uma testemunha respondesse “sim” ou “nao”
a questdao “Sua préxima palavra serd nao?” Qual é a resposta da
testemunha?

(Dilema do Enforcado) Os prisioneiros de um certo reino sdo sempre
decapitados ou enforcados. Um prisioneiro conseguiu o privilégio de
formular uma afirmacao; se fosse falsa, ele seria enforcado, e se verda-
deira, decapitado. Qual afirmacao o prisioneiro poderia formular para
nao ser executado?

(Paradoxo de Protagoras) Um jovem advogado fez o seguinte trato
com seu mestre, Protagoras: ele s6 pagaria pela sua instrucao se con-
seguisse vencer o primeiro caso. Como ele nunca aceitava nenhum
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

caso, Protdgoras o acionou, e ele teve que se defender. Quem ganha a
causa?

Construa um supermicrocomputador que seja:

a) facilimo de carregar; b) econémico e simples de construir; ¢) infalivel
e universal; d) cujo sistema operacional seja tao simples que qualquer
crianca o opere.

(Sugestao: uma moeda, escrita “sim” de uma lado e “nao” do outro.
Facga qualquer pergunta a méquina, e em seguida uma nova pergunta
apropriada.)

(Paradoxo do Livro sem Fim) Sobre uma mesa hd um livro. Sua
primeira pagina é bem espessa. A espessura da segunda é metade
da da primeira, e assim por diante. O livro cumpre duas condicoes:
primeiro, que cada pagina é seguida por uma sucessora cuja espessura é
metade da anterior; e segundo, que cada pagina é separada da primeira
por um numero finito de pdginas. Este livro tem tltima pagina?

(Paradoxo do Enforcado) Um juiz sentenciou um réu a morte pela
forca, impondo a seguinte condigdo: que o réu seria enforcado de sur-
presa (isto é, sem poder saber em que dia), entre segunda e sexta feira
da préxima semana, ao meio dia. Aconteceu a execugao?

(Paradoxo do Ovo Inesperado) Imagine que vocé tem duas caixas a sua
frente, numeradas de 1 a 2. Vocé vira as costas e um amigo esconde
um ovo em uma delas. Ele pede que vocé as abra na ordem, e garante
que voceé vai encontrar um ovo inesperado. E claro que o ovo nao pode
estar na caixa 2 (pois nao seria inesperado), e portanto essa caixa estéd
fora. S6 pode estar na 1. Vocé vai abrindo as caixas e encontra o ovo
na caixa 2. Ele estava certo, mas onde esta seu erro de raciocinio?

(Paradoxo da Confirmagao de Hempel) Suponha que um cientista
queira provar que todo papagaio é verde. Essa afirmagao equivale logi-
camente a “tudo que nao é verde nao é papagaio” e portanto todos os
exemplos que confirmam a segunda sentenga, confirmam a primeira.
Um gato preto e branco nao é verde, e nao é papagaio, e portanto
confirma que todo papagaio é verde. Onde estd o erro?

Os seguintes paradoxos sao devidos ao légico Jean Buridanus (de seu
livro Sophismata, do século XIV). Vamos admitir algumas hipéteses
que parecem bastante razoaveis:
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e se sabemos alguma coisa, entao acreditamos nisso;

e se acreditamos que alguma coisa é verdadeira, entao acreditamos
nessa coisa;

e se alguma coisa é falsa, entdo nao pode fazer parte de nosso co-
nhecimento.

Analise agora as sentencas abaixo, conhecidas como Paradoxos do co-
nhecimento:

(a) “Ninguém acredita nesta sentenga”. Mostre que esta sentenga
nao faz parte do conhecimento de ninguém.

(b) “Eu nao acredito nesta sentencga”. E possivel que vocé acredite
nesta sentenca?

(c) “Ninguém conhece esta sentenca”. Mostre que esta sentenga é
verdadeira, mas nao faz parte do conhecimento de ninguém.

1.3.3 O que podemos aprender com os paradoxos?

Na secao precedente optamos por colocar os paradoxos como questoes, de-
safiando vocé a tentar resolvé-los. Nao mostramos as solugoes, porque em
geral elas nao existem: os paradoxos nao podem ser resolvidos como simples
exercicios.

Na verdade os paradoxos colocam problemas que vao muito além da
capacidade do conhecimento da légica e mesmo da ciéncia. Portanto, nao
devemos nos surpreender com o fato de que os paradoxos possam conviver
lado a lado com a ldgica; o que podemos concluir é que o jardim organi-
zado e seguro da légica representa apenas uma parte da floresta selvagem
do pensamento humano. Dentro deste pequeno jardim podemos usar nosso
instrumento formal, que é o que serd introduzido neste livro, e através dele
colher algumas belas flores, algumas até surpreendentemente bonitas e cu-
riosas; muitas outras podem estar perdidas na floresta, esperando ser des-
cobertas. Dessas, este livro nao vai tratar, mas esperamos que vocé pelo
menos compreenda onde estao os limites do jardim da légica.
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Capitulo 2

A Loégica Proposicional —
Linguagem e Semantica

Neste capitulo sao apresentados os conceitos bésicos para a construgao de
sistemas formais, enfatizando a diferenca entre linguagem e metalinguagem.
O objetivo do capitulo é mostrar ao leitor o processo de construcao de um
sistema formal, enfatizando.

Os conceitos que sao tratados neste capitulo sdo essencias para a com-
preensao e a leitura dos demais capitulos. Os exercicios deste capitulo tém
0 objetivo de auxiliar a compreensao das defini¢oes e dos conceitos tratados
aqui.

Introducao

Apesar de diversos autores e obras tentarem apresentar a légica como uma
teoria do raciocinio, os paradoxos e antinomias, como vimos no Capitulo 1,

mostram quanto é dificil dominar a razao, e quanto as opinioes pré-concebidas

nos levam ao engano. Mais ainda, como ja sugerimos, e como veremos mais
tarde, hé de fato limites para o conhecimento e para o alcance do raciocinio.

Pelo que vimos também no Capitulo 7?7, a Légica é o Unico instrumento
pelo qual podemos avaliar argumentos de forma global, dado que a Lodgica
consiste num aparato a priori e portanto, universal. E mais interessante
por isso, e para nossos propositos, considerar a légica como uma teoria da
comunicagdo ou exposi¢cao do raciocinio, isto é, uma teoria da argumentagao
vista como o encadeamento de seqiiéncias de sentencas por meio de uma (ou
vérias) relagao do tipo “... segue de ...”. Nesse mesmo sentido, podemos
considerar a Ldgica Matemdtica como uma teoria a respeito do tipo de ar-

”
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gumentagao feita pelos matematicos, ou seja, o estudo do tipo de raciocinio
realizado pelos matematicos. Para compreender a légica matematica é ne-
cessario examinar os métodos usados pelos matematicos.

Vimos também como a forma légica de certo modo realiza este aparato
a priori e trabalha a nosso favor, permitindo que passemos de contextos
obscuros a outros mais claros quando em duvida sobre a validade de um
argumento: por um lado, podemos construir contra-exemplos eloquentes e
definitivos contra argumentos invalidos, gracas a forma logica, e por outro
podemos ter ja um arsenal de argumentos cristalinamente validos por meio
de demonstracoes, de novo gracas a forma légica. Precisamos entdao nos
preocupar com trés tarefas basicas:

1. Especificar uma linguagem simbdlica para que possamos expressar ar-
gumentos de forma economica e universal;

2. Esclarecer os mecanismos que caracterizem argumentos, separando os
argumentos vdlidos dos invdlidos; e

3. Definir as nocoes de provas ou demonstragées, isto é, as seqiiéncias de
argumentos que possam ser vistos como universalmente validos.

Como vimos, devemos nos ater as sentencas ditas declarativas, evitando
assim sentencas interrogativas, temporais, poéticas, opinativas, bem como
stuplicas, ordens, suspiros, intengoes, etc.

A rigor, podemos também considerar no rol das sentencas declarativas as
sentencas performativas, usadas por exemplo em linguagens computacionais,
que sao também sentencas matematicas, mas tais sentencas performativas
podem ser interpretadas (ou seja, reescritas) como sentencas declarativas.

Precisamos obter uma linguagem precisa, que possa ela mesma ser objeto
de exame rigoroso. Iniciamos nossa analise com os argumentos que enolvem
proposi¢coes estudando assim a ldgica proposicional cldssica, ou cdlculo pro-
posicional, ou ainda cdlculo sentencial a qual denotaremos por LPC.

Mais tarde nossa linguagem serd expandida para levar em conta as
propriedades de individuos, expressas por meio de relagoes envolvendo in-
dividuos e varidveis, estudando entao a ldgica de predicados também cha-
mada de cdlculo de predicados ou ldgica de primeira ordem.

A linguagem rigorosa e os métodos abstratos que iremos introduzir rea-
lizam a ideia da forma logica que vimos discutindo, no sentido de se ca-
racterizar a Légica como um instrumento independente para o conhecimento
como queria Kant:
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...uma ciéncia a priori das leis necessarias do pensamento, ndo, porém, re-
lativamente a objetos particulares, mas a todos os objetos em geral...

2.1 Linguagens proposicionais

2.1.1 Uso, mengao e confusao

Uma dstincao que pode dar bastante complicacoes se nao a temos clara
é a diferenca entre uso e mencao, que é essencial em Légica. Esta é a
diferenca entre usar uma expressao lingiiistica para se referir a alguma coisa
(ou pessoa) e mencionar, isto é, falar a respeito dessa coisa (pessoa). Quando
mencionamos (ou falamos sobre) um objeto, em geral usamos uma expressao
lingiiistica que nomeia ou de algum modo se refere ao objeto. Como regra,
0 nome ou a expressao usada nao coincide com a coisa a que se refere, e essa
coisa por sua vez é mencionada ao se usar seu nome. Quando falamos sobre
Sécrates, por exemplo, obviamente usamos a expressao ‘Socrates’ e nao o
préprio Sécrates corporalmente. Desse modo, na sentenga:

(1) O Brasil é pequeno.

a palavra ‘Brasil’ estd sendo usada para falar do Brasil, afirmando que
ele é pequeno (note que nao importa absolutamente aqui se a sentenca é
verdadeira ou falsa). Por outro lado, na sentenga

(2) ‘Brasil’ tem 6 letras.

nao mais estamos falando do Brasil, mas da expressao que nomeia o pais—
usamos o nome do pais e ndo o préprio pafs: em (1) a expressao ‘Brasil” estd
sendo usada, e em (2) estd sendo mencionada.

Segundo uma convencao estabelecida pelo 1égico e filésofo Willard Van
Ormann Quine em Mathematical Logic (1979), a sintaxe para nomear uma
expressao (palavra, frase ou sentenca) é colocé-la entre aspas simples. Assim,
podemos dizer que:

(3) O nome de ‘Brasil’ é “Brasil”.

o que ¢é totalmente diferente de dizer:

(4) O nome do Brasil é ‘Brasil’.

Mas podemos continuar, e criar nomes para nomes de nomes, e assim
por diante:

(5) O nome de ““Brasil” é “‘Brasil’”.

Ou ainda:

(6) O nome do nome do Brasil é ‘“Brasil”.

A “confusao uso/mengao” consiste em usar uma palavra ou expressao
quando ela devia estar sendo nomeada, e nomeda-la quando ela esta sendo
usada.
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Na pégina 24 de Mathematical Logic Quine explica:

Para mencionar Boston, usamos ‘Boston’ ou um sinénimo,
e para mencionar ‘Boston’ usamos ‘“Boston’ ou um sinénimo.
“Boston” contém seis letras e um par de aspas simples; ‘Boston’
contém seis letras e ndao tem aspas. E Boston contém cerca de
800.000 pessoas.

No primeiro caso estd escrito ‘‘Boston’, e ele estd mencionando a ex-
pressao ‘Boston’. No segundo caso estd escrito ‘Boston’, e ele estd mencio-
nando a expressao Boston. No terceiro caso, esta escrito Boston , e ele estd
usando o que a expressao Boston denota, a saber, a cidade de Boston.

A importancia desse cuidado em Légica aparece quando aplicamos o
critério (ou definicao) de verdade. Ao classificar uma sentenga como verda-
deira ou falsa, ndao estamos usando a sentenca, mas mencionando-a, como
por exemplo:

(7) ‘O Brasil é pequeno’ é falsa.

Um outro exemplo, onde isso fica ainda mais sutil, é o famoso exemplo:

(8) ‘A neve é branca’ é verdadeira se e somente se a neve é branca.

significando que ‘A neve é branca’ nomeia uma expressao verdadeira se
e somente seu uso é coerente, ou seja, aquilo que entendemos como neve é
alguma coisa de fato branca.

2.1.2 Linguagem, metalinguagem, variaveis e metavariaveis

No Capitulo 7?7 ja mencionamos a distingao entre linguagem objeto e me-
talinguagem. A linguagem-objeto é aquela que queremos estudar, para as
quais as defini¢oes serao propostas, a qual propomos esclarecer, e a res-
peito da qual pretendemos conhecer. A metalinguagem, como dissemos, é o
ambiente onde isso pode ser realizado.

Na verdade, estamos aqui usando os conceitos de linguagem em niveis
diferentes, e dai a distingao dada pelo prefixo “meta”. A ideia nao é muito
distinta daquela entre uso e mencao, a nao ser que aqui se trata de um uso
global para a linguagem, e de uma mencao global para a metalinguagem.
Poderemos, se for necessario, pensar na metametalinguagem, mas isso s
seria tentado se houvesse necessidade.

A linguagem permite introduzir de maneira muito intuitiva a nogao de
variaveis: mesmo a linguagem natural permite os pronomes, que sao uma
espécie de “buracos” a ser preenchidos com nomes adequados. Se digo, por
exemplo, “Ele esta furioso” nao faz sentido trocar “ele”, por exemplo, pelo
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numeral ‘5’. Faz sentido, no caso, trocar “ele” pelo nome de uma pessoa do
sexo masculino. Sé assim a sentenca seria candidata a poder ser classificada
como verdadeira ou falsa; caso contrério, sequer faz sentido.

As varidveis sdo tdo importantes, que praticamente a ciéncia moderna
deve a elas sua vitalidade: nao fossem as varidveis terem sido introduzidas
na algebra e depois no calculo diferencial e integral, a histéria da ciéncia
seria outra.

Os gedmetras gregos, por exemplo, nao dominavam a &algebra, e em-
pregavam a geometria para resolver, por processos por vezes complicados,
problemas de facil solucao algébrica. E curioso que na Matemaética somente
no século IIT Diofante de Alexandria tenha introduzido o uso de simbolos
e sinais para denotar quantidades e operacoes, mas que na Loégica, muito
antes Aristételes ja tivesse usado varidveis para expressar propriedades da
sua légica.

Passando de pronomes a varidveis, no caso por exemplo da sentenca
T+ 2 = 24 z, s6 poderemos avalid-la se trocarmos x por um numeral, ja
que se trocarmos por ‘Paulo’ deixara de ter sentido.

Por outro lado, na sentenca légica A — B talvez possamos substituir A
por 1 e B por 2, se 1 e 2 forem nomes cujos valores forem expressoes logicas.

Temos que ter sempre claro entao quais sao os chamados sustituendos,
isto é, quais sao as expressoes que podem ser colocadas no lugar das varidveis
num certo contexto, e quais sao os valores que uma variavel pode tomar.

Do mesmo modo como usamos varidveis com relacao a linguagem, u-
samos metavaridveis com relacao a metaliguagem. Por exemplo, A e B sao
varidveis que variam sobre sentengas logicas em A — B, mas poderiamos
dizer que a é uma metavariavel que varia sobre sentencas logicas do tipo
A — B, que contém uma implicacao.

2.1.3 Enunciados e proposicoes

Dado que em Légica, para avaliar argumentos, usamos sentencas da lingua-
gem formal ou da linguagem natural, temos que ter cuidado com armadilhas
semanticas como por exemplo com a sentenca:

(1) “Sou chinés”

Dita por um chineés, ela sera verdadeira; por outro lado, a sentenca dita
por mim:

(2) “Nao sou chinés”

também sera verdadeira, e terfamos um problema grave:

(3) “Sou chinés e nao sou chinés” seria verdadeira?
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Ou ainda, (1) e (2) seriam verdadeiras e falsas a0 mesmo tempo, se ditas
por um chinés e um nao-chinés?

A questao é que (1) e (2) s@o enunciados que expressam proposigoes
diferentes segundo quem as profere. Estes casos sdo dos mais complicados,
por causa da presenca do chamado indéxico (o termo “eu”, oculto no verbo).
Mas hé casos mais simples:

(4) “3 divide 1117

e

(5) “111 é divisivel por 3”

sao claramente enunciados distintos que expressam a mesma relacao entre
111 e 3.

O contetido da relagao, a qual podemos classificar como verdadeira ou
falsa, é o que chamaremos de proposicao.

O que a Légica Proposicional possibilita é dar nomes simbdlicos para
todas as proposigoes (mas nao para os enunciados) e a partir dai traba-
lhar com as combinacoes de proposicoes através dos conectivos. Estes no-
mes simbdlicos para proposicoes e suas combinagoes é que constituird a
linguagem- objeto da Loégica Proposicional, que é o que estudaremos a se-
guir.

2.1.4 Assinaturas e linguagens

Comegamos especificando a linguagem-objeto da Légica, através da técnica
das chamadas defini¢des indutivas, que consiste em apresentar primeiro as
proposigoes atomicas (isto é, que nao sdo decomponiveis em sentencas mais
simples) e, num segundo estdgio, especificar como as sentengas mais com-
plexas sao construidas a partir das menos complexas utilizando conectivos.
Os conectivos, como o nome diz, conectam sentencas dadas para formar
sentencas mais complexas. Exemplos de conectivos sao a negacao -, que
permite formar a sentenca — a partir da sentencga ¢, a conjuncao A que
permite, dadas as sentengas ¢ e v, formar a sentenga (¢ A 1)), e 0 mesmo
para a disjuncao V, a implicagao — e o bicondicional <.

Usualmente os conectivos s&o undrios ou bindrios, isto é, de uma ou
duas entradas,! mas é possivel definir linguagens formais onde podemos
ter conectivos de qualquer nimero de entradas. A negacdo é unéria, e a
implicacao, disjunc¢ao, conjuncao e bicondicional sao binarios. Mas podemos

LAo invés de “entradas”, usa-se também “argumentos”, como “f(z,y) = x +y é uma
funcdo de dois argumentos”. Preferimos, contudo, evitar confundir isso com nossa nogao
de argumento.
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pensar num conectivo ternario do tipo “se « entdo 3, caso contrario 4”7 que
relaciona trés entradas.? No caso da Légica Proposicional, porém, bastam
0s conectivos unérios e binarios: mesmo este terndrio pode ser escrito com
combinacao dos outros— vocé é capaz de explicar como?

Chegamos assim a definigao seguinte:

Definicao 2.1.1. Uma assinatura proposicional é um conjunto C' de conec-
tivos. AN

A assinatura pode ser, por exemplo, C; = {A,—} ou Cy = {V,~}, ou
ainda C3 = {—,—}, ou todos juntos: Cy = {A,—,V,«>,—}. Como vere-
mos, com a negacao e um entre {/\, —, \/} podemos definir todos os outros
conectivos.

A idéia da construcao de linguagens formais proposicionais é a seguinte:
partindo de um conjunto infinito fixado V = {p1,p2, ..., Pn, ...} de simbolos,
chamados de varidveis proposicionais, ou de férmulas (ou sentencas) atomi-
cas, construir as formulas mais complexas utilizando os conectivos de uma
assinatura C, junto com alguns simbolos auxiliares (parénteses e virgulas).
O uso destes simbolos auxiliares apenas serve para facilitar a individua-
lizacao das componentes de uma féormula, sendo, de fato, prescindiveis. Essa
linguagem dependerd da assinatura C'

O conjunto das férmulas constitui a linguagem gerada pela assinatura.
Neste ponto, é ttil estabelecer um paralelo com as linguagens naturais, em
particular com a lingua portuguesa. A partir de simbolos dados (as letras do
alfabeto, com ou sem acentos e crases) podemos concatenar esses simbolos
para construir expressoes, tais como ‘osspépqta’ ou ‘ceramica’. Das duas
expressoes, apenas estaremos interessados na segunda, porque forma uma
palavra (com sentido). E usando as palavras, estaremos interessados nas
frases ou sentencas declarativas, isto é, seqiiéncias finitas de palavras das
quais faz sentido afirmar que sao verdadeiras ou falsas, tais como ‘Roma é
a capital de Italia’ ou ‘dois mais dois é cinco’. Obviamente estas sequéncias
de palavras (frases) devem ser construidas seguindo certas regras gramati-
cais especificas (no caso, da lingua portuguesa). As regras gramaticais das
linguagens formais proposicionais sao dadas apenas pela combinacao das
proposigoes bésicas (atomicas) utilizando os conectivos dados de maneira
iterada. Definimos entdo o seguinte:

Definigcao 2.1.2. A linguagem gerada por uma assinatura C' é o conjunto
L(C) definido satisfazendo as seguintes propriedades:

2Para quem é iniciado em linguagens de programacao, este é o conectivo “if-then-else”
de certas linguagens.
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1. As varidveis proposicionais de V fazem parte da linguagem gerada;

2. se ¢ € C' é um conectivo unario e ¢ faz parte da linguagem, entao
c1(yp) faz parte da linguagem;

3. se ca € C é um conectivo bindrio e @1, o fazem parte da linguagem,
entdo (1, ¢2) faz parte da linguagem;

4. nada mais faz parte da linguagem. A

Note que usamos na terceira cldusula a expressao c(p1, p2) para denotar
a aplicagdo de um conectivo. Tudo se passa como se escrevéssemos, por
exemplo, V(p1,p2) ou A(p1, p2) ao invés de (¢1 V p2) ou (1 A pa). Esta
ultima notagao, que usamos mais frequentemente, é chamada infixa, quando
escrevemos o conectivo entre os argumentos. A outra é a chamada prefixa,
quando escrevemos o conectivo na frente dos argumentos.

A iltima cldusula “Nada mais faz parte da linguagem” é bastante pedan-
te: na verdade, ela estd ai por culpa da ideia de condicional (na metalingua-
gem). A rigor, esta defini¢do e composta por cldusulas na metalinguagem
do tipo “se ... entao”; se algo cumpre o antecedente, entao deve cumprir o
consequente. Se nao cumpre, nada se pode afirmar. Portanto, em principio
algo que nao cumpre o antecedente, como a Constelacao do Cruzeiro do
Sul, por exemplo, poderia, em ultima instancia, fazer parte da linguagem!
Para evitar isso, para sermos rigorosos devemos entao adicionar a clausula
pedante.

A seguir exemplificaremos as defini¢cbes introduzidas até agora, definindo
trés assinaturas especiais que utilizaremos ao longo deste livro para analisar
a légica proposicional classica.

Freqiientemente economizaremos parénteses, omitindo os mais externos.
Assim, escrevemos ¢ V 9 ao invés de (¢ V 1) quando a leitura nao for com-
prometida. Também escreveremos —¢ no lugar de —(¢) quando nao houver
risco de confusao.

Exemplo 2.1.3. A assinatura Cj consiste dos seguintes conectivos:
Co={—,—} (negacao e implicagao).
As seguintes expressoes sao formulas escritas na assinatura Cy:

=(p2 = —p1) e (=p1 — p1) = p1-
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Exemplo 2.1.4. A assinatura C consiste dos seguintes conectivos:
Ci1 ={—,V} (negacao e disjungao).
Por exemplo, as seguintes sao formulas escritas na assinatura C1:

—(p3Vpr) e p1V(—p1Vp2).

Exemplo 2.1.5. A assinatura Cy consiste dos seguintes conectivos:
Cy ={—~,V,A\,—} (negagao, disjuncdo, conjuncao e implicacao).

As expressoes p1 — p1, p4a — (pa Vps) € —pg — (p3 V (p3 Apb)) sdo férmulas
sobre Cy. Observe que, sem omitir parénteses, as férmulas acima deveriam
ser escritas como

(p1 = p1), (pa— (PaVps)) e (—(ps) — (p3V (p3s Ap5)))

respectivamente. A

Cada uma das assinaturas acima ¢é suficiente para descrever a logica
proposicional cléssica (abreviada por LPC). O conjunto de todas as férmulas
sobre (1, a assinatura que usaremos daqui por diante, serd chamado de Prop.

Observagao 2.1.6. Podemos agora formalizar a discussao que fizemos an-
teriormente sobre liguagem e metalinguagem. As letras @1, ..., ¢, utilizadas
para se referir a formulas arbitrarias, assim como a letra ¢ usada para deno-
tar um conectivo arbitrdrio, sao chamadas metavaridvess, isto é, objetos na
metalinguagem que se referem aos objetos sendo estudados. A metalingua-
gem é simplesmente a linguagem (natural ou matemadtica) na qual falamos
sobre nossa linguagem formal. Usaremos letras gregas minusculas (com ou
sem indices) como metavaridveis de férmulas. Reservamos p1, p2, p3, . . . para
denotar as variaveis proposicionais propriamente ditas.

Um conceito 1til a ser definido sobre o conjunto Prop é uma funcao Var,
que associa a cada férmula ¢ o conjunto das varidveis proposicionais que
ocorrem na férmula.

Como estamos tratando da légica simbdlica, tudo pode ser expresso
através de conjuntos. Como veremos no Capitulo YY, baseando-se apenas
na nocao de conjuntos podemos explicitar a nogao de fungao, que desempe-
nha o papel de uma regra univoca, isto, é, uma regra de escolha que nunca
“emparelha” um elemento da entrada com mais de um elemento da saida.
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Por exemplo, a regra que associa a cada pessoa sua mae é univoca, e
portanto é uma funcao; ja a regra que associa a cada pessoa sua avo nao é
univoca (ha duas!) e portanto nao é uma funcao. Usaremos intuitivamente
aqui os conceitos de conjunto, conjunto das partes de um conjunto, e de
fungao; usaremos o simbolo p(X) para denotar o conjunto das partes do
conjunto X, isto é,

p(X)={Y :Y C X}

que € lido como “o conjunto de todos os Y tais que sdo subconjuntos de X”.

Defini¢ao 2.1.7. Definimos a fung¢éo Var: Prop — p(V), que relaciona fér-
mulas com conjuntos de variaveis, como segue:

1. Var(p;) = {p} se p; € V;

2. Var(en(p1, 2, ¢n)) = Ui, Var(y;), para ¢, um conectivo n-ario.

A

Outra nocao 1util é a de subférmula de uma férmula também pode ser
definida indutivamente:

Definicao 2.1.8. Definimos a funcao conjunto de subférmulas como sendo
a fungao SF: Prop — p(Prop), que relaciona férmulas com conjuntos de
férmulas, como segue:

1. SE(p;) = {p1}, se p; € V;

2. SF(cn(p1, 92, n)) = {Uiz1 SF(0)} U {ealp1, 02, n) }- A

Os elementos de SF(y) sao férmulas, chamadas subférmulas de .

Exemplo 2.1.9. p2, p3, p1o, —P2, —P3, (P10 V —p3) e (p1o V —p3) V —p2 sao
todas as subférmulas de (p1g V —p3) V —pe. A

2.2 A semantica da Légica Proposicional

2.2.1 Semantica dos conectivos

Na defini¢ao da linguagem da LPC (isto é, na definicao do conjunto Prop)
tinhamos como conectivos légicos apenas os operadores V e —. Observe
que estes conectivos nao tém nenhum significado: sao apenas simbolos,
e portanto eles nao tém o sentido usual de “ou” e “nao”. Para que isso
aconteca, interpretaremos os conectivos V e — utilizando fungoes (chamadas
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de fungoes de verdade), que envolvem os valores de verdade 1 (“verdadeiro”)
e 0 (“falso”).

A diferenca aqui é no fundo a disting@o entre uso e mencao: se apenas
utilizamos os simbolos V e — sem esclarecer seu sentido, os estamos men-
cionando. A partir do momento que necessitamos da sua interpretagao, os
estamos usando.

A partir de agora, denotaremos por 2 o conjunto 2 = {0,1} dos valo-
res de verdade. Definimos funcoes — : 2 — 2 e Ll : 22 — 2 através das
tabelas abaxo. as vezes é conveniente usar a notacao infixa para os opera-
dores binarios, escrevendo o operador entre os argumentos, e outras vezes a
notacgao prefixa:

Plg|pUgq

11 1 pl|—p
110 1 110
01 1 1
0j0] O

A partir dai, podemos definir indutivamente o valor de verdade 1 ou 0 de
uma proposicao a partir do valor de verdade de suas componentes atomicas.
Formalmente, definimos uma funcao valoracao v : Prop — 2 como segue:

Definicao 2.2.1. Uma fungao v : Prop — 2 é uma wvalora¢do se satisfaz o
seguinte:

L v(p V) =U(v(p), v(¥));
2. v(=p) = —(v()). =

A ideia a respeito do que segue nao é transformar a Logica numa imensa
complicacao, mas apenas deixar claro os processos pelos quais a Logica
simboélica trabalha: pretendemos separar as propriedades metaldgicas, ou
seja, aquelas a respeito da Légica e que podem ser demonstradas com recur-
sos matematicos rigorosos, € que chamaremos de metateoremas. Indicamos
brevemente com quais técnicas os metateoremas podem ser demonstrados,
mas isso nao serd exigido de vocé (leitor), nem pressupomos que vocé saiba
como fazer. O que vocé terd que manejar bem serao os teoremas, nao os
metateoremas. Mas nods acreditamos que mostrar a distingao ajuda bastante.

Metateorema 2.2.2. Se v e v’ sdo duas valoracoes que coincidem em V
(ou seja, tais que v(p) = v'(p) para toda p € V) entao v(p) = v'(¢) para
toda ¢ € Prop, ou seja, v ="1'.
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Demonstragao: Por indugao na complexidade das férmulas, seguindo as
cldusulas da defini¢ao indutiva de valoracao.

Suponha, por redugao ao absurdo, que existe ¢ € Prop tal que v(p) #
v'(¢). Suponha ainda que ¢ seja a férmula de menor complexidade tal que
isso acontece. De acordo com a Definigao 2.1.2, a férmula ¢ pode assumir
uma das seguintes formas:

1. peV.
Como por hipétese v e v coincidem em V), entao v(p) = v'(¢). Ab-
surdo, uma vez que supusemos que v(p) # v'(p).

2. ¢ =1
Como ¢ é uma subférmula de ¢ com menor complexidade, temos por
hipétese de indugao que v(p1) = v'(p1). Dado que v e v’ sdo valoragoes
(veja Definicao 2.2.1) entao v(—p) = —(v(e1)) = —(V'(¢1)) = V' (—p).
Portanto, v(p) = v'(¢). Absurdo.

3. o= (p1Ve2)
Como 1 e o sao subférmulas de ¢ com menor complexidade, te-
mos por hipétese de indugao que v(p1) = v'(p1) € v(p2) = V' (p2).
Dado que v e v sdo valoragoes, entdo v(p1 V v2) = U(v(p1), v(p2)) =
(v (¢1), 0" (p2)) = V(@1 V p2). Absurdo.

Como em cada caso temos uma contradicao, entao é falso supor que existe
uma férmula ¢ tal que as valoragoes nao coincidam. Portanto v = v'. O

Gragas ao Metateorema 2.2.2 vemos que, para definir uma valoragao,
basta dar uma fungéo vg : V — 2. Por outro lado, podemos refinar este
resultado, mostrando que o valor de verdade v(¢) dado a uma férmula ¢ por
uma valoragao v depende apenas dos valores de verdade v(p) das varidveis
p que ocorrem de fato em ¢.

Metateorema 2.2.3. Seja ¢ uma férmula. Se v e v' sao duas valoragoes
tais que v(p) = v'(p) para toda p € Var(p) entao v(p) = v'(¢).

Demonstragao: Por inducao na complexidade das férmulas. Suponha que
o resultado seja valido para toda férmula em Prop com complexidade menor

que .

1. peV.
Seja ¢ = p; para alguma p; € V. Dado que pi € Var(p), por hipétese
temos que v(p;) = v'(p;).
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2. ¢ = .
Dado que ¢ tem complexidade menor que ¢, por hipdtese de inducao
temos v(p1) = v'(p1). Dali, pela definicao de valoracao segue que

v(mp1) = —(v(e1)) = =(v'(p1)) = V(1)
3. ¢ = (¢1V p2). Exercicio.

Portanto v(p) = v'(p). O

Observagao 2.2.4. Podemos caracterizar as valoragoes da maneira se-
guinte: uma valoracao é uma funcao v : Prop — 2 satisfazendo o seguinte:

_J 1sev(p)=1ouv(y) =1
L v(pVy) = { 0 caso contrario
[ 1se v(p)=0
2. v(—y) —{ 0 se v(p) =1 )

As defini¢oes semanticas (isto é, através de tabelas-verdade) da negacao e
da disjungao correspondem com as nossas intuicoes : dadas duas proposigoes
P e @ (na linguagem natural), entdo a proposigao composta “P ou Q" deve
ser verdadeira se uma delas (ou as duas) sdo verdadeiras, e deve ser falsa
se as duas componentes P e () sao falsas. Isto é descrito pela funcao de
verdade U definida acima. Por outro lado, a proposigao “nao P” (ou “nao é
o caso que P”) é verdadeira se P é falsa, e vice-versa. Este comportamento
é representado pela tabela da funcao — definida acima.

E claro que existem outros conectivos na linguagem natural que podem
ser modelados (de maneira simplista) através de tabelas-verdade. Os conec-
tivos que analisaremos semanticamente a seguir sao os que correspondem
com a assinatura proposicional Co (veja Exemplo 2.1.5).

A conjungdo M : 22 — 2 e a implicacio material 1 : 2° — 2 sdo defini-
das através das seguintes tabelas-verdade:

pla|plg plg|lpdgq
1[1] 1 11 1
1[0] 0 1[0 o0
o/1] o 0/1] 1
oo o ojo] 1
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Observe que a tabela da conjuncao coincide com as nossas intuicoes com
relagdo a conjuncao de duas proposigoes: a conjungao “P e Q7 é verdadeira
apenas no caso em que ambas componentes, P e @), o sdo. Por outro lado, a
implicagao material é mais complicada de justificar. Em principio, pode-se
pensar que a nocao de implicagdo esta relacionada com a nocao de causa-
efeito: dizer que “P implica Q" sugere que P é uma causa para (). Esta
leitura surge, por exemplo, quando sao enunciadas leis ou regras da forma
“Se P, entao Q" (por exemplo, na fisica). Esta leitura pressupde portanto
uma relagdo entre o antecedente P e o consequente (). A interpretacao da
implicacao que é feita em légica cldssica é diferente: trata-se apenas da pre-
servacdo da verdade. Assim, afirmar que “P implica ()” nada mais diz do
que a verdade de P garante a verdade de (). Para ser mais explicito, uma
implicacao é verdadeira se, toda vez que o antecedente é verdadeiro, entao
o consequente também o é. Assim, uma frase do tipo “Roma é a capital de
Italia implica que o Brasil estd situado na América do Sul” deve ser consi-
derada verdadeira, do ponto de vista da légica cldssica (e no atual estado
das coisas), dado que a verdade do antecedente é mantida no consequente.
Em outras palavras, uma implicacdo material “P implica Q)" ¢é falsa (numa
dada situagao ) quando o antecedente P é verdadeiro mas o consequente )
é falso. Nessa situacdo , ndo é o caso que a verdade de P foi preservada
por . A definicao de implicacao impoe que um antecedente falso implique
qualquer proposicao (verdadeira ou falsa), uma vez que nao é o caso que
o antecedente foi verdadeiro e o consequente foi falso. Isto tem como con-
sequéncia que, partindo de premissas falsas, ndo é mais possivel raciocinar
utilizando légica classica, pois qualquer conclusao pode ser tirada a partir
dai. Existem muitas outras l6gicas (chamadas de ndo-cldssicas) desenvolvi-
das principalmente a partir do século XX, em que sao definidas nocoes de
implicacao diferentes da implicacdo material, por exemplo, as implicacdes
relevantes e as implicacdes contrafatuais.

Existem outros dois conectivos bindrios cldssicos dignos de mencao: a
disjuncdo exclusiva Y : 22 — 2 e o bicondicional < : 2 — 2. As tabelas
destes conectivos sao as seguintes:

pla|pYyq Pla|pegq
1/1] o0 11 1
1/o0] 1 1{o] o
o[1] 1 0ol1] o0
olo] 0 olo] 1
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A ideia por tras destes conectivos é a seguinte: VY representa uma dis-
juncao exclusiva, isto €, um tipo de disjuncao “P ou )” da linguagem natural
que é verdadeira se exatamente uma das proposigoes P, ) é verdadeira. Por
exemplo, o sentido esperado da frase “Iremos ao cinema ou ao teatro” é o
de ser verdadeiro quando formos ao cinema ou ao teatro, mas nao ambas
as coisas. Por outro lado, o bicondicional reflete que as sentencas envolvi-
das sao equivalentes, no sentido que elas tém o mesmo valor de verdade:
ou ambas sdo verdadeiras, ou ambas sao falsas. Estes conectivos nao fo-
ram incluidos na assinatura C porque eles podem ser expressos em termos
dos outros conectivos. Com efeito, a fun¢ao ¥ (p,q) pode ser calculada pela

funcao f(p,q) = N(U(p,q), —(N(p,q))), enquanto que <(p,q) pode ser cal-
culada como g(p,q) = N(3(p, q), 3(q,p)):

plglpUqg|png|—(Ng | f»p,9) plglp3q|lq3p|glpa)
11 1 1 0 0 11 1 1 1
1o 1 0 1 1 1[0] 0 1 0
01| 1 0 1 1 0|1 1 0 0
o0 0 0 1 0 0l0] 1 1 1

Note que f(p, q) expressa que alguma das sentengas p, ¢ deve ser verda-
deira, mas nao podem ser ambas verdadeiras. A funcao g(p, q) expressa que
se p é verdadeiro entao ¢ também o é, e vice-versa.

O fenomeno de poder expressar certas fungoes de verdade em termos de
outras é frequente: assim, a implicacao material e a conjungdo podem ser
expressas em termos da disjuncao e da negacao como segue:

h(p,q) =U(=(p),q) e k(p,q) =—(U(=(p),—(q)))

respectivamente.

plqg|—p|—-pUg pla|-»p|—q|—pU—q|—(—pU—q)
1[1]0 1 11/ 0] o0 0 1
1[0] 0 0 1[o] o1 1 0
ol1] 1 1 olt] 1o 1 0
0/0] 1 1 olo] 1 [1 1 0

O fato de poder expressar as funcées 1 e M (e, a posteriori, as fungoes
Ve &) em termos das fungdes Ll e — justifica a escolha da assinatura C)
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(Exemplo 2.1.4) para representar a légica proposicional cléssica (LPC). Vol-
taremos depois (na Subsegao 2.2.4) a falar sobre a questao da definibilidade
de funcgoes de verdade em termos de outras fungoes.

2.2.2 Tautologias, contradigoes e contingéncias

Considerando que as proposicoes sao avaliadas através de valoragoes , o
primeiro passo é identificar duas proposi¢oes que tomam o mesmo valor em
toda valoracao .

Definicao 2.2.5. Dizemos que duas féormulas ¢ e ¥ sao semanticamente
equivalentes, e denotamos por ¢ = 1), se, para toda valoracao v, v(p) = v(¢).

A

A relacao = é, de fato, uma relacao de equivaléncia, isto é, ela é reflexiva,
simétrica e transitiva (este e outros tipos de relagoes serao estudados no
Capitulo 5):

e © = p para toda ¢ (reflexiva);
e ¢ =1 implica ¥ = ¢, para toda ¢, (simétrica);

e v =1 e = implica p =, para toda @, 1),y (transitiva).

Exemplo 2.2.6. Temos que (¢ V ¢) = (¢ V ) e == = ¢ para toda ¢, 1.
A

O mais importante subconjunto de Prop é o daquelas proposicoes ¢ que
sao sempre verdadeiras para quaisquer valoracoes:

Definicao 2.2.7. Seja ¢ € Prop. Dizemos que ¢ é uma tautologia se
v(p) = 1 para toda valoragao v. A

As tautologias sao verdades légicas: sao proposigoes tais que, indepen-
dentemente do valor de verdade atribuido as suas componentes, recebem o
valor 1 (verdadeiro). Uma maneira muito natural de determinar se uma pro-
posicao é uma tautologia é utilizando tabelas-verdade. Com efeito, a partir
do Metateorema 2.2.3, vemos que o valor de verdade de uma sentenca ¢ de-
pende exclusivamente dos valores atribuidos as varidveis que ocorrem em .
Portanto, basta analisar todas as possiveis atribuicoes de valores de verdade
0 e 1 as variaveis que ocorrem em ¢, combinando, para cada atribuigao ,
os valores das varidveis (e posteriormente das sub-férmulas) de ¢ de acordo
com a funcao de verdade correspondente ao conectivo sendo utilizado.
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Exemplo 2.2.8. As sentencas p1 V —p1, (p1 Ap2) — p2 € p1 — (—p1 — p2)
sao tautologias:

p1 | p2 | p1Ap2 | (p1 Ap2) = Do
p1| 7p1 | p1Vp1 111 1 1
1 0 1 110 0 1
1 1 011 0 1
01]0 0 1
p1 | p2 | p1 | ~p1 — p2 | p1 — (—p1 — p2)
1|1 0 1 1
110 0 1 1
011 1 1 1
0] 0 1 0 1

Por outro lado, as sentengas (p1 V p2) — p2 e ((p1 — p2) Ap2) — p1 nao sao
tautologias:

p1|p2 | p1Vp2 | (p1Vp2) = po
1|1 1 1
10 1 0
0] 1 1 1
010 0 1

p1|p2| 1 —=p2 | (p1 = p2) Ap2 | (1 = p2) Ap2) = p1
1|1 1 1 1
110 0 0 1
011 1 1 0
010 1 0 1

No primeiro caso, qualquer valoragao v tal que v(p1) = 1 e v(p2) = 0 produz
v((p1 V p2) — p2) = 0, portanto existem valoragbes que tornam a férmula
@ = (p1 V p2) — pe falsa, logo ¢ nao é tautologia. Por outro lado, toda
valoragao v tal que v(p1) = 0 e v(p2) = 1 produz v(((p1 — p2) Ap2) = p1) =
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0, portanto esta sentenca nao é uma tautologia. Esta férmula representa
uma conhecida faldcia, a faldcia de afirmacao do consequente. A

Um dos problemas mais dificeis que teremos que enfrentar é saber quando
uma férmula é uma tautologia. Além do método da tabela-verdade que
acabamos de descrever (e que pode ser considerado um método sintético)
hé também outros métodos de tipo analitico, como o Método de Reducgdo
ao Absurdo. Neste método partimos da suposicao de que a férmula ¢ a ser
testada toma o valor 0 em alguma valoracao v e, utilizando as propriedades
das valoracoes, tentamos chegar a um absurdo. Por exemplo, suponhamos
que queremos determinar se a féormula v = (¢ — ) = (- — —p) é
tautologia. Supomos, por redugao ao absurdo, que v(vy) = 0 para alguma
valoracao v; entao:

L (a) ol = $) = 1, (b) v(~t — —p) =0
2. v(~1) = 1, v(~¢) = 0 (de 1(b)

3. v(¢) =0, v(p)=1 (de 2)
4. v(p = ) =0 (de 3)

Vemos que 4 contraria 1(a), absurdo.

Em geral, uma férmula com n componentes atomicos necessita uma ta-
bela com 2" linhas para decidir se é ou nao uma tautologia. Isto significa
que se uma férmula tem n 4 1 varidveis entdo devemos analisar 2"+ = 2.2
linhas. Ou seja: acrescentar apenas uma variavel implica em duplicar o
esforco de testar a validade da fémula!

Ezxistiria uma maneira mais rdpida de se testar tautologias?

A resposta a tal questao coincide com a solugao do problema P = NP,
um dos mais dificeis problemas da computacgao tedérica. Pode-se demonstrar
que a complexidade computacional de qualquer algoritmo se reduz a testar
tautologias numa tabela-verdade. Dessa forma, se conseguissemos provar
que nao existe uma maneira mais eficiente de testar todas as tautologias, ou
se conseguirmos um tal método eficiente, teriamos resolvido um problema
extremamente sofisticado.
O conceito dual de tautologia é o de contradigao:
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Definicao 2.2.9. Seja ¢ € Prop. Dizemos que ¢ é uma contradi¢do se
v(p) = 0 para toda valoracao v. A

As contradicoes sao falsidades légicas: sao proposigoes tais que, indepen-
dentemente do valor de verdade atribuido as suas componentes, recebem o
valor 0 (falso).

Serd que tem alguma relacao (ou alguma maneira de relacionar) as tau-
tologias e as contradicbes? A resposta é afirmativa: a relacdo de dualidade
é realizada através da negagao —, como mostra o seguinte resultado:

Metateorema 2.2.10.

(i) ¢ € tautologia sse —~p € contradigdo.

(ii) ¢ € contradi¢ao sse —p € tautologia.

(iii) Se ¢ € tautologia entdo existe uma contradigdo v tal que ¢ = —).
(iv) Se ¢ € contradi¢ao entao existe uma tautologia vV tal que p = —p.

Demonstragao: Somente provaremos o item (iii), deixando o resto como
exercicio para o leitor.

(iii) Seja ¢ uma tautologia. Entao ¢ = —p é uma contradicao, pelo item
(i). Mas =) = =—p e = = ¢, pelo Exemplo 2.2.6. Como a relagao = é
transitiva, segue que ¢ = =1, sendo que ¥ é uma contradigao. O

Vemos que existem dois tipos importantes de proposigoes: as sempre
verdadeiras (tautologias) e as sempre falsas (contradigdes). Evidentemente,
nem toda proposicao é de um destes tipos: por exemplo, p1 V p2 ou py
sao proposicoes que tomam ambos valores, verdadeiro e falso, em diferentes
valoragoes: basta considerar uma valoragao v tal que v(p1) = v(pg) = 1
para obter v(p; V p2) = v(py) = 1. Por outro lado, uma valoracao v’ tal
que v'(p1) = v'(p2) = v'(ps) = 0 produz v(p1 V p2) = v(ps) = 0. Sentengas
deste tipo (que nao sdo nem tautologias nem contradigoes) sao chamadas de
contingéncias, dado que elas sao contingentes: dependendo da situagao (do
valor dado para as suas componentes atomicas), elas recebem ora o valor
verdadeiro, ora o valor falso. Evidentemente uma proposicao ¢ pertence a
uma e sé uma das trés classes: tautologias, contradigoes, contingéncias.

2.2.3 Formas normais

Consideraremos nesta subsecao a linguagem proposicional Propy definida a
partir da assinatura Co (Exemplo 2.1.5). Nas férmulas de Prop, podem
ocorrer, portanto, os conectivos —,V, A e —. Veremos nesta subsecao que
¢é possivel ‘padronizar’ as férmulas de Prop,, obtendo a partir delas outras
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férmulas escritas numa forma padrao (chamada de forma normal), que re-
sultam ser semanticamente equivalentes as formulas originais.
Antes de passar as defini¢oes, introduzimos a seguinte notacao:

Notagao 2.2.11. Sejam 1, ..., @, formulas. Por

n n
\/ @; € por /\ wi
i=1 i=1

entendemos qualquer férmula obtida pela disjungao (conjungao, respectiva-
mente) das férmulas ¢1, . . ., 5. Isto é, ndo interessa a ordem e a organizagao

dos parénteses na construgao da disjuncdo (conjuncdo, respectivamente).
1

1
Por convengao \/ p; = /\ i = Q1.
i=1 i=1
3
Por exemplo, \/ ¢; pode representar indistintamente @1 V (@3 V p2) ou
i=1
(92 V @1) V 3.

Definicao 2.2.12. (i) Um literal é uma férmula da forma p (com p € V) ou
—-p (com p € V).
(ii) Uma cldusula é uma férmula ¢ da forma

onde cada ; é um literal e n > 1.
(iii) Dizemos que uma férmula ¢ estd em forma normal disjuntiva (FND)
se v é da forma

onde cada ¢; é uma cldusula (i =1,...,n) en > 1. AN

Por exemplo, 1 = p1 A —p1, w2 = (p1 A —p2) A —p7 € p3 = pg SAo0
clausulas. Portanto, 1 V @2 V 3 é uma férmula em forma normal.

Metateorema 2.2.13. Toda formula de Propy admite uma forma normal
disjuntiva. Isto €, existe uma férmula ¥, nas mesmas varidveis que , tal
que 1 estd em FND, e p = 1. Mais ainda, existe um algoritmo para calcular
uma FND 1 para ¢.
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Demonstragao: Suponhamos que qi,...,q, sdo exatamente as varidveis
proposicionais que ocorrem em . Construimos a tabela-verdade de ¢ uti-
lizando apenas as varidveis qi,...,¢q,. Se ¢ é uma contradi¢ao, definimos
P = \/?Zl(qj A —gj). Claramente 1 estd em FND e é uma contradigao,
portanto ¢ = . Se ¢ nao é uma contradicao, dentre as 2" linhas da tabela-
verdade, escolha apenas as linhas em que ¢ recebe o valor 1 (deve existir
ao menos uma, porque ¢ nao é contradi¢ao). Chamemos de Li, ..., L; as
linhas em que ¢ vale 1 (note que 1 < k < 2"). Para cada linha L;, defina os
seguintes literais:

gj se gj recebe o valor 1 na linha L;
i

$; =
—g; caso contrario
n
Considere agora, para cada ¢ = 1,...,k, a clausula ¢; = /\ go; Final-
7j=1
k
mente, definimos ¢ = \/ vi. Resta provar que ¢ = ¢ (pois, claramente, ¢
i=1
estd em FND).
Seja entao v uma valoragao tal que v(¢) = 1. Logo, v corresponde
a uma das linhas, digamos L;, da tabela-verdade construida para ¢. Por
construgao dos literais cpj», temos que v(goé-) = 1 para todo 7 = 1,...,n.

Com efeito, se v(g;) = 1 entao goé = ¢, portanto v(gp;) = 1. Por outro lado,
se v(gj) = 0 entao ¢ = —g;, portanto v(p;) = 1. Assim sendo, temos que
v(p;) = 1, pois p; consiste da conjungao dos goé com j =1,...,n. Portanto,
v(v)) = 1, pois ¥ é uma disjuncao de formulas, dentre elas ¢;, sendo que
v(p;) = 1. Reciprocamente, suponha que v uma valoracao tal que v(¢) = 1.
Pela defini¢ao da tabela da disjuncgao, deve existir ao menos um indice 7 tal
que v(yp;) = 1, portanto v(go;) = 1 para todo j = 1,...,n (pela defini¢ao da
tabela da conjungao). Dai inferimos que o valor dado por v para as varidveis
qi, - - -,qn coincide com o valor dado para elas na linha L; da tabela-verdade
de ¢, pela construgao dos literais gog Portanto o valor de ¢ (na linha L;)
coincide com v(p), pelo Metateorema 2.2.3. Logo, v(¢) = 1, pois L; é
uma das linhas em que ¢ recebe o valor 1. Daqui ¢ = v, concluindo a
demonstragao. O

Esta demonstragao é bem complicada, porque na verdade ela é um al-
goritmo que ja constréi a FND!
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Exemplo 2.2.14. Mostraremos, como exemplo, uma FND para

@ = (p2Vp3) = (p1 A p3).

p1|p2|p3|p2Vps | piAps| (p2Vps) — (p1 Aps)
111 1 1 1 L
1(11]0 1 0 0

1101 1 1 1 Lo
1101]0 0 0 1 Ls
0|11 1 0 0

0O]11]0 1 0 0

01011 1 0 0

0]01]O0 0 0 1 Ly

Temos que as linhas relevantes sdo L; (a primeira linha), Lo (a terceira),
L3 (a quarta) e Ly (a oitava). Definimos, para cada uma delas, as seguintes
cldusulas:

1. Para L1 : 1 = p1 A ps A ps;

2. Para Ly : @2 = p1 A —p2 A p3;

3. Para L3 : @3 = p1 A —pa A —ps;
4. Para Ly : @4 = —p1 A —p2 A —p3.

Finalmente, definimos ¢ = \/j‘:1 ; como sendo uma FND para . A

Existe uma outra forma normal para as férmulas, dual da FND (no
sentido de ser uma conjuncao de disjuncao de literais, em vez de ser uma
disjungao de conjungao de literais como na FND). Esta forma normal chama-
se de forma normal conjuntiva.

Definicao 2.2.15. (i) Uma cldusula dual é uma férmula ¢ da forma
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onde cada ; é um literal.
(iii) Dizemos que uma férmula ¢ estd em forma normal conjuntiva (FNC)

se v é da forma
n
¥ = /\ Pi

i=1

onde cada ¢; é uma cldusula dual (i = 1,...,n). A

A partir da existéncia da FND para toda férmula, podemos provar a
existéncia da FNC para toda férmula:

Metateorema 2.2.16. Toda formula de Propy admite uma forma normal
conjuntiva. Isto €, existe uma formula v, nas mesmas varidveis que @, tal
que 1 estd em FNC, e ¢ = . Mais ainda, existe um algoritmo para calcular
uma FNC vy para .

A demonstragao do Metateorema 2.2.16 (a partir do Metateorema 2.2.13)
¢é deixada para o leitor como um desafio.

2.2.4 Conjuntos adequados de conectivos

Observe que a FND associada a ¢ utiliza apenas as fungoes L, M e —. Isto
significa que qualquer funcao de verdade f : 2™ — 2 pode ser representada
utilizando estas trés fungoes: basta repetir o algoritmo descrito na prova
do Metateorema 2.2.13. Dado que as fungoes de verdade sao representadas
no nivel da linguagem por conectivos, podemos dizer que esta é uma pro-
priedade de conectivos, ou seja: existem conectivos capazes de representar
qualquer funcao de verdade.

Definigao 2.2.17. Um conjunto S de conectivos é dito um conjunto ade-
quado de conectivos se as funcgoes de verdade associadas a eles bastam para
representar qualquer outra funcao de verdade. A

Com essa defini¢ao, o conjunto {—,V, A} é adequado. Mais ainda, dado
que a conjuncao pode ser representada em termos de — e LI através da
equagao pMqg = —(—pU —q), vemos que {—,V} é um conjunto adequado de
conectivos.

Metateorema 2.2.18. {—,V} € um conjunto adequado de conectivos.
Demonstragao: Ja estd dada acima: a conjuncao pode ser representada

em termos de — e L através da equacao pg = —(—pU —q) . O
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E fAcil provar que a disjuncao pode ser representada utilizando A e —
através da equagao pUq = —(—pl—q). Assim, de maneira andloga a prova
do Metateorema 2.2.18, podemos provar o seguinte:

Metateorema 2.2.19. {—, A} é um conjunto adequado de conectivos.

Por outro lado, da equacao pLIg = —p 3 ¢ e do Metateorema 2.2.18
obtemos imediatamente o seguinte:

Metateorema 2.2.20. {—, —} ¢ um conjunto adequado de conectivos.

Consideremos agora uma constante L tal que v(L) = 0 para toda va-
loragao v. Entdo —p = p 1 L (confiral), logo obtemos o seguinte:

Metateorema 2.2.21. {L,—} é um conjunto adequado de conectivos.
Por outro lado, provaremos o seguinte:

Metateorema 2.2.22. {—, <} e {V,A} ndo sio conjuntos adequados de
conectivos.

Demonstragao: Seja ¢(p,q) uma funcao de verdade de duas entradas p e
q construida da utilizando apenas as funcoes — e <. Podemos provar que
 é tautologia, ou contradicao, ou as quatro entradas da tabela-verdade de
 consistem exatamente de dois valores 0 e dois valores 1. Dessa maneira,
fica claro que nao é possivel definir a tabela da disjungao (pois as quatro
entradas da sua tabela consistem de trés valores 1 e um valor 0) nem a da
conjungao (pois as quatro entradas da sua tabela consistem de trés valores
0 e um valor 1). Portanto {—, <>} nao é adequado.

Seja agora 1 (p) uma funcdo de uma entrada p que utiliza apenas as
fungoes U e M na sua composi¢ao. E f4cil ver que v recebe o valor 1 se
p = 1, portanto nao é possivel reproduzir com estas fungoes a negacao —.
Daqui, {V, A} nao é adequado. O

E interessante observar que os conectivos {V,—} podem ser definidos
a partir de um nico conectivo chamado conectivo de Sheffer ou NAND,
definido como segue:

e p NAND ¢ =1 see p e ¢ nao sao simultaneamente 1
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p|q|pNAND ¢q
1]1 0
1]0 1
01 1
00 1

Podemos definir p LI g e —p como:
e —p = (p NAND p);

e plig=((p NAND p) NAND (¢ NAND gq)).

Desta maneira, obtemos imediatamente o seguinte:
Metateorema 2.2.23. O conjunto { NAND } € adequado.
Similarmente, definimos um conectivo NOR dado por:

e (p NOR q)=0 see p e ¢ ndo sdo simultaneamente 0.

p|lq|pNORgq
11 0
10 0
01 0
0[0 1

Agora podemos definir pM g e —p como:
e —p= (p NOR p);
e pg=((p NOR p) NOR (¢ NOR q)).

Portanto, inferimos imediatamente o seguinte:
Metateorema 2.2.24. O conjunto { NOR } é adequado.
E possivel provar o seguinte (veja [6]):

Metateorema 2.2.25. NAND e NOR sao os inicos conectivos adequados.
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2.2.5 Argumentos e consequéncia semantica

A partir das definigoes dadas até agora, podemos finalmente definir for-
malmente uma nocao de inferéncia (ou de consequéncia) logica. Dado que
utilizaremos recursos semanticos para definir esta nocao de consequéncia,
diremos que trata-se de uma relacdao de consequéncia semantica.

Definigao 2.2.26. Seja I' um conjunto de proposi¢oes em Prop, e seja ¢ €
Prop. Diremos que ¢ é consequéncia semantica de T, e o denotaremos I' = ¢,
se para toda valoracao v, temos o seguinte:

se v(¢) = 1 para todo ¢ € I entao v(p) = 1.

Se I' = ¢ nao vale, escrevemos I' [~ . A

Um caso particular interessante da definicao anterior ocorre quando I' =
(). Nesse casso, () = ¢ significa que ¢ é uma tautologia.
Escreveremos 11,9, ...,1, E ¢ para denotar {i1,19,...,9%,} E ¢. Em
particular, escreveremos ¢ = ¢ em lugar de {0} = ¢, e E ¢ em lugar de
) & ¢. Utilizaremos também a seguinte notacao: I',;p = v e [A | ¢
denotarao I' U {¢} E ¥ e ' UA [ ¢, respectivamente.

A nocao de consequéncia seméantica corresponde precisamente & versao
de argumento no caso proposicional:

FEe

se, e somente se, é impossivel que exista uma valoracao v que satisfaca I’
no sentido em que v(¢)) = 1 para todo ¥ € I, e que rejeite ¢ no sentido em
que v(p) = 0.

Esta nocao de inferéncia (ou de consequéncia) 1dgica é precisamente, para
a Logica de Proposicoes, aquela ideia de “... segue de ...” que mencionamos
no Capitulo ?7.

Finalmente, todos aqueles argumentos que podem ser expressos em ter-
mos somente dos conectivos tém agora uma ferramente completa para que
possam ser avaliados.

E quando dizemos “completa”, ndo estamos brincando nem falando meio
vagamente—como vamos ver depois, existe um Metateorema de Completude
para a Légica Proposicional que demonstra que a consequéncia semantica é
definitiva: ela basta para decidir todo e qualquer tipo de argumento propo-
sicional!

Exemplos 2.2.27.
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—

-0 E A,
L0 =

-, ): 1, para 1 qualquer;

\)

-~ W

. |:<,0<—)—|—|<,0. AN

As principais propriedades da relagao de consequéncia seméantica sao as se-
guintes:

Metateorema 2.2.28. A relagao de consequéncia |= satisfaz o segquinte:

1. ¢ = ¢ (reflexividade);

Se = ¢ entao T = ¢;

Se p €' entio T' = ¢;

Sel' =¢ eI’ C A entio A = ¢ (monotonicidade);
Sel' =9 ep =1 entio I' =1 (transitividade)
Sel' =@ e Ao E¢ entio I, A = (corte);
Sel,plE=v el = ¢ entio T =

E ¢ see, para todo T # (), T |= ¢;

9. o =1 see ' = p — ¢ (Teorema de Dedugdo, forma semantica);

ST S N T R

10. TUL@1, s on} = see T = @1 = (p2 = (oo = 9) )
11. TU{p1,...,ont Ep seeT E (o1 Ao App) = .

Demonstracao: Provaremos somente alguns itens como ilustracao, o res-
tante é deixado para o leitor como exercicio.

(3) Seja v uma valoracao tal que v(I') = 1, isto é, v(vy;) = 1 para todo
~vi € T'. Como, por hipdtese, ¢ € T' temos que v(p) = 1. Portanto,
pela Definicao 2.2.26, segue que I' = .
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(6) Suponha, por reducao ao absurdo, que I'; A ¥ 1. Isso significa que

(8)

(9)

existe uma valoragao v tal que v(I' UA) =1 e v(¢p) = 0. Como, por
hipétese, I' = ¢, pela Definicao 2.2.26, isso significa que para toda
valoracao v', se v/(I') = 1 entao v'(¢) = 1. Em particular, dado que
v(I'UA) = 1 e consequentemente v(I') = 1 e v(A) = 1, segue que
v(p) =1, e dai v(A U {p}) = 1. Como, por hipdtese, A, ¢ = 1, entdo
v(1)) = 1. Absurdo.

(=) Segue de (2).

(<) Se T' = ¢ para todo I' # () entdo, em particular, =p = ¢. Se
existir uma valoracao v tal que v(¢) = 0 ent@o v(—p) = 1, portanto
v(p) = 1, pela Definigao de |=, absurdo. Portanto v(¢) = 1 para toda
valoragao v, isto é, = .

(=) Seja v uma valoracao tal que v(I') = 1. Temos que v(¢) =1 ou
v(p) = 0.
o Sev(p)=1,jaquev(I') =1, entao v(I'U{p}) =1, dai v(¢p) =1
(pois, por hipétese, I', ¢ |= ). Portanto, v(p — ¢) = 1.
e Se v(yp) =0, claramente v(p — ) = 1.

Portanto, para toda valoragao v, se v(I') = 1 entao v(p — ) = 1, isto
é, I Ep—.

(<=) Suponha que T, p ¥ 1, isto é, que existe uma valoragao v tal que
v( U{¢}) =1 ewv(yp) = 0. Claramente, para essa valoracao, temos
que v(p — 1) = 0. Portanto I' ¥ ¢ — ).

O

E muitas vezes bastante conveniente substituir as partes atomicas de

alguma férmula por outras proposigdes. Por exemplo, se = p — ——p (para
p € V), é claro que deve valer = (11 A 9) — == (11 A ha).

Essa idéia é formalizada assim: escrevemos ¢[i)/p| para a proposicao

obtida trocando-se todas as ocorréncias da varidvel p em ¢ por .

Definicao 2.2.29. Dada uma variavel proposicional p e uma proposicao 1,
definimos por recursao uma funcao substituicao de ¥ em lugar de p como a
funcao Subsg : Prop — Prop tal que:

1. Subs;f(q):{ gseq€Veq#p;

PYseqeEVeq=0p
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2. Subs}f(cpl Vpg) = Subsg(cpl) \ Subs}f(cpg);

3. Subs}f(ﬂgol) = ﬂSubsg(gol). A

Escreveremos ¢[¢)/p] no lugar de Subs}f(cp).

Vamos tratar agora de uma importante propriedade da relagao de con-
sequéncia semantica =, a saber: o resultado de substituir componentes
atomicos por partes semanticamente equivalentes produz férmulas semanti-
camente equivalentes. Por exemplo, sejam

Y1 = (p1Ap2) e o =-(p1 — —p2).

Como 11 = )9, entdo ¢[¢1/p] = ¢[v2/p] para qualquer férmula .

Metateorema 2.2.30. (Teorema da Substituicao, versao 1)

Sejam 1,109 € Prop. Se 11 = 1o entdo @[1/p] = @l2/p] para toda
@ € Prop e para toda p € V.

O
Demonstragao: Por indugao na complexidade das férmulas, seguindo as
clausulas da Definicao 2.2.29.

1. SepeV

e Se p # p, entao ¢[i1/p] = ¢ = p[2/p].
e Se p = p, entao ¢[i1/p] = P1 = P2 = p[Y2/p].

Logo, em ambos os casos temos que @[11/p] = ¢[t2/p].

2. p="2p1
Como ¢; tem complexidade menor que ¢ entao, pela hipétese de
inducao, v1[¢1/p] = p1[tb2/p]. Isso significa que para toda valoragao v
(veja Definiao 2.2.5) v(p1[¥1/p]) = v(p1[v2/p]). Dai, v(=e1[v1/p]) =
v(=p1[Y2/p]), para toda valoracao v. Logo, ¢[w1/p] = @[t /p).

3. o= (p1Vp2)
Exercicio.

O

As substituicoes representam a forma légica na sua quintesséncia: substi-

tuicoes serao utilizadas, entre outras coisas, para definir regras de inferéncia
esquematicas.
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Dadas qi, ..., ¢, distintos em V), podemos generalizar as func¢oes Subs;f

para as funcoes Subsg)ll,];;i", tal que Subsg)f,',',;;i" (¢), denotado por

@[wl/(h: T 7¢H/QTL]7

é a féormula obtida de substituir simultaneamente a variavel ¢; pela férmula
¥ em .
Note que @[Y1/q1, -, ¥n/qn] é a substituigao simultdnea enquanto

eln/aillda/ gl [¥n/ a0l

é a substituicao iterada, e que em ela sdo coisas diferentes. Por exemplo,
(p1V p2)[p2/p1,v/p2] = (p2 V ) enquanto que

(p1V p2)lp2/p1][¥/p2] = (p2 V p2)[tb/p2] = (¥ V ).

E possivel (mas muito aborrecido, e nem mesmo os légicos o fazem)
demonstrar o seguinte resultado:

Metateorema 2.2.31. (Teorema da Substituicao, versao 2)

Sejam Y1, Un, 01,00 € Prop. Se ¥; = ¢; (i = 1,...,n) entao
elr/qr, - Un/an] = elp1/ar, -+, en/an] para toda ¢ € Prop e para to-
das q1, ..., q, distintas em V.

Com todo este arsenal, ja temos instrumentos para saber tudo o que se
precisa para avaliar proposi¢oes como verdadeiras ou falsas.

Na verdade, a maneira de organizar tudo em metateoremas bastante
gerais facilita as coisas, porque qualquer embasamento que vocé buscar para
discutir alguma coisa a respeito da avaliacao de proposicoes estard em algum
dos metateoremas.

Em resumo, provavelmente tudo o que vocé vai precisar saber na vida
respeito da semantica da Légica Proposicional esta aqui...

2.2.6 Exercicios

1. Diga se as sentencas abaixo sao verdadeiras ou falsas:

(a) ‘b+7 é igual a ‘12’
(

b) ‘Godel” demonstrou os Teoremas de Incompletude da légica.
(c) “Cantor” nao é o nome de Hilbert, mas é o nome de ‘Cantor’.
(d) “A neve é branca’ é verdadeira’ é uma sentenca da portugués.
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(e) Légica comega com a letra L.
(f) Aristételes é autor da ‘Etica’.

2. Nas sentencas abaixo, caso necessario, coloque aspas a fim de torna-las
verdadeiras. Justifique o uso das aspas.

(a) A sentenca George Boole publicou An Investigation of the Laws
of Thought é falsa.

(b) sen? + cos? é igual a 1, mas 3 — 2 é diferente de 1.

(c) Bertrand Russell é o nome de um grande légico.

(d) A palavra function tem o mesmo significado que a palavra por-
tuguesa funcao.

(e) Légica tem 8 letras.
3. Seja L(C) alinguagem gerada pela assinatura C'. Para cada assinatura

dada, decida se as expressoes fazem parte de L(C), justifique em caso
negativo.

(a) p1 = (p1Vp2), para C = {V, =}

(b) (p1 A p2) = p2, para C = {A, —,—}.

(¢) =(=(p1Vp2)), para C = {V,A, —,~}.

(d) = (=(p1 — p2)), para C = {—,—}.

(e) =——ps, para C' = {V,}.

(f) (p1 = p2) A (2 = p1), para C' = {A, =, =}
(g) (p1 <> p2), para C = {—,A,V,~}

(h) p1 = (=p1 = p2), para C' = {V, —,—}.

4. Para cada férmula ¢, determine o conjunto Var(y) das varidveis que
ocorrem em @:

(a) ¢ = (p1V -p2) V (=p1 Aps3)

(b) ¢ = (p3 — (ps — p3))

(c) ¢ = (p200 A —p151) A p21

(d) o ==(p1Vp2)V(p3V ~(—psVps))

(e) ¢ =p1 = (p2 = p3) = ((p1 = p2) = (p1 = p3))

5. Para cada férmula ¢ dada no exercicio anterior, determine o conjunto
das subférmulas de .
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10.

11.

Faga a tabela-verdade das seguintes sentencas:

(@) [p1 — (p1Ap2)] Vs

(b) [p1V (p2 — p3)] = (p1V p3)

(c) p1V(p1— p2)

(d) (p1 = p2) V(P2 = 1)

() (mp1Ap1) Al(p2Vps)V =(p2Vps)]

Seja v : Propy — {0, 1} uma valoracdo que satisfaz além das cldusulas
da Definicao 2.2.1 as seguintes clausulas indutivas:

(a) v(p Ah) = T(v(p), v(¥));
(b) vl = ) =3 (v(p), v(¥))

Demonstre que se v e v' sdo duas valoragoes definidas em Prop, tais
que coincidem em V, entdo v(p) = v'(¢) para toda ¢ € Prop,.

Seja ¢ € Prop, uma férmula. Demonstre que se v e v/ sdo duas valo-
ragoes (definidas como no exercicio acima) tais que v(p) = v'(p) para
toda p € Var(yp), entao v(p) = v'(p).

Para cada uma das tabelas abaixo, encontre uma sentenga que a de-
termine:

p1|p2| P3| p1|Dp2 | P3|y

1 /1 |1 |1 1 (1 (1|0

o p2 @ 1110 |0 110 |1

1 (1 |1 1 /0|1 |0 1 (0 (1 |1

@ [T]0 1| ® [T0]0]1]| ( [T 000
O (1 |0 01 |1 |1 O |1 |1 |1

0O [0 |O 01 |0 |0 O |1 |0 |0
0110 |1 |1 0O [0 |1 |1

0110 |0 |1 0O [0 |0 |0

A partir da existéncia da FND para toda sentenca, prove o Metateo-
rema 2.2.16: toda sentenca pode ser reescrita em FNC.

Encontre uma sentenca em FNC que seja semanticamente equivalente
a sentenga (o — ) V (=8 A 7).
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12.

13.

14.

15.

Verifique se em cada caso a sentenga ¢ é uma consequéncia semantica
de T (isto é, I' = ). Em caso negativo, justifique.

(a) Considere p=pel'={p, (p —q)}

(b) Considere ¢ = (p —>r)el'={p—4q, q— 1}

(c) Considere p =r eI ={-p, ¢ = p,~q— 1}

(d) Considere ¢ = (pVq) e ={=-p, ¢ —r, (-gN—q)}

(e) Considere p =pel ={pAq}

(f) Considere ¢ = (pAgq) el = {p,q}

Seja {p,q,r,p1,p2,p3} C V e considere as seguintes sentengas:

e p==(pVq)V(pV(gVr))
o Y1 =(p1 = p2)V(PAT)
o Yo =-(prt Ap2) V(pPAT)

Calcule as seguintes substituigdes:

(a) @[v1/p]
(b) ¢l1/q]
(c) @lir/r]
(d 2/p]
2/4]
2/7]
¥1/p2/q)
V1/ps2/7]
Yo /pyb1/q,¥1/7]
Y1/ b2/ q, 2/ 7]

Dentre as sentencas encontradas acima, determine os pares de sen-
tencas que sao semanticamente equivalentes. Justifique sua resposta.

¥

< €
<
~

AS)
<
=

)
)
)
)
)

e

—h

55865666658
<

(
(
(g
(h

1

<

¥
¥
¥
¥

—

)
)

—

Prove que ¢ = 1 sse ¢ <> ¢ é tautologia sse ¢ — 1 e Y — ¢ sao
tautologias sse ¢ =¥ e ¥ E .

Prove que {-a — (v V 3), =y, dAY, B — =0} E a.

47



Capitulo 3

Axiomatica e Completude

3.1 Deducao e demonstracao

O Dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa ensina que ‘demonstragao’ é
sinonimo de ‘prova’, que seria aquilo que convence que uma afirmacao ou
um fato sao verdadeiros. Usaremos aqui ambos os termos como sinénimos,
e ainda como sinoénimo de ‘deducao’, mas com algum cuidado.

Provas ou demonstragoes sao argumentos especializados, que atuam como
formas de comunicacao entre interessados. Uma prova em Matematica ou
em Lodgica é diferente de uma prova num tribunal de justiga: no tribunal, a
‘prova do crime’ nao é um argumento, mas algo real. A nocdo de prova va-
ria, nao somente entre areas distintas, mas numa mesma area, entre épocas
distintas.

Provas em Matematica sdo as mais sofisticadas, j4 que tudo em Ma-
tematica é demonstragao. O método de dedugao mais antigo que se conhece
esta ligado as demonstracoes em (Geometria, expostas nos 13 volumes dos
Elementos de Euclides. Baseia-se na idéia de que uma prova deve comegar de
pontos iniciais chamados axiomas, e proceder por um mecanismo de sintese,
gerando os teoremas através das regras de inferéncia. Esta forma de pro-
ceder foi chamada de método ariomdtico ou também método hilbertiano,
devido ao légico e matemético alemao David Hilbert que iniciou o estudo
sistematico dos métodos de demonstracao, sendo o precursor do que mais
tarde viria a ser chamada de teoria da demonstracao ou teoria da prova.

As provas em Légica Proposicional sdo muito mais simples, quase um
brinquedo comparadas com as da Matematica. O método axiomatico hil-
bertiano em Légica Proposicional é um método direto, no qual vamos “cons-
truindo” provas a partir dos axiomas, ou a partir das provas anteriores.
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Existem outros métodos alternativos de demonstracao, em particular
alguns baseados na “desconstrucao” das férmulas, ou mais precisamente na
andlise das férmulas (ao contrério do método axiomatico, que se baseia na
andlise).

Esse método, conhecido como método dos tablos' analiticos, tem suas
raizes originariamente no estudo de Gerard Gentzen [3], discipulo de Hil-
bert, depois sistematizado nos trabalhos de Beth [1] e Hintikka [4]. Uma
versao mais moderna é apresentada no livro de Smullyan [8], j& considerado
um classico no assunto.

De certa forma, este método pode ser visto como um jogo entre dois
parceiros: para demonstrar uma certa férmula, imaginamos que o primeiro
jogador tenta falsificar a formula. Se ele nao conseguir, entao a férmula
nao admite contra-exemplos, isto é, ndo pode ser falsificada. Dessa forma
o método é também conhecido como método de prova por rejeicao de todo
contra-exemplo.

O método analitico, além de elegante, é muito eficaz do ponto de vista da
heuristica, isto é, do ponto de vista da descoberta das provas. Isto é muito
importante para a prova automatica de teoremas, pois é muito mais facil
programar uma maquina para analisar férmulas que para gerar teoremas.
De um certo modo, a prépria linguagem PROLOG e a programacao légica
em geral fazem uso de variantes do método analitico.

Com relagao a sua capacidade de provar teoremas, ambos os métodos (o
método axiomdtico tradicional e o método analitico) sdo equivalentes. Isto
significa que qualquer teorema que puder ser demonstrado num deles podera
sé-lo no outro. Vamos verificar que ambos tém suas vantagens e desvanta-
gens: 0 método analitico é muito mais facil de utilizar, mas é por outro
lado muito mais dificil quando queremos provar propriedades dos métodos
de prova.

Comecaremos estudando o método axiomadtico, e no préximo capitulo
apresentaremos o método analitico em detalhes.

3.2 Sistemas Axiomaticos

A partir de uma linguagem fixada, a idéia do método axiomatico é obter
demonstragoes de férmulas a partir de um conjunto dado de premissas. Estas
demonstracoes sao seqiiéncias finitas de férmulas, cada uma delas sendo

!Usamos ‘tabl®’ e ‘tablés’, respectivamente, como aportuguesamento de ‘tableaun’ e
‘tableaux’.
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justificada pelas regras do sistema, terminando a seqiiéncia com a férmula
que desejavamos demonstrar (caso tenhamos sucesso). As justificativas para
colocar uma férmula na seqiiéncia sao dadas na definicao a seguir:

Definicao 3.2.1. Uma demonstra¢ao num sistema formal é uma sequéncia
finita v1,792, -+, Vn, em que v, é a férmula que se quer demonstrar. A
insercao de cada 7y;, com 1 < i < n, na sequéncia ¢ justificada se:

e 7, é uma das premissas dadas, ou
e Se 7; pertencer ao conjunto dos axiomas do sistema, ou

e Se ~; for obtida a partir de férmulas anteriores da seqiiéncia por meio
das regras de inferéncia do sistema.

O

Definicao 3.2.2. Se I' é um conjunto de premissas que permite demonstrar
uma férmula ¢ através dos passos acima, dizemos que ¢ é consequéncia
sintatica de I', denotado por I' - ¢.

Pode ocorrer que o conjunto I' de premissas seja infinito, o que parece
um tanto absurdo, mas que em principio nao pode ser descartado. Veremos
logo a seguir que esse caso ¢ irrelevante, uma vez que sempre podemos
“jogar fora” certas premissas de forma a manter apenas um conjunto finito
de premissas (isto é exatemente o que diz a propriedade da Compacidade
abaixo).

A partir da definicdo de “demonstracao” dada acima, podemos obter
algumas propriedades imediatas da relacao de consequéncia sintdtica ou
relacao de forcamento sintatico, cuja justificativa deixamos como exercicio
para o leitor:

Metateorema 3.2.3. Num sistema azxiomdtico valem as sequintes afirmacgoes:
1. ¢+ ¢ (Reflerividade)

Set ¢ entio '+ ¢

Sep el entioI'F ¢

Sel'F¢ eI’ CA entio A+ ¢ (Monotonicidade)

Sel'ky; (i=1,...,n) ep1,...,on Y entao T+ (Transitividade)

S T

Sel'lF @ e Aok entio I,AF Y
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7. Sel,pFvY el ypentiol -
8. T'k ¢ se e sd seexiste ACT (A finito) tal que A+ ¢ (Compacidade)

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas alguns casos como ilustracao,
os demais sao deixados para o leitor como exercicio.

6 Dado que A, ¢ F 1, pela Definigao 3.2.2, sabemos que ¢ é uma das
premissas usadas para se demonstrar .

O

A justificativa das propriedades acima pode parecer complicada, mas é

de fato imediata se se aplicar a definicdo de demonstracao. A Compacidade,

por exemplo, é consequéncia direta do fato de que um demonstracao é uma

sequéncia finita de passos: numa sequéncia finita nao cabe um nitmero in-

finito de premissas, e dai se obtém que, se I' F ¢, existe A finito, A C T,

tal que A F ¢. O conjunto A pode ser, por exemplo, o conjunto dos ele-

mentos de I' utilizados, de fato, numa demonstragdo concreta (no sistema

axiomatico dado) de ¢ a partir de I'. A importante metapropriedade da
Compacidade seré retomada na Secao 3.4.

3.3 Uma axiomatica para a LPC

Nesta secao definiremos um sistema axiomatico para a LPC usando, como
mencionado anteriormente, a linguagem Prop gerada pelos conectivos {—, V}.
Daqui em diante usaremos as abreviacoes para os conectivos —, A e <> ja
definidas no capitulo anterior.

Definicao 3.3.1. O sistema axiomético PC para a LPC consiste de um tinico
axioma e quatro regras basicas de inferéncia:

o1



(axioma) oV

(expansao) v
pVY
V
(eliminagao) pve
¥
V V
(associatividade) w
(pV)Vy
V -V
(corte) pVY eV

YV

Denotaremos as regras anteriores por (exp), (elim), (assoc) e (corte),
respectivamente.

Cada vez que tivermos demonstrada uma relacao de consequéncia sinta-
tica I' F ¢ poderemos guarda-la como uma nova regra de derivagdo (ou
inferéncia). Nesse caso, poderemos denotéa-la por:

r

2
Uma longa lista de metateoremas que demonstram novas regras de de-
rivagao é a seguinte; detalhamos as demonstragoes de forma que possam ser
seguidas passo a passo. O importante nao é neste momento se preocupar
sobre como produzir tais demonstracoes, mas somente entendé-las.

Metateorema 3.3.2. ¢, = V¥ Fpc 1. (Modus Tollendo Ponens)

Demonstragao:
1. ¢ [ HipGtese |
2. oV [ Expansao em 1 ]
3. —¢ V4 [ Hipétese |
4. YV [ Corte em 2 e 3 |
5. 1 [ Eliminacao em 5 |
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Metateorema 3.3.3. ¢ V¢ Fpc ¢ V . (Comutatividade)

Demonstracao:
1. Vo [ Hipétese |
2. —pVe [ Axioma |
3. YV [ Corte em 1 e 2 |

Metateorema 3.3.4. 7V (p V@) Fpc vV ¢. (Cancelamento)

Demonstracgao:
1. vVi(pVey) [ Hipétese |
2. (yVe)Ve [ Associatividade em 1 |
3. eV (yVy) [ Comutatividade em 2 (3.3.3) |
4. [V (yVe)|Vy [Expansao em 3 |
5. 7V]eV(yVe)] [ Comutatividade em 4 |
6. (YVe)V(yVe) [ Associatividade em 5 ]
7. (V) [ Eliminac@o em 6 |

Metateorema 3.3.5. (¢ V¢)VyFpcypV (Y V7). (Associatividade)

Demonstracgao:
1. (pVey)V~y [ Hipdtese |
2. vV (pVy) [ Comutatividade em 1 (3.3.3) ]
3. (yV¢)V [ Associatividade em 2 |
4. YV (yVe) [ Comutatividade em 3 (3.3.3) |
5. (V) Ve [ Associatividade em 4 |
6. oV (¥Vy) [ Comutatividade em 5 |

Metateorema 3.3.6. = Vv, = Vv pc—(o V) V. (Jungdo)

Demonstragao:
1. 2(e V)V (p V) (axioma)
2. (pV) V(e V) (3.3.3)
3. =V~ (hip.)
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oV (@ V(=(pV))) (3.3.5 em 2.)

(Y V=(eV))Vy ((corte) em 4., 3.)

YV (=(eVY) V) (3.3.5em 5.)

=1V (hip.)

. (= V) V) Vy ((corte) em 6., 7.)

(V) V(yVy) (3.3.5 em 8.)

0. ~(¢pVY)Vy(3.34em?9.) O

=R <N S-SR

Metateorema 3.3.7. ¢V (Y V) Fpc V(v V p). (Permutagdo)

Demonstragao:
L. ¢V (¢ V) (hip.)
2. (v V)V (3.3.3)
3.9V (vyVe) (3.3.5) O

Metateorema 3.3.8. ¢ V (Y V) FpcyV (¢ V). (Permutagio, sequnda
forma)

Demonstragao:
L. ¢V (¥ V) (hip.)
2. vV (yVep) (3.3.6)
3. vV (e V) (3.3.6) O

Metateorema 3.3.9. Fpc —(p V)V (Y V). (Azioma + Comutatividade)

Demonstracao:

- V ¢ (axioma)

vV -p (3.3.3)

(o V=) Vi (exp)

YV (p V) 23.3.3)
(

[

—p V(P V) (3.3.7)
-V (Y V) ((axioma), (exp), 3.3.5)
(V) V(Y Ve) (deb. e6., 3.3.6) O

NSOtk N

Metateorema 3.3.10. ¢V (V) Fpc oV (v V). (Permutacao, terceira
forma)
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Demonstracao:
1 ¢V (¢ V) (hip.
2. (¥ V) Ve (3.3
3. ~(y V)V (yV
4. oV (yVY) (de

)

3)

) (3 3.9)
2. e 3., (corte)) O

Metateorema 3.3.11. (Lei da dupla negagio)
(a) ¢ Fpc ——p.
(b) ¢ Epc .

Demonstragao: (a) Considere a seguinte prova:
1. ¢ (hip.)
2. == V —p (axioma)
3. 7V -mp (3.3.3 em 2.)
4. == (3.3.2 em 1., 3.)

(b) Considere a seguinte prova:
1. == (hip.)
2. 7V (exp)
3. = V ¢ (axioma)
4. ¢ V ¢ ((corte) em 3., 2.)
5. ¢ (elim) O

Metateorema 3.3.12. ¢, ~¢ Fpctp. (Principio de Pseudo-Scotus)

Demonstracao:
1. ¢ (hip.)
2. = (hip.)
3. = V1 (exp)
4. (3.3.2em 1., 3.) O

A partir das inferéncias acima, podemos resumir algumas regras de
inferéncia bem conhecidas:

@7_'Q0\/¢
(0
0, oV
(0

a partir de (Modus Tollendo Ponens, primeira forma), lembrando que
P =

e (Modus Tollendo Ponens, primeira forma)

e (Modus Tollendo Ponens, segunda forma)
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P, —
(4
a partir de (Modus Tollendo Ponens), lembrando que —p V¢ = ¢ — 1)

== BeVY
aVp
a partir dos anteriores (exercicio).

e (Modus Ponendo Ponens)

e (Silogismo Disjuntivo)

Uma propriedade que simplifica bastante o manuseio dos teoremas e de-
monstracoes é o Metateorema da Deducao, na forma sintatica, que permite
transformar a prova de uma deducdo na prova de uma implicagao. (Lem-
bramos que a implicagdo ¢ — 1 é uma abreviacao da férmula —p V 9.) E
um resultado bastante 1til, pois permite trabalhar com um ntdmero maior
de premissas para provar férmulas mais simples (de menor complexidade).
Observe que um resultado andlogo, na forma seméntica, também foi de-
monstrado no capitulo anterior, no Metateorema 2.2.28(9).

Metateorema 3.3.13. (Metateorema da Dedugao, forma sintatica)
o bpcty see I'tpec—p V.

Demonstracgao:
(=)
1. Thkpc—pVy [Hipétese]
2. T,otpcoy [Reflexividade e Monotonicidade de Fpc]
3. TyoklpceVy  [Expansao em 2]
4. T,pFpc ¢ V1Y [Monotonicidade em 1]
5. TyobFpctp Ve  [Corte em 3 e 4]
6. I'oFpcy [Eliminagao em 5]
(=) Suponha que I', ¢ Fpc 1, isso significa que existe uma sequéncia finita
V1,72, "5V, onde v, = 1. Vamos mostrar, por indu¢ao no comprimento
da prova, que I' Fpc —¢ V 1.
1. Paran =1.
Nesse caso temos que a sequéncia 71,72, +,V, € composta de um

Unico elemento, dai pela definicdo de prova temos que y; é ou um
axioma do sistema ou uma premissa de I'.

e Se y1 = ¢ é um axioma. A partir dessa sequéncia (ou prova),
podemos obter o seguinte:
1. |—pc 1/} [AXiOm&]
2. Fpcy V- [Expansao em 1]
3. Fpcop Ve [Comutatividade em 2]
4. Thtpc @V [Metateorema 3.2.3 (2), em 3|
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e Se 71 = 9 é uma premissa de I' U {¢}. Nesse caso temos que
Yv=poury el

— Se ¢ € I' entdo I' Fpc ¢ (Metateorema 3.2.3 (3)). Dai, pelas

regras de Expansao e Comutatividade segue que I' Fpc =V

— Se ¥ = y, pela reflexividade temos que ¢ Fpc . Dai, por

Expansao e Comutatividade, segue que ¢ Fpc —¢ V ¢. Mas

-V é axioma. Logo, Fpc —¢ V ¢. Portanto, pela mono-
tonicidade, segue que I' Fpc = V .

2. Para n < k suponha, por hipdtese de inducao, que o resultado seja
vélido.

3. Paran=k+1
Nos casos em que ¢ é axioma ou ¢ € I'U{p} o argumento é anélogo ao
caso n = 1. Resta verificar os casos em que 1 foi obtida pela aplicacao
de uma das regras de PC.

e Se 1 foi obtida por Expansao.
Isso significa que existe uma linha ¢ na prova, com 1 < ¢ < k, tal
que ¥ = 7; V «, para alguma férmula . Como ~; tem comple-
xidade menor que v entao, pela hipdtese de inducao, temos que
I'o Fpc i sse I' Fpc = V ;. Dal, por expansao, temos que
I' Fpc (m¢ V %) V «, e pela associatividade temos que T' Fpc
— V(7 Va),isto é T Fpc —p V 1.

e Se 9 foi obtida por Eliminacao.
Isso significa que existe uma linha 7 na prova, com 1 < i < k, tal
que v; = ¢ V1. Como ~y; tem complexidade menor que ¢ entao,
pela hipétese de inducao, temos que I'; o Fpc ¥ V 9 sse I' Fpc
=@ V (1 V 1)). Dai, por cancelamento, temos que I' Fpc = V 1.

e Se v foi obtida pela Associatividade.
Exercicio.

e Se 1 foi obtida pelo Corte.
Exercicio.

O]

Metateorema 3.3.14. (Metateorema da Dedugao, forma sintatica)
LU{p1,...,0n} Fpc i se, e s se,

Fl—pctpl—)((pg—>(...—>(g0n—>w)...)).
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Como aplicagao imediata do Metateorema da Dedugédo, obtemos o se-
guinte resultado tutil sobre PC:

Metateorema 3.3.15.

(a) Uy tpcy e L pcy implica Ty V9 Epc .
(b)) T obpcy e, —pbpcy implica T Fpc . (Prova por casos)

Demonstragao:

(a) Segue imediatamente pelo Metateorema da Deducao 3.3.13 e pela Jungao.

(b) A partir das hipéteses, usando o Metateorema da Deducao 3.3.13 e a
Juncao, segue que I' Fpc —(—p V ¢) V. Dado que —¢ V ¢ é axioma
de PC segue que I' Fpc = V . Dali, pelas regras de Expansao, Corte
e Eliminacao segue que I' Fpc 7.

O

3.4 Completude e Compacidade

Nesta secao discutimos dois metateoremas importantissimos da légica propo-
sicional classica: o Metateorema da Completude e o Metateorema da Com-
pacidade. Como veremos a seguir, ambos os resultados estao interrelaciona-
dos.

O Teorema da Completude para PC garante que qualquer consequéncia
semantica, que pode ser obtida por meio de tabelas-verdade, coincide com
uma demonstracao sintatica. Este resultado é ao mesmo tempo muito 1til,
e muito significativo. E ttil porque, na Légica Proposicional Classica, é
em geral mais facil manipular com a parte semantica; e é extremamente
significativo porque deixa claro que tudo o que se consegue com demons-
tragoes em PC consegue-se igualmente com tabelas-verdade; mostra ainda
mais que o axioma e regras que propusemos sao totalmente suficientes para
demonstrar qualquer tautologia em PC.

Metateorema 3.4.1. (Teorema de Correcao para PC) Seja ¢ uma
formula em Prop e I' um conjunto de formulas em Prop. Entdao I' Fpc ¢
implica T = .

Demonstracgao:

e Para o caso em que I' = () tem-se a chamada correcao fraca. Nesse
caso basta verificar por meio da tabela-verdade que o axioma de PC
- V ¢ é uma tautologia.
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e Para o caso em que I' # () tem-se a chamada correcao forte. Nesse caso,
a prova deve levar em consideragcao o uso das regras de inferéncia de
PC na deducao de ¢.

Se I' Fpc ¢, isso significa que existe uma sequéncia 1,72, - -, ¥, tal
que v, = @ e cada y;, com 1 < ¢ <n, é ou uma axioma de PC, ou um
elemento de I" ou foi obtida por meio de uma das regras de inferéncia
de PC. A prova é feita por inducdo no comprimento da prova.

— Paran=1
Nesse caso ou ¢ é um axioma de PC ou ¢ € T

1. Se ¢ é um axioma, pela correcao fraca, segue que =pc ¢.
Pela monotonicidade segue que I' =pc .

2. Se p €T, entao I' = ¢ (Metateorema 2.2.28 (3)).

— Para n < k é suposto, por hipétese de indugao, que o resultado
seja valido.

— Paran=k+1
Nesse caso ou ¢ é um axioma de PC ou ¢ € I', ou ¢ foi obtida
pela aplicacao de uma das regras de inferéncia de PC.

1. Se ¢ é um axioma ou ¢ € I', andlogo ao caso n = 1.

2. Se ¢ foi obtida por Expansao.
Isso significa que existe uma linha ¢ na prova, com 1 < i < k,
tal que @ = ; V « foi obtida pela aplicagao da regra de
expanscao na linha ¢. Pela hipétese de indugao sabemos que
se I' Fpc i, entao I' =pc 4, para 1 < i < k, ou seja, v;
é uma consequéncia seméantica de I', mas isso significa que
para toda valoracao v, se v(I') = 1, entao v(y;) = 1. Agora,
se v(y;) = 1 entao v(vy; V a) = 1. Portanto, I' = v; V a, ou
seja, I' = .

3. Se ¢ foi obtida por Eliminagao.
Isso significa que existe uma linha 7 na prova, com 1 < ¢ < k,
tal que v, = ¢ V ¢. Pela hipotese de indugao sabemos
I’ =pc i, para 1 < i < k, ou seja, ¢ V ¢ é uma consequéncia
semantica de I', mas isso significa que para toda valoracao v,
se v(I') = 1, entao v(p V ¢) = 1. Agora, v(p V ¢) = 1 sse
v(p) = 1. Portanto, I' |= ¢.

4. Se ¢ foi obtida por Associatividade.
Exercicio.
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5. Se ¢ foi obtida por Corte.
Exercicio.

O
Para a obtencado da prova da completude fraca basta mostrar, primeira-
mente, o seguinte resultado.

Metateorema 3.4.2. Seja ¢ uma formula em Prop e Var(y) = {q1, ", qn}-
Seja v uma valoracdo qualquer. Para 1 <1i <n defina:

*_{ g sev(gi) =1
% = : N —
-q; sev(g)=0
Seja Ay = {q},---,q}}. Entao:

(a) Sev(p) =1, entdo Ay, Fpc .

(b) Sewv(yp) =0, entao Ay, Fpc .
Demonstragao: Por indugao na complexidade de ¢

e Sepe.
Nesse caso temos que ¢ = ¢;, para algum ¢; € V.

(a) Se v(yp) =1, entéo v(g;) = 1, dai ¢ = ¢;. Pelo Metateorema 3.2.3
(1) temos que g; Fpc gi, isto é, A, Fpc .

(b) Sewv(yp) =0, entaov(g;) = 0, dai ¢f = —¢;. Pelo Metateorema 3.2.3
(1) temos que —¢; Fpc —g;, isto é, Acp Fpc —p.

e Vamos supor, por hipdtese de indugao, que o resultado seja valido para
férmulas de complexidade menor que .

e Se ¢ = .
(a) Se v(p) = 1, entdo v(¢)) = 0. Pela hipdtese de indugao temos
que Ay Fpc =, Como ¢ = —7, entao Ay = A,. Portanto,
Acp I_PC ©-
(b) Se v(y¢) =0, entao v(y)) = 1. Pela hipdtese de indugao temos
que Ay Fpc . Mas, ¢ Fpc =9 (Lei da dupla negacao), dai,

pelo Metateorema 3.2.3 (5), segue que Ay Fpc ——p. Portanto,
A@ Fpc Q.

® Sep =11V
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(a) Se v(p) = 1, entao v(¢1) = 1 ou v(¢p2) = 1. Vamos considerar
o caso em que v(¢;) = 1, o outro caso é andlogo. Como 1
tem complexidade menos que ¢ entao, pela hipétese de inducao,
temos que Ay, Fpc 11 dai, pela expansao, Ay, Fpc Y1 V ¥o.
Como Ay, C Ay entdo, pelo Metateorema 3.2.3 (4), temos que
A‘P Fpc 11 V 19, isto é, Ago Fpc .

(b) Se v(p) =0, entao v(¢p1) =0 e v(¢p2) = 0. Como Yy e P tém
complexidade menor que @ entao, pela hipdtese de inducao, temos
que AQM |—pc —\¢1 (S A¢2 |—pc —|1/J2. Como A@M - AQO e A¢2 - A(p
entdo, pelo Metateorema 3.2.3 (4), temos que A, Fpc ¢ e
A, Fpc 72. Aplicando a regra de expansao temos que A, Fpc
=1 V 2(P1 V) e Ay Fpc 2 V (31 V 1ha), e aplicando a
juncao temos que Ay, Fpc (11 Vb)) V (11 Vbo). Portanto, por
eliminacao, Ay Fpc —(¢1 V 1h2), isto é, Ay Fpc —.

O
Como uma consequéncia do Teorema 3.4.2 tem-se a completude fraca
para PC.

Metateorema 3.4.3. (Teorema da Completude para PC) Seja ¢ uma
formula em Prop e T' um conjunto de formulas em Prop. Entao T' |= ¢ se e
somente se I' Fpc .

Demonstragao: Se |= ¢, isto é, se ¢ é uma tautologia, entao v(yp) = 1 para
toda valoracao v. Sejam Var(e) = {q1,---,qn} € v1 e vy valoragoes tais que:

vi(g;)) =1 paral<i<n

va(gi) = 1 paral<i<n-—1;
2= ¢ parai=n

Com base nessas valoragoes construimos os conjuntos A}p e Ai de acordo
com o Lema 3.4.2:

A% = {Q17 e 7Qn—17Q’n}
A(p = {qlv e 7(]7171,_'%}

Como v(p) = 1 para toda valoragdo v entdo, pelo Lema 3.4.2 (a) temos:

A% Fpc ¢
AZ Fpc .
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Aplicando o Metateorema da Deducao 3.3.13 temos:

{a1,- -, qn—1} Fpc ~gn V¢
{(Ib T Qn—l} l_PC —Gn \% @Y.

Aplicando a regra do corte e a regra de eliminacao segue que:

{Q17 e 7Qn—1} l_PC 2

Repetindo esse mesmo raciocinio n— 1-vezes, todas as premissas do conjunto
{q1,---,qn_1} sdo eliminadas, ou seja, Fpc . 2
O
Como corolério do Teorema da Completude, obtemos o Teorema da Com-
pacidade, que afirma que a relacao de conseqiiéncia semantica é finitaria, no
sentido em que uma sentenca é semanticamente dedutivel de no maximo um
conjunto finito de sentengas ou, em outras palavras, conjuntos infinitos de
premissas sao desnecessarios para a relacao de conseqiiéncia semantica.

Corolério 3.4.4. (Teorema da Compacidade da LPC) Seja I' U {p}
um congunto de formulas em Prop. Se I' = ¢ entdo existe um subconjunto
finito Ty de T tal que Tg = .

Demonstragao: Se I' = ¢ entao, pela completude forte, temos que I" Fpc ¢
dai, pela compacidade sintatica, temos que existe um conjunto finito I'o C T’

tal que I'g Fpc . Portanto, pela completude forte, segue que I'y = .
O

Observe que uma versao sintatica deste resultado aparece no Metateo-
rema 3.2.3(8).

3.5 QOutras Axiomaticas

A axiomdtica para PC utilizada na secao anterior tem apenas um axioma
e diversas regras de inferéncia. Existem muitas outras axiomaticas, consi-
derando a mesma linguagem (ou outras linguagens apropriadas) da LPC,
mas com diferentes axiomas, e em geral utilizando apenas a regra de Modus
Ponens. O leitor interessado pode encontrar diversas axiomaticas para a
légica proposicional no livro [2].

2 . ;. .. ., .
Note que ao usar n vezes o mesmo raciocinio para eliminar as n varidveis de ¢, na
verdade estamos usando um método que necessita 2" valoragdes. Se conseguissemos menos

- . ?
que 2" valoragoes estariamos resolvendo o famoso problema P = N P!
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A seguinte axiomatica foi popularizada no conhecido livro de Mendel-
son [6], embora tenha sido introduzida por D. Hilbert e P. Bernays, e é sem
duvida uma das axiomaticas da LPC mais divulgadas na literatura:

Definicao 3.5.1. Seja Prop, a linguagem gerada pela assinatura Cp =
{—,—} do Exemplo 2.1.3. O sistema axiomdtico M para a LPC escrito
na linguagem Prop, consiste dos seguintes axiomas e regras de inferéncia:

(Axioma 1) o= (=)
(Axioma 2) (= W—=7)—=(e—=9) = (=)
(Axioma 3) (Y = =) = (Y = ) = )

(Modus Ponens) W

E possivel mostrar que o sistema M equivale ao sistema PC, no sentido
em que cada axioma e regra de M pode ser demonstrado em PC, e vice-versa,
com as respectivas tradugoes entre linguagens: ¢ — 1) é representado como
- V1 em Prop, e ¢ V1 é representado como —¢ — 1) em Prop,. Portanto,
M também satisfaz, tanto quanto PC, o Teorema da Dedugéao e o Teorema
da Completude.

3.6 Exercicios

1. Considere as seguintes identidades:
e a—f=-aVp

Com base nas identidades acima, traduza as férmulas abaixo para
férmulas da assinatura C' = {—, V}.

(
(

a) ¢ = (¥ = p);

)
b) o = (=) = (¢ = ¥) = (¢ = )]
(¢) ~ = (- = ¢) = ¢
(d) [(eA=y) =08 = {(¥A=6) = [(p A7) =]}
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)
) (pAY) = ¢
(&) ~¢ = [0 = (mp A )]
(h) [(p =) = (v = ¥)] = [(9Vy) = Y]
) [ =9) = (=] == (P A7)
) (=) = —=9) =9 =4
. Mostre, sem fazer uso do Metateorema da Deducao, que as tradugoes

dadas no exercicio anterior sao teoremas na axiomatica para PC escrita
na assinatura {—, V}.

. Mostre, sem fazendo uso do Metateorema da Deducao, que as tradugoes
dadas no exercicio anterior sao teoremas na axiomatica para PC escrita
na assinatura {—, V}.

. Mostre que os axiomas do sistema M sao tautologias, e que a regra
de Modus Ponens preserva tautologias. Prove a seguir o Teorema da
Correcao Fraca de M.

. Usando o sistema M prove, para cada férmula o, ¥ e v, o seguinte:

. A partir das axiomas do sistema PC prove as seguintes propriedades
da relagdo de consequéncia sintatica (a relagdo de consequéncia que
satisfaz estas propriedades é uma simplificacao do Método de Deducdo
Natural que estudaremos no préximo capitulo):
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e Regras de introducao de conectivos

(a) SeT,oF Y entao '+ ¢ — 9

(b) v Fony

() pFoVy e pEoVvy

(d) Se',okFv e I'ypF = entdo I' - —p
e Regras de eliminacao de conectivos

(a) oo =9

(b) pAYE@ e pAYEY

(c) Sel,pk~vel, Y Fyentao T,V vy

(d) o t¢
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Capitulo 4

Outros Métodos de Prova

Analisaremos neste capitulo trés métodos alternativos de prova em sistemas
formais. O primeiro deles, o método de tablds, esta baseado na andlise das
férmulas (ao contrario do método axiomatico introduzido anteriormente, no
qual cada prova é uma sintese obtida de provas anteriores).

O método analitico tem vantagens do ponto de vista metamatemaético,
as quais nos referiremos, embora seja equivalente ao método axiomatico
tradicional conhecido como “hilbertiano”, analisado no Capitulo 3.

O segundo método, denominado deduc¢ao natural, estd baseado em re-
gras de introdugao e de eliminagdo de conectivos. A elaboracao de provas
seguindo estas regras visa simular, de certa maneira, o raciocinio de um ma-
tematico ao provar teoremas, dai o nome do método. Este método resulta
ser equivalente ao método axiomatico.

Finalmente descreveremos o método de sequentes, formado também por
regras de introducgao e de eliminacao de conectivos, e cujos objetos, os se-
quentes, sao pares de conjuntos de férmulas no lugar de férmulas. O método
é equivalente ao método axiomatico.

Desta maneira, neste capitulo sao apresentadas trés alternativas de método
de prova para a légica proposicional classica, sendo que apenas o método de
tablos sera estudado com algum detalhe.

As defini¢oes notacionais relativas a conjuntos de férmulas (por exem-
plo, T', ¢ denotando o conjunto I' U {¢}, etc.) introduzidas anteriormente,
aplicam-se também neste capitulo.
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4.1 O Método de Tablos

Introduzimos nesta secio o método de tablos,! introduzido por Beth (cf. [1])
e aperfeicoado por Hintikka (cf. [4]) e Smullyan (cf. [8]). Como foi mencio-
nado anteriormente, este é um método analitico, isto é, baseia-se na andlise
ou decomposicao das férmulas, em contraposi¢ao ao método axiomético (do
tipo sintético) introduzido no capitulo anterior.

4.1.1 Descricao do método

Esta subsecao é dedicada a descrever o método de tablos, introduzindo as
regras do sistema e os conceitos basicos para analisar o método. A lingua-
gem proposicional que utilizaremos para o calculo de tablos é Prop; isto
é, usaremos apenas os conectivos - e V, sendo que os outros conectivos
serao expressados através das abreviagoes usuais, como foi feito no capitulo
anterior .

Definigcao 4.1.1. Introduzimos as seguintes regras de andlise:

oV
() o

(o V)
(R-v) pu—

ﬁﬁsp
R..) —%
(R--) 5

Chamamos configura¢do a um conjunto finito de conjuntos de férmulas.
Seja 3 um conjunto de férmulas (finito ou nao). O resultado da aplicagdo de
uma regra de andlise a ¥ é uma configuragdo {A} (no caso de R-y e R.-)
ou uma configuracao {A, Az} (no caso de Ry ), obtida da seguinte maneira:

e se Y édaformal, oV entdo Ay éT,pe Ny éT 9 (em Ry);
o se X é daformaI',=(p V1) entdo A é da forma I', =, =) (em R-y);

e se X é da forma I', =~ entao A é da forma I', ¢ (em R--).

Lembre que decidimos adotar os neologismos “tablé” e “tablés”

ceses tableau e tableauz, respectivamente.

para os termos fran-
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Note que, dado um conjunto 3, é possivel aplicar diferentes regras nele,
assim como aplicar a mesma regra de maneiras diferentes. Por exemplo, se
Y ={eV,~(yV),y Vd} entdao podemos aplicar em I' a regra Ry de
duas maneiras diferentes: aplicd-la com relagcao a ¢ V ¢ ou com relagao a
7'V ¢'. Também podemos aplicar a regra R, com rela¢ao a —(y V §).

Seja C = {¥;,%,,...,%,} uma configuracao. O resultado da aplica¢ao
de uma regra de andlise a C é uma nova configuragio C' = (C — {3;}) U
{A;,As,} (i1 e iy possivelmente iguais) onde {A;,,A;,} é o resultado da
aplicagao de alguma regra de andlise a ¥; (para algum i < n).

Um tablo é uma seqiiéncia {Cp, }nen (possivelmente estaciondria) de confi-
guragoes tal que C, 11 = C, ou C,11 é obtida de C,, por aplicagao de alguma
regra de andlise, para todo n € N.

Um tablé para um conjunto ¥ é um tablo {C, }nen tal que C; = {X}.

Um conjunto de férmulas 3 é fechado se existe uma férmula ¢ tal que ¢
e —p pertencem a X; uma configuracao € fechada se todos seus elementos o
forem, e um tablo {C, }nen € fechado se existe n € N tal que C,,, = C,, para
todo m > n, e C, é fechada.

O caso nao-fechado (em qualquer dos itens acima) é dito aberto.

Finalmente, dizemos que um tablé estd terminado (ou € completo) se
uma das trés possibilidades acontece:

1. o tablo é fechado; ou

2. o tabld é aberto, nao estacionario (isto é, para todo n existe m > n
tal que C,,, # C,,); ou

3. o tablo é aberto, estacionario (isto é, existe n tal que, para todo m > n,
Cm = C,), e nao é possivel aplicar uma regra na configuracao C,.>2

Observe que, se Y é um conjunto finito de férmulas, entdao todo tablo
terminado para ¥ é finito, isto é, deve terminar (aberto ou fechado) em
finitos passos, sendo sempre estacionario. No caso da légica de primeira
ordem, veremos que nem sempre este é o caso.

Para facilidade de notagao, podemos denotar tablos utilizando arvores.
Introduzimos a seguir os conceitos relativos a arvores.

Definicao 4.1.2. Uma drvore (enraizada) é uma estrutura A = (|A|,R) tal
que |A| é um conjunto nao vazio, e R C | A| x | A| é uma relagao satisfazendo
as propriedades seguintes:

1. Existe um unico r € |A| tal que

2Isto significa que os elementos abertos de C,, sdo conjuntos de literais.
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(a) ndo existe x € |A| tal que zRr?

(b) se y € |A|, y # r, entao existe um tnico z € | A| tal que zRy.
2. R nao possui ciclos, isto é, ndo existem z1,...,z, em |A| tais que

z1Rz9R - - - Rz, Rxq.

3. R nao possui descensos infinitos, isto é, nao existe uma sequéncia
{n}nen em |A] tal que

tee l‘an‘nflR tee R$2R$1.
Os elementos de |A| sao chamados de nds, e o né r da primeira cldusula
é chamado de raiz. Se zRy diremos que y é um sucessor de =, e x é o
predecessor de y. Um nd sem sucessores ¢ dito um nd terminal. Uma arvore

é finitamente gerada se cada né tem finitos sucessores. Se cada né tem no
maximo dois sucessores, a arvore é dita diddica.

Uma arvore € representada da maneira seguinte:

X
e
SN,

N

Definicao 4.1.3. Seja A = (] A],R) uma arvore com né raiz .

1. Uma seqiliéncia finita 1 - - - z,, em |A| é um ramo finito de A se x1 = r,
Ty € terminal e z;Rx;41 paratodo1 <i<n—1.

2. Uma seqiiéncia infinita {z,}nreny em |A| é um ramo infinito de A se
x1 =1 e x;Rx;41 para todo ¢ > 1.

3. Um ramo de A é um ramo finito ou infinito de A.

3Se (z,y) € R escreveremos zRy.
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Observagao 4.1.4. Um tablé pode ser representado por arvores diddicas.
Assim, cada né é um conjunto de férmulas, e as regras de andlise produzem
sucessores da maneira seguinte: (Ry) produz dois sucessores,

LoV

PN

Lo L4

enquanto que (R-y) e (R--) produzem um unico sucessor, respectivamente.
I =(eve) I

Fa P, _"(7[) F’SO

E facil ver que existe uma correspondéncia biunivoca entre sequéncias
de arvores construidas de acordo com as regras de analise e tablos.

(i) Dado um tablé C;Cy---C,, - -+ definimos uma seqiiéncia de érvores
At Ay Ay -

da maneira seguinte:

1. A; é a arvore com apenas um né (raiz) X, se C; = {X}. Note que os
elementos da configuracao C; sdo os nds terminais da arvore Aj.

2. Suponha que a arvore A, foi construida a partir da configuracao C,
tal que os nds terminais de A,, sdo exatamente os elementos de C,.

(a) Se Cp41 é obtido de C,, substituindo um elemento %' de C,, pelo
elemento A (resultado da aplicacdo da regra (R-y) ou (R--))
entdo definimos a drvore A,y como sendo a arvore A4, com o
acréscimo do né A como sucessor de ¥’. Note que os elementos
da configuragao C,11 sdo os nés terminais da arvore A, 41.

(b) Se C,4+1 é obtido de C,, substituindo um elemento ¥’ de C,, pelos
elementos A, Ay (resultado da aplicacao da regra (Ry)) entao
definimos a arvore A,,+1 como sendo a arvore A,, com o acréscimo
dos nés Ay e Ay como sucessores de Y. Note que os elementos
da configuragao C,11 sdo os nés terminais da arvore A, 1.

70



(ii) Considere uma seqiiéncia de arvores AjAs--- Ay -+ cujos nds sao con-
juntos de férmulas tal que Ay consiste de um tinico né X e, para cada n, a
arvore A, 11 é obtida da arvore A, pela aplicacdo de uma regra de andlise,
como indicado na Observacao 4.1.4. Definimos um tablo

CiCy---Cpp---
da maneira seguinte:

1. ¢4 = {¥}. Note que os elementos da configuracdo C; sao os nés
terminais da arvore Aj.

2. Suponha que C;Cs - - - C,, é um tablo que foi definido a partir da seqiiéncia
de arvores A1 As - - - A, tal que os nés terminais de A; sdo exatamente
os elementos de C; (1 < i < n). Definimos C, 1 a partir de A, da
maneira seguinte:

(a) Se aplicamos (R-y) ou (R--) num né terminal ¥’ de A,, obtendo
um sucessor A de ¥/ em A, 11, entdo definimos C,, 11 como sendo
a configuracao obtida de C,, substituindo ¥’ por A. Note que os
nés terminais de A;, 41 sdo exatamente os elementos de Cp1.

(b) Se aplicamos (Ry) num né terminal ¥’ de \A,, obtendo dois suces-
sores Aje Ay de ¥/ em A, 1, entao definimos C, 1 como sendo
a configuracao obtida de C,, substituindo ¥’ por A; e As. Note
que os nds terminais de A, sdo exatamente os elementos de
Chti-

Por exemplo, considere o seguinte tablé C;CoCs e a seqiiéncia de arvores
correspondente:
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Y1=T,~(pVY) Ve Ci={%1} X

22 :Pa_‘(w\/w) 23:F7()0 C2 - {22723} 21
Y9 3
Yy =T, Cz = {X4, 23} X1
3o 23
Yy

Dada a equivaléncia entre tablos e seqiiéncias de arvores geradas pelas re-
gras analiticas, podemos falar em ramos abertos e ramos fechados de um
tablo estacionério terminado em, digamos, n passos. Se ¥/ € C, é aberto,
entao dizemos que X' é um ramo aberto do tablo. Caso contrario, ¥’ é um
ramo fechado do tablo. Esta denominacao é justificada se consideramos a
arvore A, associada a C,: os elementos de C,, sdo os nds terminais (que
caracterizam os ramos) da arvore A,,.

Definigao 4.1.5. Dizemos que I' deriva ¢ analiticamente se existe um tablo
fechado para o conjunto I', —~¢; denotamos tal fato por I' 7 . Dizemos que
 é um teorema obtido analiticamente se existe um tablo fechado para {—p}
(isto é, se ¢ se deriva do conjunto vazio); denotamos tal fato por Fp ¢.

Observe que o método de tablos é um método de refutacao: para tentar
provar que a férmula ¢ é vélida, supomos que ela pode ser falsa, isto é,
partimos de —p. Analogamente, para provar que ¢ segue logicamente de I,
supomos que é possivel ter simultaneamente I' e —p.

Daremos a seguir alguns exemplos de deducgoes analiticas, utilizando
arvores para visualizar melhor as dedugoes. Denotamos os ramos fechados
por .

Exemplo 4.1.6. -7 ¢ — (¢ — ¢). Iniciamos uma arvore com —(¢ —
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(¢ = ¢)) e mostramos que se produz um tablé fechado.

(= V (= V@)

=, = (=Y V@)

ﬁﬁsa’ ﬁﬁw’ ﬁ(p

*

(o ramo fecha em virtude da ocorréncia de =—p e —p. AN

Exemplo 4.1.7. oV, =) 7 .

% \ ¢, _'1/}7 @
2 _'1/)7 @ w’ _le’ P

* *

A
Exemplo 4.1.8. ¢ — 1, ¢ — =) Fp —p.
e Vap,mp Vo, e
—, i V 1, P, eV o, g
* P, e, g Y,y 2o

JAN

E relativamente simples provar que relacao de conseqiiéncia 7 satis-
faz as propriedades (1)-(4) e (8) do Metateorema 3.2.3. Por outro lado, a
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transitividade de Fr é mais complicada de ser provada: para demonstrar
que se I' Fr p e ¢ 1 ¥ entao I' 7 9 precisamos provar uma propriedade
mais forte da relacao Fr , a saber, o andlogo para tablos da regra de modus
ponens.

Na verdade, precisamos provar uma espécie de contraparte do famoso
teorema de Eliminacao do Corte de Gentzen (veja o Teorema 4.3.4), para
que possamos introduzir a regra de corte no sistema analitico:

Ezxistem tablos fechados para I',p e I',—p see existe um tablo
fechado para T'.

Com esta propriedade, pode-se demonstrar a completude do método
analitico e sua equivaléncia com o método hilbertiano. A demonstracao
deste resultado nao é simples, e nao sera feita aqui.

Finalizamos esta subsecao com o estudo de regras derivadas.

Definicao 4.1.9. Seja I' C Prop. Dizemos que I' é T-inconsistente se existe
um tablo fechado para I'.

Definicao 4.1.10. Uma regra derivada é uma regra analitica de um dos
seguintes tipos.
a) uma regra derivada tipo bifurca¢do consiste de dois pares da forma

Tu{eh,TU{ei}) e (TU{p}TU{p2})
tais que I" é finito, e:

1. ¢1 e w2 (ndo necessariamente distintas) sao subférmulas de complexi-
dade estritamente menor do que a complexidade de ¢, e

2. T U{p,-p1,pa} é T-inconsistente.

Denotamos uma regra derivada desse tipo por

» P

caso contrario.

Lo
= 7~ _ S€ 1 2, €
Fa 901| F)QDQ 4 7& 4 F7 P1

b) Uma regra derivada do tipo linear é um par da forma (TU{p}, TU{¢1, p2})
onde I' é finito, e:

1. ¢1 e w2 (ndo necessariamente distintas) sdo subférmulas de complexi-
dade estritamente menor do que a complexidade de ¢, e

2. TU{p,~p1} e T U{p,—p2} sdo T-inconsistentes.
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Denotamos uma regra desse tipo por

r r
P e 01 # pa, € T % caso contrério.

T, 01,02 , 1

Exemplo 4.1.11. As seguintes sao regras derivadas:

V
1. Todas as regras do sistema PC. Por exemplo LA 4

¢ uma regra deri-

'
vada pois {¢ V ¢} U {—¢} é T-inconsistente; de fato,

/v i _\SO\
¥, TP ¥, P
* *
_>
9. ¥ |$ porque {— V 1, ~—p, <p} é T-inconsistente.
P
(¢ —
3. “le=v) (exercicio).
@,
A
4. pAY (exercicio).
')
(e A
5. ~pnY) (exercicio).
2

A

Podemos mostrar que as regras derivadas podem ser usadas livremente
sem alterar o sistema analitico de provas.

Como deveriamos esperar, os sistemas sintético e analitico sdo equiva-
lentes, no seguinte sentido:

Para todo T' U {p}, I'Fr ¢ see I Fpc p.

Acabamos de ver outra maneira, sintdtica, de verificar se ¢ é ou nao um
teorema, obtida diretamente do método analitico: pelo fato que os tablos
tém a chamada propriedade da subférmula, isto é, cada regra produz somente
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subférmulas das anteriores, e considerando que o niimero de subférmulas de
uma férmula proposicional é finito, obtemos que todo tablo para um conjunto
finito de férmulas em Prop termina (fechado ou nio) em finitos passos.* Se
termina fechado, digamos para I', —¢, entdo I" k7 ¢; caso contrario, I' Hp .
Um dos grandes problemas da Teoria da Computacao, como ja discutimos,
é saber se existem ou nao métodos mais eficazes que estes dois métodos

descritos acima. Tal questdo estd ligada ao problema P LN P, um dos
mais dificeis problemas da computacgao tedrica.

Finalizamos esta secao observando que o método de tablos nos propor-
ciona uma ferramenta para obter modelos de conjuntos satisfativeis. Com
efeito, basta apenas observar os elementos abertos da configuracao final de
um tablé terminado para um conjunto satisfativel 3, obtendo facilmente
todos os modelos de .

Exemplo 4.1.12. Seja X = {~(pV q) Vs,pVr}, onde p,q,r, s sdo varidveis
proposicionais. Considere o seguinte tablo terminado para ¥ (exibimos ape-
nas a arvore associada com a ultima configuragao do tablo):

“(pVq)VspVr

/\

-(pVq),pVr s,pVr
-p,q,pVr , T
D, 4, P -p, 4, T

Considere v1, v9, v3 tal que:

1. v1(p) =0, vi(q) =0, v1(r) = 1;

|
=

3. v3(s) =1, vs(r)

4Veremos no Capitulo 6 que esta propriedade n&o é mais vélida nos tablés para a l6gica
de primeira ordem (dado que esta 16gica é indecidivel).

76



A funcio v; fornece as valoragoes 91 e v4; a fungdo vy fornece as valoragoes

vy (i=1,...,4); e a funcio v3 fornece a valoragao o3, definidas como segue:
plag|r|s
v1 (0011
v2[0[0[1]0
oy l1)1)1]1
vs[1]1]0]1
v3[1]0|1]1
v3[1]0]0]1
30111
Estas valoracoes sao todos os modelos de .. A

Gragas a existéncia do método descrito acima para achar todos os mo-
delos de um conjunto de férmulas I" a partir dos ramos abertos de um tablo
terminado para I', pode-se obter seguinte resultado, cuja prova nao faremos:

Corolario 4.1.13. Seja I um conjunto finito de formulas. Entao todo tablo
terminado para I' € aberto, ou todo tablo terminado para I € fechado.

4.2 O Método de Deducao Natural

Nesta secao descreveremos brevemente o método de deducdo natural. Este
método, na sua forma atual, foi introduzido por Gentzen em 1934 (cf. [3]), se
bem que existe um precedente de sistema de prova analogo, introduzido por
Jaskowski em 1929 a partir de sugestoes de Lukasiewics nos seus seminarios
em 1926 (cf. [5]).

A ideia do método é reproduzir os processos de inferéncia presentes no
raciocinio intuitivo. Um bom exemplo destes processos sao as demonstragoes
informais em matematica.

As regras do sistema sao de dois tipos: de introdu¢do de conectivos e de
eliminagdo de conectivos; assim, cada conectivo (com excegao da constante
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1) possui ao menos uma regra de cada tipo, estipulando as circunstancias em
que esse conectivo pode ser introduzido ou eliminado. Uma caracteristica
importante destes sistemas é que cada derivagao pode ser levada a uma
derivacao em Forma Normal, na qual nao existem passos redundantes. Este
teorema é equivalente ao conhecido teorema Hauptsatz (o teorema de Eli-
minagao do Corte) estabelecido por Gentzen para o calculo de sequentes.
Os sistemas de deduc¢ao natural formam a base de uma importante area da
légica simbdlica denominada Teoria da prova (Proof Theory). Nesta breve
exposicao apenas apresentaremos um sistema de dedugao natural para a
l6gica proposicional classica, explicaremos seu uso e ilustraremos o método
com alguns exemplos. Recomendamos para o leitor interessado no tema a
leitura do livro Natural Deduction de D. Prawitz ([7]), que transformou-se
num clédssico da &rea.

Definigao 4.2.1. Considere a assinatura C° tal que C§ = {Ll}, C3 =
{V,A,—} e C2 = () nos outros casos. Denotaremos o conjunto L(C®) por
Sent. O sistema DN de deducao natural para a légica proposicional cldssica
consiste das seguintes regras (como sempre, - denota a féormula ¢ — L):

(A]) ZA;/) (AE1) 9021” (ANE2) *"y’
] (Y]
@ Y eVy Ty gl
(VI1) VO (VI2) VU (VE) 5
(]
(=1 (-E) £t
. [190]
(L1) - (L2) o

Temos as seguintes restrigdes nas regras de L: na regras (L1) e (L2) a
férmula ¢ é diferente de L e, na regra (L2), a férmula ¢ nao é da forma —.
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As restricoes nas regras de | sdo inessenciais, e foram colocadas ape-
nas para simplificar o estudo do sistema. Cada regra consiste de premis-
sas (a parte de cima da barra) e de uma conclusdo (a parte de baixo da
barra). Partindo de um conjunto I' de hipéteses, deduzimos conseqiiéncias
das férmulas de I' utilizando as regras, aplicando a seguir as regras nas
conclusoes, obtendo uma arvore invertida em que os nés terminais sao as
hipéteses utilizadas, e o né raiz é a férmula demonstrada. A notacao

]
(0

utilizada nas regras (VE), (—I) e (L2) significa que estamos supondo a
existéncia de uma derivacao de v a partir de ¢ como uma de suas hipdteses.
Nesse caso, apds a aplicacao da regra que utiliza

]
(0

entre suas premissas, algumas ocorréncias (todas, algumas, nenhuma) da
premissa ¢ podem ser eliminadas como hipdteses. Assim, o resultado (a
conclusao da regra) nao vai mais depender da premissa ¢, caso todas as
ocorréncias de (¢ como premissa tenham sido eliminadas. Isto reflete a ideia
do Teorema da Dedugao: se I', ¢ - 1) (¢ depende de T, p) entdo I' - ¢ — 1)
(¢ — 1 depende de I'). Vamos analisar dois exemplos para esclarecer o
método:

Exemplos 4.2.2.
(1) Provaremos que (¢ V1) — v é deduzido em DN a partir do conjunto de
hipéteses {¢ — 7,1 — ~v}. Primeiro de tudo, a seguinte derivacao

A A
Y

mostra que v é deduzido em DN a partir de {¢ — 7,¢}. Analogamente
provamos que 7 é deduzido em DN a partir de {¢) — ~,v}. Juntando estas
duas derivagoes com a hipétese adicional ¢ V ¢ inferimos, aplicando a regra
(VE), a féormula 7, podendo descarregar as hipéteses ¢ e 1:

=7 [¢] Y=y [
Y Y
v

eV
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Isto significa que 7 é derivavel em DN a partir de {¢ — 7,9 — v, V ¢}.
Finalmente, aplicando a regra (—1I) podemos descarregar a hipdtese ¢ V 1),
obtendo uma derivacao de (¢ V1) — v em DN a partir de {¢ — v,¢¥ — ~}.

Y= [90]1 ¢—>’Y [w]l [90\/,[“2
gl gl .
7
(pVY) =~

Os numeros (1 e 2) foram colocados para individualizar a regra pela qual
foram descarregadas as hipdteses. Assim, na aplicacdo da regra 1 foram
descarregadas as hipdteses marcadas com 1, e na aplicacao da regra 2 foi
descarregada a hip6tese marcada com 2.

(2) Provaremos que v — (¢ A ¢) é deduzido em DN a partir da hipétese
(v = @) Ay = ). A seguinte derivagao em DN prova esse fato:

1 (=) Ay =) 1 (=) Ay =)
(7] o 7] po—r,
P Y
AP .
v = (e AY)

(3) Provaremos que em DN ¢ é derivdvel a partir de ——p, e vice-versa.
Considere as seguintes derivagoes (lembrando que =—¢ é —p — L):

=[]t ¢ [y]
T T
—1
@ g

(4) Provaremos que em DN a férmula —¢ V ¢ é um teorema. Considere a
seguinte derivacao (lembrando que —¢ é ¢ — L):

1

¥
B vl 2
T [ﬁ(ﬁSOV 90)]
ﬁi{pl
oV
1
—_—2
oV

Na derivagao acima, o nimero 1 indica uma aplicagdo da regra (—1), en-
quanto que o nimero 2 indica uma aplica¢ao da regra (L2). A

80



O sistema DN é correto e completo para a seméantica da légica proposi-
cional classica. Isto é:

Metateorema 4.2.3. Seja 'U{p} um conjunto finito de formulas em Sent.
Entao existe uma derivacao em DN de ¢ a partir de T sse T |= .

4.3 O Método de Sequentes

Finalizamos este capitulo com uma rapida descricao do método de sequen-
tes. Este método foi introduzido por Gentzen mas, ao contrario do método
de deducao natural, o cdlculo de sequentes foi intoduzido por motivos pura-
mente técnicos, nao possuindo qualquer justificativa ou motivagao filoséfica.
De fato, o calculo de sequentes foi introduzido apenas como um formalismo
apropriado para provar o Teorema de Eliminacao e Corte ou Haupsatz:

The Hauptsatz says that every purely logical proof can be re-
duced to a definite, though not unique, normal form. Perhaps
we may express the essential properties of such a normal proof
by saying: it is not roundabout... In order to be able to prove
the Hauptsatz in a convenient form, I had to provide a logical
calculus especially for the purpose. For this the natural calculus
proved unsuitable.

Gentzen, “Investigations into logical deduction”

Tanto o método de deducao natural quanto o método de sequentes sao a-
tualmente importantes ferramentas para o desenvolvimento e a apresentagao
de sistemas 16gicos.

A caracteristica principal do método de sequentes é a utilizagdo nas
provas de sequentes no lugar de férmulas.

Nesta secao utilizaremos a assinatura C3 = {T,L,—,V,A,—}. Nesta
assinatura, a constante T representa o valor de verdade 1, enquanto que a
constante L representa, como sempre, o valor de verdade 0.

Definicao 4.3.1. Um sequente é um par (I', A) de conjuntos finitos de
férmulas na assinatura Cs. Um sequente (I, A) serd denotado por I' = A.

Definicao 4.3.2. O célculo SQ de sequentes para a légica proposicional
cléssica é dado pelas seguintes regras:
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Fr=A¢ Te=A

Ar) ————— t
(Az) L= A,p (Corte) = A
r = A r—= A r—= A
(AE) ;5 Y (AD) 5% Y
oAy = A = ApAY
= A Iy =— A Io=—A
(= B) o Ty (= D) ¥ Y
Ney—->v=A = Ao =9
r A T A r A
ovy = A = A,poVy
= A p e=A
(~E) - (-p) = E =22
I-p= A I'= A ¢
- D) —
(LE) I1L=A (TD) = AT
Intuitivamente, um sequente 71, ..., v, = 61, ...,0; denota que
n k

Como no caso da deducao natural, as provas no calculo SQ sao arvores
invertidas, cujos noés sao sequentes. Os nds terminais sao instancias dos
axiomas (Ax), (LE) ou (TD), os predecessores sao obtidos pela aplicagao
de alguma regra em SQ, e o né raiz é o sequente a ser demonstrado. Podemos
executar o proceso de derivacao em sentido inverso (backward), comegando
pelo sequente a ser demonstrado e aplicando alguma regra que tenha como
conclusao o sequente sendo analisado, obtendo como sucessor o antecedente
da regra. Continuando com este processo, vemos que as derivagdes em SQ
realizadas no sentido backward sao arvores diddicas.

Exemplos 4.3.3.
(1) Provaremos o sequente ¢ A (¢ V7y) = (@ AY)V (pAvy) em SQ. Considere
a seguinte derivagao em SQ:
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o, =0, p Ny =1, 0Ny 0,7 =0, p NV O, 7y=7,p AP
o, Y= AP, p Ny 0,y =P NP, pNY
oYV y= oA, p Ay
PARPVY) = oAb pAy
AW VY) = (P AY)V (A7)

(2) Provaremos a seguir o sequente (@ A1)V (0 Ay) = @A (¥ V) em SQ,
mas agora executando as regras em sentido backward. Assim, comecando

pelo sequente a ser demonstrado geramos a seguinte arvore diadica:

(AP)V(pAY) = AP V7)

/ \A2

onde A; e As sao as seguintes arvores diddicas, respectivamente:

Aq

YAy = @A (V)

0, => @A (V)

/\

0, = 0, =Y Vry

0, =1,y
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PNy = A (V)

0,y = @AW V7y)

/\

0,y = ¢ o0,y =Y Vry

w0,y =,y

Evidentemente, invertendo a arvore de derivacao acima obtemos uma de-
rivagdo “genuina” em SQ. Note que poderiamos ter aplicado, no primeiro
passo da construcao da drvore, a regra (VR) no lugar da regra (AE), obtendo
outra arvore de derivagao. A

O célebre teorema Hauptsatz de Gentzen estabelece que a regra (Corte)
¢é redundante e pode ser eliminada:

Metateorema 4.3.4 (Hauptsatz). O sistema SQ~ obtido de SQ eliminando
a regra (Corte) € equivalente com o sistema SQ.

Observe que o calculo de sequentes sem cortes SQ~, se executado em
sentido inverso como no Exemplo 4.3.3, resulta ser um método de prova
analitico, bastante semelhante ao método de tablos.

4.4 Exercicios

1. Verifique, usando o método de prova por tablos, se as seguintes férmulas
sao teoremas de PC.

@) [(p =) =] =9
(b) (=) V(Y — )
(c)

(d)
(e)
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(f)
(2)
(h)

2. Usando o método de prova por tablos, determine se o conjunto de
férmulas é consistente.

3. Escolha uma férmula arbitraria e calcule sua FND usando tablos.

4. Provar o seguinte utilizando tablés, dedugao natural e sequentes:

(@) eV AS)=(pVY)A(pVi);
(b) =(p V) = (=p A=)
(¢) ~(pAY) = (=p V1)
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Capitulo 5

Loégica de Predicados

Na teoria de Silogismos podemos distinguir dois tipos de proposigoes:
e Proposigoes gerais:

— todo homem € mortal
— nenhum vegetal é um animal

— alguns triangulos sao isdsceles
e Proposigoes singulares:

— Sdcrates € homem
— meu carro € azul

— 5 € um numero impar

Observe que as proposicoes do primeiro tipo estabelecem certas relacoes
entre classes, enquanto que as do segundo tipo afirmam (ou negam) a per-
tinéncia de um termo singular (ou individuo) a uma determinada classe.
Esta distincao entre classes de individuos e individuos é a base das lin-
guagens chamadas de primeira ordem, ou linguagem de predicados. Elas,
munidas de uma légica apropriada (Idgica de primeira ordem ou ldgica de
predicados) constituem uma generalizagao natural da linguagem e da légica
silogistica introduzida por Aristételes. A concepcao moderna da logica de
predicados deve-se a Frege. Veremos que as proposicoes gerais sao obti-
das das proposigoes singulares através do que chamaremos de quantificagao,
isto é, o uso de quantificadores. Os quantificadores que utilizaremos sao os
usuais: para todo, representado por V, e existe, representado por .
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Dado que a semantica das linguagens de primeira ordem esta baseada
na teoria de conjuntos (e, em particular, na teoria de relagoes e fungoes), na
proxima segao faremos uma revisao sucinta desses tépicos.

5.1 Conjuntos, relacoes e fungoes

A teoria de conjuntos, introduzida por Georg Cantor em 1870, foi iniciada
a partir das suas pesquisas sobre a teoria das séries infinitas em Anélise;
a partir destes trabalhos, Cantor foi levado a considerar conjuntos infinitos
ou classes de carater arbitrario. A idéia intuitiva é que um conjunto é uma
colegao de objetos. Segundo Cantor, “um conjunto é uma colegao, consi-
derada como um todo, de objetos distintos e definidos da nossa intuicao
ou pensamento. Os objetos sdo chamados de elementos do conjunto”. A
teoria axiomadtica de conjuntos é a base da matematica contemporanea: to-
dos os conceitos matematicos podem ser descritos em termos da linguagem
dos conjuntos. A seguir daremos uma breve e sucinta revisao dos conceitos
béasicos minimos da teoria axiomatica de conjuntos, porém nao enunciare-
mos, por enquanto, os axiomas de maneira formal. O motivo desta decisao
é que, para expressar formalmente os axiomas da teoria de conjuntos, pre-
cisariamos de uma linguagem de primeira ordem, que vai ser introduzida
neste texto somente na proxima secao. Na Secao 5.4 daremos como exemplo
alguns axiomas da Teoria Axiomatica de Conjuntos conhecida como sistema
ZF, denominada desta maneira em homenagem aos mateméticos Ernst Zer-
melo e Abraham Frankel, que conseguiram formular de maneira correta (e
livre de paradoxos) as idéias originais de Cantor. O sistema ZF é o principal
sistema de teoria de conjuntos, porém existem outras formulacoes, tais como
a teoria de conjuntos de John von Neumann, Paul Bernays e Kurt Godel,
conhecida como sistema N BG (denominado desta maneira em homenagem
aos seus criadores).

Partimos entao de uma nogao intuitiva e primitiva, a de conjunto, e
consideramos uma outra relacao primitiva e intuitiva, a de pertinéncia de um
conjunto a um outro conjunto. Se um conjunto, digamos A, pertence a outro
conjunto, digamos B, diremos que A é um elemento de B. A sentenca “A
pertence a B” sera denotada por A € B. Se A nao pertence a B escreveremos
A¢ B.

O célebre paradoxo do légico e fildsofo Bertrand Russell mostra que, se
for possivel criar o conjunto R de todos os conjuntos A tais que A € A entao
R € R sse R ¢ R, uma contradigdo. Portanto devemos tomar cuidado
com a propriedade de conjuntos P que utilizamos para criar o conjunto
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{z : x satisfaz a propriedade P}. Voltaremos depois sobre este ponto.

E importante observar que na Teoria de Conjuntos os tnicos objetos
que existem sao os conjuntos. Desta maneira, nao existe distingao entre
os objetos que sao elementos e os objetos que sdo conjuntos (colecao de
elementos). Isto significa que um elemento A de um conjunto B é, por sua
vez, um conjunto que possui elementos que, por sua vez, sao conjuntos de
elementos. H& uma tnica categoria de objetos na Teoria de Conjuntos: a
categoria dos conjuntos. !

O principio fundamental da Teoria de Conjuntos é o de extensionali-
dade: os conjuntos sao dados exatamente pelos seus elementos. Em outras
palavras, se A e B tém os mesmos elementos, entao eles sdo iguais. Isto é:
se

r € A seesomentese x €B

para todo conjunto x, entdo podemos afirmar que A = B. Obviamente, se
A = B entao A e B tém os mesmos elementos.

Observe que uma colecao de conjuntos que imediatamente podemos con-
ceber é a colegao que nao possui elementos. Uma tal colecdo é um conjunto
dito wazio. Pelo principio de extensionalidade, o conjunto vazio é tnico
(confira esta afirmacao!). O conjunto vazio é denotado por (.

A partir da relacdo de pertinéncia, podemos definir uma outra relagao
entre conjuntos: a nogao de inclusdo. Dizemos que um conjunto A estd
contido num conjunto B, ou que A € um subconjunto de B, denotado por
A C B, se vale o seguinte:

x € A implica que = € B para todo conjunto x.

isto é: A C B sse todo elemento de A é um elemento de B. Observe que as
relagbes de pertinéncia e de inclusao sao diferentes. Por exemplo, podemos
ter conjuntos A e B tais que A € B mas A € B, ou tais que A C B mas
A ¢ B. Obviamente também podemos ter conjuntos A e B tais que A ¢ B,
B¢ A AL B, B¢ A.

No sistema NBG é feita uma distincdo entre conjuntos e classes. As tltimas re-
presentam colegoes que podem ser muito grandes, e que portanto ndao podem ser comple-
tadas em nenhuma etapa. Os conjuntos sdo casos particulares de classes ‘pequenas’ que
podem ser completadas em alguma etapa (mesmo que apés de infinitos passos de cons-
trugéo). As classes que ndo sdo conjuntos sdo chamadas de classes préprias. Um exemplo
elucidatorio de classe prépria é a cole¢do ¥ de todos os conjuntos. Se 9 fosse um con-
junto, entao teriamos que ¥ € v, o que nos levaria a um paradoxo. Outra classe prépria
importante é a classe & = {A : A é um conjunto e A ¢ A}. Se R fosse um conjunto
entdo derivariamos o paradoxo de Russell. Assim, NBG tem duas categorias de objetos
distintos: a categoria das classes préprias e a categoria dos conjuntos.
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A lista inicial dos axiomas de ZF' que mencionaremos aqui (expressados,
como foi comentado anteriormente, numa linguagem informal), é a seguinte:

Axioma da Extensionalidade: Dois conjuntos sao iguais sse tém os mes-
mos elementos.

Axioma de Separagao: Se A é um conjunto e p(z) é uma propriedade de
conjuntos, entao existe o conjunto {z : z € A A ¢(z)} formado pelos
elementos de A que satisfazem a propriedade .

Axioma do Par nao-ordenado: Se A e B sdo conjuntos, entao existe o
conjunto {A, B} que contém como elementos exatamente os conjuntos
Ae B.

Axioma da Uniao: Se A é um conjunto entao existe o conjunto (J A for-
mado pelos elementos dos elementos de A.

Axioma do Conjunto das Partes: Se A é um conjunto entao existe o
conjunto p(A) formado pelos conjuntos x tais que = C A.

A colecao {z : € A A ¢(x)} pode ser denotada também por

{reA : o)}

A Teoria de Conjuntos nos permite construir, a partir dos axiomas, conjun-
tos a partir de outros conjuntos ja construidos. Por exemplo:

e Existe o conjunto () que nao contém elementos: de fato, dado qualquer
conjunto A, temos que ) = {x € A : x # x}, obtido portanto pelo
axioma de separagao.

e Se A é um conjunto entdao {A} é um conjunto que contém um tnico
elemento, o conjunto A (este tipo de conjuntos sao ditos unitdrios). De
fato, {A} é obtido pelo axioma do par nao-ordenado tomando A = B.

e Se A e B sdo conjuntos entao existe o conjunto A U B formado pelos
conjuntos x tais que x € A ou x € B (uniao de conjuntos). De fato,
AU B = J{A, B} obtido pelo axioma do par e pelo axioma da unido.

e Se A e B sao conjuntos entao existe o conjunto A N B formado pelos
conjuntos x tais que x € A e x € B (interse¢ao de conjuntos). De fato
ANB ={xz € A : z € B}, obtido portanto pelo axioma de separagao.
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e Se A e B sdo conjuntos entao existe o conjunto A — B formado pelos
conjuntos x tais que x € A e x ¢ B (diferenga de conjuntos, ou
complemento de B relativo a A). De fato A—B={zx € A : = ¢ B},
obtido portanto pelo axioma de separacao.

Se uma colecdo A consiste exatamente dos elementos z1,...,z, entao
podemos escrever A = {z1,...,x,}.

O axioma de separagao evita (a0 menos em principio) o paradoxo de
Russell: nada garante que possamos criar a colegdo R = {z : = ¢ x} pois,
para isso, deveriamos estar separando sobre algum conjunto. O axioma de
separagao permite, sim, a criagdo do conjunto R' ={z : z € A A x & z}
que vai ser, de fato, idéntico com o conjunto A, uma vez que consideremos
todos os axiomas de ZF', como veremos daqui a pouco.

A partir da notacdo que acabamos de introduzir, podemos mencionar
outros dois importantes axiomas do sistema ZF":

Axioma da Regularidade: Se A é um conjunto nao-vazio, entao A contém
um elemento B que é disjunto de A, isto é, tal que AN B = 0.

Axioma do Infinito: Existe um conjunto A tal que ) € A e, se B € A,
entdo BU{B} € A.

O axioma da regularidade proibe situagoes indesejaveis como as seguin-
tes:

e Que exista um conjunto A tal que A € A;
e Que existam conjuntos A e B tais que A € Be B € A,
e Em geral, que existam conjuntos Ay, ..., A, tais que

Al €Ay e A3e---€ A, € A, € A (ciclos).

e Que exista uma familia infinita de conjuntos Ay, As, ..., A,,... tal que

€ App1 €A, € Ay € € Ay € Ay (descensos infinitos).

Pela primeira das observagoes acima vemos que o conjunto de Russell
admitido pelo axioma de separacao, digamos R' ={z : z € A A z & z},
é, de fato, o conjunto A (confira esta afirmagao!).
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Existem outros conjuntos que sao proibidos de construir pelo uso do
axioma da regularidade: por exemplo o conjunto

A={{{---1}}

tem um unico elemento, o conjunto A, violando portanto o axioma da re-
gularidade. Note que o unico elemento de A é também o conjunto A, que
por sua vez tem como unico elemento o conjunto A, e assim ad infinitum.
Em geral, o axioma da regularidade proibe a existéncia de um conjunto A
tal que A = {A}. Porém, este axioma sozinho nao impede a existéncia de
um conjunto A tal que A = {{B}, A} (se B # A). Se bem que A € A e
AN A # (), temos por outro lado que {B} € A tal que {B} N A = (), pois
o0 Unico elemento de {B} é B, e B ¢ A (note que, dado que A = {{B}, A},
entdo B € A sse B = {B} ou B = A; mas nenhuma destas possibilidades é
verdadeira, portanto temos que B ¢ A). Assim sendo, o conjunto A acima
nao esta violando o axioma da regularidade. Porém, supor que existe um
conjunto A tal que A € A junto com o axioma do par nao-ordenado e o
axioma da extensionalidade leva de fato a uma contradigao. Com efeito,
se A € A para algum conjunto A entdo o conjunto {A} (que existe pelo
axioma do par nao-ordenado, como vimos anteriormente) viola o axioma da
regularidade. Assim sendo, nao existem conjuntos A tais que A = {{B}, A},
se considerarmos todos os axiomas da Teoria de Conjuntos. 2

Por outro lado, o axioma do infinito estabelece, como indica seu nome,
a existéncia de um conjunto infinito, isto é, com uma quantidade infinita de
elementos. Concretamente, estabelece a existéncia de (uma representacao
de) o conjunto N dos nimeros naturais. Com efeito, basta representar o
ndimero 0 como o conjunto (), e considerar a fungao sucessor S(z) = = + 1
como sendo S(B) = BU{B}. Assim, o nimero n é representando pelo con-

n vezes

junton := S(...S(0)...) (voltaremos sobre este assunto no Exemplo 5.2.4).
Logo, 0 =0 en+1={0,1,...,n}. O axioma de infinito (junto com os
outros axiomas) permite criar o conjunto w = {n : n € N}, que representa o
conjunto N dos nimeros naturais. Sem este axioma, nao é possivel garantir
a existéncia de conjuntos infinitos dentro do proéprio sistema.

O sistema ZF consiste dos axiomas acima mencionados junto com um
axioma, chamado de Azioma da Substituicdo, extremamente poderoso, e que
tem, inclusive, como caso particular o axioma da separacao. Dado que a sua

2Devemos destacar aqui que existem outras teorias alternativas de conjuntos que néo
pressupéem o axioma da regularidade, permitindo definir conjuntos estranhos como os
acima mencionados, sem obter porém nenhuma contradicao.
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formulagao é um pouco complexa, preferimos nao escrevé-lo explicitamente.
Finalmente, existe um outro axioma da Teoria de Conjuntos, chamado de
Azioma da Escolha (chamado na literatura de (AC), por Aziom of Choice),
que é bastante controverso. A controversia surge pelo cardter fortemente
nao-construtivo de (AC): ele estabelece, informalmente, o seguinte:

e Se A é um conjunto nao-vazio tal que todos seus elementos sdo conjun-
tos nao-vazios, entao é possivel escolher um elemento de cada elemento
de A, formando um novo conjunto (axioma da escolha).

A nao-construtividade intrinseca do (AC) esté no fato de que nao existe
um critério (um algoritmo ou processo sitemdtico) dado a priori que nos
permita escolher um elemento de uma colegao infinita. O seguinte exemplo
intuitivo, devido a Russell, pode ajudar a entender o problema inerente de

(AC):

Exemplo 5.1.1. Considere uma colecdo A de pares de sapatos idénticos.
Nesse caso, é possivel escolher sem problemas um unico elemento (sapato)
de cada par de sapatos de A, por exemplo através do algoritmo “pegue
apenas os sapatos que correspondam ao pé direito”. Por outro lado, se agora
consideramos uma colecdo A’ de pares de meias idénticas (ndo existindo
nenhuma diferenga entre a meia do pé direito e a do pé esquerdo), nao existe
um método imagindvel que permita escolher apenas uma meia de cada par
de A’. Porém, o Axioma da Escolha garante que é possivel fazer isto! O

O sistema ZF pode ser estendido pelo acréscimo de (AC), obtendo o
sistema conhecido como ZFC. O (AC) tem suscitado fortes criticas por
parte dos matemaéticos, 1égicos e filésofos que defendem a chamada escola
construtivista, que € caracterizada, entre outras coisas, pelo fato de que
para demonstrar a existéncia de um objeto satisfazendo certas caracteristicas
deve ser dada uma construgao (realizada num nimero finito de passos) do
objeto. Porém, o axioma da escolha é fundamental para o desenvolvimento
da matemdética moderna, como tem sido demonstrado por alguns légicos
e matemdticos: é possivel provar que (AC) equivale, no contexto de ZF, a
importantissimos principios fundamentais da matematica, sem os quais uma
imensa parte da matematica contemporanea se perderia.

Uma vez que apresentamos ZF, vamos analisar alguns conceitos que
serao relevantes para os nossos objetivos.

O axioma de separagao permite expressar (e construir) os conjuntos da
maneira usual em matematicas, caracterizando uma colecao de elementos
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pela propriedade que eles possuem em comum, no lugar de listar todos os
elementos da colecdo. Assim, podemos escrever indistintamente

{3,4,5,6} ou {reN : 2<z<6}.

Observemos que os conjuntos {a, b} e {b,a} s@o idénticos. Desta maneira,
nao podemos identificar uma ordem entre os elementos de um conjunto (e é
por isso que o axioma chama-se de azioma do par nao-ordenado). Se quiser-
mos definir um conjunto de dois elementos estabelecendo uma ordem entre
eles (o que, como veremos a seguir, é fundamental para o desenvolvimento
da légica de predicados) devemos definir o conceito de par ordenado.

Definigao 5.1.2. Dados dois conjuntos A e B, o par ordenado (A, B) é o
conjunto {{A}, {4, B}}. O conjunto A é a primeira componente do par, e
B é a sequnda componente. O

A propriedade fundamental dos pares ordenados é a seguinte: (A, B) =
(C,D) se e somente se A = C e B = D. Observe que (A4,B) = (B, A)
se e somente se A = B. Com este conceito podemos diferenciar entre os
dois elementos de um conjunto, colocando eles em seqiiéncia. Dados dois
conjuntos A e B, podemos criar a colecao de todos os pares ordenados cuja
primeira componente é um elemento de A e cuja segunda componente é um
elemento de B. Esta colecao é o produto cartesiano de A e B, dado por

AxB={(a,b) : a€ A N be B}.

Uma vez que definimos o produto cartesiano, podemos estar interessados
em escolher subconjuntos interessantes de A x A. Um conjunto R C A x A
é dita uma relagdo em A. Em geral, um subconjunto R C A x B é dita uma
relagao.

Por exemplo, dado o conjunto N = {0,1,2,...} dos nimeros naturais, a
relacao

R={(n,m)eNxN : n<m}

¢é a relagao de ordem entre ntimeros. Outro exemplo interessante de relagao
entre numeros naturais é a relagao

S={(n,m)eNxN : n dividea m}.

Dada uma relacao R, se (a,b) € R escreveremos aRb, como é usual em
matematicas.
Dizemos que uma relagao R é:
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o refleriva se aRa para todo a € A;

e simétrica se aRb implica que bRa;

e asimétrica se aRb implica que nao é o caso que bRa;

e antisimétrica se aRb e bRa implica a = b;

o transitiva se aRb e bRc implica aRc;

e de equivaléncia se é reflexiva, simétrica e transitiva;

e uma preordem se é reflexiva e transitiva,;

e uma ordem parcial se é reflexiva, antisimétrica e transitiva;

e uma ordem total se é uma ordem parcial tal que aRb ou bRa para todo

a,be A
O conceito de par ordenado pode ser generalizado, definindo ternas or-
denadas (a,b,c) e, em geral, n-uplas ordenadas (a1, as,...,a,) em que aj é
a primeira componente, as é a segunda componente, ..., e a, é a n-ésima

componente. Podemos definir o produto cartesiano
Ay x - x Ay ={(a1,a2,...,a,) : a1 €A1 e -+ e a, € Ap}.
Uma relagdo n-dria é qualquer subconjunto R de A; x --- x A,. Um sub-
n vezes

——
conjunto R de A x --- x A é uma relacdo n-dria em A. Por simplicidade,
n vezes

o conjunto A x --- x A serd denotado por A". Veremos na proxima secao
que as relagoes m-arias servem para interpretar propriedades e predicados
em geral.

Finalmente, definimos o conceito de fung@o, como caso particular de
relagao:

Definicao 5.1.3. Uma funcdo f de A em B, representada por f: A — B,
é uma relacao f C A x B tal que, para todo a em A, existe um tnico b € B
tal que (a,b) € f. O elemento de B atribuido pela funcao f ao elemento a
de A sera denotado por f(a). O

Por exemplo, a relagao
f={(n,n*) : neN}

¢ uma funcao f : N — N tal que f(n) = n? para todo n € N.
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5.2 Linguagens de primeira ordem

Vamos considerar agora linguagens formais mais sofisticadas do que a lingua-
gem da légica proposicional. Estas linguagens sao as linguagens de primeira
ordem ou linguagens de predicados. A caracteristica principal destas lin-
guagens ¢é partir da distingao entre individuos e propriedades de individuos.
Trata-se de representar formalmente, e com certo grau de generalidade, as
sentengas da linguagem natural da forma

sujeito—predicado.

Por exemplo,
Pedro € paulistano

é uma tipica frase do tipo acima mencionado, em que o sujeito (individuo) é
“Pedro” e o predicado (propiedade de individuos) é “(ser)paulistano”. Um
exemplo um pouco mais complexo é

Pedro e Maria sao paulistanos.

Aqui o sujeito é composto de dois individuos: Pedro e Maria ou, mais for-
malmente, o par ordenado (Pedro,Maria).

A idéia basica da linguagem formal de predicados é a de expressar de
maneira geral este tipo de sentengas (e outras mais complexas, como ve-
remos a seguir). Partimos da premissa de que ha certas propriedades de
individuos basicas, dadas a priori, e que determinam a base da linguagem
formal, a partir da qual poderao ser construidas as sentencas mais comple-
xas. HEstas propriedades bésicas sdo chamadas de predicados. Assim, nos
dois exemplos acima, a propriedade basica é a de ser paulistano. Se qui-
sermos escrever entao as duas sentencas acima numa linguagem de primeira
ordem, precisariamos de um simbolo para o predicado “(ser)paulistano”, di-
gamos Paulistano, e de simbolos para os individuos ”Pedro”e “Maria”, di-
gamos pe e ma. Desta maneira, a primeira sentenga poderia ser escrita como
Paulistano(pe). A partir de este tipo de expressoes formais (chamadas
de formulas atémicas) podemos construir, pelo uso dos mesmos conectivos
légicos das linguagens proposicionais, formar sentengas formais (chamadas
de férmulas complexas). No caso do segundo exemplo acima, a partir das
formulas atomicas Paulistano (pe) e Paulistano (ma) podemos formalizar,
pelo uso do conectivo da conjungao (simbolizado por A) a férmula complexa

Paulistano(pe) A Paulistano(ma)
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que representa, numa linguagem formal de primeira ordem apropriada, a
sentenca em portugués Pedro e Maria sdo paulistanos. Podemos dar um
exemplo de formalizagdo um pouco mais sofisticado: a sentenga

Se Pedro € corintiano e Jodo € saopaulino, entdo Pedro ndo gosta de Jodo

pode ser formalizada utilizando trés simbolos de predicado, digamos Cori,
Saop e Nao_gosta. Estes predicados simbolizam as propriedades de ser co-
rintiano, ser saopaulino e a relacdo nao gostar de. Observe que esta 1ltima
relagdo é bindria, isto é, relaciona dois individuos. Assim, Nao_gosta(x,y)
é a expressao formal para dizar que o individuo x nao gosta do individuo
y. Finalmente, utilizamos dois simbolos de constante pe e jo para repre-
sentar os individuos “Pedro” e “Joao”. A sentenga acima pode ser entao
representada pela férmula complexa

(Cori(pe) A Saop(jo)) — Nao_gosta(pe,jo)

em que — ¢é o simbolo para a implicagao material. Poderiamos refinar
ainda mais a representagao anterior, considerando como propriedade bésica
a relagao gostar de, representada pelo predicado predicado binario Gosta.
Desta maneira, a sentenga acima pode ser representada pela férmula com-
plexa

(Cori(pe) A Saop(jo)) — —Gosta(pe, jo) (1)

em que — é o conectivo da negacao.

Os predicados sao utilizados para representar relagées entre objetos (in-
dividuos). Uma relacdo é undria, bindria ou ternéria se relaciona um, dois
ou trés individuos. Assim, “(ser)italiano”, “(ser)azul”, “(ser)tridngulo” sao
exemplos de relagoes undrias (as que chamamos de propriedades); “amigo
de”, “gosta de”, “pai de” sao exemplos de relagoes binarias. Na sentenca

Jundiad fica entre Sao Paulo e Campinas

encontramos um exemplo de relacao ternéria, “entre”: nesse caso, podemos
definir um predicado terndrio Entre tal que Entre(a,b,c) é o caso se e
somente se a fica entre b e ¢. Outros exemplo de relagoes terndrias sao
dados nas sentencas

Helena apresentou Joao a Maria

Joao ganhou um livro da Maria
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que podem ser formalizadas pelas férmulas
Apresentou(helena, joao,maria) e Ganhou(joao,livro,maria),

respectivamente.

Obviamente existem relagoes de mais de trés argumentos, digamos rela-
¢oes vinculando n individuos. Como vimos na Secao 5.1, estas sao relagoes
n-arias. Dada uma relacdo n-dria P, a férmula P(iy,...,4,) indica que os
individuos i1, . .., i, estao relacionados através de P.

Exemplos de relagoes 4-arias aparecem nas seguintes sentencas:

Joao comprou um +Pod da Maria por 300 délares

Jodo, Pedro, Luiz e Arnaldo jogaram truco

que podem ser representadas pelas formulas
Comprou(j,iP,m,300) e Jogaram truco(joao,pedro,luiz,arnaldo),

respectivamente.

E fundamental observar que a ordem dos argumentos numa relagao n-
aria (com n > 2) é relevante: Dada a sentenga (verdadeira) Platdo foi mestre
de Aristoteles, podemos formalizéd-la pela formula Mestre(p,a). Nesta lin-
guagem de predicados, a férmula Mestre(a,p) formaliza a sentenga (falsa)
Aristoteles foi mestre de Platao. Analogamente, 5 < 3 tem significado di-
ferente de 3 < 5. Isso significa que a ordem dos argumentos é relevante
para o significado da sentenca que esté sendo representada. Assim, na ex-
pressao P(iy,...,i,) estamos assumindo que os individuos i1, ...,%, estao
dados em seqiiéncia, isto €, os argumentos do predicado P sao dados pela n-
upla (i,...,4,) e ndo pelo conjunto {i1,...,i,} (veja a Segao 5.1). Outros
exemplos em que a ordem dos argumentos é relevante sao os seguintes:

Joao € o pai de Carlos pai(j,c)

Joao ama Maria ama (j,m)

Voltemos agora ao exemplo (1) dos corintianos e saopaulinos. Supo-
nhamos que queremos expressar uma situagao mais forte do que (1): nao
apenas Pedro nao gosta de Joao pelo fato dele ser corintiano e o Joao ser
saopaulino, senao que todo corintiano e todo saopaulino estao em enemizade.
A sentenca

Se Pedro € corintiano e Jodo é saopaulino, entdo eles sao inimigos
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poderia ser representada formalmente pela férmula complexa
(Cori(pe) A Saop(jo)) — Inimigo(pe,jo) (2)

procedendo de maneira andloga. Aqui estamos supondo, por simplicidade,
que a relagao de enemizade é simétrica. Assim, a situacao mais forte (em que
todos os corintianos e sdopaulinos sdo inimigos) é expressada, na linguagem
natural, pela sentenca

Os corintianos e os saopaulinos sdo inimigos

ou, mais explicitamente,

Se uma pessoa, digamos x, € corintiana, e outra pessoa, digamos y,
€ saopaulina, entdo x e y $Go INIMIGOS.

Noutras palavras,

Dado um individuo x e dado um individuo y, se x é corintiano e
Yy € saopaulino entdo T ey sao inimigos

ou, equivalentemente,

para todo individuo x e para todo individuo y, se x € corintiano e
Yy € saopaulino entdo T ey sGo iMimigos.

Neste ponto identificamos a estrutura logica da sentenca original, e podemos
expressa-la numa linguagem de primeira ordem através da férmula complexa

(Vz)(Yy)((Cori(z) A Saop(y)) — Inimigo(z,y)) (3).

O senso comum indica que a férmula (2) deveria ser uma conseqiiéncia ldgica
da férmula (3). Este é o caso, com efeito, como veremos depois.

Na férmula (3) utilizamos dois tipos novos de simbolos: varidveis indi-
viduais ou varidveis de individuo (z e y) e quantificadores universais (Vzr e
Vy). O significado das expressoes utilizando estes simbolos é o esperado: as
varidveis representam individuos arbitrarios, gerais, sobre os quais nao te-
mos nenhuma informacgao prévia. Assim, Paulistano(x) denota a afirmagao
o0 individuo x € paulistano. Esta afirmacao carece de valor de verdade se nao
instanciamos a varidvel x em algum individuo concreto.

As varidveis sdo necessarias para poder expressar convenientemente a
quantificacao. Uma férmula ¢ em que aparece a variavel x sem quantificar é
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escrita como (), para por em evidéncia que ¢ representa uma propriedade
sobre o individuo z. Uma férmula ¢(z) poderia ser pensada como sendo um
predicado complezxo, para diferencid-lo dos predicados basicos da linguagem.
Da mesma maneira, a formula ¢ dada por

((Cori(x) A Saop(y)) — Inimigo(z,y))

poderia ser escrita como ¢(x,y), dado que as varidveis = e y aparecem sem
quantificar. Novamente, uma férmula ¢(z,y) poderia ser pensada como
sendo um predicado complexo, neste caso de duas variaveis, representando
portanto uma relagao binaria. Obviamente podemos definir predicados com-
plexos de qualquer aridade.

Uma férmula da forma (Vz)p(z) representa a afirmagao de que todos
os individuos satisfazem o predicado (complexo) representado pela férmula
o(z). A férmula (3), que é da forma (Vx)(Vy)e(x,y), representa a afirmagao
de que todos os pares de individuos (z,y) satisfazem o predicado (complexo)
o(x,y).

Deveria ser observado que, desde esta perspectiva, as linguagens de pri-
meira ordem tratam de frases da forma sujeito—predicado de uma maneira
geral. Assim, ¢(z,y) seria (a formalizacao de) uma frase deste tipo, em que
(x,y) é o sujeito e ¢ é o predicado. Na férmula

Paulistano(pe) A Paulistano(ma)
o sujeito é o par ordenado (pe,ma) e o predicado bindrio (complexo) é
Paulistano(x) A Paulistano(y).
No exemplo clédssico do famoso silogismo aristotélico que contém a premissa
Todo homem é mortal
podemos representar esta sentenca pela férmula complexa
(Vz)(Homem(z) — Mortal(z)).

A férmula (Homem(x) — Mortal(x)) é do tipo sujeito—predicado, em que x
é o sujeito e o predicado é a propriedade “nao ser homem ou ser mortal”.
O outro tipo de quantificagao que consideraremos na logica de primeira
ordem é a quantificagdo existencial. Esta quantificagdo aparece quando que-
remos afirmar que algum individuo (nao necessariamente todos) satisfaz uma
dada propriedade. Isto formaliza a expressao “algum”, “alguns”, “alguem”,

99



“existe”, “existem” etc. A mnotagao utilizada é (3z)p(z), para uma dada
formula p(z). Por exemplo, se queremos representar a sentenga ezistem
corintianos, ou seja, existe um individuo x tal que x € corintiano, podemos
utilizar a formula

(3z)Cori(z).

Para expressar a sentenca alguém gosta de Maria numa linguagem de pri-
meira ordem poderiamos escrever a seguinte férmula:

(3z)Gosta(z,ma).

representando a sentenga em portugués acima.
Sentencas mais complexas podem ser representadas, combinando os co-
nectivos e os quantificadores. Por exemplo

Se uma pessoa tem alguem que gosta dela, entdo essa pessoa € feliz
pode ser adequadamente representada pela férmula
(Vx)((Jy)Gosta(y, x) — Feliz(x)).
Observe que a formula acima é a quantificacao universal da férmula
o(z) := ((Jy)Gosta(y,x) — Feliz(x)).

Esta ultima férmula, por sua vez, é formada por uma implicagdo material
em que o antecedente representa “alguém gosta do individuo z” enquanto
que o consequente representa “o individuo z é feliz”.

Nas combinagoes entre os quantificadores V e 3 devemos tomar o mesmo
cuidado que tomamos com a ordem dos argumentos nos predicados: a ordem
em que os quantificadores sdo colocados muda radicamente o sentido da frase
a ser representada. Assim,

(Vx)(Jy)Gosta(x,y) e (Jy)(Vx)Gosta(x,y)

sao férmulas representando as sentencas em portugués todo mundo gosta
de alguém e alguém gosta de todo mundo, respectivamente. Obviamente
o sentido de estas duas sentencas é radicalmente diferente. Na Secao 5.3
provaremos rigorosamente que estas sentencas nao sao equivalentes, do ponto
de vista da légica (veja a observacao apds o Exemplo 5.3.8).

Uma vez que demos esta introdugao informal as linguagens de primeira
ordem, podemos defini-las formalmente.
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Definicao 5.2.1. Uma assinatura de primeira ordem é uma terna de con-
juntos S = (P, F,C). Os elementos de P, F e C sao chamados de simbolos de
predicados, simbolos de funcgoes e constantes, respectivamente. Assumimos
que cada simbolo de predicado e de constante tem associado um ntmero
natural n > 1, a aridade do simbolo. O

Assumiremos fixado um repertério inesgotavel de simbolos (chamados
de wvariaveis individuais) {x1,x2,...}. Com uma assinatura (junto com as
variaveis individuais, os conectivos e os quantificadores) podemos descrever
os individuos e as formulas que conformarao a linguagem de primeira ordem
gerada pela assinatura.

Definicao 5.2.2. Dada uma assinatura de primeira ordem S = (P, F,C),
definimos o conjunto dos termos de S como sendo o conjunto Ter(S) satis-
fazendo as seguintes clausulas:

1. se x é uma varidvel individual entao = € Ter(S);
2. se ¢ é uma constante de C entdo ¢ € Ter(S);

3. se f é um simbolo de funcao de aridade n de F e tq,...,t, pertencem
a Ter(S) entao f(t1,...,t,) € Ter(S);

4. os tunicos elementos de Ter(S) sdo aqueles definidos pelas clausulas
anteriores. O

Os elementos de Ter(S) sao chamados de termos de S, e representam os
individuos que podemos exibir concretamente na assinatura S. As proprie-
dades dos individuos (ou, em geral, as relagoes entre eles) sdo expressadas
pelas formulas, cf. a definicao seguinte.

Defini¢ao 5.2.3. Dada uma assinatura de primeira ordem S = (P, F,C),
definimos o conjunto das fdrmulas de S como sendo o conjunto For(S) sa-
tisfazendo as seguintes cldusulas:

1. se P é um simbolo de predicado de aridade n de P e tq,...,t, sao
termos entao P(t1,...,t,) € For(S) (férmulas atomicas);

2. se ¢ ey pertencem a For(S) entao (¢Vv)), (pAY) e (¢ — 1)) pertencem
a For(S);

3. se ¢ pertence a For(S) entao —p pertence a For(S);
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4. se ¢ pertence a For(S) e x é uma varidvel entao (Vz)p e (3z)¢p per-
tencem a For(S);

5. os tnicos elementos de For(S) sao aqueles definidos pelas cldusulas
anteriores. O

Exemplo 5.2.4. Suponhamos que queremos definir uma linguagem de pri-
meira ordem para falar da aritmética. Os simbolos que precisariamos intro-
duzir na assinatura (que chamaremos de S,,) sdo os seguintes:

e uma relagdo bindria <X para representar a ordem < entre os nimeros
naturais;

e uma relacao bindria ~ para representar a igualdade entre os ntimeros
naturais;

e uma constante 0 para representar o nimero 0;

e um simbolo de funcao undria s para representar a funcdo sucessor
dada por S(n) =n+ 1;

e um simbolo de funcao binaria @ para representar a funcao de adigao
CL_"_”;
e um simbolo de fun¢éo bindria ® para representar a funcao de multi-

plicagao “”.

Por simplicidade, e por analogia com a pratica matemadtica, escreveremos
t1 © to, t1 O tg, t1 2t e ty ~ t3 no lugar de ©(t1,t2), O(t1,12), =X (t1,12) e
~ (t1,t2), respectivamente, para termos ¢ e to quaisquer.

Nesta assinatura, o nimero 3 é representado por exemplo pelo termo
n vezes

s(s(s(0))). Em geral, o nimero n é representado pelo termo s(...s(0)...).
Por outro lado, as sentencas da aritmética

0#£1, 242=4, 1<3, 235
sdo representadas pelas formulas
=(0~5(0)), s(s(0)) @ 5(s(0)) & s(s(s(s(0)))), s(0) = s(s(s(0))),
=(s(5(0)) © s(s(s(0))) = s(s(s(s(s(0)))))),
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respectivamente. Uma frase mais complexa, tal como “z é multiplo de 37,
é representada utilizando a assinatura S, pela férmula

(Fy)(z ~ s(s(s(0))) © y)-

Analogamente, a relagao bindria divide a entre nlimeros naturais é represen-
tada pela férmula

p(z,y) = (F2)(z © 2z = y)

tal que p(z,y) é o caso sse z divide a y. a

Exemplo 5.2.5. Suponhamos que queremos representar formalmente o se-
guinte argumento valido:

Todo homem é um animal.
Portanto, a cabeca de um homem € a cabeca de um animal.

Consideremos uma assinatura S contendo dois simbolos de predicados unarios
Homem e Animal, e um simbolo de predicado bindrio Cabega tal que a férmula

Cabega(z,y) representa a relagdo “x é cabega de y”. A premissa do argu-

mento acima é representada pela férmula

(Vz)(Homem(z) — Animal(z)).

Para representar a conclusao do argumento acima precisamos escrever al-
gumas férmulas intermediarias. A frase “x é a cabeca de um homem” é
representada pela férmula

p(x) = (Jy)(Cabega(z, y) A Homem(y)).

Analogamente, a frase “x é a cabeca de um animal” é representada pela
férmula

Y(z) := (Jy)(Cabega(x,y) A Animal(y)).

Portanto, a conclusdao do argumento pode ser representada pela férmula
(Vz)(p(x) = ¢(x)). A partir de aqui, a validade do argumento acima pode
ser testada rigorosamente com os métodos semanticos que serao introduzidos
na Secao 5.3. a
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5.3 Semantica das linguagens de predicados

Nesta secao introduziremos a semantica para as linguagens de primeira or-
dem definidas na secao anterior. Esta nocao de verdade foi introduzida por
Tarski, e pode ser reduzida ao exemplo seguinte:

‘a neve é branca’ é verdadeira (numa interpretagdo) se e somente se a
neve é branca (nessa interpretacao)

Esta tautologia aparente deve ser entendida: quando tentamos dar um signi-
ficado para a frase a neve € branca, devemos primeiro entender a sua sintaxe
(gramatica). Logo devemos interpretar (dar um significado) a cada um dos
seus simbolos, e depois, a partir da sua gramatica, obter mediante um pro-
cedimento recursivo o valor de verdade da frase a partir do valor de verdade
dado as suas componentes.

No caso da sentenca a neve € branca, a gramatica é muito simples: trata-
se de uma frase do tipo sujeito—predicado, logo ela é verdadeira numa dada
interpretagao se e somente se a interpretacao do sujeito (que resulta ser um
individuo concreto do universo da interpretagao) satisfaz a interpretagao
do predicado (que, por sua vez, é uma propriedade concreta na estrutura
da interpretagao). Noutras palavras, o termo singular ‘neve’ deveria ser
interpretado numa estrutura semantica como sendo um individuo ou sujeito
ou objeto concreto n do universo de discurso U da estrutura. Por outro
lado, o predicado ‘branco’ deveria ser interpretado semanticamente (e numa
perspectiva extensional) como sendo uma propriedade dentro da estrutura,
ou seja, um subconjunto B do universo de discurso U da estrutura: B
seria o conjunto de todos os objetos de U que tem a propriedade (concreta)
de serem brancos. Portanto a sentenca a neve € branca é verdadeira na
estrutura dada se e somente se n € B é o caso na estrutura, isto é, o objeto
‘neve’ (da estrutura) satisfaz a propriedade ‘ser branco’ (da estrutura).

Férmulas mais complexas (envolvendo o uso de conectivos e de quanti-
ficadores) serao interpretadas de maneira recursiva, seguindo as instrugoes
especificas associadas a cada conectivo e cada quantificador.

Formalmente temos o seguinte:

Definicao 5.3.1. Seja S uma assinatura de primeira ordem. Uma estrutura
para S (ou uma interpreta¢ao para S, ou uma S-estrutura) é um par A =
(D,I) em que D é um conjunto nao-vazio (o universo da interpretacao)
e I é uma fungao de interpretacao que atribui significado aos simbolos da
assinatura § da maneira seguinte:
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e se ¢ é uma constante entao I(c) é um elemento de D;

e se f é um simbolo de fungao de aridade n entao I(f) é uma funcao
I(f): D™ — D;

e se P é um simbolo de predicado de aridade n entao I(P) é uma relacao
n-aria I(P) C D".

O conjunto D é chamado de dominio ou universo da estrutura 2. a

Observe que uma estrutura 2l d4 um significado concreto aos simbolos
de §. A partir dai é possivel dar um significado concreto aos termos de
S que nao contém varidveis (este tipo de termos sao chamados de termos
fechados).

Assim, se t é um termo fechado de S entdo definimos um elemento de
D, denotado por t*, de maneira recursiva:

e se t é uma constante entdo t* = I(t);
e setédaforma f(t1,...,t,) entdo t* = I(f)(£}, ..., t2).

Usando a possibilidade de “concretizar os termos” como sendo individuos
de uma certa estrutura, definiremos a seguir como interpretar férmulas
numa dada estrutura. O objetivo é dar um valor de verdade (verdadeiro
ou falso) a cada férmula. Isto permitird o desenvolvimento de uma légica,
chamada de Ildgica de primeira ordem ou légica de predicados. Para isso
devemos nos restringir a formulas nas quais toda varidvel aparece quanti-
ficada. Assim férnulas tais como (Vx)(P(z,y), (3z)(Vy)P(x,y) — P(z,c)
ou (Jz)P(z) vV P(z) nao serao consideradas para fins semanticos. Observe
que nestas férmulas algumas varidveis nao estao quantificadas. No primeiro
exemplo, a varidvel y nao estd quantificada. No segundo e terceiro exem-
plo, a terceira ocorréncia de = (de esquerda a direita) nao esta quantificada.
Uma ocorréncia nao quantificada de uma varidvel numa férmula chama-se
de ocorréncia livre. Caso contrario, é uma ocorréncia ligada. Observe que
uma varidvel pode ocorrer varias vezes numa férmula, algumas ocorréncias
sendo livres e outras ligadas. Uma férmula que nao registra ocorréncias li-
vres de varidveis é chamada de férmula fechada ou sentenc¢a (ndo confundir
com as sentengas da linguagem natural).

Mais ainda, para poder interpretar os quantificadores numa dada estru-
tura, precisaremos estender a assinatura original acrescentando uma cons-
tante nova para cada elemento do dominio da interpretacao. Isto justifica a
defini¢ao seguinte:
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Definicao 5.3.2. Seja S uma assinatura de primeira ordem, e seja A =
(D, I) uma estrutura para S.

(ii) A assinatura S estendida por 2 é a assinatura Sy obtida de S acrescen-
tando um novo simbolo de constante ¢, para cada elemento a do dominio D
de 2.

(ii) A estrutura derivada de 2 é a Sy-estrutura Ap = (D, Ip) tal que Ip
interpreta os simbolos de S da mesma maneira que I, e Ip(c,) = a para
cada a € D. O

Isto significa que em Sy damos um “nome” (uma constante) ¢, para cada
elemento a de D. Por outro lado, na estrutura 2p interpretamos o nome
(constante) ¢, de cada elemento a de D como sendo o préprio a. Isto parece
ser um mero jogo formal, mas na realidade é uma técnica muito til, que nos
permitira definir a semantica dos quantificadores, como veremos a seguir. 3

Finalmente, dadas uma constante ¢ e uma férmula ¢ (z) em que a tnica
variavel que ocorre livre é possivelmente z, entdo 1(c) denota a sentenga
obtida de v(x) substituindo cada ocorréncia livre de = por c¢. Podemos
agora definir a semantica das formulas:

Definicao 5.3.3. Seja S uma assinatura de primeira ordem, e seja A =
(D, I) uma estrutura para S. Considere a assinatura Sy e a estrutura 2p
para Sy definidas na Defini¢do 5.3.2. Dizemos que a estrutura 2p satisfaz
uma sentenga ¢ de Sy, denotado por Ap F ¢, se vale o seguinte:

1. ¢ = P(ty1,...,t,) é uma sentenca atomica, para um simbolo de predi-
cado n-ario P e termos fechados t1,...,t,. Entao Ap E P(t1,...,t,)
se e somente se (t?lD, o, t30) € I(P);

2. p = ;. Entdo Ap F b1 se e somente se Ap F r;

3. ¢ = (Y1 N o). Entao Ap E (Y1 A 1h2) se e somente se Ap F 11 e

2Ap F 1ho;

4. ¢ = (1 V1h2). Entao Ap E (Y1 V 1) se e somente se Ap F 1 ou
Ap F 1a;

5. ¢ = (1 — 12). Entao Ap F (11 — 12) se e somente se Ap 7 11 ou
Ap F o,

3A técnica de introduzir constantes novas para nomear cada um dos elementos do
dominio de uma estrutura é conhecido como método das constantes, e é uma das técnicas
fundamentais na drea da légica denominada Teoria de Modelos.
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6. ¢ = (Vz)y. Entao Ap F (Va)1 se e somente se Ap F 1(¢,) para todo
a € D;

7. ¢ = (3z)y. Entao Ap F (Iz)1) se e somente se Ap F (c,) para algum
acD. O

Observe que toda sentenca de S é, em particular, uma sentenca de Sg.
Desta maneira, definimos o seguinte:

Definigao 5.3.4. Seja S uma assinatura de primeira ordem, e seja 2l uma
estrutura para S. Dizemos que 2 satisfaz uma sentenca ¢ de S, denotado
por 2 F ¢, se Ap F ¢. Uma sentencga é satisfativel se existe alguma estrutura
que a satisfaz. Finalmente, uma sentenga ¢ é universalmente vdlida (ou
simplesmente vdlida) se ¢ é satisfeita por toda estrutura 2. O

Neste ponto é importante observar vérias coisas:

1. Noitem 1 da Definicao 5.3.3, estamos formalizando a nocao de verdade
de Tarski; uma frase do tipo sujeito—predicado é satisfeita por uma
estrutura se e somente se a interpretacao do sujeito nessa estrutura
satisfaz a propriedade obtida pela interpretagdo do predicado nessa
estrutura.

2. Os items 2 a 5 da Definicao 5.3.3 refletem o carater Booleano dos
conectivos légicos. Ou seja, a légica de predicados estende a logica
proposicional cléssica.

3. Nos items 6 e 7 reproduzimos a esséncia dos quantificadores. Uma
sentenca (V)Y (z) é satisfeita por uma estrutura se e somente se cada
elemento do dominio da estrutura satisfaz a propriedade denotada por
¥ (x). Por outro lado, a sentenca (Jz)i(z) é satisfeita pela estrutura
se e somente se algum elemento do dominio da estrutura satisfaz a
propriedade denotada por v (z). Dado que precisamos testar ¢(x) em
todos os elementos de D (tanto para o quantificador V quanto para o
quantificador 3), vemos a necessidade de introduzir um “nome” (uma
constante) para cada elemento de D. Isso justifica a mudanga da
assinatura, de S para Sy. E dai, obviamente precisamos estender 2
para 2Ap. Vemos assim que, o que em principio parecia ser um jogo
formal, acabou se revelando uma técnica extremamente 1til para dar
conta da semantica dos quantificadores.
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Uma vez que contamos com uma nog¢ao de satisfacdo de sentengas numa
dada estrutura, podemos definir o conceito de conseqiiéncia légica, dando
origem & l6gica de predicados (classica):

Definicao 5.3.5. Seja I' um conjunto de sentengas, e ¢ uma sentenca.
Dizemos que ¢ é consequéncia l6gica de ¢, denotado por I' F ¢, se, para
toda estrutura 2, se % F v para toda v € I" entao 2 F ¢. O

A nocao de conseqiiéncia légica é a usual: uma sentenca segue logica-
mente de um conjunto de premissas se, em toda interpretacao em que as
premissas sao verdadeiras, a conclusao também é verdadeira.

Observacgao 5.3.6. Uma propriedade fundamental da l6gica de predicados
cléssica (que também é satisfeita pela 16gica proposicional classica) é a cha-
mada compacidade: se uma sentenca ¢ segue logicamente de um conjunto
I' de premissas, entao deve existir algum subconjunto finito I'y de I" tal que
 segue logicamente do conjunto I'y. O

Exercicios 5.3.7. Provar que —(Vx)y e (3z)—p sao logicamente equivalen-
tes, isto é:
(Vo) F (Fz)~p e (z)mp F ~(Va)p.

Provar que —(3z)¢ e (Vz)—-p sao logicamente equivalentes, isto é:
—(3x)p E Vz)—p e (Vx)-pE —(Jz)p.
Concluir que os quantificadores sao interdefiniveis.

Vejamos a seguir alguns exemplos concretos aplicando os conceitos in-
troduzidos.

Exemplo 5.3.8. Seja S uma assinatura que contém apenas uma constante ¢
e um simbolo de predicado bindrio P. Considere uma S-estrutura A = (N, I)
tal que I(c) = 0e I(P) = {(n,m) € NxN : n < m}. Entao Sy ¢ a
assinatura que contém as constantes ¢ e ¢, (para cada n € N), assim como
o simbolo de predicado bindrio P. A Sg-estrutura Ay é (N, Iy) tal que
In(c) = I(c) = 0; In(¢,) = n para cada n € N, e Iy(P) = I(P). Temos o
seguinte:

1) A E (Vz)(3y)P(x,y) sse Ay F (Vz)(3y)P(x,y) sse, para todo n € N,
An E (Jy)P(cn, y) sse, para todon € N, existe m € N tal que Ay E P(cy, ¢n)
sse, para todo n € N, existe m € N tal que (2, ¢*N) € I(P) sse, para todo

m Tm
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n € N, existe m € N tal que (n,m) € I(P) sse, para todo n € N, existe
m € N tal que n < m. Dado que esta ultima afirmacao concreta pode
ser constatada na estrutura 2 como sendo verdadeira, podemos afirmar que
AF (Vx)(Jy)P(x,y).

2) A E (Jy)(Vo)P(z,y) sse Ay F (Jy)(Vx)P(z,y) sse existe m € N tal
que Ay E (Va)P(x,cy) sse existe m € N tal que, para todo n € N, 2y F
P(cp,cm) sse existe m € N tal que, para todo n € N, (¢, c2) € I(P) sse
existe m € N tal que, para todo n € N, (n,m) € I(P) sse existe m € N tal
que, para todo n € N, n < m. Dado que esta iltima afirmacao é falsa na

estrutura 2(, podemos afirmar que 2A ¥ (Jy)(Vx)P(z,y). O

Observando 1) e 2) no exemplo comprovamos formalmente que as sen-
tengas (Vz)(3y)P(x,y) e (Jy)(Vx)P(z,y) ndo sao logicamente equivalentes.
De fato, o que foi provado no exemplo anterior é que

(V2)(Fy) P(z,y) 7 Fy) (V) P(z,y),

pois existe uma estrutura em que a premissa é verdadeira mas a conclusao
é falsa. Por outro lado, pode ser provado que

(Fy)(Vz) P(z,y) E (Vo)(3y) Pz, y).
Deixamos isto como exercicio para o leitor.

Exemplo 5.3.9. Seja d := a A B A~ tal que
o= (Vz)(3y)R(z,y); B:=-(Cx)R(z,2);

7 = (Va) (V) (¥2) (R(x, ) A R(y, 2) = R(x, 2)).

Entao § é satisfativel, mas ndo é satisfativel em nenhum dominio finito.
Com efeito, para provar que ¢ é satisfativel, basta considerar a estutura
(N, I) tal que I(R) = {(n,m) e NxN : n<m}.
Suponhamos agora que 2 = (D, I) é uma estrutura tal que 2 E ¢, logo
Ap EJ, e entdo Ap E a, Ap E e Ap E . Observemos o seguinte:
(i) Ap F « implica que, para todo a € D, existe um b € D tal que
al(R)b. Podemos escolher, para cada a € D, um elemento f(a) de D tal
que al(R)f(a). Desta maneira, obtemos uma fungao f: D — D tal que

al(R)f(a) paratodoa€ D (1)
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(ii) Ap F B implica que nao existe a € D tal que al(R)a. Logo,
a # f(a) paratodoa € D (2)
(iii) Ap F v implica que I(R) é transitiva, isto é:
al(R)b, bI(R)c implica al(R)c para todo a,b,c € D (3)

De (1) obtemos al(R)f(a) e f(a)I(R)f(f(a)), logo al(R)f(f(a)), por (3),
e entao, por (1) e (2),

a# f(a), f(a) # f(f(a)), a# f(f(a)).

Isto é, obtemos trés elementos diferentes a, f(a), f(f(a)). Continuando com
o raciocinio, obtemos uma seqiiéncia infinita

a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),...

de elementos diferentes em D. Logo, D ¢ infinito. O

Exemplo 5.3.10. Seja ¢ a sentenca

(Vx)(R(x) v S(x)) = ((Vz)R(z) V (Vz)S(x)).

Vamos exibir uma estrutura 2l tal que ¢ seja verdadeira, e uma estrutura B
tal que ¢ seja falsa.

Para a primeira parte, observe que 2 F ¢ sse A & (Vz)(R(z) vV S(x))
ouAFE ((Vz)R(x) Vv (Vx)S(x)) sse A (Vx)(R(x) V S(x)) ou A E (Vx)R(z)
ou A F (Vz)S(x). Desta maneira, basta dar uma estrutura A = (D, I)
satisfazendo alguma das seguintes propriedades:

e I(R) = D, logo A E (Vx)R(x); ou
o I(S)=D,logo AFE (Vz)S(x); ou

e existe a € D tal que Ap F (R(cq) V S(cq)), isto é, existe a € D tal
que Ap K R(cy) e Ap H S(cy), isto é, existe a € D tal que a € I(R) e
a ¢ I(S).
Para a segunda parte, observe que B ¥ ¢ sse B F (Vz)(R(z) vV S(z)) e
B (Vx)R(z) vV (Vx)S(x)) sse B E (Vz)(R(x) V S(z)) e B K (Vx)R(z) e
B (Vx)S(z) sse
(i) Bp F (R(cq) V S(cq)) para todo a € D;
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(ii) Bp ¥ R(c,) para algum a € D;
(iii) Bp ¥ S(c,) para algum a € D.

De (i) inferimos que I(R) U I(S) = D. De (ii) inferimos que existe a € D
tal que a ¢ I(R). De (iii) inferimos que existe b € D tal que b ¢ I(S).
Podemos, portanto, definir B = (D, I) tal que

D ={a,b,c,d}; I(R) ={a,b,d}; I(S)={c,d}.
E facil conferir que B ¥ ¢, pois as condigdes (i), (i) e (iii) sao satisfeitas. O

Exemplo 5.3.11. Consideremos novamente a assinatura de primeira or-

dem da aritmética S,., introduzida no Exemplo 5.2.4. Seja 7 o termo
n vezes

— _
s(...s(0)...), para todo n > 0 e definamos, por convencao, 0 := 0. Lem-
bremos que a relacao binaria de divisibilidade, “x divide a y” é dada pela
formula

divide(z,y) := (32)(z © z = y).

O conceito de nimero par é facilmente definivel a partir desta férmula:

par(z) := divide(2, ).
Isto é,
par(z) := (32)(2® z ~ x).

Usaremos agora a férmula divide(z,y) para definir em S, um conceito
fundamental da aritmética: o conceito de niimero primo.

Lembremos que um nimero natural p é primo se p # 1 e p admite apenas
divisores triviais (isto é, os tinicos divisores de p sdo 1 e p). Usando a nossa
assinatura podemos definir o seguinte predicado complexo:

primo(z) := —(z ~ 1) A (Vy)(divide(y,z) — ((y = 1) V (y =~ 2))).

A conhecida propredade da aritmética, “2 é o tnico primo par” pode ser
expressada em S, pela sentenca

primo(2) A par(2) A (Vz)(primo(z) A par(z) — (z=2)).

E facil provar que estas nogoes aritméticas coincidem com as nocoes “verda-
deiras” da aritmética usual. Isto é, se consideramos a estrutura 9 = (N, I)
tal que 1(0) =0, I(s) = S, 1(&) =+, [(©) = -,

I(=X)={(n,m) : n<m}, e I(=)={(n,m) : n=m}
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(veja o Exemplo 5.2.4), entao M F divide(n,m) sse n divide a m. Logo
N F par(n) sse n é par, e M F primo(n) sse n é primo. Mais ainda, para
toda sentenca 1 de S,;-, T F 1 sse a correspondente sentenca da aritmética
“concreta” é verdadeira. Observe que éste é um (raro) caso em que os termos
da linguagem expressam todos os elementos do dominio de uma estrutura
dada (no caso, ). Com efeito, o nimero n é expressado pelo termo fechado
n, e entdo neste caso podemos prescindir do uso das constantes ¢, (para
n € N). O

Mencionaremos a seguir algumas propriedades da relacao de conseqiiéncia
l6gica E introduzida na Definicao 5.3.5. Por simplicidade, a partir de agora
escreveremos F ¢ no lugar de () F .

Metateorema 5.3.12. A relacao de consegiiéncia légica E satisfaz as se-
guintes propriedades:

(1) E ¢ sse AE ¢ para toda estrutura A (sse ¢ € vdlida).

(2)TE¢ e AjpEY implica T)AEY (propriedade do Corte).

(3) T E ¢ sse existe I'g C T' finito tal que Ty F ¢ (Teorema da Compaci-
dade).

(4) T E ¢ implica TAFE ¢ para todo conjunto de sentengas A.

(5) Se ¢ é vélida (isto é, F ) entao I' E ¢ para todo T

(6) Se ¢ é contraditéria (isto é, E —¢) entio ¢ E ¢ para toda ¢. Em
particular: @, —p FE Y para toda ¢ e para toda 1. Portanto, T',p,—p F 9
para todo I', para toda ¢ e para toda .

(7)TEp—1 see I',pE (Meta-teorema da Dedugdo).

(8)TE ¢ e T'E—p implica T E para toda 1. O

Exemplo 5.3.13. Sejam

= {(ve)(F(z)V=G(z), G(c), (Fz)F(x), ~G(b)},
A= {(Va)(F(x) = G(z)), G(e)}.

Provar que I' E F(¢) mas A ¥ F(c).

Para a primeira parte, suponha que 20 = (D,I) é uma estrutura tal
que 2 F v para toda v € I'. Em particular 2 F (Vz)(F(z) V -G(z)), logo
Ap E (F(eq) V—G(cq)) para todo a € D. Em particular,

Up F (F(cy) vV ~G(cy))

112



para b = I(c), e entdo Ap F (F(c) V -G(c)). * Daqui Ap F F(c) ou
Ap F =G(c)), isto é,

Ap E F(c) ou 2Ap ¥ G(c)) (1)

Lembrando que 2 F 7 para toda v € I entao, em particular, 2 E G(c), isto
é,Ap E G(c). Por (1) inferimos que Ap F F(c), logo A E F(c).

Acabamos portanto de demonstrar o seguinte: para toda estrutura 2A,
se 2 F v para toda v € T entao A F F(c). Isto prova que I' E F(c), pela
Definigao 5.3.5.

Para a segunda parte, isto é, para provar que A ¥ F(c), a estratégia
é diferente: agora devemos exibir uma estrutura particular, digamos I, tal
que 2 F v para toda v € A, porém 2 ¥ F(c). Para isso, vamos entender o
que significa que uma estrutura 2 satisfaz toda sentenga de A, para saber
que tipo de estrutura vamos propor.

Temos que, se 2A F ~ para toda v € A entdo, em particular, A F
(Vz)(F(x) — G(z)) e entao Ap F (F(ca) — G(cq)) para todo a € D.
Isto significa que I(F') C I(G) (analize esta afirmagao!), portanto ja temos
uma informacgao importante sobre a estrutura que estamos procurando. Por
outro lado, A F G(c) e entao I(c) € I(G) (analize esta afirmacao!). Fi-
nalmente, queremos que A ¥ F(c), e entao A deve ser tal que I(c) € I(F).
Encontrar um exemplo de estrutura satisfazendo estes requerimentos é muito
facil: Trata-se de fornecer um conjunto nao-vazio D, um elemento a de D e
dois conjuntos A e B taisque AC BC D, a € Bea¢ A. Desta maneira,
tomando 2 = (D, I) tal que I(F) = A, I(G) = B e I(c) = a teremos o
seguinte: 2 F v para toda v € A, mas A ¥ F(c). A existéncia de uma tal
estrutura nos garante que A ¥ F(c). O

Exemplo 5.3.14. Provar que se R é uma relacao simétrica e transitiva,
entao: se dois elementos dados estao relacionados com um terceiro, entao
os dois elementos dados estao relacionados com exatamente os mesmos ele-
mentos.

Esta propriedade geral sobre relacoes pode ser demonstrada utilizando
a nogao de conseqiiéncia légica. Com efeito: considere I' = {«, S} tal que

a:= (Va)(Vy)(R(z,y) = R(y,x));

4Observe que ¢ e ¢ denotam, na estrutura 2Ap, o mesmo individuo. Logo, ¢ e ¢
satisfazem as mesmas propriedades em 2p.

113



B = (Va)(Vy)(V2)(R(z,y) A R(y, 2) = R(z, 2)),

e seja
p = (Vo) (Vy) ((Fu) (R(z,u) A R(y, u)) = (V2)(R(z, 2) < Ry, 2)))

(como é usual, (6; < J2) denota a férmula (d; — d2) A (62 — 01), para todas
as férmulas d; e d2). Assim, a propriedade que queremos provar equivale a
provar que I' F ¢.

Seja A = (D, I) é uma estrutura tal que 2 F v para toda v € I'. Logo,
I(R) é uma relagao simétrica e transitiva (confira!). Por outro lado, A F ¢
sse Ap F ¢ sse

Ap E ((Fu)(R(cq,u) A R(ep,u)) = (V2)(R(cq,2) & R(cp,2))) (%)

para todo a,b € D. Assim, fixemos a,b € D, e provemos que (*) é o caso.
Temos dois casos para analisar:

(1) Ap ¥ (Fu)(R(cq,u) A R(cp,u)). Neste caso, trivialmente vale (x).

(2) Ap E (Fu)(R(cq,u) N R(cp,u)). Logo, existe d € D tal que 2Ap F
(R(cayca) N R(cp,cq)), portanto Ap F R(cq,cq) € AUp F R(cp, cq). Daqui

(Ip(ca),Ip(ca)) € I(R) e (Ip(cp),Ip(ca)) € I(R),

isto é,
(a,d) € I(R) e (b,d) € I(R).

Dado que I(R) é simétrica, de (b,d) € I(R) inferimos que (d,b) € I(R)

e entdo, usando que (a,d) € I(R) e que I(R) é transitiva, obtemos que

(a,b) € I(R). Da simetria de I(R), ainda obtemos que (b,a) € I(R).
Agora bem, para provar que vale (%) deverfamos provar que

Ap E (V2)(R(cq, 2) & R(cp, 2)).
Observe que Ap F (V2)(R(cq, 2) < R(cp, 2)) sse
Ap E (R(ca,ce) < R(cp,ce))
para todo e € D sse, para todo e € D,
(a,e) € I(R) sse (b,e) € I(R) (%)

Seja e € D. Se (a,e) € I(R) entao, dado que (b,a) € I(R) e que I(R) é
transitiva, obtemos que (b, e) € I(R). Analogamente, se (b,e) € I(R) entdo,
dado que que (a,b) € I(R), inferimos que (a,e) € I(R). Isto mostra (xx)
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e entdao Ap F (Vz)(R(cq, z) < R(cp,2)), ou seja, provamos que neste caso
também vale (k).

Dado que este argumento pode ser feito para todo a,b € D, inferimos
entao que A F p. Noutras palavras, acabamos de demonstrar que, para toda
estrutura 2, se 2 F v para toda v € I' entao A F ¢. Isto significa que I' F ¢
e a afirmacgao que queriamos demonstrar é, de fato, verdadeira. O

5.4 Um sistema axiomatico para a légica de pre-
dicados

Uma vez que definimos formalmente o conceito de linguagem de primeira
ordem, assim como a sua semantica e a no¢ao conseqiiéncia légica associada,
0 passo seguinte é definir a sua teoria da prova. Isto é, fornencer um método
de prova de tipo sintdtico, em que a logica de primeira ordem possa ser
analisada apenas manipulando simbolos, sem interpretd-los, como ¢é feito
pelo método semantico introduzido na secao anterior. Vimos que, no caso
da logica proposicional, existem os seguintes métodos sintaticos de prova:
sistemas axiomadticos, de sequentes, de dedugao natural e de tablos. Todos
estes métodos podem ser estendidos para légica de primeira ordem. Isto
é, dado que a légica de primeira ordem estende a logica proposicional, é
razoavel que os métodos sintacticos de prova da légica proposicional possam
ser estendidos a métodos de prova para a légica de predicados, acrescentando
regras especificas para manipular os quantificadores.

Para nao prolongar demais a nossa discusao, estudaremos aqui apenas
um sistema axiomatico para a logica de primeira ordem, e nao estudaremos
as extensoes dos métodos de sequentes, tablés e deducdo natural para a
légica de primeira ordem.

Para poder definir as regras que precisam ser acrescentadas no sistema
axiomatico da logica proposicional dado anteriormente, devemos introduzir
um conceito:

Definicao 5.4.1. Seja ¢ uma férmula, x uma varidvel, e t um termo. Seja
©(t) a féormula obtida de ¢ substituindo todas as ocorréncias livres de x em
© pelo termo t. Dizemos que t € livre para © em ¢ se nenhuma varidvel y de
t ocorre quantificada em ¢(t) (a menos que essas ocorréncias quantificadas
de y ja estivessem em ¢).

A melhor maneira de entender a definicdo anterior é através de exemplos:

Exemplos 5.4.2.
(1) Seja ¢ = Q(x,y) vV (Vy)P(y,z) e t = f(y,z). Entao ¢t nao é livre para =

115



em . De fato, temos que

o(t) = Q(f(y,2),y) vV (Vy) P(y, f(y,2)).

A primeira (de esquerda a direita) substituigao de  por ¢ nao é problematica:
nenhuma varidvel de t registra uma nova quantificacdo. Por outro lado, a
segunda substituicao de x por ¢ é problemadtica: agora a varidvel y de ¢
aparece quantificada. E verdade que y ja aparecia quantificada em ¢, mas
©(t) registra uma ocorréncia quantificada de y a mais.

(2) Seja p = Q(z,y) V (Vy)P(y) e t = f(y,z). Entao t é livre para x em ¢.
Com efeito, observe que

o(t) = Q(f(y,2),y) V (Vy) P(y).

Se bem que a varidvel y de t ocorre ligada em ¢(t), essa ocorréncia ji estava
presente em . Dado que ¢(t) nao registra novas ocorréncias ligadas nem
de y nem de z (sendo que y e z sdo todas as varidveis que ocorrem em t),
entao t é livre para x em .

(3) Se x nao ocorre livre em ¢, entdo qualquer termo t é livre para z em .
(4) A varidvel x é livre para z em ¢, para toda varidvel x e toda férmula .
(5) Se nenhuma varidvel de ¢ ocorre em ¢, entéo t é livre para x em ¢, para
toda variavel z e toda férmula . O

Podemos agora definir a extensao do sistema axiomatico da légica propo-
sicional para a légica de predicados. Lembremos que o sistema axiomatico
da logica proposicional estd baseado em regras escritas numa linguagem
proposicional que apenas utiliza os conectivos — (negagao) e V (disjungao).
Continuaremos entao utilizando essa linguagem mais simples (dado que os
outros conectivos podem ser definidos em termos destes dois). Mais ainda,
dado que os quantificadores sao interdefiniveis (veja o Exercicio 5.3.7) entao
a linguagem de primeira ordem que consideraremos agora somente utiliza
o quantificador universal V, dado que a férmula (3x)y equivale a =(Vz)—p.
Em resumo, a partir de agora consideraremos que as féormulas de primeira
ordem complexas serao construidas a partir das férmulas atomicas utilizando
apenas os conectivos = e V, e o quantificador V.

Acrescentamos entao ao sistema axiomaético da légica proposicional cléssi-
ca as seguintes regras de inferéncia:
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oV

(generalizacao em 1) se & nao ocorre livre em ¢

oV (Yz)y
(instanciagao de z) M se x nao ocorre livre em ¢
PV (t) et é livre para x em v

Observe que, na realidade, estamos acrescentado infinitas regras de in-
feréncia: cada varidvel = determina duas regras de inferéncia (generalizagao
e instanciagao).

Como sempre, I' F ¢ significa que existe uma derivacao da férmula ¢ no
sistema axiomadtico, a partir do conjunto de férmulas I'.

O importante meta-teorema da deducdo, valido para o sistema axiomético
da logica proposicional, ainda continua sendo valido no sistema da légica de
primeira ordem, mas com certas restrigoes:

Metateorema 5.4.3 (Meta-teorema da dedugao). Seja I' um conjunto de
formulas, e sejam ¢ e 1 duas formulas. Se I' - (¢ — ) entdo I',p F .
5 Por outro lado, se T, F 1 entio I' - (¢ — 1), desde que ezista uma
derivagao 11 de ¢ a partir de I'U {¢} satisfazendo o sequinte: se a regra de
generalizacdo em x ou de instanciacao de x € utilizada em II, entdo x nao
ocorre livre em . Em particular, se o é uma sentenca entao I',; o -1 see

L'E(p— ).

Exemplos 5.4.4.
(1) ¢ F (Vx)p para toda férmula ¢ e para toda varidvel . Com efeito,
podemos construir a seguinte derivagao:

1. ¢ (hip.)

2. (Vz)p V¢ (exp)

3. (Vx)p V (Vz)e (gen. em x)

4. (Vz)p (elim).
(2) F ((Vx)p — (1)), se t é livre para z em . Com efeito, seja 1 =
(= (Vx)p V (Vz)p), e considere a seguinte derivagao:

1. (Vx)p (hip.)

2. =V (Vo )p (exp)

®Lembre que agora (¢ — 1) é uma notacio para a férmula (- V 1)).
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3. =V p(t) (inst. de x)
4. 9 (axioma)
5. ¢(t) (modus ponens).

Logo, (Vx)¢ F ¢(t). Daqui, pelo meta-teorema da dedugao inferimos que
= ((Va)e = ¢(1))- D

Com estes resultados, é possivel obter o seguinte teorema fundamental:

Metateorema 5.4.5 (Teorema de Completude fraca). Seja ¢ uma sen-
tenca. Entao: E ¢ see F . O

Dado que a relacao de conseqiiéncia semantica £ é compacta (veja a
Observagao 5.3.6) e em virtude de que F e F satisfazem o meta-teorema
da dedugao (veja a Proposigao 5.3.12(7) e o Teorema 5.4.3) entao obtemos
como corolario a completude forte do sistema axiomético proposto:

Coroldrio 5.4.6 (Teorema de Completude forte). Seja I' um conjunto de
sentencas, e seja ¢ uma sentenca. Entdo

F'Ee see T'F .

O

Em virtude deste ultimo resultado, vemos que a légica de primeira or-
dem, da mesma maneira que acontece com a logica proposicional, admite
duas ‘faces’ ou duas ‘manifestagoes’: por um lado, pode ser vista como
um método sintatico de demonstragao, em que a partir de certas premi-
ssas podem ser obtidas (mediante a relacao ) certas conclusdes, apenas
utilizando regras (sintaticas) de inferéncia. Esta pespectiva generaliza o
método silogistico de Aristételes, o qual parte de uma visao anédloga (inferir
sintdticamente a partir de certas regras dadas —os silogismos).

Por outro lado, podemos assumir uma perspectiva semantica, de maneira
tal que interpretamos a nocgao de conseqiiéncia légica F como sendo uma
relacdo de ‘preservacao da verdade’: se as premissas sao verdadeiras (sa-
tisfeitas numa estrutura) entao a conseqiiéncia também deve ser verdadeira
(satisfeita nessa estrutura). A importancia do Teorema da Completude Forte
(Corolério 5.4.6) reside em estabelecer que as duas perspectivas coincidem:
as conclusoes (sentengas) que podem ser logicamente obtidas a partir de
um conjunto de sentencgas, seja pela utilizagao de um método sintatico, seja

118



pela utilizagdo de um método semantico, sao as mesmas. Para colocé-lo em
termos simples: as nocoes de conseqiiéncia légica sintatica e semantica sao
duas faces da mesma moeda.

Exemplo 5.4.7. Voltemos ao sistema ZF' de Teoria de Conjuntos que des-
crevemos informalmente na Secao 5.1. Consideremos uma assinatura com
apenas dois simbolos de relagdo bindria, &~ (representando a igualdade) e
¢ (representando a pertinéncia). Alguns dos axiomas de ZF podem ser
escritos nesta assinatura da maneira seguinte:

o Vz)(Vy)((z = y) & (Vz)(zex < zey)) (axioma da extensionali-
dade).

o (V2)(Jy)(Vz)((zey) & (zex A ¢(2))) (axioma de separacao).

o (Vz)(Vy)(F2)(Vu)((uez) & (u = V u = y)) (axioma do par nao-
ordenado).

o (Vz)(Jy)(V2)((zey) & (Fu)(uex A zew)) (axioma da uniao).

Deixamos como exercicio para o leitor escrever nesta linguagem (acrescen-
tando, por simplicidade, uma constante para o conjunto vazio, um simbolo
de funcao unaria para o conjunto unitario e simbolos de fun¢éo binarias para
as operagoes de uniao e intersecdo) os axiomas do conjunto das partes, da
regularidade, e do infinito. a

Finalizamos o capitulo com uma observagao muito importante sobre a
légica de primeira ordem. Vimos que a logica proposicional é decidivel, isto
é, existe um procedimento efetivo (um algoritmo) para que, em finitos passos,
possamos responder em todos os casos a seguinte pergunta: “a férmula ¢ é
uma tautologia?”

Para isso, basta construir, por exemplo, uma tabela de verdade e cons-
tatar se todas as linhas devolvem o valor de verdade 1. Ou entao, podemos
exibir uma demonstracdo em algum sistema formal (sistema axiomatico, ou
sequentes, ou deducao natural, ou tablos). Ainda, caso ¢ nao seja uma
tautologia, podemos, por exemplo, exibir um tablo completo aberto para
—p. Todos estes procedimentos sao realizados em tempo finito e, o mais
importante, sempre podem ser realizados de maneira que podemos determi-
nar em un tempo finito se uma dada férmula ¢ é uma tautologia ou nao.
Infelizmente, ese nao é o caso com a ldgica de predicados:

A légica de primeira ordem é indecidivel.
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Esta ultima afirmacao significa o seguinte: dada uma sentenga ¢ escrita
numa linguagem de primeira ordem, entao evidentemente ou ¢ é vélida ou
 nao é valida. Se ¢ é vilida, entao certamente poderemos encontrar uma
demonstragao realizada em finitos passos (por exemplo, um tablé fechado
finito para —¢, ou uma demonstragao de ¢ num sistema de prova). Noutras
palavras, dada a pergunta “@ é uma sentenca vélida?”, se a resposta for
“sim” entdo essa resposta sempre poderd ser dada num tempo finito. O
problema é quando a sentenca ¢ nao é valida, isto é, quando a resposta
para a pergunta é “nao”.

Com efeito, se ¢ é uma sentencga que nao é valida, entdo uma demons-
tragao deste fato requer a construcao de uma estrutura em que ¢ é falsa,
isto é, a construcdo de um modelo para a sentenca —¢. ® E aqui apa-
rece o problema: existem sentencas que somente admitem modelos infinitos.
Por exemplo, a sentenca § do Exemplo 5.3.9. Se alguém perguntasse se a
sentenca —¢ é universalmente valida ou néo, entdo nenhum algoritmo po-
deria dar a resposta correta (“nao”). Por exemplo, pelo método de tabld
obteriamos um ramo aberto terminado, testemunhando que § é satisfativel
(provando que —d nao é vélida). Porém, este ramo seria necessariamente
infinito. A constatacao de que —d nao é valida sé pode ser feita através de
uma andlise formal (como, por exemplo, foi feito no Exemplo 5.3.9).

Portanto, o imenso ganho em poder expressivo que obtivemos pelo uso
de linguagens de primeira ordem no lugar de linguagens proposicionais tem
um preco a ser pago: a logica obtida é indecidivel. Desta maneira, é im-
possivel, por exemplo, programar um computador para que analise todos
os argumentos escritos em linguagens de primeira ordem, a menos que a
linguagem seja muito simples, por exemplo que somente utilize predicados
unérios e nao utilize simbolos de fungao (é conhecido que esta linguagem
simples de primeira ordem ¢ decidivel). Para qualquer algoritmo (programa
de computador) possivel, sempre vai existir um argumento nao vélido tal
que o algoritmo nao conseguird demonstrar a invalidez do argumento.

5Qutra solugdo seria demonstrar que um dado sistema de prova ndo consegue provar
. Mas a construgdo de uma tal demonstragdo ndo é mais um algoritmo, isto é, um
computador nao poderia ser programado para tentar demonstrar matematicamente que
o sistema de prova ndo consegue provar uma sentenca dada (caso a sentenca ndo seja,
de fato, demonstravel). Observe que cada sentenga indemonstrdvel dada requer uma
demonstragao matematica diferente da sua indemonstrabilidade.
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Capitulo 6

Introducao a Teoria dos
Silogismos

Nste capitulo apresentaremos a famosa Teoria dos Silogismos de Aristételes,
na linguagem da légica de primeira ordem apresentada no Capitulo 5. Ve-
remos que a légica dos silogismos é, a rigor, um fragmento da légica de
predicados.

6.1 O que representam os silogismos na légica con-
temporanea

A Teoria dos Silogismos de Aristételes (Sobre a Interpretagao e Primei-
ros Analiticos, nucleo da légica tradicional ou antiga) constitui o primeiro
sistema formal ja proposto, apesar de que, modernamente, podemos inter-
pretd-la como um fragmento da teoria da quantificacdo em légica formal:
a partir do que ja vimos sobre a Légica de Predicados, a Teoria dos Silo-
gismos é apenas uma parte do cdlculo de predicados monadicos, onde sé se
permitem sentencas a respeito de propriedades unarias, e mesmo assim sob
certos formatos especiais, como veremos. Contudo, isso ndo desmerece nem
diminui o interesse pela Teoria dos Silogismos, mas, se nao devemos come-
ter nenhuma faldcia histérica, medindo a contribuicéo aristotélica com as
ferramentas de hoje, também temos a obrigacao de saber quanto de Logica
existe para além do dominio da Teoria dos Silogismos.

Nos Primeiros Analiticos Aristételes devotou-se aos dois principais pro-
blemas da epistemologia da logica enquanto ciéncia formal: como mostrar
que uma conclusao proposta de fato segue de premissas aceitas, que dessa
maneira formalmente a implicam, e o problema inverso: como mostrar que
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uma conclusdo proposta nao segue das premissas aceitas.

O que quer que se considere (ou nao se considere) ao que a Filosofia diga
respeito, pelo menos um ponto é comum acordo: praticar Filosofia nao é
(s6) pensar, é justificar. A justificativa filoséfica passa necessariamente pela
argumentacao rigorosa. Uma defini¢ao ampla de argumento, como jé vimos,
é a seguinte e que continua a valer aqui também:

Argumento: Um argumento é uma colecao de afirmacoes, uma
das quais se chama “conclusao” e cuja verdade procura-se esta-
belecer; a partir de outras afirmacoes chamadas “premissas”, as
quais pretendem conduzir a conclusao (ou apoid-la, ou persuadir-
nos da sua verdade).

Os silogismos aristotélicos constituem um particular método argumenta-
tivo, e seu sistema, em muitos pontos similar aos sistemas de 16gica moderna,
envolve trés partes:

i) Um dominio limitado de proposi¢oes, expresso em uma linguagem for-
malizada;

ii) Um método formal de deducdo que permite estabelecer validade de
argumentos a partir de um nimero ilimitado de premissas;

iii) Um método geral de produzir contra-argumentos de forma a estabele-
cer invalidades.

No entanto, a nogao de argumento de que as varias ciéncias necessitam
é muito mais ampla do que este particular método, e deveria ser ébvio
para todo filésofo que, ainda que os argumentos expressaveis em termos de
silogismos possam ser Uteis e interessantes para a justificativa filoséfica, eles
sao insuficientes. No final do século XVIII Kant poderia dizer (como de fato
disse) que a légica desde Aristételes nao tinha tido necessidade de avangar
em nada, embora certamente errasse ao considerar a logica aristotélica fosse
‘completa e perfeita’. Leibniz, entre 1670 e 1680, ja pensava em desenvolver
um tipo de calculo algébrico-combinatério capaz de capturar as regras do
silogismo aristotélico.

Parte desse objetivo s6 foi conseguido dois séculos mais tarde, com Ge-
orge Boole in 1847. Boole concluiu que o método silogistico era demasiado
restritivo e de aplicagao estreita. No meio século seguinte o método algébrico

122



de Boole foi estendido por vérios outros, como por exemplo por Charles Pi-
erce que estudou o problema de modificar o método algébrico de Boole de
forma a incorporar relacoes e ampliar o uso de quantificadores. Considere
por exemplo a afirmacao: “para todo homem existe um outro que é seu pai”.
Este tipo de afirmacao tem obviamente uma forma légica muito mais com-
plexa do que as afirmacoes categoéricas aristotélicas do tipo “todo homem é
mortal”, e foge as regras do silogismo.

Finalmente, em 1879, Gottlob Frege publicou sua obra contendo um sis-
tema légico mais ou menos equivalente a moderna logica de predicados de
primeira ordem, que incorpora a teoria dos silogismos (ou pelo menos uma
interpretagdo moderna dessa teoria) como um mero fragmento. Por isso, a
l6gica matematica contemporanea tende a ver os silogismos como completa-
mente irrelevantes, enquanto alguns filésofos ainda insistem na fantasia de
que a légica dos silogismos ¢ tudo quanto basta para formalizar argumentos
filosdéficos.

E perfeitamente possivel formalizar a logica dos silogismos do ponto de
vista de uma teoria de primeira ordem, de tal maneira que seja possivel
reproduzir formalmente as proprias derivacoes aristotélicas, se aceitarmos
como corretas certas interpretacoes e simplificacoes. Considerando o intere-
sse historico e o alto grau de simetria que envolve os raciocinios silogisticos,
é muito interessante estudar a légica dos silogismos dentro de um estudo da
l6gica formal.

Consideramos como intuitivamente claro, em termos pré-formais, o signi-
ficado dos operadores 16gicos (também chamados expressoes sincategoremd-
ticas):

3 (existe), V (para todo), = (nao), A (e), V (ou), — (se ... entao ...)
e o uso de varidveis e simbolos de predicados.

6.1.1 A linguagem dos silogismos

(1) Termos (ou idéias).
Por exemplo: “homem” e “nimero”sao termos comuns, enquanto “Socrates”
e “dois” sao termos singulares.

(2) Predicados.
Por exemplo: “mortal”, “par”.

(3) Expressoes chamadas sincategoremdticas:

WA Ko AP U S A

“todo”, “algum”, “é”, “sao”, “nao
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(4) Proposigoes ou juizos.
Por exemplo: “Todo homem é mortal”, “Sécrates ¢ homem”, “cinco é

7

par”.

(‘6) Silogismos ou inferéncias.
Por exemplo:

Todo homem é mortal
Sécrates é homem
Portanto, Sécrates é mortal.

A Teoria dos Silogismos trata de:

(1) Proposigoes categdricas (no sentido de “incondicionais”):
afirmacao ou negacao de relagoes entre classes.
Por exemplo: “Todo homem é mortal”, isto é, “todo elemento da classe
homem ¢ elemento da classe mortal”.

(2) Proposigoes singulares:
afirmacao ou negacao de pertinéncia de elemento a classe.
Por exemplo: “Soécrates é mortal”, “Este é um homem”.

6.1.2 Os quatro tipos de proposicoes categoéricas

(1) Afirmagao universal (notagao: A)
Exemplo: “Todos os S sao P”.

(2) Negagao universal (notagao: E)
Exemplo: “Nenhum S é P”.

(3) Afirmagao particular (notagao: I)
Exemplo: “Alguns S séo P”ou “Algum S é P”.

(4) Negagao particular (notagao: O)
Exemplo: “Alguns S nao sao P”ou “Algum S nao é P”.

A notagao anterior vem de AFFIRMO e NEGO.
Observe que A, E, I, O diferem em

e qualidade (afirmam ou negam), e em
e quantidade (sdo universais ou particulares).
Em notacao formal, as proposicoes categéricas podem ser interpretadas

CcOomo:
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A : Vz(S(x) — P(x))
“Para todo z, se vale S(z) entao vale P(x)” ou “Todo elemento da
classe S ¢é da classe P”, ou ainda “Todo S é P”.

E : Vx(S(x) —» —P(x))
“Para todo x, se vale S(z) entdo nao vale P(x)” ou “Todo elemento
da classe S é da classe nao-P”, ou ainda “Nenhum S é P”.

I: 3z(S(z) A P(z))
“Existe x, tal que vale S(x) e vale P(x)” ou “Existe algum elemento
da classe S que é da classe P”, ou ainda “Algum S é P”.

7

O : Jz(S(z) N —P(x))
“Existe x, tal que vale S(x) e nao vale P(x)” ou “Algum elemento
da classe S é da classe nao P”, ou ainda “Algum S é nao-P”, ou se
preferir 7 Algum S néo é P”.

9

Podemos considerar A, E, I, O como operadores que atuam sobre classes,
e denotar as proposigoes (por exemplo, relativas a S e P) como SAP, SEP
SIP SOP (os quais, para facilidade de escrita podemos as vezes simplificar
por SAP, SEP, SIP e SOP).

3. Os Principios da légica de Aristételes

Na légica formal de Aristételes (isto é, nos textos onde se leva em conta
nao os raciocinios indutivos, mas aqueles desprovidos de conteudo especifico)
podemos destacar alguns principios basicos:

1) Aristételes indica claramente que num raciocinio 16gico-formal a con-
clusao deve depender apenas das premissas;

2) refere-se, pela primeira vez, a forma ldgica, i.e, conceitos gerais,
que podem ser denotadas por letras (mais tarde chamadas varidveis, mas
é interessante observar que a idéia de varidveis ja estivesse presente em
Aristételes);

3) mostra que é possivel reduzir os infinitos raciocinios silogisticos a um
conjunto finito de formas (mais tarde chamadas regras).

Além disso, Aristételes explicita em forma logica certos principios j& usa-
dos muitos antes dele, mas que antes se referiam aos seres e objetos existentes
em geral: - Principio da identidade Todo conceito (ou juizo) deve ser igual
a si mesmo. - Principio da Nao-Contradigao Uma proposicao nao pode ser
verdadeira e falsa ao mesmo tempo. - Principio do Terceiro Excluido Uma
proposicao deve ser verdadeira ou falsa, ndo havendo terceira possibilidade.
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