A INTEGRAL DE RIEMANN EM DUAS VARIAVEIS

1. INTEGRAL EM RETANGULOS
2. CONCEITOS BASICOS DE TOPOLOGIA NO PLANO
3. INTEGRAL EM DOMINIOS LIMITADOS DO PLANO
4. INTEGRAIS ITERADAS E O TEOREMA DE FUBINI
Seja f : R — R uma funcao. Vamos supor inicialmente que f é
continua e positiva no retangulo R = [a, b] X [, d] por simplicidade.
Para cada zo € [a,b], a funcao f,,(y) = f(xo,y) é continua no in-

tervalo [c, d|, portanto integravel. A funcao A(xzg) = fcd Jzo(y) dy
¢ entao a area sob o grafico da funcao f;, ou seja, a area da regiao
plana dada pela intersegao da regiao abaixo do grafico de f(z,y) com
o plano z = x(y. O principio de Cavalieri afirma que a integral dessa
area, quando x( varia entre a e e b corresponde o volume sob o grafico

de f(x,y).

Devemos, portanto, ter
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//Rf(x,y)da:dy:/abA( da:_/ (/ foly dy> dx

A integral fab ( f fao(y dy) dx ¢ chamada integral iterada. Nesse

caso, primeiro calculamos uma integral na variavel y obtendo uma
funcao A(z) de uma variavel que entdo integramos em x. Podemos,
analogamente, integrar primeiro na variavel x e depois em y.

Teorema 4.1. (Teorema de Fubini para retangulos) Suponhamos
que R — R seja continua no retangulo R exceto em um conjunto
finito de pontos.

e Para cada x € [a b, f:(y) = f(x,y) € integrdvel no intervalo
e, d], o(x f flz,y)dy ¢é integrdvel em [a,b| e

//fxyda:dy—/gb dx-/(/f:cydy)

e Para cada y € [c d), fy(z) = f(z,y) € integravel no intervalo
la,b], ¢(y) := fa f x,y)daz ¢ integrdavel em [c,d] e

/Lf(x,y)dxdyI/cdcb(y)dy:/Cd </abf(x,y)dx) dy.

Observacao 4.2. O resultado ainda vale se supusermos apenas
que f € integrdvel em R. Nesse caso, porém, as funcoes ¢(x) e
Y(y) estarao definidas exceto em conjuntos de conteido nulo (onde
precisa ser definida de alguma maneira de modo a ficar limitada).

Exemplo 4.3.

(1) Calcule a integral [[,3zy*drdy, sendo R ={(z,y):1 <z <
3,0 <y <2}
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(2) Calcule a integral ff[o,l}x[o,l] x° e Ydxdy.

O teorema de Fubini pode ser estendido para dominios mais gerais.
Em particular, para dominios do tipo I e II, cuja defini¢ao lembramos
aqui, por conveniencia.

e Dominios do tipoI. D= {(z,y) eR*:a <z < balr) <
y < B(x)}, sendo a < b constantes reais, a(aj) e B(x) fungbes
continuas.

e Dominios do tipoII. D = {(z,y) e R* : ¢ <y < d,a(y) <
r < B(y)}, sendo a < b constantes reais, a(y) e B(y) fungoes
continuas.

Teorema 4.4. (Teorema de Fubini para dominios do tipo I e II)

e Suponhamos que D seja um dominio do tipo I, f - D — R
seja continua em D, exceto em um conjunto finito de pontos.
Entdo, para cada x € |a,b], fi(y) == f(x,y) € integrdvel no

intervalo la(x), B(x)], ¢p(x) = faﬁ((f)) f(x,y)dy € integravel em
la, b e

fxydxdy— ¢ )dr = b Mf(x,y)dy dz.
a a(z)

° Suponhamos que D seja um dominio do tipo II, f: D — R
seja continua em D, exceto em um conjunto finito de pontos.
Entao, para cada y € |c,d], f,(z) = f(x,y) € integrdvel no

intervalo [a(y), B(y)], o(y) = ff((;/)) f(z,y)dx € integrdvel em

//Df(:c,y)d:cdy—/cdcb(y)dy—/cd (/Oéj:jJ)f(x,y)dx) d

Exemplo 4.5.
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(1) Calcule a integral [, xy)dzdy, sendo D = {(z,y): 0 <z <
La* <y <z}

(2) Determine o volume do sdlido S contido no o primeiro oc-
tante e limitado pelo cilindro x> +y* = 1 e pelos planos y = z,
r=0ez=0. Resp. %

1 r3
(3) Calcule a integral iterada / / e dzdy , invertendo a or-
0 3y

dem de integragao. Resp. (e —1)/6.



	1. Integral em retângulos
	2. Conceitos básicos de topologia no plano
	3. Integral em domínios limitados do plano
	4. Integrais iteradas e o Teorema de Fubini

