A INTEGRAL DE RIEMANN EM DUAS VARIAVEIS

1. INTEGRAL EM RETANGULOS
2. CONCEITOS BASICOS DE TOPOLOGIA NO PLANO

3. INTEGRAL DE RIEMANN EM DOMINIOS LIMITADOS DO
PLANO

Seja D C R? um dominio limitado no plano e f : D — R uma
fungao qualquer. Se R ¢ um retangulo contendo D podemos definir
uma extensao de f a R, ou seja, uma nova funcao f : R — R, cuja
restricao a D é f da seguinte forma:

> ) f(x) se zeD,
1) = 0 se re€R—D.

Definigao 3.1. Seja D C R? um dominio limitado no plano, f
D — R e [ a extensio de f definida por (1)). A integral de f em

o)

se [ for integrdvel em R.

Agora, como ja observamos, a funcao f pode ser descontinua em
0D, mesmo se f for continua em D. Ocorre que, em muitas casos de
interesse, 0D é um conjunto ”pequeno”, como veremos.

Definicao 3.2. Dizemos que um conjunto D C R? tem contetdo

nulo se, dado € >, existir uma familia finita de retangulos R1, Ra, - - -
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cuja uniao contém D tais que a soma de suas dreas seja menor do
que €, ou seja: UIR, D D e | A(R,) <,

Proposicao 3.3. Sdo subconjunto de contetido nulo em R2.

e Um subconjunto finito.
o A uniao finita de subconjuntos de contetdo nulo.
e O grdfico de uma fungao continua f : |a,b] — R.

Teorema 3.4. Se f : R — R for continua e Imitada no retangulo
R. , exceto em um subconjunto A C R de conteudo nulo, entao f
¢ integravel em R.

Corolario 3.5. Se f : D — R for continua e limitada, exceto
em um subconjunto A C R de conteudo nulo, e a fronteira de D
também tiver conteudo nulo entao f é integravel.

Um caso particular importante de dominio com fronteira de contetdo
nulo ¢ o de dominios de um dos seguintes tipos:

e Dominios do tipoI-D = {(z,y) e R*:a <z < b,a(z) <
y < B(x)}, sendo a < b constantes reais, a(x ) B(x) fungoes
continuas.

e Dominios do tipoII-D = {(z,y) e R? : c <y < d, a(y) <
r < B(y)}, sendo a < b constantes reais, a(y) e B(y) fungoes

continuas. 34
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Exemplo 3.6. O conjunto D = {(z,y) eR*: 0< 2 <2,0<y <
x?} € um dominio do tipo I.
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D também é dominio do tipo II, pois D = {(z,y) € R? : 0 < y <

4,y <xz <2}

Algumas propriedades importantes da integral de Riemann sao as
seguintes:

Proposigao 3.7. (Propriedades algébricas da integral) Suponhamos
que f,g: D C R?> = R sdo integrdveis . Entdo
a) Se k € R, kf € integravel em D e

-+l

b) f+ g € integravel em D e

//f+9—//f+//

c) Se f(z) < g(x),VYz € D entao

I1= Jhe

d) A funcgao |f| € integrdvel em D e

L= ff

Dem. Vamos demonstrar b . 0s outros itens sao semelhantes e ficam
a cargo do leitor.
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Seja L1 = ffabf e Lo = ffab g. Dado € > 0, sejam 07 e &9 tais que
[Pl < or=[S(f.P) = L] <€/2e|P| <62 = [5(9,P) = La| <
€/2.

Se 6 — min{dy, o2} e 1P| < 6, teremos entao |S(f + g, P) — (L +
Lz)‘S‘S(f,P)—Lﬂ-F‘S(g,P)—Lﬂ<€/2—|—6/2=€. [

Proposicao 3.8. Suponhamos que f : D C R> = R, D = D;UD,
e D1 N Dy tenha conteudo nulo. entao f € integravel em D se e
somente se f € integravel em D1 e Dy e, nesse caso,

[IRE IRy X
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