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CORRELACAO E REGRESSAO LINEAR

Problemas:

e Podemos calcular o valor de uma grandeza a partir do conheci-
mento do valor de outras grandezas?

e Como conseguimos quantificar o grau de relacionamento entre
duas ou mais variaveis? Elas variam de forma independente ou
nao?

Inicio do estudo: Construir um grafico de dispersao, plotando os
valores das variaveis, duas-a-duas, procurando visualizar alguma
relacdo funcional entre elas.
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CORRELACAO LINEAR SIMPLES

O coeficiente de correlacao linear é uma medida do grau de rela-
cionamento linear entre duas variaveis quantitativas X e Y e é defi-
nido por:

cov(X)Y)

pIXY) = Jvar(X) var(Y)’

-1<pXY)<1

e p(X,Y) > 0indica que os valores de X e Y crescem no mesmo sen-
tido ou que sdo grandezas diretamente proporcionais.

e p(X,Y) <0 indica que os valores X e Y crescem em sentidos opos-
tos ou que sdo grandezas inversamente proporcionais.

e p(X,Y) = 0 indica que nio existe qualquer relacio de dependén-
cia linear entre estas variaveis.
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Situacdes tipicas:

p(X,Y) =1 pXY)=-1  p(XY)=0

Y Y Y
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Figura 11. Graficos de dispersao e coeficientes de correlacao.

O coeficiente de correlagdo linear de Pearson é estimado por:
Yiz1 (xi=%) ¥i=¥)
(TG D2 R (i)
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Nao se preocupe que as calculadoras cientificas e os softwares esta-
tisticos realizam esses calculos.

Teste de independéncia das variaveis Xe Y

Hipdteses: Hy: p(X,Y) =0 (as variaveis sdao independentes
H;: p(X)Y) # 0 (as variaveis sao dependentes)

i _rXy)vn-2 s
Estatistica: que sob H, tem distribuicao t,_,.
T J1-r2(x)Y) (n-2)
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Exemplo. Testar a hipétese de que o peso médio de coelhos ao aba-
te (Y), em quilogramas, é independente do tamanho de ninhada (X),
com base nos seguintes dados:

X | 4 8 6 1 7 3 7 5
Y | 2125 1980 2270 2300 1.880 2320 1.860 2.050

Para calcular o coeficiente de correlacdo fazemos Stat > Estatisti-
cas Basicas > Correlacao, em Variaveis selecionamos as colunas
Ninhada e Peso ao Abate, escolhemos o Método > Correlacao de
Pearson e marcamos Exibir valor-p.
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Peso ao demame
I

Ninhada

Grafico de dispersdo do peso ao abate (kg) e tamanho de ninhada
de coelhos.

Note que os pontos indicam uma relagdo linear entre as variaveis.
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Correlacdo: Ninhada; Peso ao abate O coeficiente de correlagdo
negativo (-0,776) confirma a
existéncia da dependéncia li-
near negativa e relativamente
alta entre as variaveis, indi-
cando que elas sdao inversamente proporcionais: quanto maior o
tamanho da ninhada menor deve ser o peso médio ao abate.

Como Valor-p = 0,024 < 0,05, rejeitamos H,: p(X,Y) = 0 e con-
cluimos que existe uma dependéncia linear negativa e estatistica-
mente significativa entre o peso médio de coelhos ao abate e o ta-
manho da ninhada.

Correlagoes
Correlagdo de Pearson  -0.776
Valor-P 0.024
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REGRESSAO LINEAR SIMPLES
Objetivo: Procura expressar uma possivel relacao de dependéncia
entre duas variaveis sob a forma de uma equa¢do matematica.

A equacao de regressao pode ser um polinémio (uma reta, parabola
ou um polinémio de grau mais elevado), uma funcdo do tipo expo-
nencial (curva logistica, von Bertalanfy, de Gompertz etc.) etc.

Vamos estudar o ajuste de uma reta em problemas envolvendo so-
mente duas variaveis:
y: variavel resposta ou variavel dependente

x: variavel regressora, covariavel ou variavel independente.
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Modelos de Regressao linear:

Simples: y; =, + [B1x; + &
Yi =Bo +.81\/7i+5i
Maltipla: y; = By + Byxy; + Baxpi + -+ + BeXpi + &
=Bo + ,31\/95_11 + BoIn(xy;) + B3 ( ) + &

Modelos de Regressao nao linear:
Bo

1+ ﬁlxi

Yi=Bo +ePr¥i+ g Yi =

i

yi = Bo(1 — et"P*d) + & (Modelo de Mitscherlich) ...

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gongalves de Lima - FZEA/USP



11
Para visualizar a relagdo funcional entre X e Y usamos os graficos de
dispersao: a distribuicdo dos pontos no grafico pode sugerir qual
funcdo explica melhor o comportamento dos dados.

Exemplo 6.3 Determinar a reta que relaciona a Absorbancia (Y) com
a concentragao de nitrito (X, em mg/100ml) em amostras de mor-
tadela. Os dados experimentais sao:

x| 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0

y; | 0.040 0.078 0.145 0.215 0.300 0.340 0.395 0.460 0.560 0.715

Desenhar um grafico de dispersao para visualizar a (possivel) rela-
cdo funcional entre as duas variaveis.
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X: Nitrito
Grafico de dispersao dos dados de absorbancia e quantidade de nitrito

Note que umareta (y = a + bx) parece explicar bem a relagao em-
tre as duas variaveis.
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0 MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

A partir de uma amostra de n pares de valores (xy,v,), ..., (X, Yn)
nods podemos estabelecer o modelo de regressao linear simples:
y; =a+bx; + ¢

Em que y; é o valor da variavel resposta na amostra i, x; é o valor da
variavel regressora na amostra i, a e b sao os parametros da reta e
&; € um erro associado aos valores Yy;.

Os erros ¢;’s podem resultar de erros de medidas, de digitacdo, da
heterogeneidade das matérias primas utilizadas no experimento, da
imprecisao dos equipamentos utilizados nas medicdes etc.
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Ao estabelecer o modelo de regressao linear simples nés admitimos
que:

a) Arelacdo entre as variaveis X e Y é linear.

b) Os valores da variavel X ndo sao sujeitos a erros (sdao valores
fixos, escolhidos pelo pesquisador).

c¢) A média dos erros € nula, isto é, E(¢;) = 0.
d) var(g;) = o2 (constante) e ndo depende dos valores x;

e) A correlacao entre os erros de duas observacgdes é nula, isto €,
corr(g;, &) =0,parai=i".

f) Os erros tém distribui¢do normal, isto &, &; ~ N(0, o2).
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Estimacao dos parametros: é feita utilizando o Método dos Mini-
mos Quadrados (MMQ), que consiste em obter as estimativas dos
parametros a e b que minimizam a soma dos quadrados dos erros:

n n
Zi:j]_ xi2i=1 yl

v ~7 n . - —
b= Z?ﬂ,(lxi_x_)(f";y) _ D= M n e da=y-—bx
S (r=%) W o ()
=171 n

Nao se preocupe que calculadoras cientificas e softwares estatisti-
cos realizam esses calculos.

e Areta ajustada pode ser escrita como: 9; = 4 + bx;

e Oresiduo da regressao pode ser calculado por: & =y, — 9;
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Modelo bem ajustado < residuos pequenos (£; = 0)

A qualidade do ajuste de regressao pode ser avaliada por meio de
graficos de residuos e do coeficiente de determinacao:

(b)z Li 1(x‘ x; [r(X, V)]

e O coeficiente de determinacao mede a porcentagem da variacao
em Yy, que é explicada pelo modelo de regressao.

e Como 0 < R?< 1, o ajuste do modelo sera tanto melhor quanto
mais proximo de 1 estiver o valor de R2.

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gongalves de Lima - FZEA/USP



17

Para ajustar a reta relacionando a Absorbancia e a concentracgado de
Nitrito em Stat > Regressdo > Regressao > Ajuste de modelo de
regressao, em Respostas selecionar a coluna Y: Absorbancia e em
Preditores continuos, a coluna X: Nitrito.

Regressdo: Resultados

ExibicSo dos resultados: hd

v Métoda
v Andlise de varidnda

[¥ Sumério do modelo

[v Coefidentes: ‘Cc-eﬁ:ientes padro J

[ Equagdo de regress3o: ‘Equa-_:f?c- separada para cada conjunto de niveis de preditor categdrico J

v Ajustes e diagndsticos: |Sumenhe para observacies atipicas j

| Estatistica de Durbin-Watson

Ajuda oK Cancelar

Em Resultados podemos
escolher quais resultados
devem ser exibidos.

Vamos marcar: Sumario
do modelo, Coeficientes
e em Ajustes e diagnos-
ticos escolher Somente
para observagdes atipi-
cas.
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< Analise de Regressdo: Y: Absorbancia versus X: Nitrito

-

Sumario do Modelo

g R2  R2(aj) R2(pred)
0.0327109 97.95% 97.70% 96.00%

-

Coeficientes

Termo Coef EPde Coef Walor-T \alor-P VIF
Constante  -0.0044 0.0198 -0.22 0.830
X: Mitrito 0.07235 0.00370 19.56 0.000 1.00

Ajustados e Diagnésticos para Observacdes Atipicas ~

\E Resid
Obs.  Absorbancia  Ajuste  Resid  Pad
10 0.7150 0.6468 00682 259 R

R Residuo grande

18
No Sumario do modelo o
valor R? = 98% indica um
6timo ajuste da reta.

O coeficiente angular po-
sitivo da reta (0.07235)
indica que as variaveis sao
diretamente proporciona-
is e que “ao aumento de 1
mg de nitrito na amostra
de mortadela corresponde
um aumento de 0.07235
unidades na absorbancia”.

Ao final, o Minitab indica a

observacdo 10 como uma observacao atipica (outlier).
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Como avaliara as observacdes atipicas?

e Quando o ajuste da reta aos dados é muito bom, espera-se que os
residuos do ajuste, §; = y; — J;, sejam pequenos.

e E dificil decidir se os valores numéricos de &; sao pequenos ou
grandes!

Exemplo: Um residuo de 2kg num estudo de regressao envolven-
do bovinos adultos é pequeno, mas num estudo envolvendo coe-
lhos, é muito grande!

e A solugdo é trabalhar com residuos padronizados (res,.q), que
teoricamente, tém distribuicao normal e a chance de encontrar-
mos valores superiores a 2 é bem pequena!
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e Um tipo de residuo padronizado consiste em dividir cada um dos
residuos por uma estimativa do seu erro padrao, ou seja,
&
reSpad(i) = —=
Pad®  ep(g;)

Regra: Se |res,qq;)| > 2 indica que o ponto (x;,y;) é um sério
candidato a outlier (valor atipico, discrepante)
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Duvidas sobre a observacgao 10 do exemplo:

e O valor de absorbancia deste ponto (0.7150) é plausivel?

e Devo descartar este ponto e refazer a analise?

Para visualizar o problema, depois de especificarmos o modelo e
antes de rodar a analise, podemos escolher em Graficos >Residuos
para graficos > Padronizado e em Graficos de residuos marcar
Quatro em um.

Material preparado pelo Prof. Dr. César Gongalves de Lima - FZEA/USP



22

Graficos de Residuo de Y: Absorbancia Ideal: Pontos no GI‘éfiCO
o deprobabiitade romal Vs Rjustados de probabilidade nor-
L 3 o T B A —— “  mal estejam préximos da
: el - reta vermelha. Pontos dis-
* o s *+ | tantes da reta sdo candi-
N datos a outlier.
| Histograma . Yersus Ordern Nos graficos Versus Or-
. i dem e Versus Ajustados
, 24 3 aparece um ponto com re-
) e : . . siduo superior a 2 (obser-
s C T Cosmaonnae - vacdo 10)

Como temos poucos pontos, fica mais dificil avaliar a qualidade do
histograma.
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DIAGNOSTICOS EM REGRESSAQ

Na literatura sdo encontrados trés tipos de residuos: residuo ordi-
nario, residuo padronizado e residuo estudentizado.

a) Residuo ordinério:
nn=&=Yi— Vi
O uso de r; em diagndsticos pode ser inadequado devido a sua he-
terogeneidade de variancias.

b) Residuo padronizado internamente (Studentized residual):

rsi; = €/ var(é;)

Onde var(¢;) = (1 — hy)s;,,, em que h;; é o leverage da obser-
2

»/x = @QMResiduo é uma estimativa de ¢°.

vagaoies
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Estes residuos (rsi;) sdo sensiveis a presenca de valores atipicos,
mas sdo mais indicados que os residuos ordinarios.

c) Residuo estudentizado externamente (ou Jacknife residual ou
RStudent):

rse; = él/ U/Cl\r(i)(éi)

em que varg,(§;) é a estimativa da variancia residual calculada
sem a observacao i.

Esses residuos sao muito importantes na deteccao de pontos dis-
crepantes (outliers).
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De um modo geral:

e Uma observagdo é chamada inconsistente quando ela destoa da
tendéncia das demais.

e Uma observacgdo é dita influente quando a sua omissao do con-
junto de dados resulta em grandes mudancas nas estimativas dos
coeficientes de regressio, variancia residual, valor-p, R? etc.

Quando a observacgdo esta distante das outras ela pode ser consi-
derada influente ou nao.
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Estatisticas usadas na identificacdo de pontos atipicos:

e Medida de leverage (alavanca): h;;
e Medida de inconsisténcia: rse;
e Medidas de influéncia geral: DFFitS;, C¢;y ou D(;

e Medida de influéncia sobre os parametros: DFBetaS(;, para f3;

Para utilizar as estatisticas no diagnostico da regressao vamos admi-
tir que:

p=k + 1 éonumero de parametros do modelo

k é onumero de variaveis do modelo de regressao

n é o numero de individuos usados no estudo
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a) h;; (leverage): avalia a distancia de uma observac¢ao as demais.

Regra: Valores h;; > 2p/n indicam observagdes que merecem
atencao.

b) DFBeta;: mede a alteragdo nas estimativas dos parametros ao

se retirar a observacao i. E importante quando o coeficiente de re-
gressao tem um significado pratico.

Regra: Observacdo com DFBeta; > 2 pode ser considerada in-
fluente.

¢) DFFitS ;: mede a altera¢do provocada no valor ajustado pela re-
tirada da observacao i.

Regra: Valores |DFFitS(l-)| > 2,/p/n podem identificar observa-
coes influentes e merecem atencao.
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d) D;, (Distancia de Cook): também mede a alteracdo nas estimati-

vas dos parametros ao se retirar a observacao i. Usa o residuo
estudentizado internamente (7si;).

Regra: Valores extremamente altos de D ;) em relagdo aos outros
podem indicar pontos atipicos em x ou y.
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De um modo geral um ponto (x;, y;) é considerado:

¢ Ponto inconsistente: se apresenta residuo estudentizado alto,

isto é, se |rse;| = t{l-n—p—1}' o percentil da distribuicdo t com ni-
2n’

vel de significancia 100 y%.

e Ponto dealavanca (leverage): se apresenta h;; > 2p /n. Pode ser
classificado como bom quando for consistente, ou ruim, quando
for inconsistente.

e OQutlier: ponto inconsistente, mas com leverage baixo, ou seja,
ponto com rse; alto e h;; baixo.

e Ponto influente: ponto com DFFitS;, DFBetaS; ou D; alto.
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No Exemplo 6.3, que relaciona a absorbancia (Y) com a concentra-
cdo de nitrito (X) em amostras de mortadela, temos:

Obs

cCcwooJdJoUd WNR

[

Nitrito Absorb

0.

WoodoUlbd WN R
[eNeNeNolNoNoNolNoNo)

(8}

[eNelNeolNoNoNoNoNoNoNol

.040
.078
.145
.215
.300
.340
.395
.460
.560
.715

Ajustado

0.
.06796
.14031
.21266
.28501
.35736
.42971
.50206
.57441
.64676

[eNeNeNolNoNoNoNoNo)

03178

O O oo

Res

.008219
.010043
.004693
.002343

0.
-0.
-0.
-0.
-0.

0.

014993
017358
034708
042058
014408
068241

O O oo

o

-1

rsi

.30240
.35719
.15874
.07682
.48417
-0.
.13553
-1.
-0.

2.

56015

41706
50935
59390

O O oo

-1

rse

.28450
.33682
.14873
.07189

0.
-0.
.15976
-1.
-0.

6.

45969
53456

53163
48438
08570

Conclusao: O ponto (9; 0,715) é considerado inconsistente e sério
candidato a outlier, porque o residuo padronizado internamente

(rsi;) e o padronizado externamente (rse;) sao superiores a 2.
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Analise de Varidncia

. | Podemos excluir a observa-

Fonte GL  SQ(Aj) QM (A)) ValorF  valor-P (;aO 10 dO Con]unto de dados

Regressio 1 0247500 0247500 127323  0.000 e refazer a analise, resultan-
X:Nitrito 1 0247500 0247500 127323  0.000

Erro 7 0001361 0.000194 do em:

Total 8 0.248860

Sumario do Modelo
5 R2  R2(aj)

" | A qualidade do ajuste da reta é
R2(pred) excelente!

0.0139423 99.45% 99.38%

99.05%

Coeficientes
Termo Coef EP de Coef

. | Ointerceptodaretapode
vort vare ve | ser considerado nulo e

Constante 0.01236 0.00886
X Mitrito 0.06635 0.00186

140 0205 deve ser excluido do mo-
35.68 0.000 1.00 deIO.
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Para ajustar a reta passando pela origem em Stat > Regressao >
Regressao > Ajuste de modelo de regressao > Modelo desmarque
a opc¢ao Incluir o termo constante no modelo que aparece no
canto inferior esquerdo da janela.

-

Sumario do Modelo O R? =99,8% indica um ajuste

5 R2  R2faj) R2(pred) quase perfeito da reta.
0.0147452 99.82% 99.80% 99.75%

Coeficientes

Termo Coef EPde Coef Valor-T Valor-P  WVIF
X Mitrite 0.06838 0.00103 86,45 0.000 .00

O Valor-p < 0,05 associado ao coeficiente angular da reta indica que
ele é significativamente nao nulo.
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A reta ajustada fica: Absorbancia = 0,06856 x Nitrito

Podemos usar essa equa-
¢ao para estimar a quan-
tidade de nitrito em uma
nova amostra de morta-
dela depois de prepara-la
em laboratoério e medido
o seu valor de absorban-
cia no espectrofotometro,

Absorbancia
0,06856

Nitrito =
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Exemplo: Necessidade de realizar um diagndstico detalhado do
ajuste de um modelo de regressao linear a um conjunto de dados.

X1 1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Va

10 8.04 10 9.14 10 7.46 8 6.58
8 6.95 8 8.14 8 6.77 8 5.76
13 7.58 13 8.74 13 12.74 8 7.74
9 8.81 9 8.77 9 7.11 8 8.84
11 8.33 11 9.26 11 7.81 8 8.47
14 9.96 14 8.10 14 8.84 8 7.04
6 7.24 6 6.13 6 6.08 8 5.25
4 4.26 4 3.10 4 5.39 19 12.50
12 10.84 12 9.13 12 8.15 8 5.56
7 4.82 7 7.26 7 6.42 8 7.91
5 5.68 5 4.74 5 5.73 8 6.89

Fonte: Chatterjee, S; Price, B. Regression analysis by Example. Wiley, 1977,

pag. 8.
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Conjunto Reta ajustada R?
1 $,=300+0500x, 0,67
2 $,=300+0500x, 0,67
3 $,=3,00+0500x; 0,67
4  $,=300+0500x, 0,67

0 que podemos comentar sobre os ajustes das retas?

e Pelos valores de R? associados a cada ajuste, tem-se a ideia que os
ajustes foram bons em todos os conjuntos de dados.

Vamos avaliar (pelo menos!) os graficos de dispersao dos dados pa-
ra confirmar (ou ndo) a “boa” qualidade do ajuste das retas nos qua-
tro conjuntos de dados:
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Y1 =0.500X1+ 3.00 =0 Y2 =0.500X2 + 3.00
R? =0.6665 15 R* =0.6665
[
10
eo®
o oo ° D °
° 5 -
- : : . o : ; . .
5 i0 15 20 o 5 i0 i5 20
20 - 2
Y3 = 0.500X3 + 3.00 vas gz's_og’:égss'oo
R? =0.6665 15 4 o
°
‘,',.41"1/. 107
5 -
! T T 1 0 T T T 2]
5 10 15 20 0 5 10 15 20
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Percebe-se que:

e O ajuste da reta no conjunto 1 (Y1) foi bom e a reta representa
bem o comportamento da relacdo entre as duas variaveis.

e No caso do conjunto 2 (Y2), percebe-se que a relacdo funcional
entre as duas variaveis pode ser mais explicada por uma parabola
(polinémio de 22 grau) e ndo por uma reta.

e O conjunto 3 (Y3) apresenta um ponto atipico (penultima obser-
vacao), cuja ordenada destoa das ordenadas dos demais pontos. A
presenca deste ponto altera (aumenta) a inclinagdo da reta.

e Nao se percebe claramente no conjunto 4 (Y4) qualquer relacao
funcional entre os seus valores. S6 a presenca de um ponto bastan-
te atipico (19, 12.50), que destoa muito dos demais pontos, é que
possibilitou o ajuste da reta.
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Conclusao: E muito perigoso achar que o ajuste foi bom baseando-
se, exclusivamente no valor do R?.

Segundo Chatterjee:
¢ O método dos minimos quadrados é bastante robusto.

e Pequenas violagdes das pressuposicdes nao invalidam as infe-
réncias ou as conclusdes tiradas da andlise, mas violacdes grossei-
ras podem distorcer seriamente as conclusdes.

Alerta: Devemos estar atentos as violacées das pressuposi¢cdes do
modelo de regressao, procurando corrigi-las da melhor forma
possivel.
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IMPORTANTE: Podemos usar a equacio da reta ajustada, 9; = 3, +

A

p1x; para fazer previsoes.

Estimacao pontual: basta substituir na equagdo ajustada o valor de
x; e obter ;.

Estimacao por intervalo:

1) Intervalo de confianga para o valor médio E(y;)

2) Intervalo de previsao para uma nova observacao y;, relativa a
um valor x;,, da variavel regressora, que nao foi utilizado no estu-
do, mas esta dentro dos limites dessa variavel.

3) Intervalo de predi¢ao para uma nova observacao y,, relativa a
um valor x;, davariavel regressora que nao foi utilizado no estudo
e esta fora dos limites dessa variavel.
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Exemplo: No exemplo da mortadela estimar a absorbancia de amos-
tras com 5,3 e 8,6 mg/100ml de nitrito, utilizando o modelo final sem
intercepto: Absorbancia = 0,06856 * Nitrito

Em Em Stat > Regressao > Regressao > Predizer escolher Inserir
valores individuais e nas linhas abaixo de X: Nitrito digitar 5.3 e
8.6

. . Predicdo -
Configuragoes §
. EF do
Variavel  Configuracéo Ajuste Ajustado ICde95%  IP de 95%
X: Mitrito 3.3 0363 00055 (0.351:0.376) (0.327:0.400)

Temos 95% de confianca que a verdadeira Absorbancia de amostras
com 5,3 mg/100ml de nitrito esta entre 0,351 e 0,376.
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Predicdo

Configuracdes 7 EP do

Ajuste  Ajustado  IC de 95% IP de 95%
0590 00089 (0D569;0610) (0550;0.629) X

Variavel  Configuragdo
X: Nitrito 8.6

X denota um ponta atipico relativo aos nivels dos preditores usados para giustar o modelo.

Note que x = 8,6 esta fora do intervalo de valores de Nitrito usados
no ajuste da reta.

Usando o intervalo de previsao: temos 95% de confian¢a que a ver-
dadeira absorbancia de uma amostra com 8,6 mg/100ml de nitrito
esta entre 0,550 e 0,629.
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Para maiores detalhes sobre Diagnostico em Regressao consultar,
por exemplo:

Apostila “Modelos de Regressao e Covariancia”
Autores: Clarice Garcia Borges Demétrio e Silvio S. Zocchi
ESALQ/USP

https://docs.ufpr.br/~taconeli/CE22518 /regressao.pdf
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