PME-3201 Laboratério de Simulagées Numéricas Flavius P. R.Martins 1
AULA 3

Movimento de um corpo rigido em torno de seu centro de massa

1. Modelo fisico

Admitiremos que o corpo rigido tenha forma arbitraria, mas que esteja suspenso por uma suspensao Cardan
(Fig.1), de modo tal que o seu centro de massa permaneca imével durante todo o tempo.

Figura 1. Corpo rigido de forma arbitraria suspenso por uma suspensao Cardan.

O corpo é posto em movimento gragas a aplicagdao de uma percussao inicial. Admitindo-se que ndo haja atrito
nos mancais, o sistema de forgas agentes sobre o corpo durante todo o seu movimento é nulo, ou seja:

R=0 (1-1)
e
M, =0 (1-2)

Em tais circunstancias, o corpo realiza um movimento por inércia, também chamado de movimento
esponténeo ou movimento a la Poinsot.

2. Sistemas de referéncia e propriedades mecanicas

Para descrever esse movimento, utilizaremos dois sistemas de referéncia — um fixo no espago (Gx;y,2;), outro
fixo no corpo (Gxyz). Para simplificar as equag¢des, admitiremos que os eixos do sistema mdvel coincidam com os
eixos principais de inércia do corpo (Fig.2).
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Figura 2. Sistemas de referéncia e elipsoide de inércia.

Admitiremos também que a matriz de inércia do corpo no polo G, descrita no sistema de eixos principais de
inércia Gxyz, seja conhecida e dada por

A 0 O
0 B O
0 0 C

Uel = 2-1

3. Equagoes de Euler

Aplicando-se ao problema a equac¢do do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento, isto €,
dH,

p = Ul + & A Us1@1} = 0 B-1

GX1Y12Z1

conclui-se que o momento da quantidade de movimento do corpo é invariante, ou seja:

H; = const (3-2)
Representando-se o vetor rotagao instantanea do corpo como

B=pi+qi+rk 3-3)

chega-se as famosas equagoes de Euler

dp
A—+(C—B)qr =
1t (c )Jgr =0

dq
dt
dr
dt

as quais descrevem o movimento por inércia de um corpo rigido.

B—+(A-Crp=0 3-4)

C—+B—-A4pqg=0

Integrando-se as equagdes diferenciais de primeira ordem (3-4) para uma dada condig¢do inicial, obtém-se a
evolugao temporal do vetor rotacao instantanea do corpo, ou seja, a funcao vetorial

B(t) = p(®)i+qO] +r(®)k (3-5)
e, por decorréncia, a do seu eixo instantaneo de rotagao, de orientagao

S w(t

I(t) = 2 (3-6)
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3.1 Caso em que o elipsoide de inércia é uma esfera

Nesse caso, tem-se A = B = C e as equac¢des de Euler assumem a forma:

dp
— =0
dt
dq
“_y 31-1
— ( )
dr _ 0
dt
ou seja,
@(t) = B(0) = p(0)T + q(0)] + r(0)k (3.1-2)
TAREFA 1

(a) Implemente a chamada da funcédo ode do Scilab para integrar as equagdes diferenciais de primeira ordem (3-
3).

(b) Supondo que os momentos de inércia do corpo em relagdo aos eixos Gx, Gy, Gz sejam A = B = C = 3 kg - m?,
mostre que qualquer eixo desse corpo é um eixo permanente de rotacao.

3.2 Caso em que o elipsoide de inércia é um elipsoide de revolugdo
Suporemos que A = B # C. Em tal caso, as equacgdes de Euler assumem a forma:

dp
dt
dq
dt

CdT—O
dt

A terceira das equag¢des acima fornece:
r(t) =r(0) (3.2-2)
Introduzindo-se a variavel auxiliar
c—-A
T A

as duas primeiras equacgoes 3.2-1 se transformam em:

A—+(C—-A)qr=20

A—+A-Crp=0 32-1)

r (3.2 -3)

(3.2 —4)

Multiplicando-se a primeira das equagdes acima por p e a segunda por g e adicionando-se ambas essas
equacdes, tem-se:

W g0 32-5
Pac ™ Tar = (3:2=5)
Finalmente, integrando-se a equacao diferencial acima com relagdo ao tempo, obtém-se:
p*(®) + ¢*(t) = [w.(0)]? (3.2 - 6)

em que w, é a projecdo do vetor rotacdo instantdneo @ no plano equatorial (plano Gxy, conforme
ilustrado na Fig. 3).
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Figura 3. Precessdo estaciondria regular progressiva.

Das equagdes 3.2-2 e 3.2-6, conclui-se que

()] = |&(0)] (3.2-7)
Da equacao 3-2 tem-se
Hg (t) = Hg(0) (3.2—8)

Observe-se que a projecao de ﬁG no plano equatorial Gxy é dada por

H, = |HZ +HE =(Ap)? + (Aq)? = AYp? + ¢? (3.2-9)

Confrontando-se 3.2-9 com 3.2-6 e analisando-se a geometria da Fig. 3, conclui-se que
Hg,(t) = Hg,(0) (3.2-10)
e que as projecdes de w e ﬁG no plano Gy, estdo alinhadas.

Das conclusdes acima, infere-se que o eixo Gz e os vetores @ e H; pertencem ao mesmo plano e que
—
esse plano gira em torno do vetor invariante H, fixo no espaco.

Como a direcdo de @ é varidvel no tempo, enquanto a de ﬁc é fixa, @ gira em torno de ﬁG
descrevendo um cone fixo no espaco, denominado cone do espaco. Ao mesmo tempo, @ gira em torno
de Gz, descrevendo um cone mével no espaco, denominado cone do corpo. Portanto, o movimento do
corpo pode ser concebido como um movimento de rolamento sem escorregamento do cone do corpo
sobre o cone do espaco.

Da Fig. 3, observa-se que os angulos invariantes @ e 8 entre o eixo Gz e os vetores H; e @,
respectivamente, sdo dados por:

Hg, A\p?+q?
Ge _ VP 74 (3.2 —11)

tana = =
Hg Cr

z




| Mecanica Racional: Cap.6 Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo | Flavius P. R. Martins ‘ ‘ 5)

2_|_ 2
tan B =%= —Vprq (32— 12)
VA

de modo que

tana _A
tanf C

E importante destacar que, se A < C (corpo achatado), entdo @ < f§ e o cone do espaco é interior ao
cone do corpo (Fig.4); diz-se, nesse caso, que o corpo realiza precessdo estacionaria regular retrégrada.
Porém, se A > C (corpo alongado), entdo a > 8 e o cone do espaco é exterior ao cone do corpo (Fig.3);
diz-se, nesse caso, que o corpo realiza precessao estacionaria regular progressiva.

(3.2 —13)

2 A
\\
)
"
4 V‘
(“ Ll
N
A
® X

Figura 4. Precessao estaciondria regular retrégrada.

TAREFA 2

Suponha que os momentos de inércia do corpo em relag3o aos eixos Gx, Gy, Gz sejam A=B =3kg-m?e(C =
6 kg - m2.

(a) Simule as equagdes diferenciais (3.2-1) adotando as seguintes condi¢des iniciais: 12) w, = 57 ; 22) @, = 5J; 32)
@o = 5k; 42) @, = 3T+ 1,57 + 8k. Em seguida, utilizando a funcio plot do Scilab, construa os seguintes
graficos: p = p(t),q = q(t),r = r(t).

(b) Mostre, numericamente, que p2(t) + q2(t) é invariante.

(c) Mostre, numericamente, que os angulos a e [ sdo invariantes.

(d) Utilizando a fun¢do comet3D do Scilab, desenhe a trajetéria descrita pela extremidade do vetor rotagdo
instantanea do corpo, @ , durante o movimento referente a 42 condi¢do inicial do item (a).

(e) Utilizando a fungdo comet3D do Scilab, desenhe a trajetoria descrita pela extremidade do vetor momento da
guantidade de movimento em G, ou seja, FI};, durante o movimento referente a 42 condigao inicial do item (a).
Observagao Importante: ﬁG é invariante para um observador ligado ao referencial inercial, mas ndo para um
observador ligado ao referencial do corpo.

(f) Adote A=B =6kg-m? e C =3 kg -m? Em seguida, simule as equacdes diferenciais 3.2-1 para a 42
condi¢do do item (a), desenhe as trajetdrias descritas pelas extremidades dos vetores w e ﬁa e calcule os
angulos invariantes a e £5.

(g) Analise os resultados anteriores.
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3.3. Caso em que o elipsoide de inércia possui 3 diametros principais distintos

Esse problema cldssico, em que A # B # C, foi resolvido por dois grandes matematicos — Euler, que
o resolveu de forma analitica, e Poinsot, que propos uma brilhante solucao geométrica.

Nos proximos topicos, apresentaremos essas duas solugdes, iniciando pela solucdo geométrica de
Poinsot.

4. Solugao geométrica de Poinsot

Como

d -
at c(t) = Mg

=0 (4-1)
conclui-se que o momento da quantidade de movimento em G é invariante, ou seja,
ﬁc = [J¢llw] = ApT + BqJ + Crk = const (4 —2)

E importante salientar novamente que a invariancia de H;; se observa apenas no referencial inercial

(Gx1y121), mas ndo no referencial mével. Sendo 17(; um vetor fixo no espacgo e, considerando-se que as
equacdes de Euler sdo descritas no referencial Gxyz ligado ao corpo rigido, a evolugdao temporal de ﬁa
reflete o ponto de vista de um observador ligado a esse corpo observando um vetor fixo no espaco. E,
como o corpo, em geral, ird realizar um movimento de precessdo estacionaria irregular, para o observador
a ele ligado o vetor ﬁG mudard continuamente de dire¢do, aparentando ser variavel.

Retomando a discussdo prévia acerca da equacao 4-2, conclui-se, evidentemente, que o maédulo

elevado ao quadrado de H é invariante. Expressando-se esse escalar nas coordenadas ligadas ao corpo,
tem-se:

— 2
|He ()| = A%p? + B2q? + C?r? = ¢2 (4-3)

Considerando-se que ndo atuam no corpo forcas dissipativas e que a sua energia potencial ndo se
altera durante o movimento (pois G é um ponto fixo), conclui-se que a energia cinética do corpo é
invariante, ou seja:

1 2 2 2 1 2 2 2 h
T=§(Ap + Bq +Cr)=E(ApO+BqO+CrO)=§ 4—-4)

Afung¢do T = T(p, q,7), dada pela equagdo 4-4, representa a superficie de um elipsoide no espago de
coordenadas (p,q,r). Esse elipsoide, denominado elipsoide de Poinsot, é o lugar geométrico das
extremidades do vetor rotac3o instantdnea @ do corpo compativeis com um dado nivel T constante de
energia cinética. Portanto, ao longo do tempo, a extremidade do vetor w descreverd curvas tracadas
sobre o elipsoide de Poinsot, curvas essas chamadas de poloides.

Notemos ainda que o gradiente da funcdo escalar T é o vetor
VT=a—T?+a—Tj+a—TE=Ap?+qu+CrE=ﬁG (4-5)
dp  0q or
Sabe-se que, em cada ponto do espago (p, q,7), o vetor VT é normal a superficie T = const. Sendo
IT o plano tangente a esse elipsoide em (p, q, ) e, considerando-se que

VT = ﬁG = const (4-6)
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conclui-se que o corpo rigido se move de forma tal que o elipsoide de Poinsot role e pivote sem deslizar
sobre o plano invariante [I. Essa interpretagao é conhecida, na literatura, como solu¢ao geométrica de
Poinsot.

Figura 3. Elipsoide de Poinsot e plano invariante.

As curvas tracadas pela extremidade do vetor rotacdo instantdnea @ sobre o plano invariante s3o
chamadas de herpoloides.

TAREFA 3

(@) Suponha que os momentos de inércia do corpo em relagdo aos eixos Gx,Gy,Gz sejam,
respectivamente, A = 3 kg -m? B = 2kg-m?e C = 1 kg - m?. Simule as equacdes diferenciais (3-
4) adotando as seguintes condigdes iniciais: 12) W, = 57 ; 22) W, = 5J; 328) W, = 5k; 42) Wy =31+
1,57 + 8k. Em seguida, utilizando a fungdo plot do Scilab, construa os seguintes graficos: i) p =
p(t):q = Q(t),T = T(t); ii) HGx = HGx(t): HGy = HGy(t): HGZ = HGz(t)-

(b) Mostre, para cada um dos casos anteriores, que T e |ﬁG| sdo invariantes.

(c) Mostre que os eixos correspondentes aos momentos de inércia maximo (A4) e minimo (C) do corpo
sdo estdveis. Sugestdao: Simule o movimento do corpo adotando as seguintes condig¢des iniciais: i)
@o = 5T+ &) + &,k ;i) By = 17 + £,] + 5k.Sendo &, ~ 0 e g, ~ 0, a trajetéria da extremidade do
vetor @ estara contida em uma pequena esfera de raio § e centro (5,0,0), para o caso (i) e centro
(0,0,5) para o caso 2.

(d) Mostre que o eixo correspondente ao momento de inércia intermediario (B) é instavel. Sugestao:

Simule o movimento do corpo adotando a seguinte condicdo inicial: @y, = &1+ 5] + EZE, com & =~
0 e & = 0. Observe que a poloide obtida apresenta duas cuspides.

(e) Construa, para T = 80 Joules (constante), um conjunto abrangente de poloides correspondentes a
distintas condicdes iniciais, de modo a produzir, na medida do possivel, uma figura similar ao elipsoide
de Poinsot (Fig.3).
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5. Solugao analitica das equagdes de Euler

Para resolver o sistema de equacdes diferenciais (3-3), Euler substituiu duas dessas equacdes pelas
equacles algébricas (4-3) e (4-4).

O desenvolvimento que dai decorre é simplificado se se definem as seguintes constantes auxiliares:

A G-1
K™%
€2
D=— 5-2
- (5-2)
A partir das definicbes anteriores, conclui-se que
h = Du? (5-3)
£ =Du (5—-4)
Dois pontos devem ser aqui destacados:
(i) a constante u corresponde a projec¢do de w na dire¢3o de ﬁc' ou seja,
 H; 2T h

W=
|Hc| r ¢

(ii) a constante D tem a dimensao de momento de inércia.
Admitiremos também que

D+A D#B D=#C (5—-16)

ou seja, que, no momento da partida o vetor rotacdo instantanea nao coincide com a dire¢do de nenhum
dos eixos principais de inércia do corpo (isso poderd ser demonstrado adiante).

Utilizando as definicdes anteriores, o problema passa a ser descrito pelo seguinte conjunto de
equacoes:

Ap? + Bq? + Cr? = Dy? (5-7)

A2p2 +32q2 + CZT'Z — DZ‘HZ (5 _8)
dq

BE+(A—C)pr=O (5-9)

Para resolvé-lo, utilizaremos as equagdes algébricas (5-7) e (5-8) para expressar p e r em fungdo de
q; em seguida, substituiremos essas fun¢des na equagdo diferencial (5-9).

Eliminando-se r e p das equacdes (5-7) e (5-8), obtém-se, respectivamente:
D*u? — A*p* — B*q* = C(Dp?* — Ap® — Bq?) (5-10)
D?u? — B%q%? — C?*r? = A(Du? — Bq? — Cr?) (5—-11)
Desenvolvendo-se as equagdes anteriores, resultam:

DD —-C)p?—B(B-C)q®> B(B-C)

2 A4 =0 —A(A_C)(fz—qz) (5-12)
_ D(A-D)u?—B(A—B)q®> B(A—B)
rt= C(A—0) “CA-0) g =a’) G-13)

onde
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,D(D—C

2oy BEB c; (5 — 14)
D(A—D

ZZMZBEA—Bi (5 —15)

Analisando-se as equacgdes (5-12) e (5-13), verifica-se que, como A > B > C, necessariamente D > C
eA>=>D.0Oscasos D =C e D = A correspondem a movimentos de rotacdo permanente em torno dos
eixos principais de inércia minimo e maximo, respectivamente.

Além disso, para que p,r € R, deve-se ter
q* < min(f?, g*) (5 — 16)
Analisemos, portanto, a diferenca
, _Db@A-D) , D(D-0C) ,
I Tsa—n" TEE-0"
gue, apos desenvolvimento algébrico, se transforma em:
g7 = D(A-C)(B — D)
“B(B-0)(A- B)

A equacdo anterior mostra que, sendo A > B > C, osinalde g2 — f2éode B — D, o qual é conhecido
a partir das condigdes iniciais (vide 5-2).

(5 —17)

Portanto, se B > D, por exemplo, g% > f?2 e dai decorrem as seguintes conseqiiéncias:

As conclusdes anteriores possibilitam a determinac¢do correta dos sinais das raizes das equacdes (5-
12) e (5-13), ou seja, de:

B(B - ()
p=1% AA = C)\/fz (5—-18)

ﬁ
I

B(A B)
C(A— C)V G-19

Introduzindo-se (5-18) e (5-19) em (5-9), tem-se:

dq B(B—-0() B(A—-B)
B tU-0|t A(A - C)V ’C(A C)V ]

ou seja,
dq (B—C)(A—-B)
rrik J e VA A & (5 - 20)

Para integrar corretamente a equacao diferencial acima é necessario adotar o seguinte procedimento:

a) quando g aumenta, até atingir o valor +f, adota-se o sinal +;
b) a medida que g decresce até atingir o valor —f, adota-se o sinal —



10
| Mecénica Racional: Cap.6 \ Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo | Flavius P. R. Martins \ \

c) repetem-se os passos a e b continuamente.

Da equacdo (5-20), resulta que:
f ’
o (E=OUD) =)

A integral que comparece no lado direito da equagao (5-21) é uma integral eliptica de primeira
espécie, mas isso so ficara evidente apds a adocdo das seguintes transformagdes de varidveis:

q=1f-s (5-22)
f? DMD-C)B(A—-B) (A-B)(D—C)

t_t():

(5 —21)

2 -1 _— — —
g2 B(B-C)D(A-D) (B-C)(A-D) (5-23)
onde k < 1 pois g% > f?2.
Dessa forma, tem-se:
dq = fds (5—-24)
e
q2
V2= a2 (g? —¢?) = j(; - q2> (g% — k2g?s?) = fg/ (1 = s2)(1 — k2s?) (5—25)
Assim, resulta que
d ds ds
1 - f - (5 — 26)
VUE=a)(9? —q?) fgJA—sD)(A—-k?s?) g (1—s2)(1—k?s?)
Substituindo-se (5-26) em (5-21), tem-se:
: ds
t—ty = J (5-27)
B—C)(A—-B
A J( A= B) o JaT =5 - 1757)
Introduzindo-se (5-15) na equacdo acima, resulta:
: ds
t—ty = J (5-128)
D(A-D)(B—-C
‘o J A_DIE—C), A= - k757
Introduzindo-se a freqliéncia angular
D(A—-D)(B—-1C)
n= y\/ 1BC (5-29)

a integral do lado direito da equacdo (5-28) se apresenta na forma normal de uma integral eliptica de
primeira espécie, de modo que:

f ds
g V(1 =521 — k2s2)

n(t —t,) = (5 — 30)



11
| Mecénica Racional: Cap.6 \ Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo \ Flavius P. R. Martins \ \

Se, além disso, definirmos t, como o instante em que q se anula durante a fase em que dq/dt > 0,
a equacao anterior adquire a forma:

ds
n(t —ty) = (5-31)
J \/(1 —52)(1 — k?s?)
Finalmente, utilizando a notagao
T =n(t —ty) (5-32)

tem-se:

_ ds
T =sHA - k%)
Portanto, invertendo-se a integral eliptica acima, chega-se a (vide apostila da Aula 4):
s = sn(t, k) (5—-34)

A equacado (5-22) fornece, entao:

/DD—C
q=f-s=u ﬁsn(r,k) (5—35)

As componentes p e r do vetor rotagao absoluta sao determinadas a partir das equacdes (5-18) e (5-
19) e das relagdes (5-22) e (5-23), ou seja:

B(B-0) BB-0q m—
A(A - C)“f2 1=s

AA=0)s

B(B—-C DD -C
>p= AEA C;Jl—an(T = ’ﬁcn(r,k) (5—-36)

B(A - B) B(A—B)
r=lta-oVY CA—C)VI ~kygss

(5 —33)

B(A—B) D(A—-D)

:>T':g m 1—k25n2(1')=u m

dn(t, k) (5-37)

Em suma, a evolucdo temporal das componentes do vetor rotacdo instantanea do corpo é descrita
pelas funcdes

( DD —C
p0) = e |2 G en(ek)
{1 q(0) =¢<u {%sn(r, k) (5—-38)

D(A - D)
() = &"'u | ——=dn(z, k)
krT e'u CA=0) n(t
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onde 7 é dado pelaequacdo 5.32e & &', " podem assumir valores +1 ou —1, determinados mediante
analise. Por exemplo: Se 1y > 0, r permanece sempre positivo. Logo, €" = +1. Caso dp/dt >0, a
primeira das equagées de Euler (3-3) indica que q - < 0, de modo que &’ = —1 . Logo, a terceira das
equacoes (3-3) indica que € = +1.

TAREFA 4

(a) Suponha que os momentos de inércia do corpo em relagdo aos eixos Gx, Gy, Gz sejam,
respectivamente, A = 3kg - m?, B = 2kg - m? e C = 1kg - m?. Simule as equagdes diferenciais (3-
4) adotando a seguinte condi¢do inicial: @, = 37+ 1,5/ + 8k. Para essa condicdo, construa os
graficosp =p(t) ,q=q(t),r =r(t).

(b) Mostre, a partir dos resultados da simulagao, que a inequagao 5-16 esta correta.

(c) Utilize a expressdo 5-17 para calcular g2 — f2. Mostre que, se g2 > f2 os dados obtidos na simulacio
corroboram as conclusdes marcadas em . Em caso contrario, estabeleca as conclusdes
correspondentes e mostre que os dados obtidos na simulagdao corroboram essas conclusdes.

(d) Compare os resultados da simulagdo (a) com as solu¢Ges analiticas (equagdes 5-38).

6. Modelo lagrangeano do movimento

Tomando como referéncia a Fig.2, a transformagdo entre os sistemas de referéncia Gxyz e Gx,y,12;
é dada por:

[#) cosyp —sinyp 0] [1 O 0 cosgp —sing 0] |7
= [sinlp cos 0] : [0 cos® —sin 9] “Ising cosep O|-|] (6-1)
K, 0 0 1/ 1o sin6 cos6 0 0 |k

em que os angulos de precessao (y), nutagdo (6) e rotagdo propria (¢) sao medidos, respectivamente,
em torno do eixo Gz;, da linha dos nés (Gx; rotacionado de +90° em torno de Gz;) e do eixo Gz .

Utilizando os angulos de Euler Y, 8, @, o vetor rotagao instantanea do corpo se expressa como:
@ = (Ysin@sing + 0 cosg)i+ (Psin@cosp — Osing)j+ (Y cos 6 + <p)E (6 —2)
O momento da quantidade de movimento no polo G fica representado como:
Hg = A(y sin 6 sin @ + 6 cos ¢)i + B(4sin 6 cos ¢ — O sin)j + C (3 cos 6 + @)k (6 —3)
A energia cinética do corpo fica expressa por:
1
T = E(Ap2 + Bq? + Cr?)
1 . . . 2 . . 2 . N2
=>T= E{A(lpsmesmq) + Hcosq)) +B(¢sm€cos<p - Gsm(p) + C(v,l}cosé? + (p) } (6 —-4)
Como a energia potencial do corpo é invariante, as equagdes de Lagrange se expressam na forma
d <6T) aT
dt \dq g

Aplicando-se as equagles (6-5) as coordenadas generalizadas 1, 8, ¢ chega-se, apdés um longo
trabalho de desenvolvimento algébrico, as seguintes equacdes diferenciais de segunda ordem:

0, q€{y0, ¢} (6 —5)
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{(A — B) sin? 0 sin? ¢ + B sin? 0 + C cos? O} + sin@sin2¢ 6 + C cos 8 &
+ {(A—B)sin20sin® ¢ + (B — C) sin 26}1)0 + (4 — B) sin? O sin 2¢ ¢
+ = cos @ sin 2¢0 0%+ {(A—B)sin@ cos2¢ — Csin8}¢0
=0 (6 —6)

(A—B)sin@sin¢cos @ + (Acos? ¢ + Bsin? ¢) 8 + [(A — B) sin 8 cos 2¢ + Csin 0] Y
—(A-B)sin2¢ 8¢ — (Asin® @ + B cos? ¢ — C) sin O cos 6 1>
—0 6—7)

Ccos@1])+C<,b+( )sinzﬁsinZ(plf}z—{(A—B)sin9c052<p+Csin0}1/)9

B—-A .
—( 5 )sin2<p02=0 (6 —8)

TAREFA 5

a) Verifique se o desenvolvimento algébrico das equagbes (6-6) — (6-8) estd correto. Facga as devidas
corregdes, caso sejam identificados erros no processo dedutivo.
b) Particularize essas equagdes diferenciais paraoscasosA =B =CeA =B # C.

7. Representa¢ao em espaco de estados das equagdes diferenciais do movimento (6-6), (6-7), (6-8)
Analisando as equacdes diferenciais (6-6) a (6-8), verificamos que elas sdo da forma

a1 + 120 + a3 +y, =0

1 + ay0 + a3 +y, =0 7-1)

a3 + az0 +azzp +y3 =0

onde os coeficientes a;; e os termos y; sdo fungdes da forma a;; = a;;(6, ) ey; = )/l-(@, ©,Y,0, (,b),
respectivamente. Por exemplo, @;, corresponde a

A—-B

Ay = sin @ sin 2¢

enquanto que Y3 se expressa como

B_14 . y
y3:< > )sinzesiannpz—{(A—B)sianosZ(p+CSin9}l/J9—(

Interpretando-se o sistema de equacdes diferenciais (7-1) como um sistema linear de equacbes
algébricas nas incognitas ¥, 8, ¢, escreve-se:

) sin 2¢ 62

A1 Uy U33

[an A1  Aq3
31 O3 A33

Lb Y1
ol =— [Vz] (7-2)
0] V3

obtendo-se, como solugdo:
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_ (@12a23 — @13032)Y3 + (Q13A3; — A12033)Y2 + (@233 — A23a32)71
(@11Q22 — A12021) Q33 + (X131 — A11A23)A3; + (A12023 — A13027) A3

b= (@11@23 — @13021)Y3 + (@13Q31 — A11Q33)Y2 + (@133 — Ap3a31)71
(@112 — A12021)A33 + (A13051 — A11Q23) A3 + (12023 — X13A22)A3q

_ (11021 — @12021)V3 + (A12031 — A11A32) Y2 + (@137 — A22031)71
(@112 — @12051)A33 + (A13021 — A11Q23) A3 + (@103 — A1323) A3
Dessa forma, as equagdes diferenciais de segunda ordem (6-6) a (6-8) podem ser representadas pelo

sistema de equacgdes diferenciais de primeira ordem

% ~ .
dt Y2

dy;  (a12023 — ay3025)Y3 + (@13032 — @12Q33)Y2 + (A22033 — A23032)71
dt (@11Q22 — A12021) Q33 + (A13051 — A11023) Q37 + (A12023 — A13A23) A3,

dt Va

dy, (11023 — A13021)Y3 + (13031 — A11A33)Y2 + (X133 — A23031)71

dt (@110 — a1p01) 33 + (@321 — A11023) A3z + (X123 — A1303) A3

dys _
dt Ve

dys (11021 — @12021)Y3 + (12031 — A1103;)Y, + (@103, — A2031)Y1
L dt  (a11032 — @1p021)a33 + (@301 — A11023) A3 + (@203 — A13022) A3

onde

(7-3)

(7-4)

V1 Y
V2 Y
y 0
vl =6 (7-35)
Vs Q@

@

Ve
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TAREFA 6

(a)

(b)

(c)

(d)
(e)

Apos verificar se o desacoplamento dos termos de segunda ordem das equacgdes diferenciais 6-6, 6-7
e 6-8 foi realizado de forma correta, implemente a chamada a funcao ode do Scilab para integrar o
sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem (7-4). Sugestdo: no laco de integracdo, inclua
fungdes auxiliares para calcular os coeficientes ;; e os termos y;.

Considere os 3 casos a seguir: 12. A = B = C = 3kg -m?; 22. A = B = 3kg - m?,C = 6kg - m?; 3¢,
A =3kg-m? B = 2kg-m? C = 1kg - m?. Simule, para cada um desses casos, 0 movimento do
corpo adotando uma condig3do inicial genérica, como, por exemplo: 1, = 0, 1/}0 =2nrad/s, 6, =
/4, 6, =4nrad/s, ¢,=0, ¢, =20wrad/s. Construa os seguintes graficos: P = P (t), ) =
Y(©),0 =06(8),0 = 0(t), ¢ = @), ¢ = ¢(t),p = p(t),q = q(¢),r =r(¢t), lembrando que p,q,r
sdo as componentes do vetor rotacdo instantanea do corpo, dado pela equacao (6-2).

Para as condi¢bes do item (b), determine ﬁG = Ap(t)T + Bq(t)] + Cr(t)E . Em seguida, utilizando a
equacdo (6-1) na sua forma inversa, expresse T,f,ﬁ em termos de 1y, J;, El. Mostre, ent3o, que no
referencial inercial 170 € um vetor constante.

Utilizando a equacgdo (6-2) e as condigdes iniciais do item (b), calcule o vetor rotacdo instantanea
inicial @(0) do corpo.

Em seguida, simule o movimento do corpo utilizando as equagées diferenciais (3-3) (equagdes de
Euler) e adotando como condi¢3o inicial o vetor rota¢do instantdneo @(0) determinado no item c.
Compare a evolucio de w(t) obtida mediante a simulagdo das equacdes de Euler com a que se obteve
no item b, mediante a simulagdo do modelo lagrangeano. Evidentemente, os resultados devem
coincidir identicamente, a menos de erros numéricos despreziveis.

ukhwnN e
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