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OscilagOes lineares e nao lineares
1 Modelo fisico

Nesta aula examinaremos um problema cldssico da Mecanica: a transferéncia de oscilacdes entre dois
péndulos apoiados sobre uma base flexivel.

Para torna-lo apropriado a analise, consideraremos um modelo fisico simplificado assim descrito: Uma
barra delgada AB de comprimento L e massa M estd articulada a duas barras delgadas OA e O'B, ambas
de comprimento a e massa desprezivel, sendo O e O' duas articulagcdes ligadas a um referencial fixo. Nos
pontos A e B estdo articuladas duas barras delgadas AC e BD, ambas de massa desprezivel e comprimento
a, cada qual portando em suas extremidades uma particula de massa m. SupGe-se que o movimento do
sistema se dé no plano da figura.

Na Fig.1a apresenta-se o sistema em sua configuracdo de equilibrio estdvel, e na Fig. 1-b em uma
configuragdo arbitraria.
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Figura 1. Péndulos ligados a uma barra horizontal oscilante. (a) Configuragdo de equilibrio estavel; (b) Configuragdo
genérica.

Observa-se experimentalmente que:

e seM>m,
e se o sistema parte dorepousocom 8y # 0,0y #0 e P, =0,
e se os angulos iniciais 8, e ¢, sdo ambos pequenos,

apds um certo tempo T , o angulo ¢(t) se reduz a zero e o angulo Y (t) se iguala a ¢, ou seja, a oscilagdo
inicial do péndulo AC é transferida para o péndulo BD, entrando AC momentaneamente em repouso. Apds
um novo intervalo de tempo T, os papéis de AC e BD sao novamente trocados e esse fenémeno periddico
se repete ad infinitum.

E importante destacar que tal comportamento sé é observado nas condicdes apontadas acima. Para
grandes valores iniciais de 8, @ e Y, o sistema exibe comportamento caético?, conforme sera constatado
durante as simulagdes do modelo n3o-linear.

1 Em tal situacgdo, variacdes infinitesimais das condi¢Bes iniciais modificam drasticamente a evolucdo temporal do
sistema.
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2. Modelo matematico nao-linear do sistema

Para construir as equagbes diferenciais que governam o movimento do sistema, adotaremos a
abordagem lagrangeana. Dessa forma, determinaremos, inicialmente, as expressdes da energia cinética e da
energia potencial do sistema.

A energia cinética é dada por:
1
T=§(Mv(2;+mvg+mv[2,) 2-1)

As velocidades dos pontos G, C e D sdo dadas pelas expressdes a seguir:

Be=Dy=Dp+0kA(A—0)=0kAa(sin07—cos8]) = Oa(cosOT+sinb)) 2-2)

Be =Dy + @k AN (C—A)=Bs + @k Aa(singi—cosg]) =

= U = a(fcosf + ¢ cosp)l+ a(fsind + ¢sing)f 2-3)

Up = a(fcos@ +cos)l+a(fsin@ +Psiny)j (2—4)
Substituindo-se (2-2) a (2-4) em (2-1) chega-se a:

T = (%M + m) a?6? + ma? cos(6 — ¢) 8¢ + ma? cos(6 — ) 6y + %mang2 + %mazlﬁz (2-15)

A energia potencial do sistema, considerando a configuracdo de equilibrio estavel como referéncia, é
dada por

V =Mga(l —cosB) +mga(2 — cosf — cos ) + mga(2 — cos 8 — cos))

ou seja,

V=(M+4m)ga— (M + 2m)ga cos 8 — mga cos ¢ —mga cosy (2-6)
O lagrangeano do sistema é dado por:

L=T-V= GM + m) a?6? + ma? cos(0 — @) ¢ + ma? cos(6 — ) 6y + %mazq)z + %mazl,bz -

(M + 4m)ga + (M + 2m)ga cos 6 + mga cos ¢ + mga cosy 2-7

Aplicando-se as equagdes de Lagrange, obtém-se o sistema de equacdes diferenciais ndo lineares (2-8)
abaixo

2 (2 1 1) 6+ cos(6 — 9) ¢ + cos(® — 1) 1 + sin(8 — ) ¢ + sin(® — ) 2 + 2 (2o + 1) Lsin6 = 0
cos(8 — @) 6 + ¢ — sin(8 — @) 2 +§sinq) =0
cos(0 — ) 6 + 1y — sin(8 — ) 62 +%sin¢ =0
(2-8)

o qual governa o comportamento do sistema da Fig.1, quaisquer que sejam os valores iniciais das varidveis
0,0,, 9,1, e quaisquer que sejam os valores dos parametros a,m, M.

TAREFA 1

Mostrar que, aplicando-se as equagdes de Lagrange ao lagrangeano (2-7), chega-se ao sistema de
equacoes diferenciais ndo lineares (2-8).
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3. Descricao do modelo dinamico nao linear em espago de estados

Para que o sistema de 3 equacées diferenciais de segunda ordem (2-8) seja transformado em um sistema
equivalente de 6 equacdes diferenciais de primeira ordem, é imprescindivel que os termos de segunda
ordem sejam descritos como fungdes dos termos de ordem 1 e zero, ou seja, na forma:

6 =06(6,0.9,0,0,9)
¢ =¢(0,9,9,0,0,9) B-1
Y =9(6,9,9,0,0,9)

Com o intuito de simplificar a solu¢do do problema, adotaremos a notacao a seguir:
M
a1 =2 (5 1)

a1z = cos(6 — )
a3 = cos(6 — )

az1 = cos(6 — )

az; =1 3-2)
a3 =0

az, = cos(6 — )

a3z, = 0

a3 =1

e

b, = sin(@ — )'2+sin(9—1/))1/)2+2(£+1>gsin9

1 Q)p om a

b2=—sin(9—(p)92+§sin<p 3-3)
b3=—sin(9—¢)92+§sinlp

Substituindo-se os termos (3-2) e (3-3) em (2-8), chega-se ao sistema de equacdes algébricas abaixo:

Ay Az ay37[0 by
A1 Gz Gx3||@|=—1|by (3—-4)
d31 A3z A33]|q) b,

Resolvendo-se o sistema linear algébrico anterior, obtém-se:
6 b,
¢ | =41 bz] (3-5)
Y bs

Utilizando a ferramenta de matematica simbdlica Maxima (https://swmath.org/software/560), chega-se
a seguinte solucgdo:

—a13b3—a12b2+by

—Q31+a12021+a13031
_ Qp1a43b3+aqi1by—aq3a31b3—aq1,b4

(3-6)

—Q31+a12021+a1303,

lz)' __ @q1bz3—aq3a31b3+a,,a31b—aq3by
—a11+0a41701+0a5303,

Representando-se as equacgdes diferenciais de segunda ordem acima em espaco de estados, obtém-se:
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=2
. —aizbs—aby + by
}‘/2 =54+ a12051 + ag3a3;
V3 = Ya
. _ A21043D3 + 13Dy — 43a31b; — asphy 3-7)
}'/4 —a11 1 12021 + a13a3;
Vs =Ye
o ay1b3 — a12021b3 + ay2a31b; — ag3by
Y6 —a11 1 12021 + A13a3;
onde
y1 =106
2y
3 =
Vo=@ (3-8)
Vs =19
Ve = 'l’

O sistema de equacdes diferenciais ndo lineares (3-7) pode ser integrado utilizando-se a fun¢do ode do
Scilab.

Conforme sera visto na tarefa a seguir, € muito dificil analisar o comportamento desse sistema a medida
gue se variam as condigdes iniciais e os valores dos seus parametros.

TAREFA 2

Apds verificar se as equagdes (3-6) estdo corretas (utilize uma ferramenta de matematica simbdlica como,
por exemplo, o Maxima (https://swmath.org/software/560 ), implemente a chamada a fun¢do ode do Scilab
para simular o modelo matematico ndo-linear do sistema da Fig.1, considerando os valores indicados na
Tab.1 a seguir.

Note que as condigdes iniciais propostas, referentes aos angulos ¢ e 1 sdo, respectivamente, 30° e 60°
ou 30,1° e 60,1°. Para facilitar a analise, chamaremos as primeiras de ‘condicGes iniciais de referéncia’ e as
segundas de ‘condigdes iniciais perturbadas’.

Tabela 1. dados para a simulagao do sistema nao-linear.

M m a 8o 6, Po ®o Yo Yo
10,0 1,0 1,0 20° 0,0 30° 0,0 60° 0,0
10,0 1,0 1,0 20° 0,0 30,1° 0,0 60,1° 0,0
1,0 1,0 1,0 30° 0,0 30° 0,0 60° 0,0
1,0 1,0 1,0 30° 0,0 30,1° 0,0 60,1° 0,0

kg kg m grau grau/s grau grau/s grau grau/s

Analise os resultados obtidos. Para tanto, construa as curvas ¥ = (6, ®), = (6, ¢) ou quaisquer
outras que relacionem 3 varidveis do espaco de fases do problema, desenhe-as com auxilio da funcdo
comet3D do Scilab e avalie o efeito das pequenas perturbagdes nas condigdes iniciais sobre a forma dessas
curvas. Por exemplo, determine o tempo necessario para que |[1/)T(t) — wp(t)]/¢r(t)| > 0,10), em que
Y, (t) e P, (t) se referem ao valor do angulo ¥ para as condigdes iniciais ‘de referéncia’ e ‘perturbadas’,
respectivamente.
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4. Modelo matematico linear do sistema

Para que se possa melhor investigar o fenémeno de transferéncia de vibragdes referido no item 1 desta
apostila, é recomenddvel operar com a versao linear do modelo dindmico do sistema, a qual se obtém
aproximando-se ambas as fung¢bes T e V por formas quadraticas.

Em assim procedendo, chega-se ao seguinte sistema de equacgdes diferenciais lineares:

(M+2)é+ b+ "+2(M +1)ge—0
m ¢ ll) a N

2m
b+5+29=0 (4-1)
b++2p=0
a
Adotando-se a notacgdo
M
kz = 2— + 1
m (4-2)
w? ==
a

o sistema (4-1) adquire a forma:

2k?0 + ¢ + 1 + 2k?w?0 = 0

6+¢+we=0 (4-3)
6+9+w>Y=0
TAREFA 3

Utilizando o método de aproximagdo por séries de Taylor apresentado no curso de Mecénica 2, obtenha
aproximacoes quadraticas das fun¢des T (eq.2-5) e VV (eq.2-6). Em seguida, aplique as equagoes de Lagrange
a essas fungdes, de modo a obter o modelo dinamico linear (4-3).

Resolvendo-se o sistema (4-3) como um sistema linear nas incdgnitas 6, ¢, ), ou seja, na forma

262 1 11]6 —2k*w?0

[1 1 o||¢|=]| —w?e 4-4)
1 0 ]y —w%P

obtém-se:

(9' 3 w? 0+ 0) 2k?w? 0

TR AR Y PRy

) (1)2 20)2

<(p=——Z(kz_1)((p+1,[))+—k2_19—a)2q0 (4-5)
. (1)2 20)2 2
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Ap0s verificar se a passagem de (4-4) para (4-5) esta correta (utilize alguma ferramenta de matematica
simbdlica, como, por exemplo, o Maxima), represente o sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem
(4-5) na forma de espaco de estados. Em seguida, utilize a funcdo ode do Scilab para integrar as equagoes
diferenciais de primeira ordem resultantes.

Considere os seguintes conjuntos de valores dos parametros do sistema:
i) M =100kg,m = 1kg, a = 1m,g = 10 m/s?
ii)M = 10kg,m = 1kg, a = 1m,g = 10m/s?
i) M = 10kg,m = 1kg, a = 2m,g = 10m/s?
Adote as seguintes condig¢des iniciais:
6(0) = 2°,6(0) = 0,p(0) = —1°¢(0) = 0,(0) = 0,3(0) = 0

Simule essas equacgdes por um tempo adequado a observacdo dos efeitos dos parametros sobre o
comportamento dindmico do sistema. Analise os resultados obtidos.

5. Freqiiéncias naturais e modos de vibrar

A anélise do sistema de equacées diferenciais (4-3) se torna muito mais simples se se fizer uma mudancga
de variaveis que transforme as fun¢Ges energia cinética T e energia potencial V em somas de quadrados (isto
€, sem os termos cruzados 9(/') e 91/), portanto). Em tais circunstancias, o sistema (4-3) fica descrito na forma
canodnica e suas novas coordenadas generalizadas representam os modos naturais de vibrar do sistema.

Do ponto de vista algébrico, esse problema se enquadra na categoria dos problemas de autovalores e
autovetores. No caso, os autovalores correspondem as freqiiéncias naturais do sistema e os autovetores sdo
as amplitudes maximas das autofung¢ées (harmonicos) que descrevem os modos naturais de vibrar do
sistema.

Para formular matematicamente esse problema, devemos representar o sistema de equacdes
diferenciais (4-3) na forma:

[M][%] + [K][x] = [0] G-1
em que
[M] e [K] s3o0, respectivamente, as matrizes de massa e de rigidez do sistema.

Em assim procedendo, chega-se a:

2k 1 17[0] j2k%w® 0 0[f] [0
1 1 ofl|#|+| 0 w? of|e|=]0 (5-2)
1 0 Uy 0 0 w2l 10
de modo que
2k?2 1 1
Ml=]1 1 0 5-3)
1 0 1
e
2k2w? 0 0
K= 0 w? 0 G-4)
0 0 w?
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Antes de prosseguir, examinaremos um problema amplamente conhecido: um sistema massa-mola,
descrito pela equacgao diferencial

mi+kx=0 (5-5)
A solucdo dessa equacao diferencial é:

x(t) = Acos(pt + @) (5—-16)

onde A e a sdo determinados a partir das condigdes iniciais e p é a freqliéncia natural.
Observe-se que, nesse caso, a aceleracdo de x é dada por:

¥(t) = —p?Acos(pt + a) (5-7)
Substituindo-se (5-6) e (5-7) em (5-5), obtém-se:

m[—p?Acos(pt + a)] + kA cos(pt + a) = 0

= A[p?>m — k] cos(pt + a) =0 (5-8)
Para que a equacdo (5-8) tenha solugdo diferente da trivial, deve-se ter:

p= | 5-9

Retornando ao problema original e levando em conta a equacgdo caracteristica de um sistema massa-
mola (eq. 5-8), as freqiiéncias naturais p;, p2, p3 do sistema (5-2) sdo determinadas resolvendo-se a equagdo
caracteristica a seguir:

Ip?[M] — [K]| =0 (5-10)
ou seja,
2(pk)* = 2(kw)*  p? p?
p? P’ — w? 0 |=0 (5—11)
p? 0 p? — w?

As amplitudes 6", "**,p"** (autovetores) sdo determinadas, a menos de um fator de escala,
substituindo-se, uma a uma, as freqliéncias naturais p;, i = 1, ... 3, na equagdo linear homogénea abaixo:

2(pik)? = 2(kw)*  pf pi 1[67"*] o
p? pf-w* 0 ||| = H (5-12)
p? o pi-wrllyre] lo
E conveniente normalizar as amplitudes maximas, introduzindo-se a restri¢3o
(9{?’1(136)2 + ((p;nax 2 + (lp:nax)z — 1 (5 —_ 13)

de modo que, das equagdes (5-12) e (5-13), se obtenham os respectivos valores normalizados dessas
amplitudes.
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Utilizando func¢des apropriadas do Scilab (como, por exemplo, a funcédo spec), determine as freqliéncias
naturais p;, P, P3 € 0s respectivos autovetores do modelo linear do sistema da Fig.1, adotando os seguintes
valores para os seus parametros:

i) M =100kg,m = 1kg, a = 1m,g = 10 m/s?
i) M = 10kg,m = 1kg, a = 1m,g = 10m/s?
i) M = 10kg,m = 1kg, a = 2m,g = 10m/s?

6. Exemplo auxiliar

Para que se possa melhor compreender a estrutura do problema apresentado no tépico anterior,
analisaremos um problema mais conhecido — o da oscilagdo de uma corda ligada a 3 massas concentradas,
sujeita a uma tensdo P aplicada em suas extremidades, conforme indicado na Fig.2.

Figura 2. Vibracdo de corda tensa ligada a 3 massas concentradas.

Chamando-se de u, v, w aos deslocamentos das particulas e aplicando-se a segunda lei de Newton ao
sistema, tem-se:

. v—u u
mu=P( 7 _E)
Zmi=p (0 M0 6-1)
. Uu—w w
mW=P( a _E)
Definindo-se
w= Zpﬁ (6-2)

e fazendo-se as devidas substitui¢cdes, chega-se a um sistema de equagdes da forma
i+ 202Qu—-v)=0

giﬁ+2a)2(—u+2v—w)=0 (6-3)
W+ 2022w —-v) =0

Apds a identificacdo das matrizes [M] e [K] mediante andlise do sistema de equacbes diferenciais
anteriores, a equagao (5-11) fornece as 3 freqiiéncias naturais do sistema, ou seja,

P1=w;P2=2w:P3=\/&U (6—4)

Em seguida, substituindo-se uma a uma as freqiiéncias naturais p;,p,, p3 no sistema de equagdes
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T
[p? 101 - (k1] | v | = H 6-5)
Wimax 0

obtém-se o seguinte conjunto de autovetores:

modo 1: u** = 2 o, v** = 3q, w"¥ = 2a
modo 2: uf*** = a, v** = 0,w'** = —a (6—16)
modo 3: uf*** = q, V' = —q,wi'** = «a

onde a é um parametro real.

Na Fig. 3 esbogam-se os 3 modos principais de vibrar desse sistema.

Figura 3. Modos de vibrar da corda tensa.

Designando-se as coordenadas modais relativas aos modos 1, 2 e 3 por ¢&,1,{, respectivamente, as
amplitudes u, v, w do sistema ficam expressas na forma

u 2 1 171[¢
e [3 0 _1] H 6-7
w 2 -1 11I¢

Em outras palavras: a evolucdo temporal de cada uma das amplitudes u, v, w pode ser expressa como
uma combinagao linear da evolugdo temporal das coordenadas modais &, 7, {, do sistema. Da mesma forma,
invertendo-se a matriz 3x3 do sistema de equacgdes anterior, pode-se expressar as coordenadas modais como
uma combinagdo linear das amplitudes u, v, w, ou seja:

£ [1/10 1/5 1/107yu
H:[Uz 0 —1/2] v (6 —8)
¢l 13710 —2/5 3710w

Sabemos que a evolugdo temporal das coordenadas modais do sistema da Fig.2 é dada pelas fun¢des
E(t) = EMP cos(pit + a) = (MM cosa) cospyt — (EMP sina) sinp,t
n() =nm** cos(pyt + ) = (™ cos B) cos p,t — (n™** sin B) sinp, ¢ (6-9)
¢(t) = {M** cos(pst +y) = ({M** cosy) cospst — ({™** siny) sin pst
as quais podem ser escritas na forma
§(t) =A; cosp;it + By sinp,t
n(t) = A, cospyt + B, sinp,t (6 —10)
{(t) = A3 cospst + B3 sinpst

onde as constantes A;, B; sdo determinadas a partir das condigGes iniciais.

Derivando-se as equagdes acima, obtém-se a evolugdo temporal das velocidades modais do sistema, ou
seja:

§(t)=—Aipy sinpyt + Byp;, cosp;t
n(t) =—A,p, sinp,t + B,p, cosp,t (6—11)
{(t) = —A3p; sinpst + B3p3 cospst

Admitiremos que, no instante inicial, as coordenadas u, v, w e suas velocidades u, v, W tenham os valores:

PME-3201: Notas de aula



‘ PME-3201 ‘ Laboratério de Simulagoes Numéricas Flavius P. R. Martins ‘ 10 ‘

{u(O) =0 v(0)=0 w(0)=0 (6 —12)

2(0)=U »(0)=0 w(0)=0

(Note que essas condi¢des sdo compativeis com a aplicagdo de uma percussao sobre a massa 1, a partir do
estado de repouso).

Da equacdo (6-8) e de (6-12), conclui-se que, para t = 0, as coordenadas modais valem
§(0)=0 n(0)=0 ¢0)=0 (6 —13)
Derivando-se a equacdo (6-8), obtém-se:

¢ 1/10 1/5 1/107[u
nl=11/2 0 —1/2] H
¢l 13/10 —2/5 3/101lw

(6 —14)

Aplicando-se a equacgdo acima para t = 0, conclui-se que, nesse instante, as velocidades modais valem:

. 3U

U Uu .
E(O):E 77(0)25 ((O)ZE (6 —15)

Substituindo-se (6-13) e (6-15) em (6-10) e (6-11), respectivamente, obtém-se as constantes 4;, B; , ou
seja:

A 0 B v
1= 1=
10p,
A, =0 B—U 6—16
2=0 By=o (6~ 16)
A 0 B 3U

Portanto, ao longo do tempo (vide eq. 6-10) as autofung¢ées do sistema da Fig.2 sdo:

&) = 10p; sinp;t
u |

n(t) =2—p251np2t (6-17)
3U

() = 107, sinpst

Substituindo-se (6-17) em (6-7), obtém-se, finalmente, a evolugao temporal das amplitudes u, v, w para
as condigdes iniciais (6-12), ou seja,
) U(Z' t+5' t+3' t)
u(t) = —|—sinp —sinp —sinp
10 \p, ! P2 2 P3 3
(® 3U<1 i t i t) 6—18
v(t) = —(—sin — —sin —
10 \p, mpq D Inp3 ( )

() v (2 inpgt > i t+ S i t)
w = —|—Sln — —SIn —SIin
10 \p, b1 . b2 D b3

onde py, Py, p3 sdo determinadas a partir da equagado (5-11).

As equacGes (6-18) constituem a solugdo analitica do sistema de equacgdes diferenciais (6-1).
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TAREFA 6

Utilizando a abordagem apresentada no exemplo anterior (item 6), determine a solugdo analitica das
equacges diferenciais lineares (5-2), ou seja, o conjunto de trés fungées 6(t), ¢ (t), Y(t) expressas como
combinacdes lineares de suas autofungdes £(t),n(t), {(t) (vide equagbes 6-17 e 6-18).

Adote para os parametros do sistema os seguintes valores:
i) M =100kg,m = 1kg, a = 1m,g = 10m/s?
i) M = 10kg,m = 1kg, a = 1m,g = 10m/s?
i) M = 10kg,m = 1kg,a = 2m,g = 10m/s?
Adote as seguintes condig¢des iniciais:
6(0) = 2°,6(0) = 0,¢(0) = —1°,¢(0) = 0,(0) = 0,(0) = 0

Confronte a solugdo analitica com os resultados das simulagdes numéricas realizadas na Tarefa 4. Calcule
o erro médio quadratico em cada caso e, a partir desses dados, estabeleca suas conclusdes.

7. Um exame analitico do fen6meno de transferéncia de oscila¢oes

Representando-se o modelo linear (4-5) em termos de suas coordenadas modais e adotando-se
parametros fisicos e condicGes iniciais compativeis com o surgimento do fen6meno de transferéncia de
oscilagBes descrito no tépico 1 desta apostila, obtém-se solugbes analiticas para ¢ = @(t) e ¥ = (t) que
evidenciam as causas que ddo origem ao fendbmeno em consideracgao.

Para tanto, aplicaremos transformacdes lineares ao sistema de equacdes diferenciais (4-5), de modo a
representa-las na forma desacoplada (canonica), ou seja,

E+piE=0
i+ pin =0 (7-1)
{+p30=0

onde ¢, 1, { sdo as coordenadas modais do sistema.

Esse procedimento pode ser realizado utilizando-se alguma ferramenta de apoio a matematica simbdlica,
mas nesta apostila seguiremos o desenvolvimento estabelecido em (Pars, 1965), aplicando uma seqiiéncia
de operagdes algébricas sobre as equagdes diferenciais (4-3), abaixo renumeradas,

2k%0 + ¢ + ¢ + 2k*w?6 = 0 (7-2)
6+ ¢+ w>p=0 (7 -3)
O+ +whp=0 (7 —4)

de modo a converté-las a forma (7-1).

Subtraindo-se (7-4) de (7-3) obtém-se:

=P +aw*(@—9)=0 (7-5)
Somando-se (7-3) e (7-4) e, em seguida, multiplicando-se o resultado por k, obtém-se:
20k + (¢ +P)k+ 0’k(p +9) =0 (7-6)

Somando-se (7-6) e (7-2) e fazendo-se todo o desenvolvimento algébrico subseqiiente, chega-se a:
(k+1)(2k6 + ¢ + 1) + kw? (kO + @ + ) = 0 (7-7)

Subtraindo-se (7-6) de (7-2) e desenvolvendo-se a expressado resultante, obtém-se:
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(k—1)(2k6 — ¢ — ) + w?k(2kO —p — ) = 0 (7-8)

Neste ponto, nota-se que as transformacBes anteriores produziram o seguinte sistema de equacgdes
diferenciais de segunda ordem:

(k +1)(2k0 + ¢ + 1) + kw? (kO + @ + ) =0
¢ =+ —-19)=0 (7-9)
(k —1)(2k0 — ¢ — 1)) + w?k(2kO —p — ) = 0

Uma simples inspecao visual desse sistema pGe em evidéncia suas 3 coordenadas modais, a saber,

E=2k04+p+ Y (7 -10)
n=¢-y (7-11)
(=2kb— -1 (7—-12)
bem como suas 3 freqliéncias naturais, ou seja,
k
2 _ 2
PL=331¢
p? = w? (7-13)
k
2 _ 2
b3 k—1 w

Chega-se, assim, a forma (7-1) pretendida.

O proximo passo da andlise consiste em estabelecer, com rigor, os valores dos parametros compativeis
com o fendmeno de transferéncia de oscilagdes. Assim, admitindo-se que M > m , o parametro

P 7-14
= |om ( )

adquire um valor elevado e, por conseguinte, as freqiiéncias naturais p4, p2, p3, dadas por (7-13), assumem
valores préximos. Portanto, o sistema exibird o conhecido fendmeno de batimento. Os préximos passos
tornardo esse fato ainda mais evidente.

Somando-se (7-10) e (7-12), obtém-se:

§+¢
0 =—— 7—15
pye ( )
Multiplicando-se (7-11) por 2, somando-se com (7-10) e subtraindo-se (7-12), obtém-se:
+ 2n —
_ $ n—g (7 —16)
4
Multiplicando-se (7-11) por (-2), somando-se com (7-10) e subtraindo-se (7-12), obtém-se:
—2n —
b= §—2n—-¢ (7 —17)
4
Finalmente, admitiremos que o sistema realize um movimento com as seguintes condig¢des iniciais:
f=— 6=0
=5x =
p=a (p =0 (7 - 18)
Yp=0 $=0

No instante t = 0 as coordenadas modais, de acordo com (7-10) a (7-12), valem
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§=2a
n=a (7-19)
(=0
Portanto, em um tempo subseqiente, os respectivos modos (autofuncdes) correspondem as fungdes

& =2acospyt
N = acosp,t (7 —20)
(=0
e os angulos ¢ e, de acordo com as equagdes (7-16) e (7-17), se expressam como

1
0 zza(cosp1t+cosp2t) (7 -21)
e

1
Y zza(cosplt—cospzt) (7 —-22)

Notando que, quando M > m, p; é ligeiramente menor do que p, (vide equag¢des 7-13), podemos
expressar p; como:

p1 =Py — 2€ (7 —23)
em que £ tem um valor muito pequeno.

Assim, a evolugdo temporal dos angulos ¢ e Y passa a ser governada pelas fungdes

1
p(t) = Ea[cos(pz — &)t + cosp,t] (7 —24)
e

1
Y(t) = Ea[cos(pz — &)t —cosp,t] (7 —25)
as quais, mediante desenvolvimento algébrico, se transformam em:
@(t) = acosetcos(p, —¢€)t (7 —26)
e
Y(t) = asinetsin(p, — )t (7—-27)

Analisando-se as expressdes de ¢(t) e Y (t), vemos que elas se assemelham a movimentos harménicos
de periodos 2m/(p, — €) = 2m/p, modulados por um sinal de longo periodo 2m/¢. A diferenga entre
ambas reside na fase.

Observemos também que:

o ¢(t) émaximoparat =0,/ 2m/¢e,

e Y(t) éminimopara t =0,m/¢ 2m/e,

e ¢@(t) éminimoparat =0,m/2¢,3m/2¢, -
o Y(t) é maximopara t = 0,/2¢,31/2¢, -
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TAREFA 7

Simule o sistema de equacdes diferenciais lineares (4-3) adotando a = 1m,g = 10m/s? e demais
parametros e condicdes iniciais em conformidade com os valores estabelecidos no tépico 7. Mostre, com
toda a clareza, que a transferéncia de oscilagdes é uma decorréncia do fenbmeno de batimento.
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