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DINAMICA DE UM PONTO MATERIAL

1. Movimento de ponto material vinculado a uma curva plana

Nesta aula estudaremos, com o auxilio de simulagdes numéricas, o movimento de uma pequena esfera P no
interior de um tubo fixo e isento de atrito.

Admitiremos que a esfera seja uma particula material e que o tubo seja um objeto unidimensional cuja forma
se assimile a de uma curva plana C fixa no espaco e representada pela equacao

z=f(s) 1-1)
sendo s a abcissa curvilinea medida ao longo de C.

Nas condicOes expostas acima, o tubo deve ser interpretado como um vinculo bidirecional independente do

tempo.

Figura 1. Ponto mdvel sobre curva fixa.

Adotaremos a abordagem lagrangeana para obter as equacGes diferenciais do movimento.
A energia cinética de P é dada por:

1 ds\* 1,
T=Em~<a) =5ms 1-2)

Sendo z = f(s) a equagdo vincular algébrica que restringe o movimento de P, o trabalho virtual elementar
realizado pela forca-peso em um deslocamento virtual admissivel

of

8z = %85 = f'(s)8s (1-3)

é dado por:

ot = —ng - 5zk = —mgf (s)ds 1-4
O trabalho virtual calculado acima pode ser expresso como:

6T = Q405 (1-5)

em que

Qs = —mgf '(s) (1-6)

é a forga generalizada atuante ao longo da coordenada curvilinea s.

Calculando-se os termos da equacgdo de Lagrange, tem-se:
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T
E
d <6T) o
at\as) =
T
ds
Qs = —mgf'(s)
Portanto, o movimento de P é regido pela seguinte equacdo diferencial de segunda ordem:
$+gf(s)=0 1-7)

Antes, porém, de se realizar a atividade de simulagdo computacional da equacdo diferencial 1-7, considerando-
se diferentes curvas percorridas pela particula P, é conveniente estudar uma equacao diferencial fundamental em
Dinamica !, pois esse estudo facilitard as andlises subsequentes.

2. Uma equagdo fundamental em Dinamica

Muitos problemas de Dinamica sdo governados pela equacgao diferencial ndo linear de primeira ordem

(%)2 =) 2-1)

Derivando-se essa equacado, resulta:
2x%% = @' (x)% (2-2)

a qual pode ser decomposta em duas equacdes, a saber:

Xx=0=>x=const=>¢(x)=0 (2-3)
e
x=<p’§x) (2-4)

Mostraremos que 2-4 é capaz de descrever 4 tipos de movimentos caracteristicos e que 2-3 corresponde ao
caso trivial de equilibrio estatico. Tal comprovagdo sera baseada na andlise do grafico da fungdo y = ¢(x).

Para tanto, desenvolveremos a equagdo 2-1 na forma como segue:

W o) = dt = —& 2-5)
— =xyox = —
dt +/o(x)
Integrando-se (2-5) entre as posicGes x; e x, chega-se a:
*d
. f _ a8 2 - 6)
Xo t (p(f)

A equagdo acima fornece o tempo necessario para que P se desloque entre as posi¢cdes xq e x. A ambiglidade
do sinal se resolve a partir da analise da velocidade inicial de P, na forma que segue.

Se,em t =0,x = xy e X, > 0, a equagdo 2-6 se escreve como:

! Essa equacio resulta da formulacdo do Teorema da Energia Cinética.
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tszgf_ 2-7)

xom

Porém,seemt =0, x = x3 e Xy < 0, 2-6 adquire a forma

o= [ —— (2-8)
Xo _m

Passemos agora a analise dos tipos de movimento mencionados anteriormente.

2.1 Caso do equilibrio estatico

Consideremos o grafico da Fig. 2.

Figura 2. Gréfico de y = ¢(x) para o caso do equilibrio estético.

Notemos que, no ponto x = xg, ¢(xy) = 0 = x, = 0. Além disso, tem-se @' (xy) = 2%, =0=> X%, =0.

Portanto, se, no instantet =0, x =xp Xo=0eX, =0, entdo P permanecera nessa posi¢cdo por tempo
indeterminado.

Observe que ndo ha possibilidade de movimento para x | ¢(x) < 0, uma vez que dx/dt € R.

2.2 Caso do movimento periddico

Esse movimento estd associado ao grafico da Fig.3.

y = @(x)

a@b X
RV

Figura 3. Gréfico de y = ¢(x) associado ao movimento periddico.

Admitiremos que, noinstantet =0, x=x, a<x9<b, x9>0.

Notemos ainda que o grafico da Fig. 2 indica que
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Z—‘)’j| = 2%(a) > 0
e 2.2-1)
Ix mb =2%(b) <0

Em tal caso, o movimento de P é restrito ao intervalo [a, b] onde @(x) > 0. Além disso, é possivel demonstrar
que

b
d
t= f—f (2.2-2)
LIF®
converge para um valor finito a medida que x — b. A partir dessa posigdo, em que x(b) = +/@(b) = 0, como
X(b) = (pT(b) < 0, o sinal da velocidade de P se inverte, de modo que P passa a se movimentar para a esquerda,
atingindo a posi¢do x = a com velocidade nula (pois ¢'(a) = /@(a) = 0) apds o tempo

f a (2.2 -3)
) =

—+

b
t= j el
If®
!
Como, em x = a, a aceleragdo de P é positiva (¥(a) = q)Tm)
mover-se em direcdo a posi¢do x = b, onde ocorre uma nova reversdo no sentido de seu movimento.

> 0), a velocidade de P se torna positiva e P passa a

Vé-se, claramente, que o movimento examinado é periddico, com periodo dado por:
b
dg
N=2| — (22-4)
) JF®
2.3. Caso do movimento limitado no espago, mas ilimitado no tempo

Esse movimento estd associado ao grafico da Fig. 4, onde a abcissa x = ¢ é uma raiz dupla de y = ¢(x).

y = @(x)
aW x

Figura 4. Gréfico de y = ¢(x) para o movimento limitado no espaco e ilimitado no tempo.

Admitindo-se que, no instante inicial, a < xy <c¢ e x5 <0, P deverd atingir a abcissa x = a apds o tempo

a d{
t= j— (23-1)
2 ~VeE)
Nessa posicdo, a velocidade de P muda de sinal, e este passa a se mover para a direita. No entanto, x = ¢ é uma
raiz dupla de y = @(x) e pode-se demonstrar que P jamais conseguira atingir o ponto x = ¢ , uma vez que a
integral dada por
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I

diverge, ou seja, t = o0 a medida que x — c¢ . Assim, conclui-se que P tende assintoticamente a posicdo x = c.

(23-2)

T\

Portanto, o movimento examinado é limitado no espago (a < x < ¢), mas ilimitado no tempo.

2.4. Caso do movimento limitado no tempo, mas ilimitado no espacgo

Consideremos a fungdo y = ¢(x) ilustrada na Fig. 5 a seguir.

y = ¢(x)

Pqu
o 7/ Xo X

Figura 5. Grafico de y = ¢(x) para movimento limitado no tempo, mas ilimitado no espago.

Admitindo-se que, no instante t =0, x = x5 >a e xy > 0, o tempo necessdrio para que P se afaste
indefinidamente de sua posicao original, é dado por

(24-1)

-

Caso essa integral convirja para um valor limitado, o movimento de P sera limitado no tempo, mas ilimitado no
espaco.

2.5. Caso do movimento ilimitado no tempo e no espago

Consideremos a fungdo y = ¢(x) ilustrada na Fig. 6 abaixo.

y = ¢(x)

a/\ P %o g
o] c - X

Xo X

Figura 6. Esquema geométrico correspondente ao movimento ilimitado no tempo e no espaco.

Suporemos que, no instantet = 0, xg > ¢, X, > 0 e que a integral

[ee)

ds

(25-1)
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divirja para x — oo. Nessas circunstancias, o movimento de P é ilimitado no tempo e ilimitado no espaco.

3. Exemplo de movimento de particula vinculada a curva plana: Ponto material vinculado a toroide

Consideremos a Fig. 7, na qual uma esfera de raio desprezivel se move no interior de um toroide de centro O e
raio r, fixo no espaco. Admitiremos que a drea da secao circular do toroide seja igual a da esfera e que o atrito entre
ambos seja desprezivel.

Isso posto, descreveremos a equacgao vincular em termos do parametro 6, angulo medido desde o ponto A4 até
uma posicao arbitraria P da esfera.

Figura 7. Ponto material vinculado a toroide circular fixo.

Para esse problema, a energia cinética, a energia potencial e o lagrangeano, sdo dados, respectivamente, por:

T = [ (5(9))] m[$(0)]? = —m[r@] = lmr 292 3-1)

V= mgr(l — cos6) 3-2)

e

L=T-V= %mrzéz —mgr(1 —cosf) = %mrzéz + mgr cos @ — mgr (3-3)
Calculando-se os termos da equacgdo de Lagrange, ou seja,

d (0L o

a(ﬁ):mr 0 3-49

e

dL

39 = ~™Mgr sin 6 (3-5)

chega-se a equacdo diferencial de segunda ordem que governa o movimento de P, dada por:

§+gsin9=0 (3 -6)
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TAREFA 1

Adote nesta tarefa e nas 5 que Ihe sucedem, os dados a seguir:

Material da esfera: cobre (p = 8,94 g/cm3);
Raio da esfera: rp = 1mm;

Raio do toroide: r = 1m;

Aceleragdo local da gravidade: g = 9,80 m/s?

Execute as seguintes agoes:

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

Represente em espaco de estados a equacgao diferencial 3-6.

Implemente as chamadas a funcdo ode do Scilab para integrar as equagdes diferenciais de primeira ordem
obtidas no item (a).

Simule o movimento de P para as seguintes condig¢des iniciais: 12) 8, = —1°, 90 =0; 23)0, = 21/3, 90 =0;
33) 9, =179°, 90 = 0. Em seguida, utilizando a funcdo plot do Scilab, construa os seguintes graficos: 8 =
0(t); 6 =6(t); 0= 0(0);V=V(t);T=TELKE®R) =V () +T().

Utilize um método elementar de derivacdo numérica para obter, a partir de 8 = 6(t), o grafico de 8 = 6(t).
Aplique esse método para construir esses graficos para as trés condicdes iniciais mencionadas no item (c).
Analise os resultados obtidos em (c) e (d).

Obs 1: O intervalo At de integracao deve ser escolhido de forma a que as curvas obtidas a partir do processo de
integracdo numérica sejam suaves.

Obs 2: O tempo total de integracdo deve ser escolhido de forma a que seja possivel observar, para os casos de
movimento periédico, ao menos dois ciclos do movimento.

4. Exemplo de aplicacdo da equagao diferencial 2-1

1
2

Tomando como referéncia a Fig. 8, e considerando que o sistema é conservativo, tem-se:

1 .
—mr?02 — mgr cos 6 =Emr26§—mgrc0560 =h “4-1

em que h, a energia mecanica do sistema, é expressa como

h =

mgrn (4-2)

sendo r - 17 a altura associada a energia potencial equivalente a energia mecanica do sistema.

Figura 8. Movimentos caracteristicos de um ponto material vinculado a um aro circular.

Definindo-se o parametro
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2 9
== 4-3
=" 4-3)
chega-se a:
do\?
(E) = 2w?(n + cos H) (4—4)

gue é analoga, formalmente, a equacao 2-1.
Analisemos, agora, os casos destacados na Fig. 8:
(i) n=-1

Nesta situacdo singular, em que 90 =0 e 6y =0, P mantém-se permanentemente no ponto de equilibrio
estavel A4, ou seja, na posig¢do polar (r,0).

(i) —1<n<1
Nesta situagdo, o ponto P realiza movimento periddico no intervalo [—6,, 8,].
ii. n=1

Se 90 =0 e 6§, = m, P mantém-se no ponto de equilibrio instavel B, ou seja, na posi¢do polar (r,m). No
entanto, se 90 # 0 e 8y # m, P se move tendendo, assintoticamente, ao ponto de equilibrio instdvel B, sem
jamais atingi-lo.

iv. n>1
Nesta situacdo, o ponto P realiza movimento rotativo continuo e periddico.

Deve-se destacar que ndo ha movimento possivel paran < —1.

TAREFA 2

(a) Utilizando um Gnico par de eixos cartesianos (8, @), desenhe os graficos da fungio @(8) = 2w?(n + cos )
para os seguintes valoresden : —1,0.5,1, 1.5.

(b) Adote as seguintes condices iniciais: 12) 8(0) = 0,6(0) = 0; 22) 6(0) = 1, 6(0) = 0. Em seguida, simule o
movimento de P durante 10s e construa os graficos 8 = 6(t), 0 = 6(t) e 6 = 6(6).

(c) Determine o instante (caso exista) em que P, posto em repouso na posi¢cdo angular 6 = m, inicia o seu
movimento. Verifique se esse valor se altera com a mudanga do método de integragdo numérica.

(d) Partindo da posigdo inicial 8, = 0, determine a velocidade angular de P compativel com um movimento
limitado no espago, mas ilimitado no tempo (Dica: admita que a posicdo final de P seja 6y = 7 ). Em seguida,
utilize essas condicdes iniciais para simular o movimento de P durante um tempo suficiente para que o desvio
relativo da posi¢do angular final (isto é, ) seja menor do que 10™*. Para esse caso, construa os graficos
0 =0(t),0 =0(t)ed = 6(6). Analise os resultados.

Retornando a equacgdo 4-4, isto é,

d62_2 2(n + cos B
(8 =2ty +coc

obtém-se a funcdo t = t(0) através de uma simples integral definida, ou seja,
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6
do
w+/2(n + cosH)
8o
em que o sinal “+” deve ser usado quando a trajetdria for percorrida no sentido crescente de 8 e o sinal “—”em

caso contrario.

Embora essa equagdo possua solugdo analitica, é mais simples obter a curva t = t(6) por meio da aplicagdo de
métodos de integracdo numérica.

TAREFA 3

(a) Utilizando a fungao integrate do Scilab, determine o periodo do movimento de P admitindo que este parta do
repouso nas posi¢cdes angulares 8(0) = {1°, 22,5°, 45° 90° 135°, 179° 179,5°} .(Dica: utilize as
equagoes 2.2-4 e 4-5).

(b) Sendo II o periodo do movimento, construa o grafico Il = H(G(O)).

(c) Mostre, por meio dos resultados da simula¢do, que o periodo do movimento de P pode ser determinado pela
formula Il = 27/, onde @ é a velocidade angular média de P.

(d) Analise os resultados anteriores.

A partir do diagrama de corpo livre mostrado na Fig.9, pode-se determinar a evolugdo da for¢ca normal aplicada
pelo tubo toroidal a esfera P.

Figura 9. Diagrama de corpo livre da particula P.

Notemos que as componentes tangencial e normal da aceleragdo de P sao dadas, respectivamente, por:

a, =—gsinf
a, = r26? (4-6)

Aplicando-se a segunda lei de Newton ao longo da direc3o 71, tem-se:
N —mg cos 6 = mr?6?
ou seja,

|N| = |mg cos 6 + mr?6?| 4-7)
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TAREFA 4

(a) Estabeleca condigGes iniciais (80, 90) tais que o parametro 7, definido pela equagdo 4-2, satisfaca a
desigualdade n > 1.

(b) Simule o movimento de P para as condigdes iniciais do item (a) por um tempo t tal que P realize duas rotagées
completas aproximadamente. Em seguida, construa os seguintes graficos: 1) 8 = 6(t) ;2) 8 = 6(¢t) ; 3) |17| =
|mg cos 0(¢) + mr202(¢)|; 4)V =V(¢);5) T = T(¢) ;6) E = V(t) + T(t). Analise os resultados obtidos.

Os diversos estados de movimento da particula P podem ser visualizados em um mapa denominado retrato do
espacgo de fases (Fig.10), no qual s3o construidas as curvas @ = () geradas para distintas condi¢des iniciais

(60, 65) -

Retrato do Espago de Fases (thetathetap)

thetap (grausis)

T T T T T
-200 -100 o 100 200 300 400 500 00

theta (graus)

Figura 10. Retrato do espaco de fases.

TAREFA 5

(a) Escrever um algoritmo em Scilab para construir o retrato do espago de fases do problema estudado neste
capitulo.

(b) Utilizar esse algoritmo para desenhar o retrato do espaco de fases do referido problema.

) Descrever o movimento de P a partir da andlise do retrato do espaco de fases obtido no item (b).

(d) Supondo que a particula também esteja sujeita a uma forca viscosa F = —c - r8, pede-se: 12) escrever as
equagdes do movimento de P na forma de espago de estados; 22) construir o retrato do espaco de fases
para os seguintes casos: 1) ¢ < 2mw (amortecimento sub-critico); 2) ¢ = 2mw (amortecimento critico); 3)
¢ > 2mw (amortecimento super-critico).

(e) Descrever o movimento de P a partir dos retratos de fase obtidos no item (d).
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5. Solugdo analitica para o problema descrito pela equag¢ao 3-6

Retomemos a equacgdo (4-4), ou seja:

d6y’ ,
(E) =2w*(n + cosB) G-1)

Nos préximos tépicos, analisaremos os trés casos tipicos de movimento regido pela equacgdo acima, a saber:
periddico, assintético e circular.

5.1. Movimento pendular periddico

Admitindo-se que —1 < 71 < 1, utilizaremos a seguinte definigdo:
n=-—cosa G1-1
onde a é o angulo-limite do movimento pendular.

Dessa forma, pode-se escrever:

d6y? ,
(E) = 2w*(cosf — cosa) (51-2)

Introduzindo-se na equac¢do acima a identidade trigonométrica
cosf =1-— 25in25

e definindo-se

a
k= sinz (5.1-4)
obtém-se:
NG 0
(E) = 4(1)2 <k2 - SiIl2 E) (51 - 5)

onde—a<bl<a

Para facilitar o processo de integra¢do da equacdo 5.1-5, Euler introduziu a famosa mudancga de variaveis

— sin~! (1 'ng) (5.1 - 6)
@ =si L sinz .

a qual representaum mapa 8 - @ ,onde 6 € [—a,a] ep € [—%,g]

De (5.1-6) resulta:
0
sinE =ksing (51-7)

Introduzindo-se (5.1-7) em (5.1-5), obtém-se:

doy’ 2,2 L2
(E) = 4k“w=(1 — sin* @) (5.1-8)
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Derivando-se (5.1-7) em relacdo ao tempo, tem-se:

66 . . cos @ |
cos——=kcosp ¢ = 0 =2k @ (51-9)
22 0
cos»

Elevando-se ao quadrado a equacdo acima e notando que

0
cos? 5= 1—k?sin? ¢ (5.1 —10)
resulta:
N 1—sin2¢ /do\?
— =4k2—<—) 51-11
(dt) 1—k?sin? @ \dt ( )

Igualando-se (5.1-8) e (5.1-11), ou seja, fazendo-se

1 —sin? dp\?
4k?w?(1 — sin? @) = 4k? L4 (_(p)

1—k?sin?2 ¢ \dt
obtém-se, apds desenvolvimento algébrico,
don 2
(d_(f) = w?(1 — k?sin? ¢) (5.1 —12)
Antes de prosseguir, é importante analisarmos o parametro k. Das equacgdes (5.1-4) e (5.1-1), obtém-se:

a 1l—cosa 1+n
k2 = sin2— = = 51-13
sin > > > ( )

Da equacdo (4-2), o parametro 71 se expressa como

h
=— 51-14
=g ( )
em que h é a energia mecanica total do sistema.

Deste ponto em diante, admitiremos que a particula P INICIE SEU MOVIEMNTO A PARTIR DA POSICAO
6, = 0 COM VELOCIDADE ANGULAR INICIAL 6,. Em tais circunstancias, a sua energia mecanica total é

1 202 1 202
h = Emr 05 —mgrcosfy = Emr 05 —mgr (5.1 -15)

de modo que 7 é dado por:

= 1+rég_ 1+9§ 51-16
Portanto, o parametro k2 é dado por:
- 2
)
k?=|— 5.1-—17
() (51-17)

Deve-se acrescentar a hipotese de que 0 < k < 1, ou seja, de que a particula P realiza movimento pendular
plano, jamais atingindo a posi¢do angular 8 = .

Concluida a analise do parametro k, retornemos a equacao diferencial (5.1-12), ou seja:
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(
dt

2
) = w?(1 — k? sin? )

Para integra-la, separamos, inicialmente, os termos dependentes de t e de ¢, obtendo a férmula

17

1 d

tz—f—w (5.1-18)
w/ 1—k?sin?y

que permite determinar o tempo requerido para que a particula P se mova entre as posi¢oes angulares 0 e ¢ .

Expressando-se 5.1-18 na forma

¢

dy
u:wt:F((p'k):fTSinZw (5.1-19)
0

adquire-se uma visdo diferente dessa equacgido: a fungdo F (¢, k) fornece o comprimento u do arco percorrido pela
particula P durante o tempo t , comprimento esse dado pela integral eliptica de primeira espécie indicada no lado
direito da equacdo.
A fungdo F (¢, k) admite valores no intervalo [—K, K], onde
n
dy

2
0

¢é chamada de integral eliptica completa de primeira espécie. (Note que K é o arco correspondente a 1/4 do

periodo do movimento).

E importante destacar que a forma da fungiio F(¢, k) varia significativamente com o valor do parametro k
(chamado de médulo). No caso, por exemplo, de se ter k = sin% =~ 0, a equacdo (5.1-19) se reduz a equacao trivial
u=wt=F(p0)=¢ (5.1-21)

aplicavel tdo somente quando ¢ = 0, ou seja, nas situagdes em que a particula realiza pequenas oscilagdes (ditas
harmaonicas) em torno da posicdo de equilibrio estavel, e a equagdo diferencial (3-6) adquire a forma linearizada

é+%9=0 (5.1 — 22)

tendo, por solugao
0(t) = Acoswt + B sinwt (5.1 —23)

Legendre calculou a integral eliptica de primeira espécie da equacdo (5.1-19), construindo uma tabela para
valores de k e de ¢ tomados, respectivamente, nosintervalos0 < k<1le0 < ¢ < %.Todavia, foram Abel, Gauss

e Jacobi que tiveram a ideia de inverter a fung¢do u = F(¢, k), de modo a obter a fungdo inversa ¢ = am(u, k), a
qual é denominada amplitude de Jacobi.

Deve-se destacar que o problema da inversdo da fungdo u = F(¢, k) é semelhante ao da inversdo da integral

y

f dx in-1 (5.1 — 24)

U= | ———=sin 1-
0v1—x2 Y
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gue, como sabemos, produz como resultado
y =sinu

Para o problema do movimento pendular plano, sob condicBes iniciais 8, =0 e 6, < 2\/%, a funcao

@ = am(u, k) tem forma geométrica e propriedades similares as da fungdo y = sinu, mas seus valores ndo se
situam no intervalo [—1, 1]. E essa a razdo pela qual se constréi o mapa ¢ = am(u, k) - sin ¢, gerando-se a nova
funcao

sn(u, k) = sn(wt, k) = sing = sin(am(wt, k)) (5.1 —25)
chamada de funcao eliptica de Jacobi sn.

Utilizando-se as fungdes elipticas de Jacobi, e supondo-se que,emt = 0,0 = 0e f = 90 , asolucdo da equacao
diferencial 5.1-12 é dada por:

sin@(t) = sn(wt, k) (5.1 —-26)
Introduzindo-se 5.1-7 na expressdo acima, resulta, finalmente:

. [0®)
sin [T] =k-sn(wt, k) (5.1-27)

Além da funcdo sn, convém ainda destacar as fungdes elipticas de Jacobi cn e dn, dadas, respectivamente, por:

cn(u, k) =+/1 —sn2(u, k) (5.1 —28)

e

dn(u, k) = /1 — k2sn?(u, k) (5.1 —29)
Pode-se demonstrar que essas trés fungdes obedecem as seguintes relagcGes:

d

E(sn(u, k)) = cen(u, k) - dn(u, k)

d

E(cn(u, k)) = —sn(w, k) - dn(u, k) (5.1 —30)

d

£(dn(u, k)) = —k?sn(u, k) - cn(u, k)

Na Fig. 11 apresentam-se graficos dessas 3 fungdes.

1.0 T '\

.\..\ .lll".l / \ 1
054 \ /

L NALL T NA

6 -5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 &

— 3N — N —iln ¥

Figura 11. Graficos das fungdes elipticas sn, cn e dn.
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5.2. Movimento assintatico

Nesse caso, n = 1, de modo que a equagao (4-4) assume a forma:
doy?

(—) = 2w?(1 + cos 6) (52-1)

dt
Como
0

c059=2c052§—1 (5.2-2)

resulta:

()~ 4 cos? G52-1)
— = cos“ — L=
dt @ 2

Extraindo-se a raiz quadrada de ambos os lados da equacdo acima, tem-se:
i(3) =) 522
\2) = W CoS > (5. )
Fazendo-se a separacdo de varidveis na equacdo anterior, resulta a equacgao diferencial exata
d(6/2)
t=—— 52-3
cos(6/2) ( )
que, integrada, resulta em
0 0
wt = log [sec (E) + tan (E)] (5.2-4)
Da equacdo acima, conclui-se que:
(9)+t (0)— wt 52-5
sec|3 an{z)=e (5. )
Invertendo-se a equacédo anterior, ou seja, fazendo-se
! =e @t (5.2-16)
6 6 )
2 2
sec ( ) + tan ( )
obtém-se:
(5)-an(g) = 527
sec > an 5) = e (5. )
Somando-se 5.2-5 com 5.2-7 e subtraindo-se 5.2-7 de 5.2.5 chega-se as seguintes equagdes:
0

sec (E) = cosh(wt)

(52-8)

tan (g) = sinh(wt)

Finalmente, das duas equagdes 5.2-8, resulta:
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. [6(D)
sin [T] = tanh(wt) (5.2-9)

5.3 Movimento circular periddico

Nesse caso, 7 > 1 e a solugdo da equacdo diferencial 5.1-12 é apresentada abaixo, sem demonstragdo:

in |20 = ! t k 5.3-1

sin > —sn[kw,] (5. )

onde

k* = 2 (5.3-2)
147 ‘

TAREFA 6

a) Utilizando a func¢do ode do Scilab, integre as equagdes de primeira ordem relativas a equacgdo diferencial (3-6),
admitindo que, no instante inicial, a particula P esteja na posi¢do 8, = 0 e que sua velocidade angular inicial
corresponda aos seguintes valores do parametro n: (i) n = —0,95; (ii) n = 0,50; (iii))n = 0,99 ; (iv) n = 2,00. Para
cada um desses casos, construa os graficos 8 = 0(t) e 6 = 6(t). OBSERVACAO IMPORTANTE: Na maioria das
implementac¢des computacionais, as fungdes elipticas de Jacobi usam como parametro de entrada o valor k? e
nao o valor k.

b) Compare os resultados anteriores com as respectivas solugdes analiticas 5.1-27, 5.2-9, 5.3-1.

6. Ponto material movendo-se no interior de uma linha tubular em forma de cicloide

Admitiremos que a cicldide seja gerada por uma circunferéncia de raio r, que rola sem escorregar sobre a reta
AB, conforme ilustrado na Fig. 12. Notando que os segmentos de reta PJ e O] tangenciam a cicldide nos pontos P
e 0 = 0O, respectivamente, tem-se, da Geometria elementar:

AZ

Figura 12. Ponto material vinculado a uma cicldide fixa.

P]?=JH-Jl =z 2r 6-1)
Demonstra-se facilmente (isto é uma brincadeira!)?, que:

. - — 1 _ s

OP =2 ]=>P]=EOP=§ (6—2)

2 Esse é um dos célebres teoremas sobre a geometria da cicldide que foram demonstrados por Pascal no século XVII.
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De (6-1) e (6-2), resulta:
52
2=1() =5 ©=3

Substituindo-se essa expressdo na equacao (1-7), ou seja, em

§+9f(s)=0

obtém-se a equacao diferencial do movimento do ponto P vinculado a um tubo em forma de cicloide e isento de
atrito:

., 9
+—s5=0 6—4
S+4.S (6-4)
Definindo-se
9
2 _ Y 6—5
w® = ( )
conclui-se que o ponto P realiza movimento harménico simples de periodo
21 2r
T=—=4n |— (6—16)
w 9

Portanto, estando o ponto P vinculado a uma cicléide, o periodo do movimento NAO depende da sua posi¢do
inicial, como ocorre no caso em que P estd vinculado a uma circunferéncia.

Tomando-se por referéncia a Fig.12, a cicloide pode ser descrita pelas equac¢des paramétricas

{x=r9 + rsinf

Z=—r—rcosb ©6=7)

em que o parametro 6 corresponde ao angulo de rolamento da circunferéncia geradora sobre a reta horizontal
AB. Observe que:
= paraP =0, 6 =0;
» paraP =A4,0 = —m;
= paraP=B,0 =m.
Na forma vetorial, as equacgdes (6-7) podem ser escritas como:
P(6) = xpl + zpk = (r0 + rsin0)i — (r + r cos O)k (6—198)

A partir da equacgdo vetorial (6-8) pode-se determinar o comprimento do arco curvilineo s, medido entre as
posi¢Oes angulares 8, e 6, ou seja:
6 6

- 6 7]
s(0) = f|P’(9)|d9 = f \/(r + rcosB)? +1r?sin?6d6 = 4r (cosi — cos —0) (6-9)

2
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TAREFA 7
(a) Represente em espaco de estados a equagdo diferencial de segunda ordem (6-4).

(b) Considere que o ponto P esteja vinculado a uma linha tubular em forma de cicloide, gerada por uma
circunferéncia de raio r = 1m, e adote as seguintes condigbes iniciais: 128) so = 0e $; = 0; 23) sy = —r/10e
So = 0; 32) sp = —4r e 55 = 0. Em seguida, simule o movimento de P durante um tempo suficiente para
observar 3 oscilagdes completas e, com auxilio da funcdo plot, construa os seguintes graficos: 1) s = s(t); 2)
$=3(t);3)§=35(t);4)s =5s(s); 4T =T(t);5)V =V(t);6) E(t) =T(t) + V(t).

(c) Determine analiticamente o periodo do movimento de P e compare-o com o obtido nas simulacdes anteriores.

(d) Determine o tempo para P percorrer o arco A0 e compare-o com o tempo requerido para percorrer o
segmento de reta AO. Discuta os resultados obtidos.

(e) Simule o movimento de P para a seguinte condicdo inicial: s, = —4r e S, = 1. Lembrando que o perimetro de
uma cicléide é A = 8r, note que o ponto P abandona o tubo, suposto aberto nas extremidades. Para lidar com
essa situacao, utilize a opgao ‘roots’ da funcdo ode, de modo a interromper a simulagdo quando P estiver
prestes a abandonar a linha tubular. (Se preferir, troque a equacdo do movimento de P no instante em que
este estiver saindo da linha, substituindo-a pela de uma particula que se move sob a acdo exclusiva da forca
peso).

7. Ponto material vinculado a barra delgada flexivel

Admitiremos que a pequena esfera P, de massa m, esteja vinculada a uma haste delgada e flexivel de se¢do
retangular, a qual é engastada em sua outra extremidade, conforme ilustrado na Fig. 13.

Para simplificar a analise, admitiremos ainda que a amplitude do movimento de P na dire¢do vertical seja
desprezivel e que as propriedades elasticas de flexdo da haste sejam caracterizadas por duas constantes de rigidez
- ky e ky, segundo as dire¢Bes x e y, respectivamente.

.P
A
y
A—H—A >
x
SecdoA—A
ampliada
A B ¥

Figura 13. Ponto material vinculado a haste flexivel, engastada em sua outra extremidade.

Isso posto, as equagdes diferenciais que governam o movimento de P no plano xy sdo:

d?x
mw = —kxx ; .
d%y ( )
maz = kY

Utilizando a nomenclatura

k k
wp = |- L ay= [ (7-2)
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obtém-se o sistema de equacgdes diferenciais

d?x - wx = 0

dez 0¥ T 7-3)
d’y

P + a)yy =0

cuja solucdo analitica, dada por

x = acos(wyt + @f) 7 — 1)

y=»b cos(wyt + (pé’)

representa a superposicdo de 2 movimentos harmonicos simples segundo as dire¢des x e y, respectivamente,
sendo que as constantes de integragdo a, b, ¢f, 903' sao determinadas a partir das condic¢des iniciais.

Alternativamente, as solucdes 7-4 podem ser expressas como:

x = C; cos(wyt) + C; sin(wyt)

y=D, cos(wyt) + D, sin(a)yt) (7-=5)

Admitindo-se que, no instante t = 0, P esteja na posigdo (xg, o) = (a, 0) com velocidade (v(’)‘, vg) = (0,vyp),
obtém-se:
Vo
C]_:a, CZZO, D1=0, D2=_
Wy
de modo que a lei do movimento de P fica descrita pelas equacgdes
x = acos(wyt
_ (wyt) 7 - 6)
y = bsin(w,t)

A partir deste ponto, analisaremos 3 cenarios:
1) wy=w,
W, M

2) —=—,comm,n €Z
w, n

(‘)x
3) —eR-Q

Wy

No cenario 1, vé-se que a trajetdria de P é uma elipse, pois
x2 = a? cos?(wt) e y2=>b%sin?(wt)
ou seja,

2 2

x Yy

E‘Fﬁ:l (7_7)

Nesse caso, diz-se que o movimento de P é eliptico harmonico, isto é, P descreve uma elipse, enquanto suas
projecdes segundo as diregles x e y realizam movimentos harmonicos simples de mesma freqiiéncia angular.

No cendrio 2, o movimento de P é periddico e suas trajetérias sdo curvas fechadas denominadas curvas de
Lissajous.

No cendrio 3, o movimento de P é aperiddico e suas trajetdrias sdo curvas nao fechadas.
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TAREFA 8

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Represente as equagbes 7-3 em espaco de estados.

Implemente a chamada a funcdo ode do Scilab para integrar as equacdes diferenciais de primeira ordem
obtidas no item (a).

Adotandom = 0,1kg e ky = k,, = 5 X 103 N/m, simule o movimento de P para condi¢des iniciais que deem
origem a uma trajetoria: 1) eliptica; 2) retilinea (elipse degenerada, o que ocorre quando x/y = a/b ou
x/y = —a/b). OBS: os valores iniciais de x e y, bem como os de suas velocidades, devem ser pequenos (da
ordem de alguns milimetros e de alguns milimetros/segundo, respectivamente) para que a hipdtese de
pequenas oscilagdes, implicita no modelo linear 7-1, seja valida.

Adotandom = 0,1kg, k, =5 X 103N/me ky = ky %, simule o movimento de P para duas condicdes iniciais

distintas, de livre escolha, considerando, em cada caso, n/m = 1/2, n/m = 3/4 e n/m = 7/9. OBS: Nos
casos (c) e (d), o tempo de simulagdo deve ser suficiente para gerar trajetdrias fechadas.

Adotandom = 0,1kg, k, = 5 X 103N/me k, = kxR, simule o movimento de P para duas condi¢Ges iniciais
distintas, de livre escolha, considerando R =vV2eR = e (nimero de Euler).

Analise os resultados obtidos.
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