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A teoria relativistica de orbitas de particulas: infroducado

* Conhecer a trajetoria de particulas carregadas em campos EMs é importante,
pois nos dd informacdo sobre a fisica de alguns processos dindmicos

* Aqui, estamos interessados no movimento de particulas carregadas na
presenca de campos elétricos (E) e magnéticos (B) emfungcdo der e ¢

- Portanto, os campos ndo sdo afetados pelas particulas carregadas

* A equacado relativistica de movimento para uma particula carregada sob a
acdo da forca de Lorentz devido aos campos Ee B é

P _ b o(E+vxB)
—_— = _= V
dr 1

- AqQui, p = ymyv € o momento relativistico da particula, onde ¥ =

V2
Vi—-=

g € my sQ0 a carga e a massa de repouso da particula, respectivamente

c =299 % 10® m/s & a velocidade da luz no vacuo
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A teoria cldssica/nao-relativistica de orbitas de particulas: infroducao

» Em muitas situacoes de interesse pratico, o termo v?/c? <« 1

- Nessas situagoes, y ~ 1 e m = ymy & my, pode ser considerada constante

* Efeitos relativisticos sco importantes apenas para particulas de alta energia

- Um préton de 1 MeV tem v = 1.4 x 10’ m/s, ou seja, v?/c? = 0.002 <« 1
- Aqui, efeitos radiativos, que sdo efeitos relativisticos, serdo desprezados

* Nessas situacoes, a equacao de movimento se reduz a

N _ (E+vXB)
m— = \
a1

» Se a velocidade obtida com esta equacao nao satisfizer a condicdo v?/c? <« 1,
entdo a equacdo relativistica do movimento deve ser usada em seu lugar
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A teoria cldssica de orbitas de particulas: intfroducdo

* Vamos considerar a energia cinética da particula:

1 5 1 dW d (1 dv
W=—myv-=—mv-v — = mv-v)|=m—- v
2 2 dt dr \2 dt

* Usando a equagcao de movimento, esta equacao torna-se

dW:mﬂ.v:q(E+v><B)-v=q(E-v)+W=q(E-v)

dt dt
 Da equacgcao acima, conclui-se que
- Qualguer mudanca na energia cinética da particula se dd apenas pela
presenca de campos elétricos

- Campos magnéticos ndo realizam trabalho sobre particulas carregadas, ou
seja, a energia cinética da particula se conserva quando hd apenas um
campo magnéetico
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A teoria de orbitas de particulas: um modelo de primeiros principios

* Equagoes de movimento de uma carga (de tipo /) em um campo EM:

drj
— =V.
dt )
dv,
J

 Equacoes de Maxwell:

P oL 0B
V-E=— V-B=0 VX B = ppJ + ppeg— VXE=-—
€0 ot ot

 Relagoes constitutivas

P = Pex T Pplasma = Pext + Z Qjé[r o rj(t)] k= EeXt T Eplasma
J

J — Jext + Jplasma — Jext + Z quj(l‘)ﬁ[l' — rj(t)] B = Bext + Bplasma
J
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A teoria de orbitas de particulas: um modelo de primeiros principios

* A teoria da orbitas de particulas € um modelo auto-consistente bem definido
para descrever plasmas, no entanto, este modelo tem limitagoes na pratica

- O grande numero de particulas (~1020 m-3) torna esse modelo inviavel
- A guantfidade informacdo nesse model € desnecessariamente grande:
(# de particulas) x (3 posicoes) x (3 velocidades) x (# de passos femporais)

* Para simplificar esse modelo, a resposta/reacdo das particulas aos campos

EM das outras particulas é desprezada (E,.,, > E and B, > B

plasma plasma)

- A fragjetdria da particula carregada €, portanto, determinada SOMENTE
pelos campos EM aplicados externamente

- Este modelo despreza efeitos coletivos (ndo € adequado para plasmas)

dr;
E= Eext +% 7; =V;
dav;
B = Bext +% mj? = 4 (Eext + V; X Bext)
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A teoria de orbitas de particulas: campo elétrico estatico e uniforme

* Particulas carregadas em campos EMs aplicados externamente estdo sujeitas a
forca de Lorentz
dv ¢
= (Eexc + VX Bey)
*Nocasoemque B_,=0ekE,, =E,é estatico e uniforme, temos que
dv ¢

- 1F
dt m 0

* A solugao desta equacgao é obtida por integracado direta

» t v(?) t
[ o = J IRydt - [ dv = EEOJ di - V(&) =v(0)+-LE,
o dt o M ¥(0) m 0 m

A dl‘ t q t q 5
—dt = | v(0)dt+—E,| tdt — r(?) =r0) + v(0O)r + —E,¢
o dt 0 2m

(Movimento Uniformemente Acelerado)
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A teoria de orbitas de particulas: campo magnético estatico e uniforme

* No casoem que E_, = 0 e B,,, = B, € estdatico e uniforme, temos que
dv
— = iV X BO
dt m

* Decompondo v em suas componentes paralela e perpendicular: v=v,+v,

dv, d
I, 4V _ 4 v, xB, (O termo v X By =0, pois v || By)
dt dt m

i B
MTIE 2N

***As diregoes paralela e perpendicular sdo sempre definidas com relagdo a By***
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A teoria de orbitas de particulas: campo magnético estatico e uniforme

* No casoem que E_, = 0 e B,,, = B, € estdatico e uniforme, temos que
dv
— = iV X BO
dt m

* Decompondo v em suas componentes paralela e perpendicular: v=v,+v,

dvy dv .
| 4L = qleBO (O termo v X By =0, pois v || By)
dt dt m
- Na direcdo paralela: movimento retilineo uniforme

dV”

0 — Vi=V
s | 0

- Na direcdo perpendicular: movimento ciclotrénico

dv, ¢
=—v, XB
dt m 0
= q ~ : dv,
- Definindo Q, = ——B, , a equacdo de movimento torna-se: — =Q. XV,
m t
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A frequéncia ciclotronica (frequéncia de giro ou girofrequéncia)

* A quantidade Q_ = — iB0 é chamada de frequéncia ciclotfronica, frequéncia
m
de giro ou de girofrequéncia .
A A f & f & @
| | | ) |
| | o
(Equagdo de movimento) L 3 P
dv | < G '°> | G >
—— =Q XV X
dt ¢ 1 \M |

| (=) |
I

(2

q>0 q<o0

« A diregdo de Q, é definida como a diregao que gera um efeito diamagnético

- Q. é oposto ao By para uma carga positiva (g > 0), e esta move-se de modo
a produzir um campo magnético oposto ao By, (efeito diamagnético)

- Q. aponta na direcdo de B, para uma carga negafiva (q <0), e esta
também se move de modo a produzir um campo magnetico oposto ao By

- Note que Q_ sempre aponta na direcdo do momento angular da particula
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O raio de Larmor (ou raio de giro)

« Como Q_ é constante, e a energia cinética se conserva, |v, | também é
constante, e a equacao de movimento implica que

- A aceleracdo da particula € constante em magnitude

- Sua dire¢cdo € perpendicular tanto a v, quanto B,

* Portanto, a equacao de movimento pode ser integrada diretamente

B
dVJ_ dr A A 4
—E=QXV =QX—E o V0 =QXr(0) + ]

(+)
A T

- AqQui, r, € um vetor posicdo da particula, medido | < K I’c> |
com rela¢cdo a um dado ponto (G - na figura) gl Vg

- O vetorr, gira num plano perpendicular ao B,

- Como |v, | e constante, |r.| fambem & constante -

G € o centro de giro
* O vetor r. € chamado de raio de Larmor ou raio de giro Ou cenfro guia
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Movimento ciclotronico em coordenadas cartesianas

« Vamos supor que o campo magnético B, = B¢,. Portanto, v, = v, ¢, e

. . d /. . qBy . . .
v, XBy=By(ve, —v.e)) - P (vxeX +ve ) = 7(vyeX — V,ey)

- Decompondo nas direcoes x e v:

e

- Tomando a derivada temporal da equacdo x e substituindo na equacao v:

d*v .
dtzx +Q =0 = v,=vy,sin(wt+ 6
- Substituindo esse expressdo para v, na equacAo y, femos
X
dzvy
— + ngy =0 — Vy=Vcos(wtl+ 0
t
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Movimento ciclotronico em coordenadas cartesianas

 Integrando as equagoes de movimento, temos as equacgoes da trajetdria da
particula no campo magnético

Yo,1
x(t) = Xy — o cos(L2.1 + 0,)

C

VoL .
y(@) =Y, + e sin(€2 .t + 6,)

C

Z(t) — ZO + V()’”t

- Note que
2
(1= X) + (v = ¥p)" = (a) =7

(Equagdo de um circulo de raio r.,

com centro em X, e Y)
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Frequéncia ciclotronica e raio de Larmor: ordem de grandeza

° mVJ_ . kBT
* Raiode Larmor: . =v,/Q_ = 1B Podemos estimar: v, & = v, =4/ —
q1Dg m

* Frequéncia ciclotronica: Q. = |g|By/m
- Eletrociclotrénica: fie = Q../27 =28.0x B, (GHz)
- lonciclotrénica:  fi =Q,/2x =152%xB, (MHz)

* Frequéncia ciclotronica e raio de Larmor em plasmas
- Tokamaks (m, = 1.67 x 107*" kg; By=1.5T; T=1x10° K)

foe =42 GHz, [, =228 MHz, r,,=0.15 mm e r,; = 6.3 mm

- Coroa solar (m, = 1.67x 107" kg; By=0.1T; T=1x10° K)

fee =28 GHz, f, =15 MHz, r,,=022 mme r,; =95 mm

e Quando r

ce’

r.. < L (dimensao do plasma), elétrons/ions estdo "magnetizados”
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A teoria de orbitas de particulas: campo magnético estatico e uniforme

* A trajetdria da particula é dada pela superposicao de um movimento retilineo
uniforme ao longo de B, e um movimento ciclotronico perpendicular a B,

- A frajetdria da partficula descreve uma helice t ¢+ ¢+ 1B

:

D
« O angulo entre B, e a dire¢ao da velocidade da particula (
é chamado de dangulo de inclinagao (ou de ataque) (

S
]
—
<|<
~—

%

L

= |=
~——
N

) (]
(VARVERV/

A/ T ~—s
\'/
_ AQui, v = \/vnz +vi € o mddulo da velocidade v .
|

~ q>0

- Quando vy, =0ev, #0, temos a = z/2 (Movimento circular/ciclofronico)

- Quando v #0ev, =0, temos a = 0 (Movimento Retilineo Uniforme)
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A teoria de orbitas de particulas € bem adequada para estudar a
trajetoria de particulas carregadas que entram na atmosfera da Terra

 Particulas carregadas que chegam a atmosfera terrestre sao direcionadas
para os polos pelo campo magnético terrestre

- A colisdo dessas particulas carregadas com as moléculas do ar na
atmosfera ddo origem as auroras

Charged Particle Trajectories in
Magnetic Field
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Momento magnético associado ao movimento ciclotronico

O momento magnético devido a uma corrente circular (I) € normal a area A
Im|=7A
- A corrente devido ao movimento ciclotronico é

,_dal _ 1q]€2 / m
_lal _ |
TC 271' I B
- A drea definida pelo movimento ciclotronico é k ﬁ / ;
A = nr? // \

* Portanto, o momento magnético é

Q 1
m) =100 L0 2
27 2

L
2 L W,

By B

 Em notacdo vetorial, o momento magnético associado ao movimento
ciclotronico é
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Corrente de magnetizagao associada ao movimento ciclotronico

« A magnetizacao M devido ao movimento ciclotronico de vdrias particulas é

1 < N nW,
=— ) m=—m=nm - = — B,
oV 4 oV B}
J=1
* Do eletromagnetismo classico, a corrente de magnetizagdo € J,;, =V xM
Escrevendo J, .., = J + Jy, onde J & a corrente devido ao movimento das cargas

(sem ser o movimento ciclotronico), a equacao de Ampere-Maxwell torna-se

oK oK
VXB = u, J+JM+GOE = Mo J+VXM+€05

B 7) oK
Ho !

* Uma relacado simples entre B e H exist quando M é proporcional ao B ou ao H

- Porexemplo, M = y, H, onde y,, € a susceptibilidade magnétfica do meio

 Em um plasma, no entanto, M « 1/B (ndo-linear). Portanto, ndo é conveniente
modelar o plasma como sendo um meio magnético
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A teoria de orbitas de particulas: campos elétrico e magnético estdticos
e uniformes

* Nocasoem que E_, = E, e B, = B, sdo estdaticos e uniformes, temos que

dv
mzzq(E0+VXB0)

 Decompondo v e E, em suas componentes paralela and perpendicular:

i _ = v,(0) +LE = 1(0) + v (0)t + ——E, , 1

2m
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A teoria de orbitas de particulas: campos elétrico e magnético estdticos
e uniformes

 Para resolver a equagao perpendicular, vamos fazer: v, (1) = v(t) + Vg.p

(Troca de referencial)
dv,

dt

m =Q(E0,J_+VCXB0+VEXBXBO)

* Escolhendo a velocidade (constante) vg gz como AB

EO,J_XBO (E, x B)xB
2
BO

VExB —

* A equacao de movimento torna-se

dv, q
=—v.XB
dt m ¢ 0

- A solucdo dessa equacdo, novamente, fornece um movimento ciclotronico:

V(1) = Q. Xr.(7)
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A teoria de orbitas de particulas: campos elétrico e magnético estdticos
e uniformes

* Portanto, a solucdo desse problema é

qEO,ll

m

V() =vy() + v, (1) = vy + t+ Q. Xr.(f) + Vpp

* A velocidade constante vg,z = E, | X BO/B(% é chamada de deriva ExB

- Note que vg,g € iIndependente da massa e da carga da particula

- Como Ky X By =0, podemos escrever vyg,g = Ej X B,/B;

ION

S
<
—
& m

:10) +> ExB

@ QI

ELECTRON

?Ur% IFUSP G.P. Canal, 09 de agosto de 2023

Instituto de Fisica da USP



A deriva devido a uma for¢ca de origem ndo-eletromagnética

* No caso em que, além de campos EMs, exista uma for¢ca F (de origem nao-EM)
atuando sobre a particula, a equacdo de movimento torna-se

dv

* O efeito dessa forga € analogo ao efeito de E,, ou seja, aléem de v, teremos

FxB,
VF —
qBj§

* No caso de haver um campo gravitacional uniforme (F = mg), essa deriva serd
m g X B,

y =
q Bj

Vv

» Associada a deriva gravitacional, existird uma densidade de corrente elétrica:

()
1 ! gxB,  gxB,
Jg:&vgqfvjzév ;mf) B "B
\

- Essa corrente contribui para a formacdo do chamado Eletrojato Equatorial
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Exercicios

* O que acontece com a velocidade de deriva ExB quando o campo magnético
tende a zero enquanto o campo elétrico permanece finito?

» Exercicios do F.F. Chen:
- 2.1,2.2, 23 26e2.7/

» Exercicios do Bittencourt:
- 2.1,22,23e 24
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Referencias

e F.F. Chen
- Capitulo 2, secées 2.1 e 2.1

 Referéencia adicional
- Biffencourt: Cap. 2
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