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Na aula passada, vimos que:

Equacdo do Elemento de Eixo
(M% + M$%)g — QG°q + Kéq =0

Equacédo do Elemento de Disco

M%§* — 06*q* =0

Equacdo do Elemento de Mancal
D"gm™+ K"q™ =0

Equacao de Movimento

(M5 + Mg+ M)+ [D™ —Q(6° +6%)]q + (K + K™)q = f
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Mg+ (D—-QG)q+Kq=0

Equacdo geral de movimento de um sistema rotativo



Funcao de Resposta em Frequéncia Convencional (FRF)

equacao diferencial ordinaria

Seja a equac¢ao de movimento: Mq + (D — QG)q +Kq=f de segunda ordem
. . _ ; armdn
Considere que o vetor de forcas externas atuantes no sistema tem a forma: f = Felot orgas harmonicas de
frequéncia w
. ~ ~ . i h A
Assim, a solucdo desta equacdo pode assumir a forma: q = Xel®t resposta harmonica

de frequéncia w

Substituindo-se na equacao de movimento, temos:

—w?MXe'™! +iw(D — QG)Xe't + KXe'®t = Fe'®t wp [—w?M+ io(D—QG)+K]|X=F

Z(Q)
Matriz de Impedancia

» X=[-wM+io(D+Q6)+K|"*F w X=HQ)F

H(Q) HQ) =Z1n)

Matriz de Receptancia



Funcao de Resposta em Frequéncia Convencional (FRF)

Significado Fisico da Matriz de Receptancia

Hi1(Q) Hi(Q) - Hiyn(Q)]
H,(Q) H,,(Q) - H,,(Q

H(Q) = 21:( ) 22:( ) § 2":( ) 4 H,-j(Q) = resposta no i-ésimo grau de liberdade devido
H,,(Q) H,(Q) - H,(Q) a uma forga de excita¢ao aplicada no j-ésimo

grau de liberdade

Fj — Feia)t Xi — Xeia)t
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_requéncia Convencional (FRF)

Como a entrada (forca externa) e a saida (deslocamento) estao definidas no espaco complexo:

H;;()) éum nimero complexo !!!

Assim: |H--(Q)| = M amplitude da resposta
| N Fj(w, Q)
LH;j(Q) = ¢ fase da resposta (atraso da resposta harménica em relagéo a excitagdo harmonica)
A
Em sistemas lineares:
7] [/
>
t |HU('Q)| = cte

¢ (em rad)



Exemplo
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0,4m 0,3m 0,2 m

DISCO: m,=2kg
l,= 0,06 kg.m?
I, = 0,02 kg.m?

EIXO:  p=7850kg/m3
E=2,1x10"kg/m?
l,= 0,02 kg.m?

MANCAL:  k,, = k,, = 1000 N/m
keg = k,, = 10 N.m/rad
d,=d,=10N.s/m

»

Mg+ (D-QG)q+Kq=f

Tomemos o caso de:

Se temos 4 gdl por no:

Forca externa aplicada no né 10 na
direcao horizontal

Observacao do deslocamento do no
5 (disco) na direcao horizontal

Velocidade de rotacao de 2000 rpm

no 10 (horizontal) = gdl #37
nd 5 (horizontal) = gdl #17

¢

Hi737(Q)




Diagrama de Campbell
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Diagrama de Cascata

Calculando-se a FRF para cada velocidade de rotacao:

Diagrama de Cascata
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Diagrama de Campbell




Resumo

Func¢ao de Resposta em Frequéncia (FRF)

» Estabelece a relacao entre entrada (forca) e saida (deslocamento) do sistema
* Estarelacdo é constante em sistemas lineares

A FRF é uma “fatia” do diagrama de Campbell (picos podem nao aparecer por serem superamortecidos
ou ndo serem excitados pela forca)

* O diagrama de Campbell € uma “vista aérea” do diagrama de Cascata

(linhas podem ndo aparecer por serem superamortecidos
ou ndo serem excitados pela forca)



Funcao de Resposta em Frequéncia Direcional (dFRF)
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Considere a seguinte transformacao: p(t) = q,(t) +iq,(t)
(4 (4
SO
S
RN <
S

Assim, pode-se escrever: {qy} =T { p*}
q: P ) «<— complexo conjugado

1
Onde a matriz de transformacgao é dada por: T = El I I ]

—iI il

I = matriz identidade



Funcao de Resposta em Frequéncia Direcional (dFRF)

Substituindo-se na equacdo de movimento do sistema e pré-multiplicando-se por 771 :

T-1MT {5} +T (D — QG)T{;’*} + T-IKT {If*} — 71 {’;:} » M {,’,’*} +D, {;’*} +K. p} - {g*}

k
p p g
fo+if equacdo de movimento em coordenadas
Onde: g =Y z complexas
y Z
Y & >
& e
& E
O 0
Considere uma excitagdo harménica da forma: g = Gpe't 4+ GLe™t
Pode-se assumir como solu¢cao da equacao: p = Pfei‘“t + Pge_i“’t
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Funcao de Resposta em Frequéncia Direcional (dFRF)

Substituindo-se na equagao de movimento, chega-se {Pf}

G
(2 : -1 )7f
a duas equac¢des complexas conjugadas: Pif (—w*M, +iwD. + K) { }

G

P: G
{ f} = (—w?M, — iwD, + Kc)‘l{ f}

Py, Gy
Entretanto, ambas geram os mesmos resultados. P H,, Hpg* G
Assim, pode-se considerar apenas uma delas: {p*} - H,, Hy, {G*}

Significado Fisico

H,, = resposta em precessao direta (forward) devido a uma
forca de excitacdo na direcdo de precessao direta (forward)

H,- 4+ = resposta em precessio retrograda (backward) devido a uma
forca de excitacao na direcdo de precessao retréograda (backward)




Equacdo de movimento:

I T L,

LI 0 P

L2 Y L2 ' k, 0 f
A {)’A}+ d O]+Q A {YA}_I_[ y ]{yA}z{y}
0 Ii [{Zy 0 d I 0 Zy 0 k,l\lz 1,

Ly Ly
Dados: /,=1kg.m? d=1N.s/m
l,=0.5kg.m? k, =100 N/m

L,=0.5m k, =200 N/m
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H
Do ponto de vista pratico, &€ mais facil obter experimentalmente as FRFs: H(iw) = [HJ’J’ Hyz]
zZy zZZ
. , : Hpg  Hpg: .
Porém, é possivel obter as dFRFs a partir das FRFs: =T 'H(iw)T
Hprg Hp g

4
Hyg = % |Hyy + H,, —i(Hyy — Hy,) |
Hyg- = %[Hyy — H,, +i(H,y + Hy,)|
Hyg = %[Hyy — Hy; — i(sz + Hyz)]

1
Hyr g+ = 2 [Hyy + Hyz + i(sz - HyZ)]



Conclusao

Funcao de Resposta em Frequéncia (FRF)

» Estabelece a relacao entre entrada (forca) e saida (deslocamento) do sistema
e Estarelagcao é constante em sistemas lineares

A FRF é uma “fatia” do diagrama de Campbell (picos podem nao aparecer por serem superamortecidos
ou ndo serem excitados pela forca)

* O diagrama de Campbell € uma “vista aérea” do diagrama de Cascata

(linhas podem ndo aparecer por serem superamortecidos
ou ndo serem excitados pela forca)

Func¢ao de Resposta em Frequéncia Direcional (dFRF)

» Estabelece a relacao entre entrada (forward ou backward) e modo de precessao (forward ou backward) do sistema



O sistema rotativo com eixo flexivel ilustrado abaixo tem as seguintes frequéncias -

naturais (medidas experimentalmente) em velocidade de rotacdo nula: natural (Hz) natural (Hz)
Horizontal 18,25 32,25

Os dados geométricos da bancada sao: Vertical 21,75 45,50

Rp =60 mm E,, =30 mm L,;=266mm L =70 mm

Ep =10 mm D,, =20 mm L;; =75 mm Paco = 7850 kg/m?3
L, =44 mm D, =6 mm B, =29 mm Enco = 2,1x10** N/m?
B,, =40 mm L, =55 mm E,=1mm PaL = 2700 kg/m3

Onde as caixas dos mancais sao de aluminio e os demais componentes sao de aco.

a) Desenvolva o modelo do sistema pelo Método dos Elementos
Finitos e encontre as frequéncias naturais de rotacao nula.

b) Ajuste o modelo para que as frequéncias naturais coincidam
com as frequéncias medidas (tabela).

c) Com o modelo ajustado, construa o Diagrama de Campbell
do sistema.

d) Calcule as fung¢oes de resposta em frequéncia (FRFs) dos discos nas dire¢oes horizontal e
vertical, para excitacoes no disco 1 na dire¢ao horizontal, na rotacao do eixo de 50 Hz.






