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Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancal Ortotrópico (aula anterior)
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Equação de Movimento do Rotor Rígido sobre Mancal Flexível Ortotrópico
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Hipóteses: • rotor centrado no eixo 
(equidistante dos mancais)

• eixo rígido
• eixo tem amortecimento d
• massa do eixo muito menor que massa do disco
• CG do disco não alinhado com centro do disco
• mancais com rigidez ortotrópica (ky ≠ kz) 



Rotor Rígido em Mancal Ortotrópico (baixo amortecimento)

• Apresenta órbitas elípticas

• Precessão Direta em Ω < ωy e Ω > ωz

(órbita no mesmo sentido da rotação do eixo) 

• Precessão Retrógrada em ωy <  Ω < ωz

(órbita em sentido contrário ao da rotação do eixo) 

• Autocentragem em Ω >> ωz

• Duas velocidades críticas (uma para cada direção)

Rotor Rígido em Mancal Ortotrópico (alto amortecimento)

• Praticamente uma velocidade crítica apenas

• Não ocorre precessão retrógrada

• Apresenta órbitas elípticas

• Autocentragem em Ω >> ωz

Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancal Ortotrópico (aula anterior)
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Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancais Isotrópicos

Hipóteses: • rotor não centrado no eixo (LA ≠ LB)
• eixo rígido
• mancais com rigidez k amortecimento d
• CG do disco alinhado com centro do disco
• mancais isotrópicos (ky = kz , dy = dz) 
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Matrizes de Transformação:

𝑻𝛼 =
cos𝛼 sin 𝛼 0
− sin 𝛼 cos 𝛼 0

0 0 1
𝐵1𝐯 = 𝑻𝛼 𝐼𝐯 onde:

𝑻𝛽 =
cos𝛽 0 − sin 𝛽
0 1 0

sin 𝛽 0 cos𝛽

onde:
𝐵2𝐯 = 𝑻𝛽𝐵1𝐯
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B
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Velocidades Angulares:

𝐼 ሶ𝜶 = 𝐵1 ሶ𝜶 =
0
0
ሶ𝛼

𝐵1
ሶ𝜷 = 𝐵2

ሶ𝜷 =
0
ሶ𝛽
0

𝐵2
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Ω
0
0

Vetores Posição:

𝐼𝒓𝐶𝐺 =
0
𝑦
𝑧

𝐵2𝒓𝐴/𝐶𝐺 =
𝐿𝐴
0
0

𝐵2𝒓𝐵/𝐶𝐺 =
−𝐿𝐵
0
0
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Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancais Isotrópicos

Equação de Newton:

𝑚 𝐼𝒂𝐶𝐺 = 𝐼𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 = −𝑘 𝐼𝒓𝐴 − 𝑑 𝐼𝒗𝐴 − 𝑘 𝐼𝒓𝐵 − 𝑑 𝐼𝒗𝐵

𝐼𝒓𝐴 = 𝐼𝒓𝐶𝐺 + 𝐼𝒓𝐴/𝐶𝐺 =

𝐿𝐴 cos 𝛼 cos𝛽
𝑦 + 𝐿𝐴 sin 𝛼 cos𝛽

𝑧 − 𝐿𝐴 sin 𝛽

Mas: 𝐼𝒂𝐶𝐺 =
𝑑2

𝑑𝑡2 𝐼𝒓𝐶𝐺 =
0
ሷ𝑦
ሷ𝑧

𝑻𝛼
𝑇𝑻𝛽

𝑇
𝐵2𝒓𝐴/𝐶𝐺

𝐼𝒓𝐵 = 𝐼𝒓𝐶𝐺 + 𝐼𝒓𝐵/𝐶𝐺 =

−𝐿𝐵 cos 𝛼 cos 𝛽
𝑦 − 𝐿𝐵 sin 𝛼 cos𝛽

𝑧 + 𝐿𝐵 sin 𝛽
𝑻𝛼
𝑇𝑻𝛽

𝑇
𝐵2𝒓𝐵/𝐶𝐺
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Então: 𝐼𝒗𝐴 =
𝑑

𝑑𝑡 𝐼𝒓𝐴 =

−𝐿𝐴 ሶ𝛼 sin 𝛼 cos 𝛽 − 𝐿𝐴 ሶ𝛽 cos 𝛼 sin 𝛽

ሶ𝑦 + 𝐿𝐴 ሶ𝛼 cos 𝛼 cos𝛽 − 𝐿𝐴 ሶ𝛽 sin 𝛼 sin 𝛽

ሶ𝑧 − 𝐿𝐴 ሶ𝛽 cos 𝛽

𝐼𝒗𝐵 =
𝑑

𝑑𝑡 𝐼𝒓𝐵 =

𝐿𝐵 ሶ𝛼 sin 𝛼 cos 𝛽 + 𝐿𝐵 ሶ𝛽 cos 𝛼 sin 𝛽

ሶ𝑦 − 𝐿𝐵 ሶ𝛼 cos 𝛼 cos 𝛽 + 𝐿𝐵 ሶ𝛽 sin 𝛼 sin 𝛽

ሶ𝑧 + 𝐿𝐵 ሶ𝛽 cos 𝛽

Portanto, substituindo na equação de Newton:

൝
𝑚 ሷ𝑦 + 2𝑑 ሶ𝑦 + 𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝛼 cos 𝛼 cos 𝛽 −𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝛽 sin 𝛼 sin 𝛽 + 2𝑘𝑦 + 𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 sin 𝛼 cos𝛽

𝑚 ሷ𝑧 + 2𝑑 ሶ𝑧 − 𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝛽 cos 𝛽 + 2𝑘𝑧 − 𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 sin 𝛽

Linearizando: sin 𝜃 ≈ 𝜃
cos 𝜃 ≈ 1
𝜃 ሶ𝜃 ≈ 0

(válido para θ < 20o e baixas frequências)

൝
𝑚 ሷ𝑦 + 2𝑑 ሶ𝑦 + 𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝛼 + 2𝑘𝑦 + 𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 𝛼

𝑚 ሷ𝑧 + 2𝑑 ሶ𝑧 − 𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝛽 + 2𝑘𝑧 − 𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 𝛽
(1)
(2)

Equações Linearizadas
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Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancais Isotrópicos

Conservação da Qtde. de Movimento Angular:

𝑑

𝑑𝑡 𝐵2𝑯𝐶𝐺 + 𝐵2𝛀2 × 𝐵2𝑯𝐶𝐺 = 𝐵2𝑴𝐶𝐺

Vetor Qtde. de Movimento Angular em relação ao CG: 𝐵2𝑯𝐶𝐺 = 𝐵2𝑰𝐶𝐺𝐵2𝝎𝑅

(tensor de inércia permanece 
constante na base B2)

Então, o tensor de inércia: 𝐵2𝑰𝐶𝐺 =

𝐼𝑝
𝐼𝑡

𝐼𝑡

= 𝑐𝑡𝑒.

Ip = momento de inércia polar
It = momento de inércia transversal

A velocidade angular do rotor:

𝐵2𝝎𝑅 = 𝐵2 ሶ𝜶 + 𝐵2
ሶ𝜷 + 𝐵2

ሶ𝝓 =

Ω − ሶ𝛼 sin 𝛽
ሶ𝛽

ሶ𝛼 cos 𝛽
𝑻𝛽𝐵1 ሶ𝜶
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Portanto:

𝐵2𝑯𝐶𝐺 =

𝐼𝑝Ω − 𝐼𝑝 ሶ𝛼 sin 𝛽

𝐼𝑡 ሶ𝛽
𝐼𝑡 ሶ𝛼 cos 𝛽

Conservação da Qtde. de Movimento Angular

𝑑

𝑑𝑡 𝐵2𝑯𝐶𝐺 + 𝐵2𝛀2 × 𝐵2𝑯𝐶𝐺 = 𝐵2𝑴𝐶𝐺

Velocidade Angular da Base B2: 𝐵2𝛀2 = 𝐵2 ሶ𝜶 + 𝐵2
ሶ𝜷 =

− ሶ𝛼 sin 𝛽
ሶ𝛽

ሶ𝛼 cos𝛽
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β
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Somatório de Momentos em relação ao CG:

 𝐵2𝑴𝐶𝐺 = 𝐵2𝒓𝐴/𝐶𝐺 × 𝐵2𝒇𝐴 + 𝐵2𝒓𝐵/𝐶𝐺 × 𝐵2𝒇𝐵

Onde: 𝐼𝒇𝐴 = −𝑘 𝐼𝒓𝐴 − 𝑑 𝐼𝒗𝐴

𝐼𝒇𝐵 = −𝑘 𝐼𝒓𝐵 − 𝑑 𝐼𝒗𝐵

(forças no mancal em A)

(forças no mancal em B)



𝑚
𝑚

𝐼𝑡
𝐼𝑡

ሷ𝑦
ሷ𝑧
ሷ𝛼
ሷ𝛽

+

2𝑑
2𝑑

𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵
−𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵

𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵
−𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵

𝑑 𝐿𝐴
2 + 𝐿𝐵

2

𝑑 𝐿𝐴
2 + 𝐿𝐵

2

+ Ω −𝐼𝑝
𝐼𝑝

ሶ𝑦
ሶ𝑧
ሶ𝛼
ሶ𝛽

+

Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancais Isotrópicos

Assim, substituindo-se os vetores na Eq. Conserv. Qtde. Mov. Angular e linearizando:
sin 𝜃 ≈ 𝜃
cos𝜃 ≈ 1
𝜃 ሶ𝜃 ≈ 0

(3)
(4)

Equações Linearizadas

ቐ
𝐼𝑡 ሷ𝛽 + 𝐼𝑝Ω ሶ𝛼 − 𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝑧 + 𝑑 𝐿𝐴

2 + 𝐿𝐵
2 ሶ𝛽 − 𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 𝑧 + 𝑘 𝐿𝐴

2 + 𝐿𝐵
2 𝛽 = 0

𝐼𝑡 ሷ𝛼 − 𝐼𝑝Ω ሶ𝛽 + 𝑑 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 ሶ𝑦 + 𝑑 𝐿𝐴
2 + 𝐿𝐵

2 ሶ𝛼 + 𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵 𝑦 + 𝑘 𝐿𝐴
2 + 𝐿𝐵

2 𝛼 = 0

Escrevendo-se de forma matricial as equações (1) a (4):

2𝑘
2𝑘

𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵
−𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵

𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵
−𝑘 𝐿𝐴 − 𝐿𝐵

𝑘 𝐿𝐴
2 + 𝐿𝐵

2

𝑘 𝐿𝐴
2 + 𝐿𝐵

2

𝑦
𝑧
𝛼
𝛽

=

0
0
0
0

matriz de inércia matriz de amortecimento

matriz de rigidez

𝐌𝐀𝐓𝐑𝐈𝐙 𝐆𝐈𝐑𝐎𝐒𝐂Ó𝐏𝐈𝐂𝐀

???
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Assim:

Equações Linearizadas

𝑴 ሷ𝒔 + 𝑫 + 𝛺𝑮 ሶ𝒔 + 𝑲𝒔 = 𝟎

Considere uma solução harmônica: 𝒖 𝑡 = 𝑼𝑒𝒊𝝎𝒕

Modelagem no Espaço de Estado: 𝑴 𝟎
𝟎 𝑴

ሷ𝒔
ሶ𝒔
+ 𝑫 + 𝛺𝑮 𝑲

−𝑴 𝟎
ሶ𝒔
𝒔

=
𝟎
𝟎

⇒ ഥ𝑴 ሶ𝒖 + ഥ𝑲 Ω 𝒖 = 0 (5)

Substituindo na eq.(5), chega-se ao problema de autovalor do sistema: 𝑖𝜔 ഥ𝑴+ ഥ𝑲 Ω 𝑼 = 0

Cuja solução nos dá os autovalores do sistema: frequências 
naturais

𝜔𝑗 = 𝜔𝑗 Ω

E os autovetores do sistema:
modos de 

vibrar
𝑈𝑗 = 𝑈𝑗 Ω

Função da 
velocidade de 
rotação Ω !!!



Diagrama de Campbell    (rotor simétrico: LA = LB)

𝜔𝑗

fr
eq

u
ê

n
ci

as
 n

at
u

ra
is

 (
ra

d
/s

)

Ω
velocidade de rotação (rad/s)

LA = LB = 0,2 m
Ip = 0,5 It

m = 1 kg
k = 400 N/m
d = 0.1 N.s/m

𝜔2

𝜔1

𝜔3 = 𝜔4
modo cilíndrico

modo cônico

modo cônico

forward

backward

velocidades críticas (1xΩ)

• Frequências naturais 
não são constantes

• Velocidades críticas 
dependem da 
harmônica de rotação

velocidades críticas (0,5xΩ)

Modos desacoplados !



Resposta ao Desbalanço (rotor simétrico: LA = LB)

Equações linearizadas:

𝑴 ሷ𝒔 + 𝑫 + 𝛺𝑮 ሶ𝒔 + 𝑲𝒔 =

𝑚𝑑𝑒Ω
2 cosΩ𝑡

𝑚𝑑𝑒Ω
2 sin Ω𝑡
0
0

Diagrama de Campbell 

Resposta ao Desbalanço

excitação por desbalanço

velocidade crítica

(apenas modo cilíndrico !!!)

Só uma 
velocidade 
crítica ???

• força de desbalanço não excita 
deslocamentos angulares do eixo no 
caso LA = LB
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Diagrama de Campbell    (rotor assimétrico: LA ≠ LB)

LA ≠ LB

LA = 0,3 m
LB = 0,1 m
Ip = 0,5 It

m = 1 kg
k = 400 N/m
d = 0

modo cilíndrico
backward

modo cônico
backward

modo cônico
forward

modo cilíndrico
forward

veering

Modos acoplados !



Resposta ao Desbalanço    (rotor assimétrico: LA ≠ LB)

Diagrama de Campbell Resposta ao Desbalanço

(apenas modos forward !!!)

velocidades críticas

Força de desbalanço não 
excita modos backward!!!

Só duas 
velocidades 
críticas ???



Efeito da Geometria do Rotor      

X
Y

Z

𝐼𝑥𝑥 = 𝐼𝑝 =
1

2
𝑚𝑟2

𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝑧𝑧 = 𝐼𝑡 =
1

4
𝑚𝑟2 +

1

12
𝑚𝑙2

X Y

Z

𝐼𝑥𝑥 = 𝐼𝑝 =
1

2
𝑚𝑟2

𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝑧𝑧 = 𝐼𝑡 ≈
1

4
𝑚𝑟2

𝐼𝑝 ≈ 2𝐼𝑡

0 < 𝐼𝑝 < 𝐼𝑡

Assim, pode-se definir: 𝐼𝑝 = 𝛾 𝐼𝑡 , 0 < 𝛾 ≤ 2
𝛾 = 0

𝛾 = 2

eixo longo e fino (arame)

disco fino (casca redonda)



𝐼𝑝 = 1,5 𝐼𝑡𝐼𝑝 = 𝐼𝑡
𝐼𝑝 = 0,8 𝐼𝑡

Efeito da Geometria do Rotor 

𝐼𝑝 = 0,8 𝐼𝑡 𝐼𝑝 = 𝐼𝑡 𝐼𝑝 = 1,5 𝐼𝑡

𝐿 𝐴
=
𝐿
𝐵

𝐿 𝐴
≠
𝐿
𝐵



Conclusão

• Diagrama de Campbell – gráfico importante para determinar velocidades críticas
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Rotor de Laval
(mancais isotrópicos)
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Rotor sobre Mancais 
Ortotrópicos
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Rotor com Efeito Giroscópico
(mancais isotrópicos)

𝜔𝑐ô𝑛𝑖𝑐𝑜

𝜔𝑐𝑖𝑙í𝑛𝑑𝑟𝑖𝑐𝑜



𝐿𝐴 = 𝐿𝐵

Conclusão

• Rotor Rígido sobre Mancais Isotrópicos e Efeito Gisroscópico

- dois modos cônicos e dois modos cilíndricos

- um dos modos é forward e o outro é backward

- frequência de backward tende a zero enquanto a frequência 
de forward tende a infinito

- velocidades críticas definidas nos cruzamentos com a linha 1xΩ
(desbalanço)

- desbalanço não excita modos de backward

𝐿𝐴 ≠ 𝐿𝐵

- efeito giroscópico “abre” as frequências dos modos cônicos          
(modos com rotação do plano do disco)

• Caso LA ≠ LB

- modos cônicos e modos cilíndricos são acoplados

- ocorre veering das frequências (frequências não se cruzam)



Conclusão

• Efeito da geometria do eixo

- Se Ip < It ,           modos cônicos e modos cilíndricos aparecem na resposta ao desbalanço

- Se Ip > It :           apenas modos cilíndricos aparecem na resposta ao desbalanço do sistema LA = LB

apenas modos cônicos aparecem na resposta ao desbalanço do sistema LA ≠ LB

𝐼𝑝 = 1,5 𝐼𝑡𝐼𝑝 = 1,5 𝐼𝑡



Dúvidas ?


