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Modelo Matemático do Rotor de Laval (aula anterior)

Hipóteses: • rotor centrado no eixo (equidistante dos mancais)
• eixo tem rigidez k
• eixo tem amortecimento d
• massa do eixo muito menor que massa do disco
• CG do disco não alinhado com centro do disco
• mancais rígidos 

Equação de Movimento do Rotor de Laval

𝑚 0
0 𝑚

ሷ𝑦1
ሷ𝑧1
+

𝑑 −2𝑚Ω
2𝑚Ω 𝑑

ሶ𝑦1
ሶ𝑧1
+

𝑘 −𝑚Ω2 − 𝑚 ሶΩ + 𝑑Ω

𝑚 ሶΩ + 𝑑Ω 𝑘 −𝑚Ω2
𝑦1
𝑧1

= 𝑚𝑒Ω2

−𝑚𝑒 ሶΩ



Modelo Matemático do Rotor de Laval (aula anterior)

Rotor de Laval em Regime Estacionário

• Apresenta órbitas circulares

• Máximo raio da órbita na velocidade crítica

• Autocentragem em velocidades supercríticas

ൗΩ 𝜔𝑛

Rotor de Laval em Regime Não Estacionário

• Máxima amplitude não ocorre na velocidade crítica

• Autocentragem em velocidades supercríticas

• Quanto maior a aceleração angular:

- Menor é o pico de ressonância

- Maior é a modulação da resposta

ൗΩ 𝜔𝑛
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Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancais Ortotrópicos
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Hipóteses: • rotor centrado no eixo 
(equidistante dos mancais)

• eixo rígido
• eixo tem amortecimento d
• massa do eixo muito menor que massa do 

disco
• CG do disco não alinhado com centro do disco
• mancais com rigidez ortotrópica (ky ≠ kz) 
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r0

e
𝐵1𝒓0 =

0
𝑦1
𝑧1

𝐵1𝒆 =
0
𝑒
0

y1

z1

Vetores de Posição

Vetores de Velocidade

𝐵1𝒓𝐶𝐺 = 𝐵1𝒓0 + 𝐵1𝒆 =
0

𝑦1 + 𝑒
𝑧1

Vetor posição do CG

𝐵1𝛀1 =
Ω
0
0

Vetor velocidade angular da base B1

𝐵1𝒗0 =
𝑑

𝑑𝑡 𝐵1𝒓0 + 𝐵1𝛀1 × 𝐵1𝒓0 =
0

ሶ𝑦1 − Ω𝑧1
ሶ𝑧1 + Ω𝑦1

Vetor velocidade do centro do disco

𝐵1𝒗𝐶𝐺 =
𝑑

𝑑𝑡 𝐵1𝒓𝐶𝐺 + 𝐵1𝛀1 × 𝐵1𝒓𝐶𝐺 =

0
ሶ𝑦1 − Ω𝑧1

ሶ𝑧1 + Ω 𝑦1 + 𝑒
Vetor velocidade do CG
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Vetor de Aceleração

𝐵1𝒂𝐶𝐺 =
𝑑

𝑑𝑡 𝐵1𝒗𝐶𝐺 + 𝐵1𝛀1 × 𝐵1𝒗𝐶𝐺 =

0
ሷ𝑦1 − ሶΩ𝑧1 − 2Ω ሶ𝑧1 − Ω2𝑦1 − Ω2𝑒

ሷ𝑧1 + ሶΩ𝑦1 + 2Ω ሶ𝑦1 − Ω2𝑧1 − ሶΩ𝑒

Equação de Newton

𝑚𝐵1𝒂𝐶𝐺 = 𝐵1𝒇 = −𝐵1𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 − 𝑑𝐵1𝒗0

Forças nos mancais é melhor descrita no referencial inercial:

𝐼𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 = −𝑲𝑚 𝐼𝒓0 onde: 𝑲𝑚 =

0 0 0
0 𝑘𝑦 0

0 0 𝑘𝑧

Y

Z

Y1

Z1

φ = Ωt

CG
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Mas: 𝐼𝒓𝑜 = 𝑻𝜙
𝑇
𝐵1𝒓𝑜 =

1 0 0
0 cos𝜙 −sin𝜙
0 sin𝜙 cos𝜙

0
𝑦1
𝑧1

=
0

𝑦1 cos𝜙 − 𝑧1 sin𝜙
𝑦1 sin𝜙 + 𝑧1 cos𝜙

Então: 𝐼𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 = −𝑲𝑚 𝐼𝒓0 =

0
−𝑘𝑦 𝑦1 cos𝜙 − 𝑧1 sin𝜙

−𝑘𝑧 𝑦1 sin𝜙 + 𝑧1 cos𝜙

⇒ 𝐵1𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 =

0
− 𝑘𝑦 cos

2𝜙 + 𝑘𝑧 sin
2𝜙 𝑦1 − 𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 𝑧1

− 𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 𝑦1 − 𝑘𝑦 cos
2𝜙 + 𝑘𝑧 sin

2𝜙 𝑧1

𝐵1𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 = 𝑻𝜙 𝐼𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 =
1 0 0
0 cos𝜙 sin𝜙
0 −sin𝜙 cos𝜙

𝐼𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 ⇒Portanto:

𝑚𝐵1𝒂𝐶𝐺 = 𝐵1𝒇 = −𝐵1𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 − 𝑑𝐵1𝒗0Porém, a equação de Newton está escrita no referencial auxiliar B1:
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Equação de Movimento do Rotor Rígido sobre Mancal Flexível Ortotrópico

Equação de Newton

𝑚𝐵1𝒂𝐶𝐺 = 𝐵1𝒇 = −𝐵1𝒇𝑚𝑎𝑛𝑐𝑎𝑙 − 𝑑𝐵1𝒗0

Inserindo-se os vetores na equação de Newton:

𝑚 0
0 𝑚

ሷ𝑦1
ሷ𝑧1
+

𝑑 −2𝑚Ω
2𝑚Ω 𝑑

ሶ𝑦1
ሶ𝑧1
+

𝑘𝑦cos
2𝜙 + 𝑘𝑧sin

2𝜙 −𝑚Ω2 𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 − 𝑑Ω −𝑚 ሶΩ

𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 + 𝑑Ω +𝑚 ሶΩ 𝑘𝑦sin
2𝜙 + 𝑘𝑧cos

2𝜙 −𝑚Ω2
𝑦1
𝑧1

= 𝑚𝑒Ω2

−𝑚𝑒 ሶΩ
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Condição de Regime Estacionário ቊ
Ω = 𝑐𝑡𝑒
ሶΩ = 0

Então: 𝐵1𝒇𝑒𝑞 =
𝑚𝑒Ω2

0
= 𝑐𝑡𝑒

Se as forças equivalentes são constantes:

Portanto:
𝑘𝑦cos

2𝜙 + 𝑘𝑧sin
2𝜙 −𝑚Ω2 𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 − 𝑑Ω −𝑚 ሶΩ

𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 + 𝑑Ω +𝑚 ሶΩ 𝑘𝑦sin
2𝜙 + 𝑘𝑧cos

2𝜙 −𝑚Ω2
𝑦1
𝑧1

= 𝑚𝑒Ω2

0

ሷ𝑦1
ሷ𝑧1
=

ሶ𝑦1
ሶ𝑧1
=

0
0

𝑦1
𝑧1

= 𝑐𝑡𝑒e

𝑦1 =
𝑘𝑦sin

2𝜙 + 𝑘𝑦cos
2𝜙 −𝑚Ω2 . 𝑚𝑒Ω2

𝑘𝑦𝑘𝑧 −𝑚Ω2 𝑘𝑦 + 𝑘𝑧 + 𝑚Ω2 2 + 𝑑Ω 2

𝑧1 =
− 𝑘𝑧 − 𝑘𝑦 sin𝜙 cos𝜙 + 𝑑Ω .𝑚𝑒Ω2

𝑘𝑦𝑘𝑧 −𝑚Ω2 𝑘𝑦 + 𝑘𝑧 + 𝑚Ω2 2 + 𝑑Ω 2

⇒
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Resposta em Regime Estacionário

Modelo Matemático do Rotor Rígido sobre Mancais Ortotrópicos

Definindo-se as frequências naturais:
𝜔𝑦
2 =

𝑘𝑦

𝑚

𝜔𝑧
2 =

𝑘𝑧
𝑚

E sabendo-se que: 𝑎) sin𝜙 cos𝜙 =
1

2
sin 2𝜙

𝑏) 𝜔𝑦
2 sin2𝜙 + 𝜔𝑧

2 cos2𝜙 =
1

2
𝜔𝑧
2 +𝜔𝑦

2 +
1

2
𝜔𝑧
2 − 𝜔𝑦

2 cos 2𝜙

Chega-se a:

𝑦1 =
ൗ1 2 𝜔𝑧

2 + 𝜔𝑦
2 + ൗ1 2 𝜔𝑧

2 − 𝜔𝑦
2 cos 2𝜙 − Ω2 . 𝑒Ω2

𝜔𝑦
2𝜔𝑧

2 − Ω2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2 + Ω4 + ൗ𝑑 𝑚Ω
2

𝑧1 =
− ൗ1 2 𝜔𝑧

2 − 𝜔𝑦
2 sin 2𝜙 + ൗ𝑑 𝑚Ω . 𝑒Ω2

𝜔𝑦
2𝜔𝑧

2 − Ω2 𝜔𝑦
2 +𝜔𝑧

2 + Ω4 + ൗ𝑑 𝑚Ω
2

Função da 
posição angular 
do eixo !!!
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𝑦1 =
ൗ1 2 𝜔𝑧

2 + 𝜔𝑦
2 + ൗ1 2 𝜔𝑧

2 − 𝜔𝑦
2 cos 2𝜙 − Ω2 . 𝑒Ω2

𝜔𝑦
2𝜔𝑧

2 − Ω2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2 + Ω4 + ൗ𝑑 𝑚Ω
2

𝑧1 =
− ൗ1 2 𝜔𝑧

2 − 𝜔𝑦
2 sin 2𝜙 + ൗ𝑑 𝑚Ω . 𝑒Ω2

𝜔𝑦
2𝜔𝑧

2 − Ω2 𝜔𝑦
2 +𝜔𝑧

2 + Ω4 + ൗ𝑑 𝑚Ω
2

Resposta em Regime Estacionário

≡

𝑦1 =
𝐵

𝐴
𝐶 + 𝐷 cos2𝜙

𝑧1 = −
𝐵

𝐴
𝐸 + 𝐷 sin 2𝜙

Onde:

𝐴 = 𝜔𝑦
2𝜔𝑧

2 − Ω2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2 + Ω4 + ൗ𝑑 𝑚Ω
2

𝐵 = 𝑒Ω2

𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 − 𝜔𝑦

2 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ‼!

𝐸 = ൗ𝑑 𝑚Ω



Regime Estacionário 

Considere: 𝑎) 𝑘𝑦 < 𝑘𝑧 ⇒ 𝜔𝑦 < 𝜔𝑧

𝑏) 𝐸 ≪ 𝐷 ⇒ 𝑧1 ≈ −
𝐵

𝐴
𝐷 sin 2𝜙

Ω ≪ 𝜔𝑦 𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2 ≈ ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ 𝐶 > 𝐷
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Regime Estacionário 

Ω ≈ 𝜔𝑦 𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2 ≈ ൗ1 2 𝜔𝑧
2 − 𝜔𝑦

2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ 𝐶 ≈ 𝐷
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Regime Estacionário 

𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ 𝐶 < 𝐷

𝜔𝑦 < Ω < ഥ𝜔 onde ഥ𝜔 = ൗ1 2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2

φ
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C
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Regime Estacionário 

𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − ൗ1 2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ 𝐶 = 0

Ω = ഥ𝜔 onde ഥ𝜔 = ൗ1 2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2
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Regime Estacionário 

𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ

𝐶 < 0
𝐶 < 𝐷

ഥ𝜔 < Ω < 𝜔𝑧 onde ഥ𝜔 = ൗ1 2 𝜔𝑦
2 + 𝜔𝑧

2
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Regime Estacionário 

Ω ≈ 𝜔𝑧 𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2 ≈ ൗ1 2 𝜔𝑦
2 − 𝜔𝑧

2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ 𝐶 ≈ −𝐷
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Regime Estacionário 

Ω > 𝜔𝑧 𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ

𝐶 < 0
𝐶 > 𝐷
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Regime Estacionário 

Ω ≫ 𝜔𝑧 𝐶 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 + 𝜔𝑦

2 − Ω2

𝐷 = ൗ1 2 𝜔𝑧
2 −𝜔𝑦

2 = 𝑐𝑡𝑒
ൡ

𝐶 < 0
𝐶 ≫ 𝐷
𝑦1 → 𝑒

φ

z1

D

-D
90o

180o

270o

360o0o

φy1

-C D
90o

180o

270o

360o0o
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órbita circular

AUTOCENTRAGEM
(forward whirl)



Regime Estacionário 
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• Duas velocidades críticas

• Precessão Direta em Ω < ωy

e Ω > ωz

• Precessão Retrógrada em 
ωy <  Ω < ωz

• Autocentragem em Ω >> ωz

• Praticamente apenas uma 
velocidade crítica

• Precessão Direta em toda a 
faixa

• Autocentragem em Ω >> ωz



Conclusão

Rotor Rígido em Mancal Ortotrópico (baixo amortecimento)

• Apresenta órbitas elípticas

• Precessão Direta em Ω < ωy e Ω > ωz

(órbita no mesmo sentido da rotação do eixo) 

• Precessão Retrógrada em ωy <  Ω < ωz

(órbita em sentido contrário ao da rotação do eixo) 

• Autocentragem em Ω >> ωz

• Duas velocidades críticas (uma para cada direção)

Rotor Rígido em Mancal Ortotrópico (alto amortecimento)

• Praticamente uma velocidade crítica apenas

• Não ocorre precessão retrógrada

• Apresenta órbitas elípticas

• Autocentragem em Ω >> ωz



Dúvidas ?


