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LAPLACE VS FOURIER

Transformada de Laplace (1785)

A transformada Fungdo da varidavel complexa s = o + jw

de Laplace
transtorma um
sinal em um plano
complexo s.

Funcdo do tempo (frequentemente
mudando em t = ()

Usada em controle, estabilidade
Transformada de Fourier (1822)

A transformada de
Fourier fransforma o
mesmo sinal no plane jw e
€ um caso especial da
transformada de Laplace
ovde a parte real € D.

Funcdo da frequéncia w

Fungdo do tempo, geralmente periddica
ou de duracdo infinita

Usada para andlise em frequéncia
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LAPLACE VS FOURIER

Transformada de Laplace (1785)

Fungdo da varidavel complexa s = o + jw
Funcdo do tempo (frequentemente

transformada mudando em ¢ = 0)

de Laplace de
x(t) é a  Transformada de Fourier (1822)

Usada em controle, estabilidade

1‘;&‘431%*”.\/'%3@ Funcdo da frequéncia w
e FO%?)@V_G? Funcdo do tempo, geralmente periddica
X e

ou de duracdo infinita

Usada para andlise em frequéncia
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—ot

e e—jwt

VS e‘j‘“t

No dominio de Laplace, s =1 + jw onde 0 é a parte real e a parte
imagindria representa a componente oscilatéria. A transformada de Laplace é
muito usada na andlise de sinais transitérios, ou seja, para analisar ndo apenas
o componente oscilatério (senoidal), mas também o componente de amplitude
decrescente de um sinal complexo ou resposta de um sistema complexo a um
impulso. Importante quando um sistema acaba de receber alguma
perturbacgdo externa e estd a caminho de atingir um estado estacionario em
algum momento futuro.

A amplitude do sinal decai (ou aumenta) exponencialmente e atinge um valor
estaciondrio. Nesse momento, e torna necessdrio analisar apenas a componente
oscilatéria ou sinusoidal. Conseqientemente, a transformada de Fourier é
usada na andlise de sinais em estado estaciondrio.
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RESPOSTA EM FREQUENCIA |

O termo resposta em
frequéncia significa a
resposta em regime
permamente de um
sistema a uma entrada
senoidal.

[Ogata]




RESULTADOS DE UM TESTE DE UM VEICULO
EM UMA ESTRADA DE PERFIL SENOIDAL,
COM VELOCIDADE CRESCENTE

Até 40 Km/h as oscilagdes do condutor acompanham as da viq, ié, quando a
via sobe, o condutor sobe a mesma amplitude e vice versq;

Aos, aproximadamente, 70 Km/h a amplitude das oscilacées do condutor é
muito maior do que a amplitude do perfil da vig;

A 80 — 85 Km/h a amplitude das oscilagdes é semelhante & observada a
70 Km/h ; no entanto, a diferenca de fase é da ordem dos 1809, i.e.,
quando a via sobe, o condutor desce no assento, quando a estrada desce o
condutor bate com a cabeca no capo;

A 150Km/h as oscilagdes sdo quase imperceptiveis ao condutor, e a

condugdo se torna bastante agraddvel !
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Animation by Ames Bielenberg

http://lpsa.swarthmore.edu/Bode /BodeWhat.html##section15
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http://lpsa.swarthmore.edu/Bode/BodeWhat.html##section15

ONDA SENOIDAL

Para Sistema LIT, se a entrada é uma onda senoidal a uma
frequéncia particular, entdo a saida serd ...

r(t) = A;, sin(wgt (t) =777
() n ( O) SLIT y

Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica 10



y(t) =7r(t) * g(t)

eamneee——— (1)  ——

Ajpwg Ain®o
R(s) = S + wg? G( ) N = CWRW =66 )SZ + wy?
———————————— S -_—
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(s+2z)(s+ z,) ...

(s +p)(s +py2) ..
A; in@Wo

G(s) =

S+jwg S—Jwy

O e S g T e T gy e Ty e P T gy

Resposta forcada Resposta natural
thm = 0 (sistema estavel: p; > 0)
—00
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Y(s) = R(s)G(s) = ——— + —= +z Ki.

S+jwg S—Jwy

c1(s — jwg) + c2(s + jwg) + (s — jwe) (s + jwg) Xi-

[

Ainwo ks B
Y — G —
() =726 (s = jwo) (s + jao)
1= — jw, . 2 0
= G =——JG
C; ST o, (s) o 5 (Jwo)
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£ o e e e 1 e 1 o o i 'Umc parte
:A A : i I que vai
I n . .
y(t) ={—=jG(—jwg)e ot jG(jwg)el@otifipereoer
1 2 ) | | regime
'\ ______________________________________________ : =es'rOIC|onc:r|o

Resposta forgada y,, () ...

Resposta natural yp, (t)

A; _ A |
V,(t) = = jG(—jwg)e T@ot — —ZjG(jwy)e/®ot
p > >

G(jwy) é um ndmero complexo, e pode ser, portanto, escrito como:

6(~jwo) = 16(wg)le/* Gwo) =16G@le™® ot )

--_—-_—---_—-_-‘--‘

I e(jw0t+¢) — e_(ijt-l_d))
yp() = Ainl G (o) —
: J

’-——-_———————————-’

-y o Iy e =N
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' Uma parte

i— ------------ TTTTTTT T 1-4 -__-_--__-----——----i ‘que vai
. m . .
Y(t) = ]G(_](Uo)e Jwot ]G(]wo)e]a)oh_l_‘lparcOem
] 2 2 | ,regime
e o e e e e e e e e e e e e e ‘ | estaciondrio
Resposta forgada y,, () L oo
y y Resposta natural yp, (t)
Yp(t) = —=jG(—jwg)e™ @0t — —=jG(jwg)el ot
G(jwy) é um ndmero complexo, e pode ser, portanto, escrito como:
G(—jwo) = |G(jwe)le™/? G(jwo) = |G(jwy)|e/?
Relagdo de Aout Angulo de
amplitude My (jwo) = Ay - |— ----- . .--I--. fase

yp(t) — m.lG(]a)O)l'Sln(a)Ot +' ¢)
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X(w) =A(w) + jB(w)

A(w) = Re[X(w)]
B(w) =Im|X(w)]

X(w) = A(w) +jB(0)=|X(w)|2¢ = X(w)e/®—

\ em radianos

em graus

=
N\
e
=
!
=
N
S
S
\—r/
=
_I_
fso)
N\
S
\—r/
=

1 B ((,l)) 1 e]e

' ¢ = atan | (@) |~

PN @), /‘f e

Fungdo impar )
A(w) eixo real

Produto e Divisao Potenciacéo e radiciaco:
AZG8 A
_— é(ﬂ'— ] t _ A@ )
Csé6 C 4 (AZ0) = A"£(0-a)

eixo

ALO-CLp=A-CLEO+0) JAZO =4ALO +a)

imagindrio
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ONDA SENOIDAL

Para Sistema LIT, se a entrada é uma onda senoidal a uma frequéncia particular, entdo a saida
serd também uma onda sinusoidal na mesma frequéncia, mas com diferente fase ¢p = argG(jwg) e

amplitude A,y = Ain|lG(Jwo)|.

' Sistema Dindmico

Sinal de entrada Sinal de Saida

r(t) = A;, sin(wgt) G (S)
R,

Amplitude Frequéncia Ganho

y(t) = Apye sin(wot + @)

O f

Defasagem

Funcao Resposta em Frequéncia

G(jw) = G(s)

S=jw
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RESPOSTA EM FREQUENCIA DE UM SISTEMA
DE PRIMEIRA ORDEM

Funcdo de transferéncia,

i(t) F
G(jw) V.(jw) 1 1 ‘ iy ‘
w) = — —
Vi(jw) ~ 1+4jwRC 1+ jwr ! !
dv,.(t v;(t) = vr(t) + v (t)
v;i(t) = RC c;t( ) + v.(t)

@ Laplace

Vi(s) = RCsV.(s) + V.(t)
m=) V:(s) = (RCs + 1)V.(s)
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RESPOSTA VS ESTIMULO SENOIDAL

r(t) = Ay, sin(wt) 1 y(t) = Ayye sSin(wt + @)

#

W Tl R T —

a resposta é também uma onda senoidal com frequéncia _

3 T T ¥ T T - T T -
> MY : - ‘g : : r : = F

. Y . . N - - N ! ] : Z
o igual & onda senoidal do sinal de entrada  esf 2 v e
' : oy B B :

Razdo de amplitude, Mp(w)

1
Mp(w) =
\/1 + (wT)?
Angulo de fase,
$(w) = —tan~! wr
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EXEMPLOS

Analisar a relagdo entre entrada e saida do SLIT de primeira ordem definido
anteriormente para as seguintes funcdes:

= v;(t) = 3sin 30t R
« v,(t) = 35sin(30¢ + 40°) O Y\
- v;(t) = 3sin(10t + 40°) i) ¢ v, (t)

= v;(t) = 3 cos(10t)
= v;(t) = sin(70t)
= v;(t) = sin(90t)

Considere R = 100Q e C = 1mF
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_ 1
Gljw) = 1+ 01w

r(t) = sin(wt) y(t) = A,y sin(wt + @)

\ 4

vi(t) = sin 30t v, = 0.95 sin(30t — 71.6°)

Razdo de amplitude, Mp(w)

Angulo de fase,

-l 180
$lw) =—tan" Wi _ =130 x 0.1) X — = —71.565°

T
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voltagem [V]
L

A = 3, wD=30, phi =0

Va

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
tempo [s]
v;(t) = 3sin 30t
v, = 0.95sin(30t — 71,6°)
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voltagem [V]

Lt

Lad

0.0

Va

Ano 2023

0.2

= 3, w0=30, phi =40

0.4 0.6
tempo [5]

0.8

14
v;(£) = 3sin(30¢t + 40°)
v, = 0.95 sin(30t — 31,6°)
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voltagem [V]

L

Ll

0.0

0.2

Ano 2023

A =3, w0=10, phi =40

0.4 0.6
tempo [s]

Va

0.8 10

v;(t) = 3sin(10t + 40°)
v, = 2.12sin(10t — 5°)
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voltagem [V]

0.0

0.2

Ano 2023

A =3, wO=10, phi =90

0.4 0.6
tempo [5]

0.8

Va

10

v;(t) = 3cos(10t)
v, = 2.12sin(10t — 45°)
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A =1, w0=70, phi =0 A =1, w0=90, phi =0

100 100
0.75 0.75 1
0.50 0.50
0.25 = 025
]
—0.25 2 025
~0.50 —0.50
-0.75 v ~0.75
~1.00 Va ~1.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
tempo [5] tempo [5]
v;(t) = sin(70t) v;(t) = sin(90t)
v, = 0.1414 sin(70t — 81,9°) v, = 0.1104 sin(90t — 83,6°)
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voltagem [V]

voltagem [V]

0

-1

-2

-3

A =3, w0=30, phi =0

AR

-2
iV
—_— 3
00 0z 04 0é 08 10

tempo [s]
A =3, w0=10, phi =90

voltagem [V]

100
G 0.75
0.50
0.25

00

voltagem [V]

-0.25
—0.50
-0.75

-1.00

0.0 02 0.4 0.6 03 10
tempa [s]

Ano 2023

A =3, wO=30, phi =40

=
£
g 0
2
g
-1
-2
'
VEI -3
00 0z 04 06 03 10

tempa [s]
A =1, wo=70, phi =0

I .

MWWV § =
= -

A =3, w0=10, phi =40

Vi

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10
tempa [s]
A =1, wo=90, phi =0

O

MMM

0.0 0.2 0.4 0.6 03 10
tempa [s]
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[Defasagem)]

[Magnitude]

07

0.6

0.5

0.4

03

0.2

10

Ano 2023

20

0 40 50 B0 0
Frequencia

80

80
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o
~J
Bl

o
h

BODE

Em dB, mas
aprenderem 03

o
un

[Magnitude]
o
£

o
w

oS mais |
tarde 45

[Defasagem]
&
un

-80 Em escala logaritmica, mas

aprenderemos mais tarde

10 20 30 40 50
Frequencia
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Phase (rad)

Magnitude (dB)

0 000

—0.785

—1.571

1071

Ano 2023

Filtro passa baixa

10°

10°
Freguency (Hz)

101 10

10! 10
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E UM SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM?

A m=1kg
L AAAN . b =0.5Ns/m
k=16 N/m
KHHIXKKK b
k 2_1.6_16 b_2 _0.5_05 1—K—1—0625
m_ “nTT T m Cwn—l— ' kK 16
Kw? 1

s2+2(w, s+ w2 s2+s+1.6
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Magnitude, [dE]

Defasagem, [graus]

10

-10

|
P
=)

=100

=120

-140

-1&0

—180

101

107
AReeg(¥ndia, [rad/s]

101

mag, phase, omega = control.bode (G1)
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COMPORTAMENTO TIPICO DA
SUSPENSAQ DE CARRO

frequéncia de frequéncia de
ressondncia da ressondncia do
suspensdo pneu

https://www.mathworks.com/videos /understanding-bode-plots-why-use-them-1-of-4-76194.html
Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica 33



DIAGRAMA DE BODE O que o diagrama

representa?22?




BODE PLOTS

Os diagramas de Bode (de médulo e fase) sdo uma forma de
caracterizar sinais no dominio da frequéncia.

Diagrama de Bode de Médulo

|G(jw)| em dB X w (com escala logaritmica)

Diagrama de Bode de Fase

LG(].('U) em grqus X w (Com escqlq Iogqritmicq) Eng. Americano Hendrik Wade Bode

(1905-1982)
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MAS, AFINAL, O QUE E DECIBEL?

Unidade usada em engenharia para
expressar a razdo entre dois valores com
as mesmas dimensoes: indica a proporgdo
de uma quantidade fisica em relagdo a um
nivel de referéncia especificado ou implicito.

Como as quantidades na proporgcdo sempre
tém as mesmas dimensdes, as dimensoes se
cancelam; o decibel em si ndo tem dimensado.

_ 150 dB (jet take-off at 25m)

| 120 dB (threshold for pain/chainsaw)

G0 MU

| 100 dB (subway station)

50 dB (quiet office)

20 dB (recording studio)

L : )
A
0 dB (threshold of human hearing) 6)
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MAS, AFINAL, O QUE E DECIBEL?

A histéria do decibel é encontrada nas comunicacdes - particularmente, os cabos que
transportavam chamadas telefénicas. Os engenheiros perceberam que as primeiras
ligagdes perdiam a for¢a do sinal com a dist@ncia: os sinais ficavam mais fracos
quanto mais longe eles tinham que viajar. Para consertar a situagdo, os engenheiros
primeiro precisavam de um método para quantificar essa perda.

Miles of Standard Cable (MSC)

1 MSC correspondia a perda de poténcia ao longo de 1 milha de cabo telefénico

padrdo (= 1,6km) , a uma freqiiéncia de 5000 rad/s. Essa era a menor atenuacdo
média detectdvel para o ouvido humano.

\! .,
H L\;M/ Sistemas Dinamicos | #hra ™
/—\ /




PADRONIZACAO

Transmission Unit (TU)

Em 1924, o Bell Telephone Lab recebeu uma resposta favordvel a uma nova
definicdo de unidade entre membros do Comité Consultivo Internacional de

Telefonia de Longa Distdncia na Europa e substituiram o MSC pela Unidade

de Transmissdo (TU).

This new unit is defined by the statement that two amounts of power ditfer by one transmission unit
when they are in the ratio of 10'/1° (aprox. 1.25893), and any two amounts of power differ by N
transmission units when they are in the ratio of 10V In accordance with this, the number of
transmission units corresponding to the ratio of any two powers is ten times the common logarithm of
that ratio. [Originally reported in the Bell System Tech. Journal, January, 1929]
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HOMENAGEM. ..

Decibel (dB)

Em 1928, em homenagem ao pioneiro de telecomunicagdes
Alexander Graham Bell, o Bell Telephone Lab renomeou a
TU para Bel e, finalmente, por questdes de unidade,
deciBel. Em termos de poténcia P, ou voltagem V,
respectivamente,

P
Ganho (dB) = 101log (ﬁ)
i

V.
Ganho (dB) = 201log (70>
i
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DECIBEL SEMPRE DESCREVE UMA PROPORCAO

2010g10 1 —_ O dB

20log,, V2 =10log,, 2 = 3 dB

20 10glO 2=6dB 1 6 dB para cada fator de 2 (oitava)

20log,, 4 = 12 dB

Um ndmero maior que uma unidade apresenta
um valor positivo em dB, enquanto um nimero

2010g19 7 = —3 dB (half power = 10l0g;, )

menor que a unidade apresenta valor negativo.

201og,, 10 = 20 dB

20 dB para cada fator de 10 (década)
2010g,, 100 = 40 dB
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DIAGRAMA DE BODE

Um grdéfico de w em escala logaritmica é usada para frequéncia para

garantir que cada década (0,1-1, 1-10,10-100, etc.) receba o mesmo espaco
no grafico.

m 20 Espagamento igual para
/ é mesmo nimero de décadas
=3
. . g5 £ —40
O diagrama de Bode compreende 2 grdficos: canho 2 \
. em =
logiow versus 20 logo|G(jw)] decibeic o . . .
log,,w versus arg G(jw) 0.000
5
E —0.785
~ L[] E
Os PLOTS de ganho e fase sdo alinhados £
. F énci -
um em cima do outro. redpentia em-1.571
escala 101 100 108 102
logaritmica.

Freguency (Hz)
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FUNCOES DE TRANSFERENCIA

Para gerar o diagrama de Bode temos que verificar a resposta do sistema a onda
senoidal, e como fazemos isso22¢?

Através da andlise da fungdo de transferéncia!

Portanto, a pergunta é,

Quais as caracteristicas importantes da fungdo de transferéncia,
responsaveis pela mudanca de amplitude e de fase da onda senoidal de
entrada?
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LEMBRE-SE: POLOS E ZEROS o)
DA FUNCAO DE TRANSFERENCIA “° ™5

Equacdo Caracteristica:

O polinémio p(s) é chamado de polinémio caracteristico de G (s), ou o polinémio caracteristico do
sistema. A equacdo
p(s) =0

é chamada de a “equagdo caracteristica” do sistema.
Pélos da funcgdo de transferéncia:

As raizes do polinémio caracteristico sdo chamadas de pdlos do sistema. Ou sejq, os pdlos sdo as
solugcdes da equagdo caracteristica.

Zeros da fungdo de transferéncia:
As raizes do numerador de G () séo chamadas de zeros do sistema. Ou seja, os zeros sdo as solugdes

da equacdo q(sg =0
n
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FATORES BASICOS PARA CONSTRUCAO
DE UM DIAGRAMA DE BODE

emsS O ganho de Bode, K

1 n
Os fatores integrativos (polos na origem) (E)

Os fatores derivativos (zeros na origem) s™

1 n
Fatores de primeira ordem tipo polos reais (TS+1)

Fatores de primeira ordem tipo zeros reais (s + 1)"

1 n
Fatores de segunda ordem ou quadrdticos tipo polos complexos ( )

n
Fatores de segunda ordem ou quadrdticos tipo zeros complexos (1 + —€S + 2 )
n
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EXEMPLO

Escreva a fungcdo de transferéncia abaixo inteiramente em termos de fatores bdasicos,

2(s + 30)
s(s+2)(s%2+ 25+ 2)

G(s) =

45




FATORES BASICOS PARA CONSTRUCAO
DE UM DIAGRAM DE BODE

em jw O ganho de Bode, K

1 n
Os fatores integrativos (polos na origem) (]—w)

Os fatores derivativos (zeros na origem) (jw)"

1 n
Fatores de primeira ordem tipo polos reais ( )
jot+1

Fatores de primeira ordem tipo zeros reais (s + 1)"

1 n
Fatores de segunda ordem ou quadrdticos tipo polos complexos o)
1+2<({)—n+]w—2
n

. 2\
Fatores de segunda ordem ou quadrdticos tipo zeros complexos <1 + 2¢ (]Uw + (Ja(:)z) )
n n
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FATORES BASICOS

2
K(tys + 1) (1 IO (j—z>
n
G(s) = 2{2 S;lz ‘ Fungdo de transferéncia
s(tys+ 1)1+ 2Ls + =
( ' )< Wn, (1)7%1>

w)*
K(tyjw + 1) (1 + ]a) + (]wn ) ‘ Fungdio resposta em
2
frequéncia
F )2
(jw)(tyjw + 1) (1 + ZC —=jow + _(]a;) >
nl wnl

Gw) =

47
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AMPLITUDE E FASE

)2
|K||12]a)+1|‘1+ ]a)+(]ww)
G(w)| = (]:2)2
. . _1.
jwl|ltyjow + 1] ‘1 + wnljw + o,

1G(jw)lap = 2010g|G (jw)

: : 205 » (]-w)z . . 207
IG(w)lap = |Klgp + |T2jw + 1lgp + ‘1 +w_ 5 — |jwlgg — ltgjw + 1z — |1 + — jw

np; nz lgap ny

(2

£G(jw) —LK+L(T2](1)+1)+L<1+—]

np

Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica 48



IDEIA. ..

Uma vez familiarizados com os fatores bdsicos apresentados, é possivel utilizd-
los na construgdo dos diagramas de Bode das demais fungcdes de
transferéncia.

Portanto, nas préximas aulas vamos mostrar os diagramas de Bode (médulo e
fase) para cada um dos fatores bdsicos vistos.
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Vantagens em trabalhar com resposta em frequéncia usando diagramas de Bode

1. O projeto de compensadores dindmicos pode ser completamente baseado em diagramas de
Bode.

2. Diagramas de Bode podem ser determinados experimentalmente.

3. Diagramas de Bode de sistemas em série sao simplesmente somados, o que € bastante con-
veniente.

4. O uso da escala log permite que uma faixa de frequéncia muito mais larga seja apresentada
em um tnico diagrama, o que ndo seria possivel usando a escala linear.

E importante que o engenheiro de controle de sistemas entenda as técnicas de tragado do
diagrama de Bode por muitos motivos: este conhecimento permite ao engenheiro ndao apenas lidar
com problemas simples, mas também executar uma verificacdao nos resultados computacionais
para os casos mais complicados. Muitas vezes, aproximacoes podem ser usadas para esbogar ra-
pidamente a resposta em frequéncia e deduzir a estabilidade, bem como para determinar a forma
das compensagdes dindmicas necessarias. Finalmente, uma compreensao do método de tragado €
util na interpretacao de resposta em frequéncia de dados que foram gerados experimentalmente.

Sistemas de Controle para Engenharia - 6ed
G. F. Franklin, J. D. Powell, A. Emami-Naeini
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A flor que desabrocha
na adversidade é a mais rara
e mais bela de todas.
Mulan.

Proxima aula: construgdo do
diagrama de Bode para
fatores caracteristicos de
sistemas de primeira ordem
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