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“Everyone wants the project

5’ to be good, fast and cheap...
/ /,; pick two!”
- Unknown
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ANALISE E SINTESE DE UM SINAL

Dominio da frequéncia

[}

Dominio do tempo

Ano 2023

Cada transformada possui uma equacdo de
andlise (também chamada de transformada
direta) e uma equagdo de sintese (também
chamada de transformada inversa). As
equacoes de andlise descrevem como calcular
cada valor no dominio da frequéncia com base
em todos os valores no dominio do tempo. As
equacoes de sintese descrevem como calcular
cada valor no dominio do tempo com base em
todos os valores no dominio da frequéncia.
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OUTRAS MANEIRAS DE
ESCREVER A SERIE.. | dosSériedeFourier

Forma exponencial




LEMBRANDO QUE A SERIE DE FOURIER...

a
x(t) = 70 + Z (a, cosnwyt + b, sinnw,t)

n=1
pJnwot 4 p—jnwot eJNwot _ ,—jnwot
t = sinnwot = :
COS Nw > 0 2
2 2
a, = ?j x(t) cosnwotdt n=1,2,.. Qg = Tf x(t)dt
T T
2 . _
b, = Tf x(t) sinnwotdt N =12, ..
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| ANALISE — FREQUENCIA PARA TEMPO

a
x(t) = 70 + Z (a,, cosnwyt + b, sinnwyt)
n=1

e]nwot + e—]nwot

COSNwyt =

2
ejna)ot _ e—jnwot
sinnwyt = 2]
(1 _
s(an—jbn)  n21
— . _ 1 1 _
x(t) = 2 X[n]e/nwot X[n] = 1 > o 0 » X[+n] =§(a|n| F jbin))
1
n=-—oo — : < — an = 2 R(X[n])
2 (@ +jbm) n< -1 b, = —2 Im(X[n])
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a .
70 + Z(an cos nwyt + b, sinnwyt) = Z X[n]e/n®ot

n=1 n=—oo

O termo constante

1
5{1{] = X[D]

as partes do sinal que oscilam uma vez em um periodo de T segundos,

a; cos(wpt) + by sin(wpt) = X[—1]e 79 4 X[1]e 7t

as partes do sinal que oscilam duas vezes em um periodo de T segundos,

ay cos(2wpt) + be sin(2wpt) = X[_Q]E—j%ut 4 X[2]E+j2wnt

... € assim por diante.
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E A SINTESE — TEMPO PARA FREQUENCIA?

2
a, = —j x(t) cosnw,yt dt
Para n # 0, TT
1
_ = < 2
T
ejnwot + e—jnwot ejnwot o e—jnwot
COS nwyt 5 sin nw, 2
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1 1
X[n] = 5 (a, —jb,) = Tf x(t)[cosnwyt — jsinnwyt]dt
T

1 1
f(a" — jby,) = Tf x(t)[cosnwyt — jsinnwyt]dt
T

dt

e]na)ot 4 e—]na)ot ejna)ot - e—jnwot
x t — ] :
(t) J 2
T

1 1 ;
X[n] = E(a" — jb,) = ?f x(t)e Inwot ¢
T
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Similarmente,

1 1
X|—n] = > (a, +jb,) = Tf x(t)[cosnwyt + j sinnwyt]dt
T

1 1
E(an + jb,) = Tf x(t)[cosnwyt + jsinnwyt]dt
T

1 1 :
X[=n] = (ay + jby) = = f x(£)eInwot gt
T

Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 11



FORMULACAO COMPLEXA DA SERIE DE FOURIER

OU SERIE EXPONENCIAL DE FOURIER

Sintese

x(t) = 2 X[n]e/nwot

n=—oo

Harménicos distanciados Aw = wg = 21 /T (wy: frequéncia fundamental)

Andalise

1 .
X[n] = ?j x(t)e IM@oldt
T

X[n]e/™®ot + X[—n]e /@0t & o0 n —ésimo harménico do sinal.

Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatronica 12



POR EXEMPLO...

Encontre a série exponencial de Fourier que descreve a fungdo harménica x(t) abaixo.

Qual a amplitude do primeiro harménico da fungdo?

x(t)

r 0 5 10 15 20 25 t
T

2 2
x(t+T)=x(t), onde T é o periodo, de modo que wy = ?n = % = 120
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| RESOLUgAO UTILIZANDO

T

a, = —j x(t) cosnwyt dt
0
T

b, = —j x(t) sinnwyt dt
0

1
X[+n] = E (a|n| $]’b|n|)
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| RESOLUgAO UTILIZANDO

2 T 2 5 T,
ao=7j0 x(t)dt_%igj de=4 0 5 10 15 20 25 {

T
a, = —j x(t) cosnwyt dt
0
2 T
b, = —j x(t) sinnwyt dt
0

X[in] = %(aw ijb|n|)
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RESOLUQAO UTILIZANDO

10 15 20 25 t
T

T 2 5 T,
aoz—j x(t)dt——8j1dt=4 | 0 c
0 20

2

T 2 5
a, = —j x(t) cosnwyt dt = %Bf cosnwyt dt =
0

e 40 . T 8 m
sin na)o—snnsm nlO_nnsng

Snw,

T
b, = —j x(t) sinnwyt dt
0

X[+n] == (a|n| +]b|n|)
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RESOLUQAO UTILIZANDO

aO:TfO x(t)dt_%igv[ Lde=4 0 5 10 15 20 25 t
T

2 (T 2
a, = —j x(t) cosnwyt dt = %Bf cosnwyt dt =
0

e 40 . T 8 m
sin na)o—snnsm nlO_nnsng

Snw,

T 2 > 8 s
b, =—j0 x(t)sinna)otdt—%8f sinnwyt dt = - cosnE—ll

1 — .
tn] = 5 (@) F jbini)
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RESOLUQAO UTILIZANDO

aO:TfO x(t)dt_%igv[ Lde=4 0 5 10 15 20 25 t
T

2 (T 2
a, = —j x(t) cosnwyt dt = %Bf cosnwyt dt =
0

e 40 . T 8 m
sin na)o—snnsm nlO_nnsng

Snw,

T 2 > 8 s
b, =—j0 x(t)sinna)otdt—%8f sinnwyt dt = - cosnE—ll

8 s s
X[+n] = —(a|n| +]b|n|) = [smn2 + j (cosnz — 1)]
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SN U1 S W DN

AN VLD

1 _
X[tn] = E (Cl|n| +]b|n|)
- n | a, | b, |
0 4
1 g
T
2 0
3 &
3
4 0
5 El
5w
6 0
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2.0 -

1.5 -

1.0 -

0.5 -

0.0 -

_{].5 =
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RESOLUCAO UTILIZANDO

1 .
X[n] = Tj x(t)e IM@oldt
T
T 5
X[n] = lf x(t)e IM@otdt = i8] e Jnwoldt =
T ), 20° ),
8 oy 877 /"7 — o]
= |1 7] = _
jnim nm 2]
T
8¢="q |7 — ¢=I7] 8 . [ m\ _jm
= : =—sm(n—)e 4 =
nm 2] nm
T
v
0 e/0 —e=J0
SIN0 = 2]
Ano 2023

.12
8 [e—Sjna)O _ 1] — 8 [_8—5]11%
—20jnpwy 20.n2_7t T
L I20
_2m  2m 1
@o =T T 20
sin(nt/4) _. @ _ _inT
e "1 = 2sinc(nm/4)e "2
nm/4
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—6

COMPARANDO... b

—4

| -3

X[n] = 2sinc(nm/ 4)e_j"% =2 Smg;jil}) eI 7
~1

X[1] = 0
1

2

3

4

5
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—6
COMPARANDO... B

—4

n (nm/4) _jm -

X[n] = Zsinc(mt/é})e_j"Z =2 Smn274 e "z .

: ~1

X[1] =2 S‘“:/Tf) e/3 = gsm(n/ll) eI = gge-u :
o m o m N2 A2 1
A ) :

i1 8\/_<\/_ \/_> 4 4 3
=22 \7 /2 )=7 7% '
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10 -

0g -

06 -

0.4 -

0z -

DE UMA OLHADA NO NOTEBOOK...

1 1
X[n] = A~Zsinc (mr p)
T T

Dominio do tempo

0o - | AN (S |

=15 -1.0 -0.5

* And*2023"

15

777
X[n] = smc - |ie 4
versus /

T T

P2 A=8:42=2

T 4 T

x(t)
; 1
Tp | |
0 5 10 15 20 25 t
T

2|0 . A . A
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FS

PROPRIEDADES DAY =(t) < XIn]
SERIES DE FOURIER  yt) &5 Y[l

Linearidade

Translagdo no tempo

Translagdo na frequéncia

Sinal refletido (reversdo no tempo)
Escalonamento no tempo

Multiplicagdo e convolugdo

N o O~ N =

Derivada e Integral
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E SE A FUNCAO RETANGULAR FOR
DESLOCADA = = T,,/2 NO TEMPO?

Da propriedade de deslocamento T no tempo,

Tp
ly —j 2m 2T 2}
Y[n] = A%sinc(nnTp/T)e et Wy = —
T -
' _20_1 Tp 215 00 25 50 75 100 125 150 175 200
—=—=,,A=84—-=2 : T
P s Ta ATl Ay Y[n]=231nc(n )e
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VOLTAMOS AO PULSO RETANGULAR...

Ano 2023

10 -
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02 -

0.0 -

20

-15

-1.0

Dominio do tempo
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05 o
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0.0~
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Dominio da frequéncia
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T=40,7,=0.5 T=40,7,=1.0 T=40,7,=2.0

0025 ~ 005 ~
0012 - F 1y Y
\ / \
kY . 13 -
1 » .

0010 - ¢ 0.020 - t i 004 -

0.008 -
0.015 - ¢ . 003 -
0.006 - ' 1
0.010 - F * 002 -
0.004 -
’ ] 0.005 - ‘. .' 0.01 - 1
0002 - .: .'. 4 Y !
! " '\\- l \ ‘f _."""-_. + 4 ._.""i__
J 5 0.000 - e 4 £ T AR § / 4 § \ 3 A
0.000 - L1 t ] ; 1 ', 3 " ._.
\ ' NS A
Vi 1Y % ! % 4 14 Vil
£ b 4 k! ¢ V! s
o002 A S -0.005 - L S 001 - W 'Y
15 10 -5 0 5 10 15 15 10 -5 0 5 10 5 15 10 3 0 5 10 5
0.05 - ~ =
Y . p=0.5
3 el Quando o tamanho do pulso
0.04 - o t T_ =20 .
I P retangular Tp de um sinal

D03 periédico diminui, o sinal vai

0oz -

se aproximando de um

. 1 4 L L Tp
D01 - impulso e o lé6bulo principal
0.00 - do dominio da frequéncia
T
o0l L aumenta.
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0.10 -

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0.02 -

0.00

—0.02 -

T=20,T, =20

- [(nm
sinc

T

Amplitude

Ano 2023

0.05 -

0.04 -

0.03 -

0.02 -

0.01 -

000- +

—0.01 -

010 -
008 -

006 -

T=10,7, =20 T=80,7, =20
fy 0025 - }.i‘\‘
0010 -
! 0.005 -
o, ~ "‘q_".
' -_-' '.__ .
Y ._- 0.000 -
v v,
W o ~0.005 - ..\\_;"‘ \U.e"
-10 = 0 5 10 15 -8 -5 -4 -2 0 2 4
- «  T=20 .,
T=40 Quando o periodo T de um
T=80
sinal periédico aumenta, a
A frequéncia ®, = 2rt/T
v diminui e o termos

harmonicamente
relacionados ficam mais

préximos na frequéncia.

=20 -14d 0 10 20 30
Frequéncia w
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SUMARIO DA SERIE DE FOURIER

Formulagdo senoidal Formulagdo exponencial

x(t) = % + Z(an cos nwot + by, sin nwgt) x(t) = Z X[n]e/n@ot
n=1 L
Anadlise 5 , 1 |
anp = Tj x(t) cosnwyt dt, b, = 7] x(t) sinnwyt dt X[n] = ?J x(t)e—/n@ot gt
T /] J

Harménicos distanciados Aw = wy = 21 /T
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Este ndo é um sinal periédico.
Queremos calcular seu espectro
usando andlise de Fourier, mas
aprendemos que o sinal deve ser
periddico.

O que fazer?

ety | sl hhﬁﬁﬂﬂﬂ.M MM AM (1
i P




Este ndo é um sinal periédico. Queremos
calcular seu espectro usando andlise de Fourier,
mas aprendemos que o sinal deve ser periddico.
O que fazer?

OHHHHH!
O que fazer?2?

2.5 | T I

x(t)

0.5
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Assim eu resolvo...

2.5

T T T T T
xr, (t)

20 i
151 :
1 _
0.5 -

0 ] 1 | ] 1

0 5 10 15 20 25
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Assim eu resolvo...

Mas ndo é o mesmo sinal...

2.5

X, (t)

Ano 2023

20

25
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2.5

1.5

1.5

0.5

0

60

Nés podemos|continuar fazendo isso,
I de modo que|os zeros em cada lado
tornem-se infinitamente longos.

O sinal agora tem apenas
a parte da informagdo
que nos interessa com
zeros que se estendem ao
infinito para cada lado.
Declaramos que este é um
sinal periédico com
periodo .

T})iinoo xr (t) = x(t)

0 Ano20230 20 30 40  Sistem56 Dinamicos 60ara Mecatronica 39



LEMBRAM-SE DA IDEIA???

T=20,1, =20 T=40,7, =20
010~ b4 005 - ~
0.08 - 0.04
0.06 - 0.03
0.04 - 0.02
002 - 001 -
P e
A AN A AN, AN - N
R AV VAL AR RN A 000 4 A\t f
VALVIRY ViRY. L
v v WS \o
—0.02 - b W —0.01 - LY 1
—30 20 10 0 10 20 3'0 15 -10 5 o 5 10 15
010 - - T=20
T=40
0.08 - T=80
0.06 -
0.04 - B

Amplitude

-30 -20 -10 0 10 20 0
Frequéncia w

Ano 2023

0025 -
0.020 -
0.015 -
0.010 -
0.005 -
0.000 -

-0.005 -
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T=80,7, =20

-~
LY

Quando o periodo T de um sinal periédico
aumenta, a frequéncia ®, diminui e o termos
harmonicamente relacionados ficam mais
préoximos na frequéncia.

40



—2T,

_To/z

_TO

A xg,(0)

-T/2 T/2

x7,(t)

~T/2 T/2

xg, (t)

-T/2 T/2

Ano 2023

To

To/2 t

oo, I { { 1r, oo

Tee 'M' 'H' Tee

r
T
L

F
F T
d

%ﬂew' | kwmw

WMW
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Um sinal aperiédico pode ser visto como
um sinal periédico com um periodo infinito.

X[n] = lf x(t)e In@otdt

T
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Aw =N+ 1wy —nwy = wyg =—
n-ésimo harmonico

: Aw . ;
x(t) = lim Ej x(t)e In@ol gt gJnWot
T

n=—0o

Se T — o, o somatério — integral,

nwg —> O,
1_Aa) de /2
T_Zn_) ®/2n
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TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier de um sinal x(t), simbolizada por

Fix(t)} = X(w)

permite expressar o sinal x(t) ndo periédico, como:

-+ 0o

J x(t)e I@tdt

— OO0

Vamos comparar com:

1 .
X[n] = Tf x(t)e IM@otdt
T
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A TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER

= —j j x()e 1@tdt e/?tdw

x(t)=% f X(w)e!®tdw
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FT

Analise

Sintese

Ano 2023

+ 00
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Um sinal aperiédico pode ser visto como

um sinal periédico com um periodo infinito.

1 dw
T >o0e=-——enwy—w
T 2m

FSR el F T

Sintese

= = [ x@eimantar | x@etorae
T — 00

Harménicos de amplitude X[n] distanciados Valores continuos X (w)
Aw = wg = 2 /T
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Amplitude

Time
Domain

Uep
Dp, amcy
_\\\
Frequency
g Domain
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MAGNITUDE E FASE

+ oo

X(w) = f x(t)e J@tdt

— 00

X(w) = |X<w>|eﬂ

Fase do espectro

Amplitude é uma fungdo par e fase é uma fungdo impar!
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+ 00 + 00 + 00

X(w) = j x(t)e J0tdt = j x(t) coswtdt + j j x(t) sin wt dt

— 00 — 00 — 00

X(w) = A() + jB(0)=|X(w)]26 = [X(w)|e/®

em radianos

1X(w)| = V[A()]? + [B(w)]2 em graus

B(w)
0 = atanA( ) p
@ Blw) I\
W
\APe

+ oo

A(w) = Re|X(w)] = j x(t) cos wt dt

— 00
400

A(w)| eixo real

eixo
imaginfrio

B(w) = Im[X(w)] = j x(t) sin wt dt

— 00
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Conventional CT Phase Contrast CT
Dose : 49+1 mGy Dose : 2.0 £ 0.1mGy

https://medicalxpress.com /news/2012-10-x-ray-breast-cancer-imaging-dose.html

Vacuum: n=1

Phase shift ¢

Medium: n=1-6+if8

https:/ /www.itnonline.com/article /spectral-imaging-brings-new-light-ct

A J

Propagation direction z

Imagens extraidas da Internet.
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EXEMPLO 1

x(t) = e *ult)

Calcular a transformada da fungdo: Lo

0.8
x(t) = ey (t),a >0

0a

x(t)

0.4

02

0o
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x(t) = e ¥y (t),a>0

+ o0 + 00
X(w) = j x(t)e Iotdt :> X(w) = J e~ Ate=Jwtdt
oo 0
X(w) =
Reescrevendo,
a—jw a—jw ,
X = — X(w) = —
(@) (a+jw)(a—jw) a*+ w? :> (@) /
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DIAGRAMA DE MODULO

X(w) = —J

X(@) =+ +

2X(w) = atan

_|_ =
(@® +w?)?*  (@*+w?)?* a2+ w?
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DIAGRAMA DE FASE

X(w) = —J
2X(w) = atan
—w W
/X(w) = atan— = —atan—
a a

Veja, na lista de exercicios, o

que acontece quando a — 0...
Ano 2023

20

an

-0.5

-1.0

-15

=2
-10

£ X (w)

=] 0 5
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EXEMPLO 2

Calcular a transformada da fungdo pulso retangular:

) 1se —T/2<t<T/2
x(t) = {O, ccC

x(t) A
Essa fungdo é comumente
chamada de
rect(t/T)
—T/2 0 T/2 t
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Dominio do tempo:

xit)

A=1T =2
10
00 +T/2
0g X(w) = / z(t)e Mdt = / Ae *tdt
' o0 T/2
0.6
HT/2 jwT/2 _ —jwT/2
Xw)= e =22 (e o )
w W
0.4 J T/2 J
70 70
0.2 sinf = < -e
2j
0.0 .
sinwT'/2 . wT
-3 -2 -1 0 1 7 3 X(UJ) — J‘él.frT/2 — ATSIIICT
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x(t) 1

sin(wT/2)

X(w)=T = T sinc (wT/2)

wT /2

-T/2 0 T/2 t

Largura de banda
T
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sli)

Xiw), co

20

15

10

05

0.0

—0.5

=1.0

-1.5

-10m -9n -Bm -In -6t -5 -4 -3m -2m -1m 0 1m 2n k' an 5 B i 8 9 10m
sin(wT/2) _
X(w) = AT wT /2 = AT sinc (wT/2) Portanto, mdximos e minimos da

fungdo sinc correspondem as
0X(w) interseccdes com a fungdio cosseno.

Fy 0 - cos(wT/2) — sinc(wT/2) =0
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As fungdes reais podem estar apenas no eixo real, tendo,
portanto, fases 0 ou 7, dependendo do sinal positivo
ou negativo da fungdo, respectivamente.

Diagrama de fase

.*llf.-:utl eixo real g y Am —
% 15
2X(w) = atan
0 se X(w)>0
LX((U) — ( ) 05
—1 se X(w) <0

0.0

-G 5n An -3n -2n -1 o 1n 2n in 4n ) )
W
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X(w) =T sinc (wT/2)

04 T T ‘ T i T T
T =0.02

03 ‘ ‘ T =02 .
T=1.0
T =20

0.2 ++ -

03 : '
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0.2 - T T .
Essa relagdo bidirecional
015 = V. 1 , . .
=020 € muitas vezes escrito
oql _ como:
| 1-68(w
- 6(w)
0.05 | . 65(t)—>1
N N i
TNV A4 1 | | ” | |
\/ \/ 08 T =1.00 |
-0.05 : ' ' ' '
-150 -100 -50 0 50 100 150 06k i
w
__04F |
3
~ 0.2r 4
Of 4
0.2 1
0.4 ' ' ' ' '
-150 -100 -50 0 50 100 150
w
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| FT PARA IMPULSO UNITARIO &(t)

Se x(t) = 6(t),

+ o0 + 0o
X(w) = f x(t)e I@tdt = S(t)e /@tdt = 1

Impulso unitario contém componentes em todas as frequéncias.

X(w)=1

x(t) = 6(t)
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INVERSA DA FT PARA 6 (w)

Se,
X(w) =21 §(w)

Entdo, aplicando-se a equagdo de sintese da FT,
+ oo (0.0)
1 . 1 o
x(t) = — j X(w)el®dw = — j 26 (w)el®tdw = 1
2T 2T

x(t) =1 X(w) =2n6(w

t 0 )
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INVERSA DA FT PARA 6 (w — wy)

Se,
X(w) =21 §(w — wy)

Entdo, aplicando-se a equacgdo de sintese da FT,

X(w) =2n6(w — a)o)A

+o00 %)
1 . 1 . .
x(t) = — j X(w)e]wtdw i j 21T 5((1) —_ a)o)ef‘”tda) — e]a)ot
2T 2T

Similarmente:
X((U) =21 6((1) + (UO) — x(t) — e~ Jwot
X(w) =6(w+ wy) & x(t) = ie—jwot

Ano 2023
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- ENTAO....

BT T

5(t) ]
] 216 (w)
eJ Wot 216 (w — wg)
e ~JWot 216 (w + wg)
rect (t/T) Tsinc (wT/2)
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TRANSFORMADA DE FOURIER DA
FUNCAO COSSENO COS w,t

eJwot 1 p—Jjwol
2

x(t) = coswyt =
X(w)=n[6(w+ wy) + 5w — wy)]

Espectro de sinal cosseno tem dois impulsos em frequéncias positiva e negativa.

COS w\of x(t) - l X(w) ‘n
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x(t) = Acos(2mfyt — 6)

fo = 1OHZ
A=05
0 =m/6 (wot—6) | o—i(wot—0)
J\wot— —J\Wpl—
x(t) = cos(wot — 6) = ° J;e
ej(WQt—H) _|_ e—j(wa—e)
F{z(t)} = F : )
}:’(ej(w.;.t—ﬂ)) + ]—"(e—j(iﬂuf—e))
a 2
e PF(evot) 4 eI F (e iwot)
N 2
e 9218 (w — wo) + €9 2md(w + wy)

2
= (e 5(w — wp) + € §(w + wp))
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x(t) = Acos(2mfyt — 6)

fo = 10Hz
A=05
0 =m/6

X(w) = Am(e 6(w — wo) + € 8(w + wp))

B
16 Am=0.5m Am=0.5m
14 04
12
0.2
1a
08 0.0
06
-0.2
04
0.2 -0.4
0o
-30m -25m -20m -15m -10m Sm o 5m 10m 15m 20m 25m 30m
Ano 2023

-30m

£X(w)
=m/6
—6=—m6
-25m -20m -15m -10m -5n 0 5 10m 15m 20m 25m 30m
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FT PARA QUALQUER SINAL PERIODICO

Se pudermos usar a FT para

sinais periédicos também,
podemos seguir adiante e

co

z X[n] ejnwo t,

n=-—co

esquecer FS. Série de Fourier...

Sintese...

-+ 00

f x(t)e J@tdt

— OO
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FT PARA QUALQUER SINAL PERIODICO

Se pudermos usar a FT para

sinais periddicos também,
podemos seguir adiante e

co

z X[n] e/n@ot

n=—oo

esquecer FS. Série de Fourier...

Sintese...

x(t) = Z X[n] eJnwot

n=-—oo

+ oo o0 + oo

jx(t)e‘j“’tdt= z X[n] f eJnwoto—jwl gt

— 00 n=—oo — 00
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+ oo

+ oo

x(t)e I@tdt = z X[n] j e nWollo=JWE ¢

n=—oo — 00

X(w) que satisfaz essa equacgdio é chamado de

Trem de impulsos
E define a transformada de Fourier para sinais

periddicos em funcdo dos coeficientes X[n] da
série de Fourier exponencial.

Ou seja, FT de um sinal peridédico é uma versdo amostrada ! Resulta em um espectro discreto com impulsos nos
harmdnicos nw, de amplitude igual ao coeficiente da série de Fourier naquele harmdnico multiplicado por 2.
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FT PARA UM TREM DE IMPULSOS

Entdo, considere agora um trem de impulso

6, (t)

= sln SRRRNSRNAE

2T, =T, 0 T, 2T, t

No dominio da frequéncia, o trem de impulsos pode ser definido como,
0.0)

X(w) =27 2 X|n]é(w — nwy) X[n] = TLOJT x(t)e Inwol gt

n=—~0o 27T
Wy = 7+
Ty
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1 .
X[n] = —j x(t)e Mol (t
To Jr,

&, ()

X["]zTio i j+TO/25(t—nTo)e_j"‘“0tdt 1] T REEE

_1,/2 2T, =Ty 0 ' T, 2T, t

n=-—co

Dado que a fungdo t = §(t — nTy) é nula no intervalo [—T/2,T/2] paran +
0 tem-se somente um termo no somatério, de forma que,
co
+Ty/2

1 : 1 1

X[Tl] e z J S(t)e_]nwotdtz—lz—
T

0 —To/2 TO TO

n=—0oo

= e /0@t =1 n =0

=0,n#0 , o o
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—2T, -T, O T, 2T, t
‘ Um trem de impulso no tempo é
um trem de impulso na frequéncia
W00, (t)

A A A KX A A A A

—2wWy —Wy 0 Wy 2Wg W
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FUNCAO RETANGULAR

Suponha que a funcdo retangular que jd analisamos seja estendida e transformada
em uma fungdo periddica...

1
( T
1, se || <?p
x(t) = 4 T >
0, se =< |t| <T/2
L 2
0
2T o . t
x(t +nT) = x(t), Wy = — T L T
T 2 2 2 2
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Da aula passada:

T
_ _DP A
X[n] = T smc(nwOTp/Z) X(w)
I. 2 !
~94wo o
e —11lwy —3w, 3w, 2/5 “\\ 11w, &
S —Twg —w @o 7
gy . 0 ~2/3 Wo 13
_13(1)0 y, ‘/.- (UO
_5(1)0 5(()0
T,=2, T=4  wy=m/2
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Xiw)

T.
X[n] = ?p sinc(na)OTp/Z)

00 Tp |
Xr(w) =27 2 ?smc(na)oTp/Z) S(w —nwyp)

n=—oo
n+0

i0
25

nsncim2) =2
20
15
140
0.5

00

100we B -Bua -Ta -Bldg -Sida g -Jida -20da -lida 0 iTA 2l Jia g Sido Bida Tida Bidg =AY 104wa
Ano 2023 w Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica 80



~T,/2 T,/2

X(w) =T, sinc (pr/Z )

Se x7(t) é a extensdo
periédica de x(t), com o
periodo T, entdo os

coeficientes da
Transformada de Fourier,
Xr(w), de x7(t), e
X(w), de x(t), séo

relacionados por:

2
Xr(@) = X (nwp)
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PROPRIEDADES DA
TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier é uma
ferramenta muito valiosa na
andlise de sinais e sistemas no
dominio da frequéncia. As
propriedades da FT fornecem
insights sobre muitas
propriedades ou resultados no
processamento de sinal.




DUALIDADE

—jwt
Transformada direta e inversa sdo similares! j_oox(t)e dt\
Pequenas diferengas: o)

= O fator 2 que aparece na equagdo inversa x(t)

\zi j ooX(a))ef“’tdt/
T J_wo

Para qualquer relacdo entre x(t) e X(w), existe uma relagéo dual, obtida trocando x(t) e
X(w) (com pequenas modificagdes),

* O indice exponencial com sinais opostos

Base para dualidade de tempo e frequéncia:

x(t) —— X(w)

X(t) . 21 x(—w)
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rect(t/T) = Tsinc (wT/2)

x(t) A X(w) A
1
21T 2T
T T
> A N
—T/2 T/2 t \J \/
Tsinc (tT/2) — 2w rect(w/T)
CTFT
x(t) A X(w) 4
21
2T 2m
T T
Uf“‘\v/,\ /\vﬁ\_’,
\V V4 t —T/2 T/2
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LINEARIDADE

A propriedade de linearidade ou de superposicdo de efeitos estabelece que
combinagoes lineares no dominio do tempo correspondem a combinagdes lineares no
dominio da frequéncia.

ax(t) + by(¢) > aX(w) + bY(w)
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TRANSFORMADA DE FOURIER

x(t) = 4cos(2m10t + m/3) + 24 sin(2w100t — /8)

Use as seguintes fungdes,

x(t) = coswyt - X(w)=n[6(w+ wy) +6(w— wy)]

sin(wot + m/2) = cos wyt

x(t) = 4cos(2m10t + w/3) + 24 sin(2w100t — w/8)
x(t) = 4cos(2m10t + m/3) + 24 cos(2m100t — 57 /8)
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x(t) = 4cos(2m10t + w/3) + 24 cos(2m100t — 57 /8)

_8 e e o
2
— A1
o -
z LT flHz]
-100 -10 10 1(.)0
51t/8 s | |
0 I : TTE/?) ;
o ' | flHz]
L -1t/3 l
——————————————————— -5m/8
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TRANSLACAO NO TEMPO

Transladar um sinal no dominio do tempo faz com que a transformada de
Fourier seja multiplicada por uma exponencial complexa.

_ —jwty
x(t —tg) e X(w)

Este resultado mostra que retardar um sinal por ty segundos ndo altera o
espectro de amplitude. O espectro de fase, no entanto, é alterado por —wty.
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ATATATAVATAVNANEY

Ano 2023

cos wt atrasado de ty é dado por: cos(wt — wty)

O principio do desvio de fase linear é muito
importante, e vamos encontrd-lo novamente,

por exemplo, em filtragem de sinal sem
distorcdo.
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1 x(t) X(w)AT

41T 2T 0 2T 41T
- - t —_— — — —
2 2 T T T T
Jxiw)]
: %15

|Xtw)]
x(t) | 1
3 i
0 Z ﬁ 5_T t '
4 4 4

Ano ZOLD 2 1 0 1 2 3

LX(w)
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ESCALONAMENTO NO TEMPO

A compressdo de um sinal x(t)
no dominio do tempo ' X()|
resulta numa expansdo no ‘ = /\
dominio da frequéncia e ="
. 9 a 0 a = '=-2-...______;,, 1 f 1“"'-'_'--‘-'-2.“= -
vice-versa. -5 - -2 - - S w
x(t) b'¢
| @) | 4,
. 1 w s =t 2 /\ P -
x(at) > X | — » 0 s a -, W =
lal a 2 2l = «
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ESCALONAMENTO NO TEMPO

A compressdo de um sinal x(t) X(w)
no dominio do tempo |
resulta numa expansdo no
dominio da frequéncia e
vice-versa. 0 a
_ 2t
2 2
x(t)
1 w
x(at) > —X (—)
|a| a —a 0 a ¢
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| DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

A transformada de Fourier converte a operagdo de diferenciagdo no tempo na
multiplicagdo por jw na frequéncia.

dx(1)
dt

> JwX(w)

f | x(T)dt > _1 X(w) +1X(0)o(w)
— oo Jw
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CONVOLUCAO

A transformada de Fourier da convolucdo de dois sinais é o produto das
transformadas desses sinais.

w(t) = x(t) *y(t) - W(w) = X(w)Y(w)

Portanto,

w(t) = x(OY() » W) = 5~ X(w) * V(@)
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x(t) %—? g(t) = x(t) cos wyt

 MODULACAO

;//—\_/’l Onde y(t) = coswyt
.“_,;;::::_"'1 modulante G(w) = ziﬂ}((w) * Y (w)
\ ﬁ'h 1 ﬂ\{”c . %/MX(A)Y(MA)GT)\
nda

J \4 portadora -
. o 006 ——tr :%f X(A)é(w—)&—wu)dk—l—% / X(A)d(w — A+ wp)dA
M | ﬂ ”\[\ Ond
] | \' VW\ mu 'u'ul modulada = 3 X~ ) + 5 X(wtw)
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x(t) X(w)

10 200
175
08
150
125
0.6
100
04 0.75
0.50 modulador i
0.2 . r(t)=e
portador
0.00
y(t) = cos 20t
3 -2 -1 0o 1 2 3 30 -20 -0 0 W 20 30
_ -t
glt) Glw) g(t) = e "l cos 20
e H Dominio da frequéncia,
3§ 9
0.75 08 X(w] — 5
050 A 1 ' 1+ w
0.00 1
-0.25 | 0.4 G(w) = ﬂx(w) Y (w)
—0.50 i l
AU 0.2 ‘
-0.75 1 1
G(w) = +
~1.00 -

0.0
= 2 -1 o0 1 2 3 -3 -20 -0 0 1 20 30
Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica 96

1+ (w—20)% 1+ (w+20)



Ano 2023 Sistemas Dinamicos | para Mecatrénica 97



 TRANSLACAO NA FREQUENCIA

Transladar um sinal no dominio da frequéncia faz com que o sinal
no dominio do tempo seja multiplicado por uma exponencial
complexa.

jwot _
el Pol x(t) mX(a) Wg)
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RESPOSTA IMPULSO E CONVOLUCAO

O sistema é completamente caracterizado pela fungéo resposta ao impulso, h(t). A
saida y(t), é obtida no dominio do tempo por Convolucdo
(00)

y(t) = f h(t — D)x()dt x(t) - y(t)

Ou, no dominio da frequénciq,

Y(w) = Hw)X(w)

onde H(w) é a resposta em frequéncia do sistema, definida como a transformada de
Fourier de h(t),

Hw) = fh(t)e‘j“’tdt
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Venha preparado.
Reveja a aula de hoje.
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