MAT-2127 — CALCULO II PARA A QUIMICA
PRIMEIRA LISTA DE EXERCICIOS-2023

I. Curvas no Plano e no Espaco

Exercicios 0.1.
1 - Desenhe as tmagens das sequintes curvas, indicando o sentido de percurso:

a. y(t) = (cos?t,sint),0 < t < 27 b. y(t) = (sint,sin’¢t),t € R
c. y(t) = (2+cost,3+4 sint),t € [-m,n] d. y(t) = (e’ cost,e’ sint),t >0
e. y(t) = (sect,tant),t €] — 5, ] f.yt)=(2+et3—¢e"),t>0

2 - Esboce e parametrize cada conjunto C como uma curva:
a. C={(z,y) eR*: 2’ +y?’ =4, y> -z ey >z}
b. C:{(x,y)eRz:%—@:l ey <0}

3 - Considere f(x) = (\3/3?)2

a. Mostre que a funcao f nao € derivdvel em x = 0.

b. Determine uma curva v: R — R2, derivdvel e cuja imagem seja igual ao grifico de f.

c. Interprete geometricamente o fato de f nao ser derivavel em x = 0, mas a curva vy ser derivdvel em tg,
onde y(tg) = (0,0).

4 - Esboce uma familia de curvas de nivel das sequintes fungoes:
T+
a. f(z,y) =~ z”; b. fz,y) =2 — /1 —y%;

T 22y
c. f(z,y)= 22 d. f(z,y)= PENE

5 - Encontre uma parametriza¢do para a curva de nivel k de f nos casos:
a. f(xz,y) =a+2y—3,k=-2; b. f(z,y) =2 —/1-2y%k=5; c. f(z,y)
6 - Esboce os grificos de:

1
27

= —— Lk=1.
2 —y

a. f(z,y)=1-z—y; b. f(z,y) = x2x+1; c. flz,y) = Va2 + 9%

d. f(z,y) = 42* 4+ y*; e. f(z,y) =y* —a?; £ flz,y)=y*+1;

g flz,y) =y*+ux; h. f(z,y) = zy; i f(z,y) =eVoHy?;

o flz,y) = W; k. f(z,y) = (z —y)*; L f(z,y) = 22 4+ 4% + 2y + 3;
m. f(mvy) = W; n f(l':y) = 1I1(9.%'2 +y2); o f(x7y) 2 - v .T2 +4y2;
p. f(z,y) =vV2*+y*=9; q. f(z,y) =22 +y*+1; r. f(z,y)=y—222 -1

7 - Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x,y,z) € R? tais que:
a. r+2y+3z=1; b. 22 +2y2 +322=1; c. 22 +y>—22=0;
d. 22+ > —22=—-1; e. 22+ y>—22=1; f. 2?2 —y2=1;
g. 22 —y? 422 =1.
Quais dessas superficies € grifico de wma funcio f : D C R? — R?
8 - Desenhe a imagem de cada uma das sequintes curvas:
a. y(t) = (1,¢,1); b. v(t) = (cost,sint,2);
c. v(t) = (e"tcost,etsint,e”t),t >0; d. y(t) = (t,cost,sint),t > 0;
e.y(t) = (sint,sint,v/2cost),0 <t < 2m; f. y(t) = (1 +sint,1+sint,cost).
9 - Em cada caso, encontre uma parametrizacao para C e para a reta tangente a C no ponto P:

a. C:{(m,y,z)ER3\:p2+y2+z2:1 ez::L‘—l—l} e P:(—%,g,%).

b. C={(z,y,2) eR® | 2® + 1+ 22 =1le(@—- 1) +y*+ (-1’ =1} e P=(3, 2 1)
1



c. C:{(my,)e]l@‘z—y — 2’ ex +y—1} PZ(@,@,O).
d. C’:{(x Y, 2) € R3‘$ +y — 222 *ley—2z+1} e P:(—ﬂ,—l,—l)
e. C={(n,y,2) R’ |z=zea’+y’=2} e P=(3,5,3)
fC:{(a:y,)ER3‘z:\/meZ:2x+1} GP:(O,l,l)
2£C2+4y2
10 - Sej LA
gef@y) = g

a. Esboce as curvas de nivel de f dos niveisc=1,c=2 e c=3.
b. Encontre uma curva derivdvel v, definida num intervalo I C R, cuja imagem seja a curva de nivel de f

do nivel c = 1.

c. Determine o vetor tangente 4 curva vy, que vocé encontrou no item anterior, no ponto (—1,0).

d. Seja T :[0,27] — R3 dada por T'(t) = (sint,cost, 2(t)). Sabendo que a imagem da curva estd contida no
grdfico de f, encontre o vetor tangente a I' em I'(%).

Respostas 0.2.
2 - a. y(t) = (2cost,2sint),t € [Z, 27| b. v(t) = (1 + 2tant, 3sect),t €]%, 3T ;

4-a. () =(t5(1-1),teR, X:(%,i)Jr/\(?,—))\ER

b. (t): 5—|—cost,fsmt)t€[ 55l X =(6,0)+A(0,1),AeR

c. y(t) = (sect,tant), te]%”,g[u]g,%f[, X = (\/5,1) (\f, 2, eR

9 -a. y(t) = 1(cost —1,v/2sint,cost + 1), t € [0, 27, X:(%,{,QHA( 1,0,—1),A€R
b. v(t) = (1 — cost,v2sint,cost + 1), t € [0, 2n], X =(3%5H+X10,-1), eR

c. ¥(t) = (cost,sint, — cos(2t)), t € [0, 27|, X = (§,§,0)+/\( 1,1,2/2),A e R

d. ~(t) = (\fcost —1—|—2smt —1—1—511175) t € [0, 2], X =(—v2,-1,-1) + )(0,2,1), A € R
e. v(t) = (5 + 3 cost, 3sint, 3 + 1 cost), t € [0, 2n], X=(333+A101), eR

f. y(t):(i(ﬂ-l),t,%(t%l)), teR, . X=(0,1,1)+X(1,2,2),\ € R.

10-a c=1: 22432 =1c=2:y=ley=—l;c=3: - + ¥ —1;

b. y(t) = (sint, <)t 0,27]; e (0, ) d. (L, =3 3y,

II. Limites e Continuidade

Exercicios 0.3.
1 - Calcule os sequintes limites, caso existam. Justifique quando nao existam:

z?y cos(a? + y?)

a. lim 2& b. lim 5 5 ;
(z.y)—(0,0) 22 + y (,9)—+(0,0) 22y
C. 1 gj d. hm %;
(z,9)—(0,0) 22 + 9/ (z,9)—(0,0) 22 + 7Y + y
. 222 + 3xy + 4y? . 2y
e. lim ; L lim ——;
(zy)—(00) 322 + 5y (z,)—(0,0) 24 + 32
N b pn sinG@®+y?)
" ()= (00 23—y D @y)—00) at4y?
i im M : j lim 2’ sin i :
" (@y)—(00) 22+ 32 " (@9)—(00) 22 + 32 Vi +y?)
ko hm  Sytyihet ooy dsinG® 4yt
" (@y)—=(00) @y —ayd " (2)—(0,0) y* + sin(z2 + y2)

:c3y4 4 .CC5 3/y4

m lim ——————; n lim 221 — cos(® + %)
C@ay)—00) 28 +y8 T T (@y)500) (22 4+ 92)3




2 - Decida se os limites abaizo existem, determinando seu valor em caso afirmativo:
sin(z? + y?)

a. ; b. lim (22 +y?)n(2? + y?);
(29)=(00) 22 + 3 e (T Ty )@+ )
. li 21 3 2 2 t —); d. li 21 3 2 9 ¢ by
C (z,y)ir%o,(])x n(3z* 4 y*) arctan (yg — x2) (xjy)lghyl)x n(3z* + y*) arctan (y2 - x2)
3 - Seja
1
x? 5

f(l’ y) _ m y S€ (x,y) 7& (070);

L, se (xz,y) =(0,0).
Eziste algum nimero real L para o qual f seja continua em (0,0)? Justifique.

3z —1)* + (y — 1)
. :

4= Seja floy) = =5

a. Esboce as curvas de nivel de f nos niveis k=1 e k = 3.

b. Eziste lim  f(z,y)? Justifique.
(z,y)—(1,1)

Respostas 0.4.

1 - a. nao existe; b. 0; c. 0; d. nao existe; e. nao existe; f. nao existe g. nao existe; h. 0; i. 0; j. 0; k.
nao existe; 1. 1; m. ndo existe; n. 0.

2-a. 1;b. 0; c. 0;d. nao existe.

8-L=0.

4 - b. O limite nao existe.

II1. Derivadas Parciais, Diferenciabilidade e Plano Tangente

Exercicios 0.5.
1 - Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes:
Y
(a) f(z.y) = arctg (2)  (b) fla,y) = In(1 + cos(ay?))
~ 2 2\ =3 sen(z2y) af
2 - Dada a fungao f(x,y) =xz(x”+y*) 2e Y ache 8—(1,0).
fis
Sugestao: Neste caso, usar a definicao de derivada parcial € menos trabalhoso do que aplicar as regras de
derivacao.
2
Ty '
3 - Seja f(z,y) = 22+ g’ se  (z,y) # (0,0);
0, se  (x,y) =(0,0).

0 0
(a) Mostre que as derivadas parciais —— e —f existem em todos os pontos.

or 0Oy
(b) f € continua em (0,0)?
(c) f € diferencidvel em (0,0)?

3
x
4 _ Seja f(x,y) — ma se (ﬂf,y) 7é (O’O)a
0, se  (z,y) = (0,0).
(a) Mostre que f é continua em (0,0).
(b) Calcule g(o 0) e g(() 0)
) ox "’ oy
(c) E f diferencidvel em (0,0)?
. of
2 e =L 1 2
(d) Sao 9 © By continuas em (0,0)

5 - Seja g(x,y) = &/324 + 2y, Mostre que g ¢ de classe C' em R2.




6 - Determine o conjunto de pontos de R? onde f nao € diferencidvel, sendo:
(a) f(z,y) = /2 +y (b) f(z,y) = =zly|
(¢) f(z,y) = eVt (d) f(z,y) = cos(v/x* + y?)
7 - Ache a equacao do plano tangente e a equac¢ao da reta mormal a cada superficie no ponto indicado:
(a) z = e®° no ponto (0,0,1) (b) z=¢e"1In(¥), no ponto (3,2,0)
8 - Mostre que os grdficos das fungoes f(x,y) = Va2 +y? e g(z,y) = 1—10(x2 +y?) + % se intersectam no
ponto (3,4,5) e tém o mesmo plano tangente nesse ponto.

9 - Determine uma equagao do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao grdfico de
g(z,y) = 23y. Eviste um s6 plano?

10 - Determine k € R para que o plano tangente ao grdfico de f(z,y) = In(x? + ky?) no ponto (2,1, f(2,1))

seja perpendicular ao plano 3r + z = 0.

IV. Regra da Cadeia

Exercicios 0.6.

w w
1 - Calcule B e M pela regra da cadeia e confira os resultados por meio de substituiciao sequida de aplicagio
U

das regras de derivacao parcial.
(a) w=2a2?+y?% z=1>+u? y="2tu.
(b) w= W; x =tcosu; y=tsenu.
2 - Sejam f : R? — R, diferencidvel em R?, com Vf(—2,—2) = (a,—4) e
g(t) = f(2t3 — 4t t* — 3t).
Determine a para que a reta tangente ao grifico de g no ponto de abscissa 1 seja paralela a reta y = 2x + 3.

3 - Seja f:R?2 = R, f com derivadas parciais continuas em R? e tal que 2x +vy + 2z =T € o plano tangente
ao grifico de f mo ponto (O,2,f(0, 2)) Seja
g(u,v) = u f(sen (u? — v?), 2u20).
Determine a € R para que o plano tangente ao grdfico de g no ponto (1, 1,9(1, 1)) seja paralelo ao vetor
(4,2,a).
4 - Seja f = f(x,y) uma funcdo de classe C? e seja g : R? — R dada por
g(u,v) = uf(u? —v,u+ 20).

Sabendo que 3z + by = z + 26 é uma equagao do plano tangente ao grdfico de f no ponto (1,4, f(1,4)),

0% f 0% f 0% f 0%g
1,4)= —=(1.4)=1¢e¢ —(1,4) = -1 —-2,3).
axﬁy( 4) 6x2( 4) ¢ 8y2( 4) , caleule Buav( 3)

V. Vetor Gradiente e Aplicagoes

Exercicios 0.7.
1- Se f(x,y) = 2% +44>, ache o vetor gradiente V f(2,1) e use-o para achar a reta tangente G curva de nivel
8 de f no ponto (2,1). Esboce a curva de nivel, a reta tangente e o vetor gradiente.

2 - Seja v a reta tangente a curva 3 + 3xy + y3 + 3z = 18 no ponto (1,2). Determine as retas que so
tangentes a curva 2 + xy +y? = 7 e paralelas a reta r.

3 - Seja f : R? = R wma funcio diferencidvel em R?. Fivado um certo P = (xq,y0) € R?, sabe-se que o
plano tangente ao grdfico de f mo ponto (azo,yo, f(xg,yo)) tem equacao —2x + 2y — z + 3 = 0. Determine,
entre as curvas abairo, uma que nao pode ser a curva de nivel de f que contém o ponto P:

23

W= (-1t)i  onw= (5.2 4n)i @0 =@,




4 - Considere uma funcio f:R? — R de classe C'. Suponha que:
(i) a imagem da curva plana v(t) = (cotg(t),sec?(t)), para t €]0,7/2[, esteja contida numa curva de nivel

de f.

o uw Yu ‘ ‘
(ii) a imagem da curva no espago o(u) =  Ju, u® + 1, 5 "y + 1), comu >0, esteja contida no grdfico
de f.

(a) Determine V f(1,2).

(b) Calcule %(1,2), onde U = (5, 7)
(c) Determine uma equagao do plano tangente ao grdfico de f no ponto (1,2, f(1,2)).

1 V3

5 - O gradiente de f(z,y) = 2% + y* € tangente a imagem da curva y(t) = (t2,t) em um ponto P = ~(to)
com tyg > 0. Considere a curva de nivel de f que contém P. Encontre a equagdo da reta tangente a essa
curva no ponto P.

6 - Sejam f : R? — R uma funcdo diferencidvel e y(t) = (t,2t%,t?),t € R, wma curva cuja imagem estd
contida no grdfico de f. Seja r a reta tangente a curva de nivel 4 de f no ponto (2,8). Sabendo que a reta r
contém o ponto (1,—4), determine o vetor gradiente de f no ponto (2,8) e a equagao do plano tangente ao
grdfico de f no ponto (2,8, f(2,8)).

7 - Seja f : R? — R wuma fungdo diferencidvel e seja ™ o plano tangente ao grifico de f no ponto
(0, Y0, f(z0,90)) € seja y(t) = (1 + 1,t),t # 0 uma parametrizagio para a curva de nivel 1 de f. Su-
ponha que y(ty) = (xo,y0) para algum ty. Determine uma equagao para o plano ™ sabendo que ele contém os

1
pontos (1,1, 2) e(4,1,2).
8 - Mostre que f(x,y) = ¥/ x%y € continua em (0,0) e tem todas as deriwadas direcionais em (0,0). A fungao
f € diferencidvel em (0,0)?
9 - Ache a derivada direcional mdzima de f no ponto dado e dé a direcao em que ela ocorre.
(a) f(z,y) = ze™¥ + 3y, (1,0); (b) f(z,y) = In(a® +y?), (1,2);
10 - Determine todos os pontos de R? nos quais a direcio de maior variacio da funcdo
f(x,y) = 2% + 9% — 22 — 4y € a do vetor (1,1).

11 - Seja f wma funcgao diferencidvel em R? tal que y(t) = (t + 1, —t?), ¥Vt € R é uma curva de nivel de f.

Sabendo que a—(—l7 —4) = 2, determine a derivada direcional de f no ponto (—1,—4) e na diregcao e sentido
x

o 3 4
do vetoru=(—-,- ).
55

12 - Sabe-se que f : R? = R € diferencidvel em R? e que o grdfico de f contém as imagens de ambas curvas

ttt 1 o of (1 1 . V2 V2
~y(t) = <—2,2,2> eo(u) = (u+1,u,u+2+u> , u# 0. Determme% (2,—2>, onde U = (2,2 :

VI . Aproximacao Linear

(1) 1 - Seja f(z,y) = In(x + y). Determine o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em volta do ponto
(%, %) Mostre que para todo (x,y) com x +y > 1,

In(x+y) — (z+y—1)] <%(m—|—y—1)2.

(2) 2 - Sejam f(z,y) = 2>+ 9> — 22 + 4y e Pi(x,y) o polindémio de Taylor de ordem 1 de f em volta do
ponto (1,1). Mostre que para todo (z,y) € R2 com |[r — 1| <1le|y—1| <1,

|f(z,y) = Pu(z,y)] < 5(z—1)*+6(y — 1),

Usando P;(z,y), calcule um valor aproximado para f(1,001, 0,99) e estime o erro cometido com
essa aproximagcao.




(3) 3 - Seja a funcdo f(z,y) = 2° + y> — 3zy + 8.
(a) Determine o polinémio de Taylor Pj(z,y) de ordem 1 de f, em torno do ponto (1,1).
(b) Escreva a Formula de Taylor para o resto Ey(x,y) = f(z,y) — Pi(z,y).
(¢) Usando o item (b), mostre que, para todo (z,y) € R? , com z > 1/2 e y > 1/2, vale que
Ei(z,y) > 3z —y)*

VII. Exemplos Adicionais

Exercicios 0.8.
w2y?
1 - Considere f(x,y) = ¢ 22+ y*’ se (z,y) # (0,0);
0, se (z,y) =(0,0).

(a) Mostre que f é diferencidvel em (0,0).
0 0

A ) 1S —— —_— " 1 ?
(b) As derivadas parciais E e 3y sao continuas em (0,0)
3
xy '
2- Seja f(z,y) =4 Z1g2 © (z,y) # (0,0);
03 se (l”y) = (O, O)
: of of
(a) Verifique que %(O,y) =y para todo y, e que 8—y(:c,0) =0, para todo x.
O’f o2 f
' = =1.
(b) Verifique que 900y (0,0) =0 e que 8y8x(0’0)
23
3- Seja f(w,y) =4 212 © (z,y) # (0,0);

0, se  (z,y)=(0,0).
(a) Calcule o gradiente de f no ponto (0,0).
d
(b) Mostre que %f('y(t)) #£Vf(v(t) - (t) emt =0, onde v(t) = (—t, —t).
(c) Seja it = (m,n) um vetor unitdrio (isto é, m?> + n*> = 1). Use a defini¢do de derivada direcional para
of
calcular ==(0,0).

. ou
(d) E f diferencidvel em (0,0)? Justifique.

3y
- Seja f(x,y) =4 zhr2 € (z,y) # (0,0);
07 se (337y) = (0,0)
0
Mostre que existem as deriwadas direcionais de f em todas as diregoes no ponto (0,0) e que 67{(0’0) =
U

(Vf(0,0),u) para todo vetor unitdrio u. A f € diferencidvel em (0,0)?

5 - Considere uma funcio f:R%?— R e responda se as afirmacoes abaizo sio falsas (nesse caso exiba um
contra-ezemplo) ou verdadeiras (nesse caso, justifique claramente):

(a) (1 ponto) Se, para todo vetor unitdrio U, a derivada direcional 3—{(0, 0) existe, entao f € diferencidvel
0]
em (0,0).
of ‘ . ) .
%(0,0) e 8—y(0,0) existem, entao f € continua em (0,0).
: . of , . , o of
(¢) (1 ponto) Se as derivadas parciais a—(O,) e a—(0,0) existem, entao a derivada direcional F(O’O)
x Yy v

existe, para todo o vetor unitdrio U.
(d) (1 ponto) Se f € diferencidvel em (0,0) e o gradiente V f(0,0) = (1,1), entao a derivada direcional

?(O, 0) = a + 28, para todo vetor unitdrio v = (a, f3).
U

(b) (1 ponto) Se as derivadas parciais




Respostas — Parte III.

af y af x
1 = ——F —_— = —
()8 ( y) l'2+y2’ S ay(xay) 33'2—|—y2’
of —y3sen (2zy3) af —3zy? sen (2zy°)

b) —= =7 - g/ il —

(b) 8 () 1 + cos?(zy?) ¢ oy () 1 + cos?(zy?)
2 -
3 - (b) Nao é continua em (0,0) (c) Nao é diferenciavel em (0,0).
4 - (b) gf (0,0) = gf((),O) =0. (c¢) Nao. (d) Nenhuma das derivadas parciais ¢ continua em

Y
(0,0).

6 - (a) f nao ¢ diferencidvel em nenhum ponto da reta y = —zx.

(b) f nao é diferenciavel nos pontos da forma (a,0) com a # 0.

(c) f é diferenciavel em R? pois é de classe C* em R2.

(d) O mesmo que o item (c).
7-(a)z=1 e areta X =(0,0,1) + A(0,0,1), A € R.

(b) e3y —22—2e3 =0 e areta X = (3,2,0) + A(0,¢e3,-2), A € R.
9- 6z —y—2z+6=0 (sim, s6 um) 10- k=38

Respostas — Parte IV

2-a=3 3-a=—4 4-91

Respostas — Parte V.

1-Vf(2,1)=(4,8) e aretaé z+2y—4=0.

2-4(x—1)4+5y—2)=0 e 4(z+1)+5y+2)=0. 3-(c)
1 2 3
- (a) Vf(1a2):<172>; (b) +4f e (¢)2x+y—22—2=0.
11
5-X= Z 5 +)\(—1,1),)\€R
6-Vf(2,8) =(12,-1) e 120 —y—2z=12, T-r4+y—2z=1
2 12
8 - f nao é diferenciavel em (0,0). 9-(a)v5 e (1,2); (b) 7 e (575)
4 2
10 - Em todos os pontos da reta z —y + 1 = 0. 11 - 5 3\2[

Respostas — Parte VI

2- Pi(x,y) =3+ Ty —5; f(1,001; 0,99) = 4,931 ; O erro é de 1073,
3-(a) Pi(z,y) =T; (b) Ei(z,y) =3 (c(x —1)> = (x — 1)(y — 1) +d(y — 1)?), para algum ponto

(c,d) interno ao segmento que une (z,y) a (1,1).

Respostas — Parte VII

1-(b). A 2 nao é continua em (0,0), mas a of o0 é.

ox y
3 - (a) V£(0,0) = (1,0) (c) gf (0,0) = m? (d) f nao é diferenciavel em (0, 0).

4 - f nao é diferenciavel em (0,0).




