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Modelos para Variaveis Aleatérias Discretas

@ Algumas variaveis aleatdrias adaptam-se muito bem a
uma série de problemas praticos.

@ A construcao de modelos probabilisticos para situacoes
reais depende de um estudo pormenorizado dessas
variaveis.

@ Vamos estudar alguns modelos.

.@3 EACH |7
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Distribuicao Bernoulli

Muitos experimentos séo tais que a os resultados apresentam ou ndo uma
determinada caracteristica.

Exemplo
@ Uma moeda é langada: o resultado é cara, ou néo;
@ Um dado é langado: ou ocorre 6 ou nao;

@ Uma pega é escolhida ao acaso de um lote com 500 pegas: a pega é defeituosa
ou nao;

@ Uma pessoa é escolhida ao acaso entre os moradores de uma comunidade e
verifica-se se ela é favoravel ou nao a um determinado projeto.

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorréncia de:

@ sucesso (cara, face 6, etc.); ou
@ fracasso (coroa, face diferente de 5, etc.).

Para cada experimento acima, podemos definir uma v.a. X, que assume apenas dois
valores:

1, S€ Ocorrer sucesso; 5 EacH i

0, se ocorrer fracasso.
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Distribuicao Bernoulli

Suponha que um experimento pode resultar num fracasso ou
num SUCesso.

@ X =1 quando o resultado é um sucesso;
@ X = 0 quando é fracasso.

Vamos supor que:

X =1, com probabilidade p
X =0, com probabilidade 1 —p

Dizemos que X tem distribuicao Bernoullicom parametro p.

Representamos X ~ Bernoulli(p).

@EACH\E@
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Exemplo
a) Langamento de uma moeda: o langamento resulta em

cara,  com probabilidade }
coroa, com probabilidade %

b) No langcamento de uma dado a probabilidade de que saia
um6 é %, enquanto a probabilidade de que saia qualquer
outro resultado ¢ 2.

c) Selecionamos uma pessoa ao acaso e verificamos se ela
é favoravel a um determinado projeto:

favoravel, com probabilidade p

contra, com probabilidade 1 —p | _

Alexandre Leichsenring aulas 10 e 11 8/22



Distribuicao da Bernoulli

Definicao
Uma variavel aleatéria X tem distribuicao Bernoulli se sua
funcao de distribuicéo de probabilidades é dada por
X |1 o
PX=x)|p 1-p

Além disso, valem as seguintes propriedades:
e E(X)=p
° Var(X) =p(1—p)

@EACH\E@
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Distribuicao Binomial
Suponha n ensaios de Bernoulli independentes, ou seja:

@ Cada ensaio resulta em sucesso com probabilidade p e
fracasso com probabilidade 1 — p

@ Ensaios independentes

Seja X o niUmero de sucessos nos n ensaios. Dizemos que X tem
distribuicao Binomial com parametros n e p. Representamos

X ~ Bin(n, p)

Exemplo
@ Numero de caras em 3 langamentos de moeda;

@ Numero de homens entre duas pessoas selecionadas
aleatoriamente;

@ O numero de 6’s obtidos em 3 langamentos de dado.
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Distribuicdo Binomial
Se uma v.a. X tem distribuicdo Binomial com parametros ne p,
entado sua distribuicao é dada por:

P(X = k) = (Z)pku —p)"k k=01,2,....n

= X corresponde ao numero de sucessos em n ensaios
independentes com probabilidade de sucesso p.

Obs.

(6) =

@EACH\E@
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Exemplo

Jogamos um dado 4 vezes. Vamos calcular a distribuigdo do nimero de 6’s obtidos
nos 4 langamentos.

Solugdo

@ EACH |5,
[m] = = =
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Exemplo

Jogamos um dado 4 vezes. Vamos calcular a distribuigdo do nimero de 6’s obtidos
nos 4 langamentos.

Solugdo Seja X o nimero de 6’s obtidos. Entdao X ~ Bin (4, %)

PX=k) = ()p"1-pr*

P(X=0) = (g) (%)0(1‘%)4_0_0’4822
iy = (1) (1) o
ey < () (D) e
ey < () (D) oo
e = () (-2) o

@, EACH |7
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Exemplo

Uma companhia produz comprimidos vendidos em caixas de 10. Se
cada comprimido esta fora da especificagdo com probabilidade 0,01

independentemente dos demais, calcule a probabilidade de que haja
pelo menos 1 comprimido fora da especificacdo numa caixa com 10.

Solucéo

@ EACH |7
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Exemplo

Uma companhia produz comprimidos vendidos em caixas de 10. Se
cada comprimido esta fora da especificagdo com probabilidade 0,01
independentemente dos demais, calcule a probabilidade de que haja
pelo menos 1 comprimido fora da especificacdo numa caixa com 10.

Solugdo Se X é o numero de comprimidos fora da especificacdo

numa caixa , entdo X ~ Bin(10; 0,01). Queremos P(X > 1):
PX>1) = 1-PX<1)=1-P(X=0)

(10) (0,01)° (0,99)"° = 0,9044

P(X =0) 0

P(X>1) = 1-0,9044 = 0,0956

#% EACH |5
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Exemplo do apostador

O apostador escolhe um nimero entre 1 e 6. Um dado é jogado 3 vezes, e se o
numero escolhido por ele sair i vezes, ele ganha j reais. Por outro lado, se nao sair
nenhuma vez ele perde 1 real. O jogo é justo?

Solugao Pra saber se 0 jogo € justo ou ndo, devemos calcular a esperanga do ganho.

@, EACH |7
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Exemplo do apostador

O apostador escolhe um nimero entre 1 e 6. Um dado é jogado 3 vezes, e se o
numero escolhido por ele sair i vezes, ele ganha j reais. Por outro lado, se nao sair
nenhuma vez ele perde 1 real. O jogo é justo?

Solugdo Pra saber se 0 jogo é justo ou ndo, devemos calcular a esperanga do ganho.
Seja X o numero de vezes que sai 0 numero escolhido pelo apostador. Entao
X ~ Bin (3, %) Seja Y o ganho do apostador em cada aposta, entéo:

3\ /1\° 1\3 125

P(Y=-1) = P(X:O):()(—) (1—7) = —

o/ \6 6 216

3\ /1\! 1\2 75

P(Y=1) = P(X:1):<)(—) (1—7) =

1/ \6 6 216

3\ /1\2 1\! 15

P(Y=2) = p(xzz):()(,) (1,,) _ 15

2/ \6 6 216

3\ /1\3 1\0 1
P(Y=3) — P(X=23)-= ( ) (,) (1 _ ,) _
3/ \6 6 216
A esperanca do ganho é:
125 75 15 1 17
E(Y)=> yixP(Y=y)=—1x — +1x —— +2%x — 483X — = ———
; 216 216 216 216 216 @EACH\@
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Propriedades da Binomial

Esperancga e Variancia
e E(X)=np
@ Var(X) = np(1 — p)

Binomial (10 ; 0,6) Binomial (20 ; 0,3)
035 025
030F
0.20
0251
o20f 015
015 0.10
0.10F
005
0.05F
000 s 000 -
o 2 4 6 8 10 o 5 10 15 2

Gréfico da distribuigdo binomial.

@, EACH |75
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Exercicios

Exercicio 1

Um sistema de comunicagao tem 5 componentes e cada um funciona
independentemente dos demais com probabilidade 2. O sistema funciona se
pelo menos metade dos componentes funcionam. Calcule a probabilidade
de que o sistema funcione.

Exercicio 2
Cada peca produzida por uma fabrica vem com defeito com probabilidade
0,1, independentemente das outras pegas. Calcule a probabilidade de que
num lote de 10 pegas haja:
a
b
@
d

) zero pecas defeituosas;

) uma peca defeituosa;

) pelo menos 2 pecas defeituosas.

) Calcule também o nimero esperado de pegas defeituosas num lote de
100 pegas.
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Exercicio 3

Um total de 4 6nibus carregam 148 torcedores indo para o estadio.
Os 6nibus carregam respectivamente 40, 33, 25 e 50 torcedores. Um
torcedor é escolhido ao acaso entre os 148. Seja X o nimero de
torcedores no Onius desse torcedor escolhido. Um dos motoristas
dos 4 6nibus também é aleatoriamente escolhido. Seja Y o numero
de torcedores do 6nibus desse motorista escolhido.

a) O que vocé acha que é maior, E(X) ou E(Y) ?

b) Calcule E(X) e E(Y).

#" EACH| =
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Resolucao

Exercicio 1

Um sistema de comunicagao tem 5 componentes e cada um funciona
independentemente dos demais com probabilidade g. O sistema funciona se pelo
menos metade dos componentes funcionam. Calcule a probabilidade de que o
sistema funcione.

Solugdo

@, EACH |7
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Resolugao

Exercicio 1

Um sistema de comunicagao tem 5 componentes e cada um funciona
independentemente dos demais com probabilidade g. O sistema funciona se pelo
menos metade dos componentes funcionam. Calcule a probabilidade de que o
sistema funcione.

Solugao O sistema funciona se funcionam pelo menos 3 componentes. Seja X o
numero de componentes que funcionam. O que queremos é P(X > 3):
P(X > 8) = P(X = 8) + P(X = 4) + P(X = 5)

Mas X ~ Bin(5, 2). Entao,

cea = () (-3 o
o = () (-3 o
ey = ()2 (-2 o

Logo, P(X >3)=0,1607 +0,4019 + 0,4019 ~ 0, 9645. {8 EACH
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Exercicio 2
Cada peca produzida por uma fabrica vem com defeito com probabilidade 0,1,
independentemente das outras pegas. Calcule a probabilidade de que num lote de 10
pecas haja:

a) zero pecas defeituosas;

b

) uma peca defeituosa;
c) pelo menos 2 pegas defeituosas;
)

d) Calcule também o nimero esperado de pegas defeituosas num lote de 100

pegas.

Solugao

@} EACH |7
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Exercicio 2

Cada peca produzida por uma fabrica vem com defeito com probabilidade 0,1,
independentemente das outras pegas. Calcule a probabilidade de que num lote de 10
pecas haja:

a) zero pegas defeituosas;

) uma peca defeituosa;

c) pelo menos 2 pegas defeituosas;
)

Calcule também o nimero esperado de pegas defeituosas num lote de 100
pegas.

Solugdo Seja X o nimero de pegas defeituosas num lote. Entdo X ~ Bin(10;0, 1).

a) P(X=0)= (1) (0,1)°(0,9)"° ~ 0,3487
b) P(X =1) = (%) (0,1)' (0,9)° ~ 0,3874
c) PX>2)=1-P(X<2)=1—-[P(X=0)+P(X=1)] =
1 —[0,3487 + 0,3874] ~ 0,2639
d) Defina Y = nimero de pegas defeituosas num lote de 100 pecas.
Entdo Y ~ Bin(100; 0, 1). Logo,
#% EACH| T
E(Y)=n-p=100-0,1=10 e
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Exercicio 3

Um total de 4 6nibus carregam 148 torcedores indo para o estadio. Os 6nibus
carregam respectivamente 40, 33, 25 e 50 torcedores. Um torcedor é escolhido ao
acaso entre os 148. Seja X o nimero de torcedores no 6nius desse torcedor
escolhido. Um dos motoristas dos 4 6nibus também é aleatoriamente escolhido. Seja
Y o nimero de torcedores do dnibus desse motorista escolhido. Calcule E(X) e E(Y).

Solugdo

@} EACH |7
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Exercicio 3

Um total de 4 6nibus carregam 148 torcedores indo para o estadio. Os 6nibus
carregam respectivamente 40, 33, 25 e 50 torcedores. Um torcedor é escolhido ao
acaso entre os 148. Seja X o nimero de torcedores no 6nius desse torcedor
escolhido. Um dos motoristas dos 4 6nibus também é aleatoriamente escolhido. Seja
Y o nimero de torcedores do dnibus desse motorista escolhido. Calcule E(X) e E(Y).

Solugéo Para calcular E(X) precisamos da distribui¢do de X.

X € {40,33,25,50}:

40 33 25 50
P(X =4 P(X=383)=—; P(X=25)=—; P(X=
( 0) =145 PX =3 =14 P % =150 PX=50= 145
EX) = D xP(X=
X
= 25.P(X =25)+33-P(X =33)+40-P(X = 40) + 50 - P(X = 50)
25 33 40 50
= 25. — =Y o440 =
> 14 "B g T 14 70 g
~ 39,28

@EACH\E@
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Continuagao...

Para calcular E(Y') precisamos da distribuicdo de Y.
Y € {40,33,25,50}:

P(X = 40) = P(X = 33) = P(X = 25) = P(X = 50) = %;

E(Y)

> yP(Y=y)
y

= 25.P(Y =25)+33-P(Y =33)+40-P(Y = 40) + 50 - P(Y = 50)

1 1 1 1
— 25._4833.—4+40-- +50- —
5.4 +33: 4 +40- 2 +50-

= 37

@, EACH |7
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