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ARVORE GERADORA MINIMA:
RELEMBRANDO DEFINICOES

Arvore (ou arvore livre):
um grafo conexo aciclico.
Arvore geradora (spanning tree) de um grafo conexo:

um subgrafo gerador que é uma arvore => contém todos os
vértices

Arvore geradora minima (minimum spanning tree):
uma arvore geradora com a menor soma de Pesos de arestas

grafo arvore geradora minima



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMOS

Dois algoritmos bastante conhecidos
Algoritmo de Prim
Algoritmo de Kruskal

Caracteristicas

algoritmos “gulosos”

encontram a arvore geradora minima de um grafo
nao direcionado



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM

|deia geral

Comecar com um vértice v qualquer, e
adiciona-lo a um conjunto U;

Escolher a aresta de menor peso que conecta
um vertice em U a um vértice em V-U;

Incluir o vértice da aresta escolhida em U;
Incluir a aresta escolhida em um conjunto T;
Voltar ao passo 2 enquanto U # V.



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

vértice de inicio: 1




ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: adicionar vértice ao conjunto U

U={1}
T=




ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1}
T=



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1}
T=



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: incluir o vértice da aresta escolhida em U
Incluir a aresta escolhidaem T

U ={1,3)
T={(1,3)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U ={1,3)
T={(1,3)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U ={1,3)
T={(1,3)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: incluir o vértice da aresta escolhida em U
Incluir a aresta escolhidaem T

U={1,3,4}
T={(1,3),(3,4)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1,3,4}
T={(1,3),(3,4)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1,3,4}
T={(1,3),(3,4)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: incluir o vértice da aresta escolhida em U
Incluir a aresta escolhidaem T

U={1342)
T ={(1,3),(3,4),(2,3)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1342)
T ={(1,3),(3,4),(2,3)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1342)
T ={(1,3),(3,4),(2,3)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: incluir o vértice da aresta escolhida em U
Incluir a aresta escolhidaem T

U={1,3,4.26}
T ={(1,3),(3,4),(2,3),(4,6)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1,3,4.26}
T ={(1,3),(3,4),(2,3),(4,6)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta um
vertice em U a um vertice em V-U

U={1,3,4.26}
T ={(1,3),(3,4),(2,3),(4,6)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

algoritmo: incluir o vértice da aresta escolhida em U
Incluir a aresta escolhidaem T

U={1,34,2,6,5)
T ={(1,3).(3,4),(2,3),(4,6),(5,6)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

FIM DO ALGORITMO




ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM - EXEMPLO

Dado um grafo G,
pode existir mais
de uma arvore
geradora minima
para G




ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE PRIM

procedimento Prim(var Grafo: TGrafo;

var T: conjunto de arestas)
variaveis
u, v: TVertice;
U: conjunto de TVertice;

inicio
T := J;
U = {1};
enquanto U # V faca
inicio
II:> seja (u, v) a aresta de menor peso
tal que (u € U) e (v € V-0U)

T := T U {(u, Vv)};
U := 0 U {v};




ALGORITMO DE PRIM:
COMPLEXIDADE

Eficiéncia do algoritmo de Prim depende de
como sera feita a selecao da aresta (u, v)

Implementacao simples com dois vetores:

prox[i] fornece o vértice em U atualmente mais
proximo ao vértice i em V-U.
mc|i] fornece o custo da aresta (i, prox[i]).

operacao de encontrar (u, v) => percorrer o vetor mc
=>0(|V])

necessario atualizar os vetores prox e mc a cada novo vértice em U
Complexidade dessa implementacao
o(|V]?).



ALGORITMO DE PRIM:
COMPLEXIDADE

Eficiéncia do algoritmo de Prim depende de
como sera feita a selecao da aresta (u, v)

Implementacao mais sofisticada:
fila de prioridade para manter os vértices em V-U.

chave da fila de prioridade de um vértice ve V-U é o
peso da aresta mais leve que liga va um vértice de U.

se a fila de prioridade for implementada com um
heap

Complexidade dessa implementacao
O(|A] log [V]).



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL

ldeia geral:
inicia-se com um grafo G’ = (V, &)

cada vértice € um componente conexo de si
mesmo

a cada iteracao, sao construidos
componentes conexos cada vez maiores



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL

Ideia geral (ot

para “aumentar” os componentes conexos =>
arestas em A sao analisadas por ordem
ascendente de peso.

o Q: contém as arestas de G ordenadas pelo peso

se a aresta conecta dois vértices em dois
componentes separados => a aresta €
adicionada a T.

se a aresta conecta dois vértices do mesmo
componente => ela é descartada, pois criaria
um ciclo.



ARVORE GERADORA MiNIMA:

ALGORI

MO DE KRUSKAL - EXEMPLO




ARVORE GERADORA MiNIMA:

ALGORI

MO DE KRUSKAL - EXEMPLO

no inicio,
cada vertice
e um
componente
distinto

Componentes conexos = {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
Q ={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6),(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}

T=




ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta dois
componentes distintos

Componentes conexos = {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
(T1_= {(1,3),(2,3).,(3,4),(5,6).(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,9)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: adicionar arestaa T

Componentes conexos = {1,3}, {2}, {4}, {5}, {6}
(Tl_={{((12,:?))},(3,4),(5,6),(3,6),(4,6),(1 4).(2,5),(1,2),(3,59)}



ARVORE GERADORA MINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta dois
componentes distintos

Componentes conexos = {1,3}, {2}, {4}, {5}, {6}
(Tl_={{((12,§>))},(3,4),(5,6),(3,6),(4,6),(1 4).(2,5),(1,2),(3,5)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: adicionar arestaa T

Componentes conexos = {1, 2, 3}, {4}, {5}, {6}
Q ={(3,4),(5,6),(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T ={(1,3),(2,3)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta dois
componentes distintos

Componentes conexos = {1, 2, 3}, {4}, {5}, {6}
Q ={(3,4),(5,6),(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T ={(1,3),(2,3)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: adicionar arestaa T

Componentes conexos = {1, 2, 3, 4}, {5}, {6}
Q ={(5,6),(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T={(1,3),(2,3),(3,4)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta dois
componentes distintos

Componentes conexos = {1, 2, 3, 4}, {5}, {6}
Q ={(5,6),(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T={(1,3),(2,3),(3,4)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: adicionar arestaa T

Componentes conexos = {1, 2, 3, 4}, {5, 6}
Q ={(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: escolher a aresta de menor peso que conecta dois
componentes distintos

Componentes conexos = {1, 2, 3, 4}, {5, 6}
Q ={(3,6),(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: adicionar arestaa T

Componentes conexos ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Q ={(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T ={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6),(3,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: descartar a aresta de menor peso, desde que ela
conecta dois vertices do mesmo componente

Componentes conexos ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Q ={(4,6),(1,4),(2,5),(1,2),(3,9)}
T ={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6),(3,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: descartar a aresta de menor peso, desde que ela
conecta dois vertices do mesmo componente

Componentes conexos ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Q ={(1,4),(2,5),(1,2),(3,5)}
T ={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6),(3,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: descartar a aresta de menor peso, desde que ela
conecta dois vertices do mesmo componente

Componentes conexos = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Q ={(2,5),(1,2),(3,5);
T={(1,3).(2,3).(3:4),(5,6).(3,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: descartar a aresta de menor peso, desde que ela
conecta dois vertices do mesmo componente

Componentes conexos ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Q ={(1,2),3,5)}
T ={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6),(3,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

algoritmo: descartar a aresta de menor peso, desde que ela
conecta dois vertices do mesmo componente

Componentes conexos ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Q ={(3,5)}
T ={(1,3),(2,3),(3,4),(5,6),(3,6)}



ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL - EXEMPLO

FIM DO ALGORITMO




ARVORE GERADORA MiINIMA:
ALGORITMO DE KRUSKAL

procedimento Kruskal (var Grafo: TGrafo;
var T: conjunto de arestas)

variaveis
u, v: TVertice;
Uiy ...,U,: conjunto de TVertice;
Q: fila de prioridade;
inicio
T := J;
Q := as arestas de G ordenadas pelo seu peso;
para i:=1 até Grafo.NumVertices facga
U, := {1},
enquanto houver arestas em Q faga
inicio

seja (u, Vv) a aresta de menor peso de Q tal que
(u € U,) e (v € Uy) e (Umeq)=@

T := T U {(u, v)};

Upl:f Uy, U Ugs

eliminar Ug;




ALGORITMO DE KRUSKAL:
COMPLEXIDADE

Eficiéncia do algoritmo de Kruskal depende de dois
fatores principais:

- encontrar a aresta de menor peso

- verificar se a aresta conecta dois componentes

distintos (U, N U,)

Implementacao mais sofisticada:

Q implementada como uma fila de prioridade com
um heap
operacao de conjuntos eficiente

Complexidade dessa implementacao

O([|A] log [A[). mais eficiente do que o algoritmo de Prim
para grafos esparsos
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