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CAMINHOS MAIS CURTOS:
BusCA EM LARGURA

Em grafos nao ponderados
(ou com arestas de mesmo peso)

a busca em largura permite encontrar o
caminho mais curto (menor numero de arestas)
entre o vértice de origem da busca e qualquer
outro vértice alcancavel a partir da origem

Execucao do algoritmo

gera uma arvore de busca em largura



CAMINHOS MAIS CURTOS:
BUSCA EM LARGURA

Arvore de busca em largura

representa os caminhos mais curtos
entre o vértice de origem e os demais
vértices quando todas as arestas
possuem o mesmo peso

pode ser representada por um vetor de
antecessores



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

qll
k 0
Antecessor |[-11[-1 |-1 -1 |-1 |-1 |-1 |-1 arvore de busca
1 23 4 56 78 em largura

Vertice origem: 1
Distancia k do vertice origem: 0O
Acao: vertice 1 torna-se cinza




Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

q [
k 0
Antecessor [-1] 1 |-1 [-1 |-1 | 1 |-1 |-1 arvore de busca
1 23 4 56 78 em largura

Vértices nao descobertos adjacentesa 1: 2, 6
Distancia k do vértice origem: 1




Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

ql6]2
k 1 1
Antecessor (-1 1 |-1 [-1 |-1 |1 |-1 |-1 arvore de busca
1 23 4 5 6 7 8

em largura

Vértices nao descobertos adjacentesa 1: 2, 6
Distancia k do vértice origem: 1

Acao: vertice 1 torna-se preto e vértices 2 e 6 tornam-se cinza



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

Antecessor |-1
1
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N
g

arvore de busca
em largura

D =
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1
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Vértices nao descobertos adjacentes a 6: 3, 7
Distancia k do vértice origem: 2



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

ql2
k 1

Antecessor [-1]| 1] 6 |-

arvore de busca
em largura

| —
AN | —
2|
o0 | —

Vértices nao descobertos adjacentes a 6: 3, 7
Distancia k do vértice origem: 2

Acao: vertice 6 torna-se preto e vértices 3 e 7 tornam-se cinza



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

k

Antecessor [-1]| 1] 6 |-

arvore de busca
em largura

W | D
AN | —
2|
o0 | —

Veértices nao descobertos adjacentes a 2: 5
Distancia k do vértice origem: 2



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura
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Antecessor |- arvore de busca

em largura

D | D
AN | =
2|
o0 |

Veértices nao descobertos adjacentes a 2: 5
Distancia k do vértice origem: 2
Acao: vertice 2 torna-se preto e vértice 5 torna-se cinza



Caminhos Mais Curtos:
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Antecessor |- arvore de busca

em largura

D | D
AN | —
2|
o0 | —

Veértices nao descobertos adjacentes a 3: 4
Distancia k do vértice origem: 3



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura
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Antecessor |- arvore de busca

em largura

D | D
AN | —
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Veértices nao descobertos adjacentes a 3: 4
Distancia k do vértice origem: 3



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

q
k

Y e

N |
e

d N

[Em—"
[E—
@)

Antecessor |- arvore de busca

em largura

D | D
AN | =
2|
oo |

Veértices nao descobertos adjacentes a 7: 8
Distancia k do vertice origem: 3



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura
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Antecessor |- arvore de busca

em largura

D | D
AN | =
2|
o0 |

Veértices nao descobertos adjacentes a 7: 8
Distancia k do vertice origem: 3
Acao: vertice 7 torna-se preto e vértice 8 torna-se cinza



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura
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Antecessor |- arvore de busca

em largura

D | D
AN | —
2|
o0 |

Vértices nao descobertos adjacentes a 5: nenhum
Distancia k do vertice origem: -



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

ql4|8
k 3 3
Antecessor [-1|1[6|3|2[1|6]|7 arvore de busca
1 23 4 56 78 em largura

Vértices nao descobertos adjacentes a 5: nenhum
Distancia k do vertice origem: -
Acao: vertice 5 torna-se preto



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

q 4|8
k 3 3
Antecessor [-1|1[6|3|2[1|6]|7 arvore de busca
1 23 4 56 78 em largura

Vértices nao descobertos adjacentes a 4: nenhum
Distancia k do vertice origem: -



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

8
ql8
k 3
Antecessor [-1|1[6|3|2[1|6]|7 arvore de busca
1 23 4 56 78 em largura

Vértices nao descobertos adjacentes a 4: nenhum
Distancia k do vertice origem: -
Acao: vertice 4 torna-se preto



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

8
q .8
k 3
Antecessor [-1|1]16[3|2|1|6]|7 arvore de busca
1 23 4 56 78 em largura

Vértices nao descobertos adjacentes a 8: nenhum
Distancia k do vertice origem: -



Caminhos Mais Curtos:
Busca em Largura

Antecessor |-1 arvore de busca

em largura
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Vértices nao descobertos adjacentes a 8: nenhum
Distancia k do vertice origem: -
Acao: vertice 8 torna-se preto



Caminhos Mais Curtos:

Busca em Largura
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arvore de busca
em largura




Caminhos Mais Curtos:

Busca em Largura

Antecessor
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8

arvore de busca
em largura

caminho mais curto entre o vertice 1 e o vértice 8




Caminhos Mais Curtos:

Busca em Largura

Antecessor
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arvore de busca
em largura

caminho mais curto entre o vertice 1 e o vértice 8




Caminhos Mais Curtos:

Busca em Largura

Antecessor
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arvore de busca
em largura

caminho mais curto entre o vertice 1 e o vértice 8




CAMINHOS MAIS CURTOS:
BusCA EM LARGURA

em grafos nao ponderados (ou com
arestas de mesmo peso), a busca em
largura soluciona o problema de
caminhos mais curtos de origem unica



CAMINHOS MAIS CURTOS: EXEMPLOS

Problemas que podem ser resolvidos com algoritmo
para encontrar caminho mais curto de origem unica

Caminhos mais curtos entre um par de vértices

o algoritmo para problema da origem Unica é a melhor opcao

Caminhos mais curtos entre todos os pares de
vértices

o pode ser resolvido aplicando o algoritmo |V| vezes, uma vez para
cada vértice origem

Caminhos mais curtos com destino unico

o reduzido ao problema de origem unica invertendo a direcao de cada
aresta do grafo, ou seja, calculando o grafo transposto e iniciando a
busca do vértice destino



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

Algoritmo de Dijkstra

encontra caminhos mais curtos em um
grafo ponderado com pesos diferentes
entre as arestas

em grafos ponderados (ou com arestas
de diferentes pesos), o algoritmo de
Dijkstra soluciona o problema de
caminhos
mais curtos de origem unica



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

Peso de um caminho ¢ = vy, V4, ..., Vi, €M
um grafo ponderado => soma de todos os

pesos das arestas do caminho.

Caminho mais curto do vértice vy para o
vértice v, => caminho de menor peso de

Vo para v,.

Um caminho mais curto tem peso infinito
se v, ndo é alcanc¢avel a partir de v,



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

Estratégia:

algoritmo mantém um conjunto S dos vértices
cujos pesos finais dos caminhos mais curtos
desde a origem ja tenham sido determinados.

o inicialmente S contém somente o vértice origem.

algoritmo “guloso” (greedy) => a cada iteracao,
um vértice w € (V-S), cuja distancia ao
vértice origem € a menor até o momento, é
adicionado a S.



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

Estratégia:

assumindo que todos os vértices possuem custos nao
negativos, sempre € possivel encontrar um caminho mais
curto do vértice origem até w que passa somente por
vértices em S.

a cada iteracao, um vetor D armazena o custo do caminho
mais curto conhecido até o momento entre o vértice
origem e os demais vértices do grafo.

para os vérticesem S, D possui o custo do caminho mais
curto final.

o algoritmo termina quando todos os vértices estao em S.



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

conjunto S: inicialmente vazio
conjunto D: estimativas pessimistas

|8

w8




CAMINHOS MAIs CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

O W0
Il
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w8
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algoritmo: vértice origem € o primeiro vertice analisado

w8




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

algoritmo: vértice origem € o primeiro vertice analisado

acao: adiciona vértice 1a S

S ={1}
D=noooooooo
1 2 3 4 5




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1}
D=noooooooo
1 2 3 4 5

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfaca //w =1
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1}
D=Y1]=]|3]10
12345

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfaca //w =1
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))

acdo: D[2] = 1, D[4] = 3, D[5] = 10



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

w8
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Nlo

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,2}
D = N~ |3|10
12 3 4 5

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo

acao: adiciona vértice 2a S



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,2}
D = N~ |3|10
12 3 4 5

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfaca //w =2
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,2}
D =KEENG6|3 |10
12 3 4 5

T

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfaca //w =2
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))

acao: D[3] =6



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA
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algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S =4{1,2,4}
D—6.10
3 45

T

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo

acao: adiciona vértice4 a S



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S =4{1,2,4}
D—6.10
3 45

T

algoritmo: para todo vertice v adjacente ao vertice w faga //w =4
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,2,4}
D=5.9
3 45

T

algoritmo: para todo vertice v adjacente ao vertice w faga //w =4
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))

acao: D[3] =5, D[5] =



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S = {1I2I4I3}
D = NGNS

1 2 3 45

T

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo

acao: adiciona vértice 3a S



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,24,3}
D = NGNS

1 2 3 45

T

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfagca //w=3
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,24,3}
D = NG

1 2 3 45

T

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfagca //w=3
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))

acao: D[5] =6



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S ={1,24,3}
D = NG

1 2 3 45

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo

acao: adiciona vértice 5a S



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

algoritmo: para todo vértice v adjacente ao vértice wfagca //w=25
D[v] := min (D[v], D[w] + peso aresta (w,V))




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

S = {112141315}
D =
1 2 3 45

algoritmo: encontre um vértice w € V — S tal que D[w] seja minimo




CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

FIM DO ALGORITMO

T O) Ba'at



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA - EXEMPLO

procedimento Dijkstra (origem: TVertice, var G: TGrafo)
variaveis
D: vetor[TVertice] de TPeso;
w: TVertice;
S, V: conjunto de TVertice;
inicio
S := {origem};
V := {todos os vértices de G};
Dlorigem] := 0;
para i:=1 até G.NumVertices faga
inicio
se 1 != origem e existe a aresta (origem, i) entao
D[1] := Peso da aresta (origem, 1)
senao
D[1] := oo;
fim;
enquanto S # V facga
inicio
encontre um vértice w € (V - S) tal que D[w] é minimo;
II S := S U {w};
para todo v adjacente a w faga
D[{v] := min(D[v],D[w] + Peso da aresta (w,Vv));
fim;
fim;




CAMINHOS MAIS CURTOS:

ALGORITMO DE DIJKSTRA

caminho mais curto entre 1 e 2: 1

T O) Ba'at



CAMINHOS MAIS CURTOS:

ALGORITMO DE DIJKSTRA

caminho mais curto entre 1 e 3: 5

T O) Ba'at



CAMINHOS MAIS CURTOS:

ALGORITMO DE DIJKSTRA

caminho mais curto entre 1 e 4: 3

T O) Ba'at



CAMINHOS MAIS CURTOS:

ALGORITMO DE DIJKSTRA

caminho mais curto entre 1 e 5: 6

T O) Ba'at



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMO DE DIJKSTRA

Vetor de antecessores pode ser usado
para reconstruir o caminho mais curto

entre o vértice origem e cada vértice
vetor Antecessor, tal que Antecessor[v]

contém o vértice imediatamente anterior ao
veértice v no caminho mais curto.

técnica similar a utilizada na busca em
largura.



Algoritmo de Dijkstra:
Complexidade Otimizada

O(|A[ log |V])

Caracteristica
boa implementacao da fila de prioridade

Fila de prioridade (heap)

organiza os vértices em V-S

prové custo de busca e atualizacdo/insercao/remocao
no heap de (O log |V])



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMOS ESPECIALIZADOS

De origem unica
arestas podem ter peso negativo
podem existir ciclos (inclusive negativos)
o algoritmo de Bellman-Ford
De origem unica
arestas podem ter peso negativo
nao podem existir ciclos

o algoritmo baseado na ordenacao
topolodgica



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMOS ESPECIALIZADOS

Entre todos os pares de vértices
arestas podem ter peso negativo

podem existir ciclos (somente positivos)
o algoritmo de Floyd (ou Floyd-Warshall)

Entre todos os pares de vértices
arestas podem ter peso negativo
podem existir ciclos (somente positivos)

grafos esparsos
o algoritmo de Johnson



CAMINHOS MAIS CURTOS:
ALGORITMOS ESPECIALIZADOS

Existe um caminho entre dois vértices?
algoritmo de Warshall

Algoritmo A*

proposto por Peter Hart, Nils Nilsson e Bertram
Raphael do Stanford Research Institute em 1968,
para determinar o caminho a ser navegado pelo
robo Shakey, em uma sala com obstaculos

pode ser usado para determinar os caminhos
mais curtos entre um par especifico de veértices
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