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1 Extensao do conceito de forcas conservativas

Na aula anterior, a conservacao da energia e o conceito de forcas conservativas
foram aplicados a problemas de movimento em uma dimensao. Nesta aula,
estenderemos esses conceitos a problemas gerais de movimento no espaco.

Para comecar, vamos considerar o problema do movimento sob a agao
da gravidade nas vizinhangas da superficie terrestre. Sejam dois pontos no
espacgo a diferentes alturas, A e B. Suponha que os dois pontos estao co-
nectados por dois tubos muito lisos alinhados em um mesmo plano vertical,
como mostrado na Figura 1.

Trajetoria 1

Figura 1: Duas trajetorias entre dois pontos a alturas diferentes.

Uma particula, colocada em um dos dois tubos, é solta do repouso em A
e desliza sem atrito até B. Como nao ha atrito entre os tubos e a particula,
as Unicas forgas exercidas pelos tubos sobre a particula sao as forcas normais,
que formam sempre um angulo reto com a diregao de movimento da parti-
cula. Por causa disso, estas for¢as nao exercem nenhum trabalho sobre a
particula. O que estas forcas fazem é obrigar a particula a seguir a trajetoria
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determinada pelo tubo, de maneira que a velocidade v da particula seja sem-
pre tangente a superficie do tubo em cada ponto deste. Se a particula seguir
a trajetoria 1, ela chegara a B com velocidade vy; se ela seguir a trajetoria 2,
ela chegara a B com velocidade v,. As velocidades v, e vy estao mostradas
na Figura 1.

Qualquer que seja o tubo pelo qual a particula vai de A a B, o movimento
ocorre por causa da forca gravitacional. Vamos agora demostrar um resultado
importante: a variagao da energia cinética entre A e B devida ao trabalho
feito pela forga da gravidade é a mesma para todas as trajetorias que comecem
em A e terminem em B.

Quando a particula se move por um elemento de deslocamento ds, o
trabalho dW feito sobre ela pela forca gravitacional é

dW = |F,||ds|cos@ = F, - ds,

onde 0 é o angulo entre as direcoes de F}; e ds. Como estamos nas vizinhancas
da superficie da Terra, a forga F, é constante (isto é, ¢ a mesma para todas
as posigoes), com as seguintes componentes:

F,=0 F,=—mg,

onde tomamos o eixo y como positivo para cima. Entao, como o elemento
de deslocamento ds tem componentes (dz, dy), podemos escrever o trabalho
dW como (lembre-se da revisao de produto escalar feita na aula passada):

dW = Fydx + Fy,dy = —mgdy.

Note que este resultado s6 depende da massa m da particula, da acelera-
¢ao gravitacional g e do elemento de deslocamento vertical dy da particula.
Isto significa que o trabalho feito pela forca gravitacional quando a particula
vai de A para B nao depende do tubo por onde a particula passa, isto é, da
trajetoria seguida pela particula:

B
Wasp = / dW = —mg(ys — ya),
A

onde y4 é a coordenada y do ponto A e yg é a coordenada y do ponto B.
Como A e B sao dois pontos genéricos no espago, este resultado pode ser
escrito como

2
Wil = / dW = —mg(y> — y1),
1
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onde 1 e 2 sao dois pontos quaisquer no espago.

Vimos na Aula 14 que o trabalho feito por uma for¢ca quando uma parti-
cula se desloca de um ponto a outro do espaco € igual a variagao da energia
cinética da particula entre os dois pontos. Combinando este resultado com o
obtido acima, temos que

2
Ky, — K, = / dW = —mg(ya — y1). (1)
1

Em palavras: quando uma particula, sob a acao da forca gravitacional nas
vizinhancas da superficie terrestre, se desloca entre dois pontos do espaco de
tal maneira que sua coordenada vertical varie de y; para ys, a variacao da
energia cinética da particula depende apenas da diferenca y, —y; multiplicada
por —mg, independentemente da variacao na coordenada x ou da trajetoria
seguida.

Este resultado generaliza para um movimento qualquer no espago nas
vizinhancas da superficie terrestre o resultado obtido na Aula 14 para uma
particula descrevendo uma trajetéria puramente vertical sob a acao da gra-
vidade.

A propriedade importante deste resultado é que a variagao da energia
cinética depende apenas das posi¢oes da particula antes e depois do per-
curso feito, sem depender do percurso em si. A consequéncia disto é que,
novamente, podemos definir uma energia potencial gravitacional U(y) para
a particula,

Ul(y) = mgy,

de tal maneira que a energia mecéanica da particula se conserva:
E = K + U = const.

Este resultado nos permite aplicar o método da energia a diversos pro-
blemas em que, além da forca gravitacional, existem as chamadas “forcas
de vinculo”, as quais controlam a trajetéria da particula mas sempre atuam
formando um angulo reto com seu movimento, de maneira que nao reali-
zam trabalho e, portanto, nao alteram a energia cinética. Veremos alguns
exemplos a seguir.
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2 Aceleracao de dois corpos conectados

Comecaremos com um problema que, se fosse tratado aplicando-se direta-
mente a segunda lei de Newton, requeriria a escrita da equacao da segunda
lei para cada um dos corpos separadamente. O problema é obter o médulo
da aceleracao de dois corpos, de massas m; e msy, conectados e movendo-se
sobre uma superficie sem atrito como mostrado na Figura 2.

m

my %

Figura 2: Dois corpos conectados em movimento.

As aceleracoes dos dois corpos sao vetores diferentes, a; e ao, mas os
seus modulos sdo iguais: |a;| = |as] = a. Para encontrar o valor de a
usando a segunda lei de Newton, teriamos que escrever as equagoes F' = ma
para os dois corpos e manipulé-las para isolar a. Porém, podemos resolver o
problema usando uma tinica equagao, a saber, a da energia total do sistema,
que é uma grandeza escalar. Para isto, vamos explorar o fato de que os
mddulos dos deslocamentos e suas derivadas (as velocidades) sao iguais para
os dois corpos.

Temos que |v1| = |ve| = v, de maneira que a energia cinética total do
sistema é dada por,

K= % (my + ma) v?,
e sua variagao infinitesimal dK é dada por,

dK = (my + ma) vdv.

Usando o fato de que
dv

%7

a =
podemos reescrever dK como

dK = (my + mg) vadt.
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Agora note agora o seguinte: vdt é a distancia percorrida por cada corpo
ao longo da superficie sobre a qual ele desliza. O corpo de massa m; desliza
sobre uma superficie horizontal, de maneira que sua coordenada y permanece
constante. J& o corpo de massa msy desliza sobre um plano inclinado, de
maneira que a variagao dy de sua coordenada vertical é igual a —uvdt senf (y
positivo para cima)!. Portanto, a variagao da energia potencial gravitacional
do sistema (que é a variagao da energia potencial gravitacional do corpo de
massa ms) é

dU = mogdy = —mogudt senf.

Como estamos desprezando o atrito, a energia mecanica total do sistema
se conserva. Temos entao que

dK +dU =0,

ou seja,
(mq1 + ma)vadt — mogudt senf = 0.

Isolando a nesta equacao obtemos o resultado procurado:

Mo
a = —————gsend.
mi + Mo

3 Corpo movendo-se em um circulo vertical

Suponha que uma particula P de massa m esta presa a uma varinha de massa
desprezivel e comprimento . A outra extremidade da varinha esta presa a
um pivo no ponto C' de maneira que ela pode girar livremente e sem atrito
em torno de C'. Vamos escolher como origem do sistema de coordenadas o
ponto O, que é a posicao de repouso do corpo quando ele nao esta girando
(Figura 3).

IPara ver isto, considere que quando o corpo de massa my move-se para baixo por uma
distancia ds, sua coordenada y varia de y; para y2 (y1 > y2). Entdo, dy = y2 — 11 =
—(y1 — y2) e, pela Figura 2,

(y1 —y2) (Y1 —92)

0= = =
Sett ds vdt

(y1 — y2) = vdt senf) = dy = —vdt send.
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=0
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Figura 3: Corpo movendo-se em um circulo vertical

Em tal caso, como ¢ é constante, para descrever a posi¢cao do corpo basta
uma tunica coordenada; esta pode ser o angulo  medido no sentido anti-

horario a partir da linha C'O, ou o deslocamento s ao longo do arco circular
descrito pelo corpo a partir de sua posicao de repouso?.
Da Figura 3, temos que

cosf = K—Ty =y ={(1—cosb),

onde y ¢ a altura do corpo em relagao a superficie de referéncia. Portanto, a
energia potencial gravitacional do corpo é

U(#) = mgl(1 — cos?).
O grafico de U(#) esta dado na Figura 4.

U(®)

S
|

Figura 4: Energia potencial do corpo movendo-se em um circulo vertical.

A energia potencial gravitacional é zero quando o corpo estd na posi¢ao

de repouso (# = 0) e maxima quando ele esta no ponto superior da trajetoria
(0 = 7). Note que U(f) ¢é simétrica em relacao a 6 = .

2Note que, por causa disso, o movimento do corpo é, em certo sentido, unidimensional,
embora nao ocorra em linha reta.
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Como nao ha atrito, a energia mecéanica total se conserva,
Ki+ U, = Ky + Uy,

onde 1 e 2 sao dois pontos quaisquer da trajetoria do corpo. Escrevendo K
e U explicitamente,

1 1
émvf +mgl(l — cosb,) = §mv§ + mgl(1 — cosbsy).

Simplificando e isolando vs:
vy = v} + 2gf(cos by — cos b;). (2)

Supondo que o ponto 1 é o ponto mais baixo da trajetoria (6 = 0) e que
a velocidade nesse ponto ¢é vy (velocidade inicial), temos que

v® = v5 — 2g0(1 — cos ). (3)

Vamos agora analisar o que a equagao (3) nos diz. O termo 2g¢(1 — cos )
tem a mesma “cara’ do grafico da Figura 4. Ele cresce com 6 a partir de
6 = 0, atinge seu maximo em € = m, e depois cai atingindo o valor nulo
quando 6 = 27. Portanto, como este termo ¢ subtraido de vZ no lado direito
de (3), a velocidade da particula diminui com 6 a partir de seu valor maximo
em § = 0. A medida que # aumenta e a particula vai subindo em sua
trajetoria circular, a velocidade v da particula vai diminuindo até atingir o
valor nulo para um valor particular de #. Neste ponto, a particula para de
subir. Caso este ponto seja exatamente o ponto méaximo (6 = 7), a particula
fica parade nele; caso contrario, a particula passa a se mover para baixo.

Qual o valor maximo de # que a particula atinge para um dado valor de
sua velocidade inicial vy? Para obter este valor, basta fazer v = 0 em (3) e
isolar 6:

e =1~ 0 s g = %
€OS Opax = 290 = Oax = Arccos 290 )"

Outra pergunta que pode ser respondida com o auxilio de (3) é que
velocidade inicial é necessaria para que o corpo atinja o ponto mais alto da
trajetéria? Para responder a esta pergunta, basta considerar novamente a
situagao em que v = 0 em (3) (indicando que a particula parou) e fazer 6 = 7
(que é o ponto mais alto):

vs = 49l = vy = 24/ gl.
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Para qualquer valor de vy maior que o dado acima, a particula atingira o
ponto mais alto (ndo com v = 0, mas com uma velocidade maior que zero e
menor que vg) e passard por ele, caindo em diregdo a § = 27 e completanto
a trajetoria circular.

Em qualquer caso (com excegao do em que vy é apenas suficiente para
fazer o corpo atingir @ = 7), o corpo realizara oscila¢oes em torno da posigao
de repouso depois que atingir sua altura maxima. O topico “oscilagoes” sera
visto na disciplina de Fisica II, de maneira que nao vamos apronfuda-lo nesta
aula.

O importante a ser observado aqui é a vantagem do método da energia
em comparagao com a aplicacao direta da equagao F' = ma a este problema.
A velocidade do corpo varia simultaneamente em moédulo, direcao e sentido,
pois sua aceleragao tem componentes normal e tangencial a trajetoria, e a
varinha exerce uma tensao (desconhecida) sobre o corpo. Para resolver o
problema aplicando a segunda lei de Newton, terfamos que conhecer todas
essas grandezas; mas, pelo método da energia, isto nao é necessario e podemos
determinar a velocidade do corpo para qualquer dngulo 6 dado (ou altura y
dada). Depois da determinacao de v pelo método da energia, pode-se obter
as componentes da aceleragao do corpo caso necessario.

Uma variacao interessante deste problema ocorre quando o corpo esté
preso ao ponto C' nao por uma varinha rigida, mas por uma corda. Neste
caso, dependendo da velocidade inicial vy, a corda nao consegue sustentar
o corpo quando ele atinge um determinado angulo 6,, (o indice m indica
“maximo”) e o corpo descreve uma trajetoria parabolica a partir desse angulo,
como mostrado na Figura 5.
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Figura 5: Trajetoria de um corpo preso ao ponto C' por uma corda de com-
primento ¢ lancado com velocidade vy insuficiente para manter a tensao na
corda até 6 = m.
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Se a velocidade incial vy nao for suficientemente grande para fazer com
que o corpo chegue ao topo da circunferéncia (embora essa velocidade possa
ser suficiente para tal se o corpo estivesse preso a uma varinha rigida), o
corpo caira a partir de 6 = 6,, descrevendo uma trajetoria parabdlica como
na Figura 5. O ponto de queda ¢é alcancado quando a tensao na corda cai a
zero e a componente de F, ao longo do raio do circulo é justamente igual a
massa m multiplicada pela aceleragao centripeta v?//.

Uma situacao exatamente similar ocorre quando um corpo se move em
uma trajetoria circular metélica (como em um loop de uma montanha russa)
e a forca de reagao normal feita pela superficie sobre o corpo se anula em
0 = 0,, (lembre-se do exercicio 7 resolvido na tltima videoaula da Aula 14).

A componente da forga peso ao longo do raio do circulo em 0 = 6,, é
mg cos (m — 60,,). Logo,

va

mgcos (m — 0,,) = 5 (assumindo que g <O < ).

Substituindo

v? =g — 2g0(1 — cos b,,)

nesta equacgao e isolando cos 6,,, obtemos:

2
cos6,, = 2 - &.
3 39l

A condigao para que 6,, seja igual a w é

vg = +/Hgl.

Portanto, se o corpo preso a uma corda for lancado com velocidade inicial vg
menor que /5gf ele ndo atingiré o topo do circulo. Caso ele estivesse preso a
uma varinha rigida, com esta velocidade inicial ele passaria pelo ponto 6 = 7,
pois a velocidade vy minima para ele atingir o topo é 24/¢.

4 A gravitacao universal: uma forca central
conservativa

Os problemas de conservacao de energia que estudamos até agora envolvem
somente a conhecida forca da gravidade nas vizinhancas da superficie da

9
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Terra. Esta forga, que experimentamos diariamente, tem efetivamente o
mesmo modulo, direcao e sentido dentro de uma ampla regiao circundando
a Terra, independentemente de sua localizacao®.

Porém, como visto na Aula 7, a interagao gravitacional ¢ uma forga que
varia de forma inversa ao quadrado da distancia entre as duas particulas e
atua ao longo da linha que une seus centros. Ela é um exemplo da importante
classe de forcas denominadas de forcas centrais, que sao puramente radiais
com relagao a um ponto dado, o “centro de forcas”. A forga gravitacional
tem, além disso, a propriedade de simetria esférica. Isto quer dizer que o
modulo da forca depende somente da distancia radial ao centro de forgas e
nao da direcao.

Demonstraremos a seguir que todas as forcas centrais com simetria esfé-
rica sao conservativas e consideraremos também aspectos especiais de uma
forga do tipo 1/r%, que é o das forcas gravitacional e eletrostatica.

Se uma particula esta sujeita a uma forga central, o vetor for¢a F' atuando
sobre o corpo tem apenas uma componente, F,.. Se a forca também tiver
simetria esférica, entao pode-se escrever F). apenas em fungao de r:

Vamos provar que qualquer forca central com simetria esférica deste tipo é
conservativa, demonstrando que o trabalho realizado pela for¢a sobre uma
particula quando esta vai de um ponto A a um ponto B nao depende da
trajetoria seguida, mas apenas dos pontos inicial e final. Se este resultado se
cumpre, entao € certo que se a particula vai de A a B por um caminho e volta
de B a A por outro caminho qualquer, a for¢a central nao realizard nenhum
trabalho liquido sobre a particula e esta (caso nenhuma outra forca realize
trabalho sobre a particula) retornard a A com a mesma energia cinética
com que partiu deste ponto inicialmente. Isto corresponde exatamente a
propriedade conservativa como definida para movimentos unidimensionais
na Aula 14.

Vamos supor que o centro de forgas estd em O e vamos considerar o
trabalho realizado pela forca central F' sobre a particula quando esta sofre
um deslocamento ds ao longo da trajetoria, como mostrado na Figura 6.

3Existem, porém, pequenas variacoes locais detectéveis por instrumentos suficiente-
mente sensiveis. Veja, por exemplo, o artigo da Wikipedia em inglés Gravity of Earth:
https://en.wikipedia.org/wiki/Gravity _of FEarth.

10
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O

Figura 6: Diagrama para estudo da variagao da energia potencial em um
campo de forgas centrais.
Este trabalho é dado por
dW = F -ds = Fdscos a, (5)

onde «a ¢é o angulo entre a diregao de F' (que é a mesma de r) e a dire¢do de
ds. Da Figura 6 vemos que

ds cos o = dr,

onde dr é a variagao da distancia a O quando a particula se desloca por ds.
Substituindo este resultado em (5), obtemos

dW = Fdr.

Como o médulo da for¢a depende apenas de r (equagao (4)), podemos escre-
ver

dW = f(r)dr. (6)

O trabalho feito pela forca F' sobre a particula quando ela se move de A

até B é dado por
B
W = / dw,
A

11
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que, usando a equagao (6), pode ser escrito como:

W= / :B F(r)dr. (7)

Note que a integral em (7) depende apenas dos limites r4 e rg e nao
da trajetoria que liga A a B. Portanto, concluimos que a forca central com
simetria esférica é conservativa.

Este resultado poderia ser obtido de uma forma ligeiramente diferente
se imaginarmos que a trajetéria percorrida entre A e B é formada por uma
sucessao de pequenos degraus, como mostrado na Figura 7(a).

(a) (b)

Figura 7: (a) Analise de uma trajetoria arbitraria em termos de elementos
radiais e transversais. (b) Trajetoria fechada em um campo de forgas con-
servativo.

Uma componente de cada degrau ¢ um deslocamento ao longo de uma
diregao perpendicular a r, mantendo r constante. O trabalho da forca asso-
ciado a este deslocamento é zero, pois a forca é perpendicular ao movimento.
A outra componente de cada degrau é um deslocamento puramente radial,
de maneira que a forga e o deslocamento estao na mesma dire¢ao. O trabalho
da forca associado a cada um desses pequenos deslocamentos radiais é

dW = Fdr = f(r)dr,

que é o mesmo resultado obtido em (6).
O inverso do resultado obtido acima é o seguinte:

12
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Um campo de forcas centrais que é também conservativo
deve ter simetria esférica.

Para demonstrar isto, suponhamos que existe um centro de forcas no
ponto O da Figura 7(b). Imaginemos uma trajetoria fechada ABCD, for-
mada por pequenas porc¢oes de duas linhas radiais tragadas a partir de O e
pelos dois arcos circulares BC' e DA (ver Figura 7(b)). Como, por defini¢do, a
forca é puramente central, ela nao tem nenhuma componente perpendicular &
direcao radial, tragada desde O a qualquer ponto. Portanto, se imaginarmos
que uma particula é levada pela trajetéria ABCD, ele nao experimentaré
nenhuma forga ao longo de BC' e de DA. A condigao de que a forga é con-
servativa requer que os trabalhos realizados ao longo de AB e C'D tenham
valores iguais e opostos (pois as distancias radiais percorridas sdo iguais e
apenas o sentido muda). Como essas duas linhas tém o mesmo comprimento,
o valor médio da forga deve ser o mesmo para as duas. Se imaginarmos que
os comprimentos dessas trajetorias podem ser feitos arbitrariamente peque-
nos, concluimos que o valor da for¢a para um valor qualquer (escalar) de
r ¢ independente da dire¢ao do vetor r. Esta ¢ a propriedade de simetria
esférica.

As mais importantes fontes de campos de forcas centrais com simetria
esférica sao distribui¢gdes de massa ou de carga elétrica com simetria esférica.

E importante destacar que uma forga pode ser conservativa sem ser, nem
central, nem esfericamente simétrica. Por exemplo, o efeito gravitacional
combinado de um par de particulas de massas desiguais, separadas por uma
dada distancia, tem uma dependéncia complicada com a direcao e a posigao,
mas sabe-se que a forca é conservativa porque é dada pela superposicao de
dois campos individuais de forgas conservativas gerados por massas separa-
das.

Dado o resultado expresso por (7), pode-se entdo definir uma energia
potencial U(r) para qualquer corpo sujeito a uma forca central com simetria
esférica:

Up— Uy = — / “ rydr. (8)

Se a energia cinética do corpo nos pontos A e B tiver valores K4 e Kp,
respectivamente, entao (se nenhum trabalho for feito por outras forgas), te-
mos

KB—KA:W

13
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Ky+Uys=Kp+Up=FE, 9)

onde F é a energia mecéanica total do corpo.

Em palavras, a energia mecanica total se conserva para um corpo que se
move sob a acao de qualquer forca central com simetria esférica.

No caso particular em que a forca depende do inverso do quadrado da
distancia, ela pode ser escrita como

fr) =< (10)

Para tal caso, substituindo (10) em (8), temos
rB
Up—Us= —C'/ r2dr,
rA

de onde obtemos:
UB—UA_C(i—i). (11)
B Ta
Para terminar, resta escolher a posicao correspondente ao zero de energia
potencial. E conveniente fazer U = 0 em r = 00, ou seja, em pontos infini-
tamente distantes da fonte O. A forca F' se anula nesses pontos, de maneira
que o efeito de uma particula em O sobre outra particula, normalmente cha-
mada de particula de prova, localizada em r = oo é desprezivel. Com esta
defini¢ao, fazendo r4 = oo e Uy = 0 em (11), a energia potencial de uma
particula de prova em B torna-se

Ulr)=—. (12)

Esta é a expressao para a energia potencial de uma particula de prova em
funcao de sua posicao.

A equagdo (12) é valida tanto para uma forga atrativa como para uma
forga repulsiva, sendo que a constante C' é negativa para forgas atrativas e
positiva para forcas repulsivas.

14
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Em particular, para uma particula de massa m sob atracao gravitacional
de um corpo pontual de massa M (o qual vamos supor que esta fixo na origem

0), temos:
M
F) =-S5, (13)

r2

de maneira que a constante C' em (10) é

C=—-GMm.
Logo,
M
U(r):—Grm. (14)

E importante frisar que as equacdes (13) e (14) se referem apenas a inte-
ragao entre dois corpos que podem ser considerados como pontuais, ou seja,
cujas dimensoes lineares sejam pequenas em comparacao com a distancia que
0S separa.

Alguns dos problemas gravitacionais mais interessantes e importantes en-
volvem situacoes em que as dimensoes dos corpos envolvidos nao podem ser
desprezadas. Veremos alguns exemplos desses problemas na se¢ao seguinte.

5 Atracao gravitacional de um corpo esférico

Consideremos uma esfera sélida e grande de raio Ry e massa M, como a
mostrada na Figura 8. Nosso problema é calcular a forca com que essa esfera
atral um pequeno corpo de massa m localizado em um ponto P arbitrario a
uma distancia r do centro da esfera.

Vamos supor que a densidade do material que constitui a esfera pode
variar com a distancia ao centro (como é o caso da Terra), mas que a den-
sidade é a mesma para todos os pontos que estejam a uma mesma distancia
do centro.

Podemos entao tratar a esfera sélida como formada por um grande niimero
de cascas esféricas finas e uniformes, como as sucessivas cascas de uma cebola.
Como a forga gravitacional newtoniana obedece ao principio de superposigao,
o efeito gravitacional total da esfera pode ser calculado pela soma dos efeitos
de cada casca individualmente. Desta forma, o problema bésico passa a ser
o de calcular a forca sobre a massa m exercida por uma casca esférica fina
de raio R arbitrério.
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Figura 8: Uma esfera solida pode ser vista como formada por um conjunto
de finas cascas esféricas concéntricas.

5.1 Atracao gravitacional de uma casca esférica fina

Para calcular a forca F, que uma casca esférica fina exerce sobre uma parti-
cula de massa m a uma distancia r de seu centro, podemos dividir a casca
esférica em pequenos elementos de massa, calcular a forca que cada um deles
exerce sobre m e, entao, pelo principio de superposicao, somar vetorialmente
todas essas forgas.

Ha, porém, uma maneira mais simples de calcular F,. Ela consiste em
calcular a energia potencial U da particula de massa m na presenca da casca
esférica e depois usar a equacao (21) da Aula 14 para obter a forga,

P2 (15)
dr
Para o calculo de U, também vamos dividir a casca esférica em pequenos
elementos de massa, mas agora a soma das contribuicoes de cada um deles
para o valor total de U é uma soma de grandezas escalares e nao vetoriais.
Isto simplifica bastante o calculo. Vamos usar esta abordagem a seguir.
Para calcular U, vamos considerar o esquema mostrado na Figura 9. A
figura mostra uma casca esférica de espessura desprezivel, com massa M e
raio R. O corpo de massa m esta a uma distancia r do centro da casca.
A casca esférica pode ser considerada como composta pela soma de anéis
como o indicado pela regiao pintada de cinza na Figura 9.
O anel mostrado na Figura 9 corresponde & regiao da casca esférica com-
preendida entre as direcoes 0 e 6 + df girada em torno do eixo OP. Vamos
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Figura 9: O efeito gravitacional de uma casca individual de espessura des-
prezivel pode ser obtido tratando-a como formada por um conjunto de anéis
como o indicado em cinza.

supor que df é infinitesimal, de maneira todos os pontos do anel podem ser
considerados como equidistantes de P, ou seja, estao & mesma distancia s de
m e formam o mesmo angulo ¢ com a linha OP. Portanto, a contribuicao do
anel para a energia potencial total é dada por,

GmdM

dU = ,
S

onde dM ¢ a massa do anel.

Para calcular a massa dM do anel, consideremos a geometria da Figura 9.
A largura do anel é Rdf e o seu raio (indicado em vermelho na figura) é
Rsenf, de maneira que sua area é

Aol = 2rRsenf x Rdf = 2w R? senfdb.

Agora, a area de toda a casca esférica é 47 R?, de maneira que a massa dM
pode ser obtida como,
amM o Aanel
M~ 4TR?
27 R? senfdf) M
dM = WM = 7 senfdf.

Substituindo este resultado na expressao para dU acima, obtemos:

M
dU:_G2m senSQdH' (16)
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A equagao (16) nos d4 a contribuigao do anel mostrado na Figura 9 para a
energia potencial da particula de massa m na presenca da casca esférica. Para
calcular a energia potencial total associada a casca esférica inteira, temos que
somar as contribuig¢oes do tipo dU para todos os anéis que constituem a casca,
ou seja, temos que integrar dU por todos os valores de 6, indo de 0 a 7:

GMm [=™ senfdb
U(r) = ——5 - o (17)

Para o calculo da integral em (17), devemos notar que s varia com 6, de
maneira que temos que encontrar uma expressao que relacione s com 6. Para
isto, vamos aplicar a lei dos cossenos ao triangulo formado por R, r ¢ s na
Figura 9:

s> = R*>+r%* — 2rRcos¥.

Derivando os termos dos dois lados da igualdade em relacao a 6 e notando
que R e r sao constantes, temos

d
2sd—; = 2rRsenf =
senfdf B ﬁ
s  rR

O termo do lado esquerdo desta equacao é exatamente o integrando da equa-
¢ao (17), de maneira que podemos escrever:

GMm [
= — ds. 1
Ur) =T [ ds (19)

Para o célculo da integral de ds, podemos distinguir dois casos:

Caso 1. O ponto P estéa fora da superficie esférica (ou seja, r > R, como
no desenho da Figura 9). Neste caso, os limites de integragdo para s sao os
seguintes:

9:():>Smin:’l"—R
=7 = Spax =1 + R.

18
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Entéao, a integral em (18) fica:

GMm r+R
U(r)=— 5 R . ds

GMm | |7
s
2rR r—R
GMm
=~%.R r+R— (r—R)]

GMm
= — 2R =
2rR

GM
U(r) = o (ponto externo a casca esférica). (19)
r

Caso 2. O ponto P esta dentro da superficie esférica (ou seja, r < R).
Neste caso, os limites de integragao para s passam a ser:
0=0=spym=R—r
=7 = Spax = B+ 7.

A integral em (18) fica, entao:

GMm R+r
U<T>:_2TR . ds

GMm R-‘rT
s
2rR Rer
GMm
= — 51 [R+7r—(R—1)]

GMm2 N
= — r
2rR

GM
U(r) = —Tm (ponto interno a casca esférica). (20)

Embora estes dois resultados sejam parecidos, hd uma diferenca funda-
mental entre eles. A equagao (19) nos diz que a energia potencial de interagao
entre a casca esférica e uma particula externa a ela é a mesma que teriamos
se toda a massa M da casca estivesse concentrada em seu centro. Ja a equa-
¢ao (20) nos diz que a energia potencial de interagdo quando a particula estéa
dentro da casca esférica é constante.
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Vamos agora usar a equacao (15) para obter a forga F, feita pela casca
esférica sobre a particula de massa m nos dois casos:

Caso 1.
GM
F,=— 2m (ponto externo a casca esférica). (21)
r
Caso 2.
F, =0 (ponto interno a casca esférica). (22)

A Figura 10 mostra os graficos da energia potencial e da for¢ca em fungao
da distancia radial r entre a particula de massa m e o centro da casca esférica.
Para r > R, os graficos sao validos mesmo que a distribui¢cao de massa na
esfera solida ndo seja homogénea (como é o caso da Terra, por exemplo);
porém, para r < R os graficos mostrados na Figura 10 s6 sao validos para

uma esfera homogénea. Para um corpo como a Terra, eles seriam diferentes.

5.2 Atracao gravitacional de uma esfera sélida

Agora que obtivemos a energia potencial e a for¢a gravitacional de uma casca
esférica, podemos voltar ao problema original e obter a energia potencial e a
forga gravitacional de um corpo esférico soélido.

Nossa suposicao inicial é a de que a esfera solida pode ser considerada
como constituida por uma sucessao de superficies esféricas uniformes, de
maneira que a densidade possa variar com a distancia radial a partir do
centro.

Assumindo esta consideragao de simetria, pode-se obter algumas conclu-
soes acerca da forca gravitacional exercida pela esfera sobre uma particula
de teste. Vamos supor que a massa total da esfera é M e seu raio é R.

Caso 1. A particula esta fora da esfera (r > R).

Como cada uma das cascas esféricas que compoem a esfera solida atua
como se sua massa total estivesse concentrada no centro, o mesmo ocorre
para a esfera solida. Independentemente da forma como a densidade varie
com a distancia radial, temos:

GMm

F(r)=— = (ponto fora da esfera). (23)

Este resultado foi obtido por Newton. Nao importa a que distancia a
particula de massa m esteja do centro da esfera de massa M, a expressao
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U(r)

o—£ r
(a)

F(r)

0O R — r
(b)

Figura 10: (a) Energia potencial gravitacional de uma particula em fungao
de sua distancia r ao centro de uma casca esférica de raio R. (b) Forga
gravitacional exercida pela casca esférica sobre a particula em funcao de r.
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para a forga gravitacional atrativa é a mesma, dada por (23). Por exemplo,
se a esfera de massa M for a Terra a lei de for¢ga com que ela atrai um corpo
perto de sua superficie, como uma maga em uma arvore, ou um corpo muito
longe, como a Lua, é a mesmal*

A energia potencial gravitacional também é a mesma que existiria se toda
a massa M da esfera estivesse localizada em seu centro:

Ur) = _G]\/[Tm (ponto fora da esfera). (24)

Caso 2. A particula esta dentro da esfera (r < R).

Neste caso, deve-se proceder com mais cuidado, mas duas constatagoes
sao claramente evidentes:

a. A contribuicao para a forca de todas as cascas esféricas externas ao
ponto onde esta a particula de teste é zero, pela equagao (22).

b. Todas as cascas esféricas situadas no intertor do ponto onde esta a
particula de teste atuam como se suas massas estivessem concentradas no
centro, pela equagao (21).

Portanto, para especificar a forga sobre uma particula que esta dentro da
esfera so6lida, a uma distancia r de seu centro, deve-se conhecer a fracao da
massa total da esfera contida no interior de uma esfera de raio r.

Um caso particular interessante é o em que a esfera é homogénea, isto
é, sua densidade é a mesma (constante) para qualquer raio r. Neste caso,
a fracao da massa total da esfera dentro de um raio r é igual a fragao do
volume total da esfera dentro deste raio:

7,3

R3
Portanto, a massa dentro de uma esfera de raio r é

3
r
ﬁ]\/[.

A forga que a particula de teste sofre é, entao, a mesma que ela sofreria caso
toda esta massa estivesse concentrada no centro:

GMr®m
R 2

4Hoje em dia esta afirmacdo pode parecer trivial e ndo merecedora do ponto de excla-
macao usado, mas imaginem o seu impacto no fim do séc. XVII.

F(r) =
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GMm
R3
Neste caso particular, a forca gravitacional atrativa varia linearmente com a

distancia r da particula ao centro.
A energia potencial gravitacional para este caso particular pode ser cal-
culada com o uso da equagao (8):

U(r)—U(R) = —/TF(r)dr,

R

com U(R) obtida fazendo-se 7 = R em (24)
Substituindo (25) na expressao acima, obtemos

F(r)y=-— r (ponto dentro de uma esfera homogénea). (25)

GMm [
U(r)—U(R) = 75 rdr
R
GMm
= 2R3 (T2 - R2)
Substituindo oM
m
UR)=———F—
(R) = -
nesta expressao:
GM GM
Ur) = S (" = B = ==
M
- —G2 o (77— R = 2R?)
GM
= —QRi:n (7“2 — 3R2) =
M
U(r) = —GQR:T (3R> —7%) (r < R) (esfera homogénea) (26)
Em particular, para r = 0, temos
3GMm
U = -

Se imaginarmos uma particula de teste que sai do centro da esfera solida,
sua energia potencial cresce de forma parabdlica com r, conforme (26), até
r = R; depois disso, para r > R, sua energia potencial cresce conforme 1/r
como em (24).

Os comportamentos da forca e da energia potencial gravitacional em fun-
¢ao de r para um corpo esférico homogéneo estao mostrados na Figura 11.
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U(r)

GMm

_ 3GMm
2R

F(r)

(b)

_GMm

Figura 11: (a) Energia potencial gravitacional de uma particula em fungao
de sua distancia r ao centro de uma esfera solida homogénea de raio R. (b)

Forga gravitacional exercida pela esfera solida homogénea sobre a particula
em funcao de 7.
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6 Velocidade de escape

Considere um corpo sobre a superficie de uma grande esfera, como um pla-
neta, por exemplo. Suponha que desejamos langar o corpo para o espaco
exterior de maneira que ele nao retorne nunca mais, vencendo a forga de
atracao gravitacional que o planeta exerce sobre o corpo. Que velocidade
devemos imprimir ao corpo para que isso aconteca?

Este problema pode ser resolvido facilmente utilizando a conservagao da
energia. Na superficie do planeta (r = R) a energia potencial é dada por

GMm
UR) = ——,
(R) =~
e a uma grande distancia da superficie (que representaremos por r = 00) ela
é U(oco) = 0. Como queremos que o corpo atinja o infinito, ele deve chegar 14
com uma certa energia cinética K (oo). Entao, o corpo deve ser langado com
uma energia cinética K (R) cujo valor é, pela conservagao da energia, dado

por®

GMm

Portanto,
GMm

R

A condigao critica é obtida quando se usa o sinal de igual na expressao acima.
Neste caso, o corpo atinge o infinito com uma velocidade residual nula. O
menor valor de energia cinética que o corpo deve ter para escapar da esfera
de raio R é dado por,

K(R) >

1 5 GMm
—muy = ———.
2 0 R

Portanto, a velocidade de escape minima para uma particula na superficie

de uma esfera de raio R é:

2GM
v =y (27)

14 ~ . . .
°A conservagdo da energia implica que

K(R) + U(R) = K(o0) + o2 K(R) = K(c0) — U(R).
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Ao calcular a velocidade de escape de um corpo na superficie da Terra,
¢é conveniente expressar o resultado em termos da aceleragao g da gravidade
na superficie da Terra e do raio Ry da Terra. Para fazer isso, note que a
forga gravitacional sobre uma massa m em r = Ry pode ser escrita como
mg. Entao,

GMTTTL
B
o que implica que
GMr
RT = gRT

Substituindo este resultado na equagao (27), obtemos entao
Vo = ZQRT
Substituindo nesta expressdao os valores numéricos g ~ 9,8 m/s? e Ry =~

6,4x10% m, temos que
vo ~ 11,2 km/s.
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