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Nesta aula, continuaremos a ver exemplos de aplicagoes das leis de New-
ton.

1 Movimento circular

Consideremos inicialmente o caso mais simples de movimento circular, aquele
em que um corpo de massa m se move em uma trajetoria circular de raio
r com velocidade de moédulo constante v. Podemos imaginar uma situacao
como esta considerando um corpo com a forma de disco sobre uma mesa de
ar, de maneira que o atrito torna-se desprezivel. O corpo ¢é preso a um fio
que esta fixado em sua outra extremidade a um pino e, com o fio esticado,
imprime-se ao corpo uma velocidade arbitraria numa dire¢ao que forma um
angulo reto com o fio (veja a Figura 1).

v

Figura 1: Esquema basico de uma particula movendo-se em uma trajetoria
circular com velocidade constante em modulo.
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Neste caso, como visto na Aula 5, a aceleragdo do corpo esta dirigida
para o centro do circulo e seu médulo ¢ v?/r. Chamamos esta aceleracao de
aceleracao centripeta. Pela segunda lei de Newton, a existéncia da aceleracao
centripeta implica na existéncia de uma forga correspondente, cujo modulo

vale

muv?

F=ma=——. (1)
r

No caso simples que estamos considerando, ilustrado na Figura 1, a tinica
forca atuando sobre o corpo é a tensao T feita pelo fio esticado. Logo, a
forga centripeta neste caso ¢ a tensao do fio.

Se o fio nao for suficientemente forte para proporcionar uma for¢ca com a
magnitude necesséria, ele se rompera e o corpo, estando agora livre de forcas
(pelo menos no plano de movimento), seguiré adiante sem fazer a curva. Ele
“sairé pela tangente”.

Um exemplo de importancia pratica desse tipo de movimento ¢ o de um
carro fazendo uma curva. Suponha que uma curva em uma estrada tenha raio
de curvatura r, medida no plano horizontal como mostrado na Figura 2(a).

Para o centro

da curva N
-

(a) (b)

Figura 2: Carro fazendo uma curva em uma estrada. (a) Vista de cima. (b)
Vista de um ponto a frente do carro. O diagrama de forgas no caso (b) supoe
que nao ha atrito entre os pneus do carro e a pista.

Antes de entrarmos na discussao deste problema prético, é importante
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que vocés entendam o que faz um carro andar por uma estrada a partir do
repouso. Vocés podem responder dizendo que é o motor do carro e, em parte,
estarao certos. Mas o motor faz apenas as rodas do carro girarem. O que faz
com que, de fato, o carro se mova é o atrito entre seus pneus e o asfalto da
pista. Se nao houvesse atrito, as rodas do carro girariam sobre o asfalto sem
impulsionar o carro. Veja a Figura 3 e o texto na legenda.

'Y
L4

F,

[

Figura 3: Tlustragao de um pneu de um carro quando este anda para a frente
a partir do repouso em uma estrada. O motor faz a roda girar no sentido
horario como indicado. No ponto de contato entre o pneu e a pista, o pneu
faz uma forga sobre a pista indicada em vermelho e a pista faz uma forca de
reacgao sobre o pneu (e todo o carro) indicada em verde. Esta é a forga de
atrito F,, entre o pneu e a pista e é ela que impulsiona o carro para a frente.

Voltemos agora ao estudo do problema de um carro fazendo uma curva
em uma estrada. Se o carro faz a curva com uma certa velocidade constante
v, ele tem aceleragao centripeta v?/r.

Consideremos inicialmente o caso em que a pista é plana, isto é, nao
possui inclinagao. Para que o carro faga a curva, o motorista deve girar a
dire¢ao fazendo as rodas se alinharem com a tangente a curva em cada ponto
dela. O que faz com que o carro faga a curva neste caso? Novamente é o
atrito entre os pneus e a pista. Se nao houvesse atrito, por exemplo, se a pista
estivesse coberta de gelo, por mais que o motorista girasse a dire¢ao o carro
nao faria a curva e continuaria em linha reta. Isto seria uma derrapagem.

Quando hé atrito, por causa da forca de contato entre os pneus e o piso a
mudanga na orientagao das rodas do carro é eficaz em produzir uma alteracao
na dire¢ao da velocidade do carro. Como vimos na Aula 5 (veja a discussao
associada a Figura 12 daquela aula), a alteragao Awv na diregao da velocidade
de um corpo que se move em trajetoria circular aponta na dire¢ao do centro (é
a aceleragao centripeta). A forga que provoca esta mudanga Av na velocidade
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do carro é a forga de atrito. As outras forcas atuando sobre o carro, a normal
N e a forca peso P, sao puramente verticais e nao influenciam o movimento
do carro no plano. Como a forca centripeta é a forca de atrito, podemos

escrever

mv2

Fa = Fcp - T (2)
A dire¢ao desta forga é radial e o seu sentido aponta para o centro O do
circulo indicado na Figura 2(a).

Note uma coisa importante aqui. O papel da forca de atrito quando o
carro faz a curva nao é mover o carro adiante como no exemplo da Figura 3.
Quando o carro entra na curva, ele ja estd em movimento com velocidade
v e sua tendéncia, pela primeira lei de Newton, é continuar seu movimento
em linha reta. O papel da forga de atrito neste caso (que é o papel da forga
centripeta) é o de mudar a dire¢ao da velocidade do carro a cada instante.
Embora ela aponte na direcao radial, ela nao faz o carro se mover nessa
direcao.

Como o carro nao se move na diregao radial quando faz a curva, a forga
de atrito que tem que ser considerada neste caso é a forca de atrito estatico.
Vimos na Aula 7 que o valor méximo dessa forca é proporcional ao moédulo
da for¢a normal N,

Fa = Fe,max :,ueN-

Substituindo esta expressao em (2), obtemos:

mu? v
ueNZT;‘uemg=7=>

U = /TGlUe. (3>

Esta é a maxima velocidade com a qual um carro consegue fazer a curva em
uma estrada plana sem derrapar.

Note que a velocidade v nao depende da massa m do carro. Ela depende
do produto de trés grandezas: a aceleracao da gravidade g, o raio de curvatura
r da curva e o coeficiente de atrito estatico u. entre os pneus e o asfalto. A
aceleracao da gravidade nao pode ser alterada, mas o raio r e o coeficiente
de atrito p, sim.

Por exemplo, para um raio de curvatura r fixo, se o coeficiente de atrito
for reduzido, por exemplo numa situagao de chuva, a velocidade méxima tem
que ser reduzida. Por outro lado, para um coeficiente de atrito p. fixo, uma
curva com raio de curvatura grande (curva aberta) permite uma velocidade

4
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mais alta que uma curva com raio de curvatura pequeno (curva fechada).
Veja um exemplo deste ultimo caso na Figura 4.

r Umax Pequena

VUmax grande

Figura 4: Carro fazendo duas curvas em uma pista plane. A curva da es-
querda tem raio de curvatura grande e a curva da direita tem raio de curva-
tura pequeno. A velocidade maxima com a qual o carro pode fazer a curva
sem derrapar é maior para a curva da esquerda do que para a curva da direita.

Vamos considerar agora o caso em que a curva tem inclinacao de um
angulo «, como na Figura 2(b). O propdsito de inclinar a curva é tornar
desnecessaria a existéncia de atrito entre os pneus do carro e a pista para
que o carro faca a curva. Neste caso, mesmo que nao haja atrito, a forga
normal exercida pela pista sobre o carro tem uma componente apontando
para o centro. Esta é a forca centripeta quando nao hé atrito e ela permite
que o carro faga a curva a uma velocidade especifica v sem que o motorista
precise girar a direcao.

Vamos calcular o valor da velocidade v com a qual o carro pode fazer a
curva no caso sem atrito (caso ideal) mostrado na Figura 2(b). Separando
as forcas nas suas componentes vertical e horizontal e aplicando a segunda
lei de Newton, obtemos:

Nsena:T (4)

Ncosa— P =0.
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Substituindo P por mg e isolando «, obtemos:

2
tga = U—. (5)
rg
Com esta equagao, pode-se determinar o dngulo de inclinacao o que permita
ao carro fazer uma curva de raio r com uma velocidade v dada. Alternativa-
mente, dados o raio de curvatura r e o angulo de inclinagao «, a equagao (4)
determina a velocidade v com a qual o carro deve fazer a curva:

v = /rgtga. (6)

Note que, assim como na equagao (3), as equagoes (5) e (6) nado dependem
da massa m do carro. Ou seja, elas valem para qualquer tipo de veiculo.

E importante entender o significado da equacdo (6), lembrando que ela
foi obtida para o caso ideal sem atrito. Dada uma curva com raio de cur-
vatura r e inclinagdo «, numa situagao sem atrito, por exemplo, se a pista
estiver coberta de gelo, o carro precisa estar exatamente com a velocidade v
dada em (6) para fazer a curva. Parece estranho que um carro consiga fazer
uma curva em uma pista sem atrito, mas se ele estiver exatamente com a
velocidade especificada em (6) ele a fara, pois a componente horizontal da
forca normal forneceré a forca centripeta necessaria.

Vamos chamar v dada por (6) de vjgeas. O que acontece quando o carro
tenta fazer a curva com v maior ou menor que Viqear !

Se v > igeal, @ componente horizontal da forga normal é menor que a
forca centripeta requerida para manter o carro na trajetéria curva. Veja
novamente as equagoes (4): como a massa do carro e o angulo de inclinagao
nao mudam, /N sena permanece com o mesmo valor que tinha antes (%)
Como v > vjgeal, este valor é menor que o que seria necessario (m:Q) para
manter o carro na trajetoria curva. O resultado é uma derrapagem em que
o carro subira pela pista inclinada.

Se v < Vjgeal, @ componente horizontal da forca normal é maior que a

forca centripeta requerida para manter o carro na trajetoria curva: N sena =
2
MYideal

deal > mT”Q O excesso de forca na direcao horizontal para dentro faz
com que o carro derrape novamente, s6 que neste caso descendo pela pista
inclinada.

No caso real (ndo ideal), o que faz com que o carro nao derrape pela pista
inclinada quando faz a curva com velocidade maior ou menor que vjgea € 0

atrito que existe entre a pista e os pneus. Quando v > vigeal, 0 carro tende a

6
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deslizar subindo pela pista; portanto, ele adquire uma componente de velo-
cidade radial apontando para a parte superior da pista. Para contrabalancar
essa tendéncia de movimento para cima, surge uma forca de atrito apontando
para baixo como mostrado na Figura 5(a). Por outro lado, quando v < vigeal,
o carro tende a deslizar descendo pela pista; ele adquire uma componente de
velocidade radial apontando para baixo. A forca de atrito que surge neste
caso para contrabalancar o deslizamento do carro para baixo aponta para
cima da pista, como mostrado na Figura 5(b).

Para o centro Para o centro
da curva da curva N
B —_—

(@) v > Videal (b) v < Videal
Ncosa F,sena Ncosa
F,cosa a
Nsena ~~F,sena Nsena \
F,cosa
P

Figura 5: Carro fazendo a curva no caso em que ha atrito entre os pneus e a
pista. (a) v > Vigeal- (D) ¥ < Vigeal. As figuras na parte de baixo mostram os
diagramas de forcas para os dois casos.

Vamos analisar os dois casos separadamente:
(a) v > Vigeal-

Pelo diagrama de forgas na parte de baixo da Figura 5(a), temos:
F,cosa + Nsenaw = ——
Ncosa — P — F,sena = 0.

Substituindo P = mg e F, = Fymax = [eN, que é a expressao para a forca
de atrito estatico méaxima (pois, se o carro nao derrapa, ele ndo se move para
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cima ou para baixo da pista):

va

teN cosa + N senaw = - (7)

N cosa —mg — p.N sena = 0.

A segunda das equagoes (7) nos da,

myg

(8)

N(cosa — pesena) = mg = N = :

COS (¥ — [l SENY
A primeira coisa que a equagao (8) nos diz é que ha um valor méximo para
o angulo «, dependente do coeficiente de atrito estatico entre os pneus e
o asfalto da pista. Para que o denominador na equacao (8) seja positivo,
devemos ter

1
cosa — pesena > 0 = tga < —.
He

Por exemplo, pesquisando na internet vemos que o coeficiente de atrito esta-
tico entre a borracha e o asfalto seco é u. = 0,68. Entao,

1 o
tga < 068 1,47 = o < 55,8
Na pratica, os angulos de inclinagao das curvas em estradas e pistas de cor-
rida sao bem menores que este. Por exemplo, o maior angulo de inclinagao
das pistas de NASCAR (competigoes de corrida de stock-cars nos Estados
Unidos) é o do circuito oval de Talladega no Alabama, cujo valor é o = 36°.
A segunda coisa que a equagao (8) nos diz é que a forga normal N é
maior no caso com atrito do que no caso sem atrito (em que g, = 0). Po-
demos entender isto olhando para o diagrama de forcas na parte inferior da
Figura 5(a). Existem duas for¢as apontando na diregao negativa do eixo y: a
forca peso P e a componente F, sena da forca de atrito. Portanto, a normal
N tem que ser maior do que no caso sem atrito para equilibrar essas duas
forgas.
Substituindo (8) na primeira das equagoes (7), obtemos:

(fte cOs @ + senar)  zv?

(cosa — presenat) 7
9 (e cOs v + sena) (e cos @ + sena)
vi=r =r
g (cos v — pie sency) cos (1 — p, tga)
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Ue + tgQ
= — . 9
‘ \/Tg<1—uetga) ®)

Esta é a velocidade maxima com a qual um carro pode passar por uma pista
inclinada com atrito sem derrapar para a parte de cima da pista.

Como exemplo de aplicagao de (9), consideremos o caso da curva de
maior inclinacao do circuito de Talladega mencionado acima. Qual a maxima
velocidade com que um carro pode correr pela curva sem derrapar para cima?
Pesquisando na internet, vemos que o raio de curvatura da curva de Talladega
é r = 335,3 m. Substituindo este valor, juntamente com o = 36°, y, = 0,68
e g = 9,8 m/s? na equagio (9), obtemos

v =955 m/s = 343,8 km/h = 213,6 mi/h.

Consultando informacoes na internet, vemos que é comum carros de corrida
andarem com velocidades acima de 200 mi/h no circuito de Talladega. Na
realidade, vemos que o recorde de velocidade na curva é de 216,309 mi/h,
um pouco acima do valor calculado. Isto sugere que o coeficiente de atrito
e entre os pneus do carro que estabeleceu o recorde e a pista era maior que
0,68 (pois v cresce com fi, como pode ser visto em (9)).

(b) v < Videal-

Pelo diagrama de forgas na parte de baixo da Figura 5(b), temos:

mu?

Nsena — F,cosax = ——
r

N cosa + F,sena = P.

Substituindo P = mg e F, = Fj, max = [N nestas equacoes:

2
N(senoz—/,Lecosa):ﬂ (10)
”

N(cos a + pi. sena) = mg.

A segunda das equagdes (10) nos da o valor da normal N para este caso,

(11)

myg

N = .
CoS v + i Senc

Note que agora N é menor do que no caso sem atrito e isto pode ser en-
tendido observando o diagrama de forcas na parte inferior da Figura 5(b).

9
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Como existe uma componente da forga de atrito atuando ao longo da direcao
positiva do eixo y, a normal N nao precisa ser tao grande quanto no caso
sem atrito para equilibrar a forca peso P.

Substituindo (11) na primeira das equagoes (10), obtemos:

SENnQ — e COS (X VL'?J2

9
COS & + [Le SENQY T

sena — plocosa  v? N ( tga — fe ) v

— = =
1+ pe tga r

I cos ol + petga) 7

t - Me
v \/Tg (M) (12)
1+ pe tga

Esta é a velocidade minima com a qual um carro pode passar por uma curva
inclinada com atrito sem derrapar para a parte de baixo da curva.

Tomando novamente como exemplo préatico o circuito de Talladega, com
sua curva de inclinacao 36° e raio de curvatura r = 335,3 m, e usando . =
0,68 e g = 9,8 m/s?, temos que a velocidade minima com que um carro pode
passar pela curva sem deslizar para baixo é

v=10,5 m/s = 37,5 km/h = 23,5 mi/h.

Note que para angulos de inclinacao « tais que tga < p. o termo dentro
da raiz quadrada no lado direito da equagao (12) torna-se negativo, levando
a um resultado sem significado fisico. Isto significa que quando tga < .
nao ha limite inferior para a velocidade com a qual um carro pode fazer a
curva sem derrapar. Mesmo que a velocidade seja infinitesimalmente baixa
(v — 0), o carro consegue fazer a curva sem deslizar para baixo. Por exemplo,
se i = 0,68 um carro consegue fazer a curva com velocidade préoxima de zero
em qualquer curva com angulo de inclinacao igual ou menor que 34,2°. Ja se
e = 0,4 (um caso hipotético imaginando asfalto molhado e pneus gastos), o
menor angulo de inclinagao para que v — 0 cai para 21,8°.

2 Movimento curvilineo com velocidade varia-
vel

Se a velocidade de uma particula muda enquanto ela se move em uma traje-
toria circular, a particula tem, além da aceleracao centripeta dirigida para o

10
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centro do circulo, uma componente de aceleracao tangente a trajetoria. Essa
componente tangencial da aceleracao representa a variacao do mddulo do
vetor velocidade da particula. A componente centripeta da aceleragao, por
outrro lado, representa a taxa de variagao da direcao do vetor velocidade.
As equagoes relevantes para a descricao desse tipo de movimento foram
deduzidas na Aula 5 (veja as equagoes (47)—(51)). Em particular, a equagao
(50) daquela aula nos da a expressao para o vetor acelera¢ao da particula:

U2

a= —?fjt%é:aﬁ"—l—agé, (13)
onde o sinal de menos que multiplica o termo v?/r indica que a componente
radial da aceleracdo aponta para o centro da trajetoria circular. E por isso
que ela é chamada de aceleracao centripeta. Ja a outra componente da ace-
leragao, que aponta na dire¢ao tangente ao circulo, é chamada de aceleracao
tangencial. Lembrando da Aula 5, as componentes a, e ay constituem tam-
bém as componentes do vetor a em coordenadas polares. A Figura 6 mostra
esses vetores.

ay

Figura 6: Movimento circular de uma particula com velocidade varidvel. A
figura da esquerda mostra os vetores unitarios do sistema de coordenadas
polares. Note que eles se movem junto com a particula. A figura da direita
mostra os vetores aceleragao radial (a,) e tangencial (ag) da particula, assim
como o vetor resultante da soma vetorial desses dois vetores, que é o vetor
aceleracao a (em laranja).

A situacao pode ser tratada mais facilmente se considerarmos as compo-
nentes radial e transversal da aceleragao separadamente:

11
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Componente radial da 2

aceleragao (perpendicular » =a, = —— (r é o raio do circulo)
s r
a trajetoria)

Componente tangencial du (corresponde somente
da aceleragao (tangente » =ay = — & variagado do modulo
a trajetoria) da velocidade)

Com apenas algumas pequenas reinterpretagoes, podemos usar esses re-
sultados para descrever o movimento de uma particula ao longo de qualquer
trajetoria curvilinea arbitraria. Para cada ponto dessa trajetoria, podemos
associar um centro e um raio de curvatura como mostrado na Figura 7 (os
quais variam & medida que a particula se desloca pela trajetoria).

Desde que interpretemos os simbolos r e v como representando os valores
instantdineos do raio de curvatura e do moédulo da velocidade da particula, as
expressoes acima para um movimento circular continuam sendo validas para
um movimento curvilineo arbitrario. Elas nos dao as componentes instan-
taneas da aceleracao — tangente e normal & trajetéria — de um movimento
curvilineo geral. Neste caso, normalmente as duas componentes da acele-
ragao da particula sao chamadas de aceleracao tangencial, a;, e aceleragao
normal, a,, como indicado na Figura 8.

Esta notagao é em tudo equivalente aquela usada para uma particula cuja
trajetoria é um circulo. O vetor aceleragao da particula é dado por,

a=a;+ a,, (14)

com as direcoes e sentidos de a; e a, como mostradas na Figura 8 e seus
modulos dados por, respectivamente,

dv
ay = —t, (15)
2
(%
n — T 16
=" (16)

onde r é o raio de curvatura da trajetoria curvilinea no ponto em que a
particula estd. O modulo da aceleracao da particula é

a=|a|=+/a} + a2. (17)

12
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Figura 7: Particula descrevendo uma trajetoria curvilinea arbitraria. Para
cada ponto da trajetoria, pode-se fazer passar pela trajetoria um circulo de
raio 7 centrado em um ponto O. O ponto O é chamado de centro de curvatura
e o raio r é chamado de rato de curvatura da trajetéria no ponto em questao.
Em geral, O e r variam de ponto a ponto.

Qa;

a,

Figura 8: Componentes da aceleracao de uma particula que descreve uma
trajetoria curvilinea arbitraria.

13
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Um exemplo simples para ajudar vocé a visualizar um movimento curvili-
neo com velocidade varidvel é o seguinte. Imagine uma particula de p6 sobre
um disco de vinil em uma vitrola!. A particula tem massa m e estd a uma
distancia r do centro do disco. Quando a vitrola é ligada e o disco comega a
girar, h4 um intervalo de tempo entre a saida do repouso e o instante em que
o disco passa a girar com velocidade angular constante, que indicaremos por
w. A duragao desse intervalo é tao curta que o disco nao chega a completar
uma volta inteira antes de entrar no regime estacionério. Portanto, durante
este breve intervalo de tempo a trajetoéria descrita pela particula de p6 é um
arco de circunferéncia de raio r e a sua velocidade varia no percurso, desde
zero até Vg = Wr.

O vetor aceleracao da particula de p6 é como o mostrado na parte da
direita da Figura 6 (vetor a em laranja). O modulo da aceleragdo é a =
Va? + a? e, pela segunda lei, a forga correspondente tem modulo

ma =my/a? + a2.

Qual a origem desta forca? Mais uma vez, é o atrito estatico entre o disco
e a particula de p6, pois a particula nao se move em relagao ao disco. Caso o
atrito entre o disco e a particula de p6 nao seja capaz de fornecer uma forca
com esse modulo, o movimento circular da particula de p6 nao é possivel e
ela desliza sobre a superficie do disco.

Vamos analisar com um pouco mais de detalhe este problema. Para sim-
plificar, vamos supor que a aceleracgao tangencial a, da particula é constante.
A aceleragao normal (que é a centripeta) nao é constante. Ela é dada por

Note que escrevemos explicitamente v(t) e w(t) para deixar claro que esta-
mos considerando o intervalo de tempo antes de o disco entrar em rotacao
com velocidade angular constante w. Para estudar este problema, é mais
conveniente usar a expressao para a, em termos da velocidade angular w(t)
do disco. Em termos dela, o modulo da forca de atrito estatico necesséria
para manter a particula de p6é sem deslizar sobre o disco enquanto o disco se

movimenta é,
F, = my/a? + w(t)r?.

1O uso do termo “vitrola” aqui indica a idade do professor.

14
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Como esta é a forca de atrito estatico, sabemos que seu valor maximo é dado
por
Fa,max = /vLeN = HeMmg.

[gualando as duas expressoes:

perrg = w/ ai + wh(t)r? =
1 2
fe = —r/ai + w(t)r?.
9

Note que para um valor de r fixo, o lado direto da igualdade acima cresce
com o aumento da velocidade angular w(t) (o crescimento é rapido, pois vai
com w?). Ja o lado esquerdo é fixo; é o coeficiente de atrito estético entre a
particula de p6 e o disco de vinil. Portanto, existe um valor limite para w(t)
acima do qual o atrito entre a particula e o disco nao consegue mais manter a
particula fixa na sua posicao relativa em relagao ao disco. Se este valor limite
for menor ou igual ao valor estacionéario w, em algum momento antes de o
disco atingir a velocidade angular uniforme @ a particula deslizara para fora
do disco. Se o valor limite for maior, a particula permanecerd na sua posi¢ao
em relagao ao disco depois que ele comecar a girar com w = @. Note também
que quanto maior r, isto é, quanto mais préoximo da borda do disco estiver a
particula, maior tem que ser o valor de . para manter a particula fixa em
relagao ao disco. Portanto, particulas distantes do centro do disco deslizam
mais facilmente para fora dele do que particulas préximas ao centro.

Para uma demonstragao desse efeito, veja os videos https:/ /voutu.be/ W
defWi07Ulg e https:/ /youtu.be/ 1G7T6HUvGyDE, mas cuidado: a explica-
¢ao dada para o fendémeno nos videos esté incompleta, pois nao menciona a
componente tangencial da aceleracao.

Supondo que a particula de p6 nao deslizou para fora do disco enquanto
a velocidade angular do disco variava, depois que o disco (e a particula junto
com ele) entra no regime de rotagdo estacionaria a velocidade v da particula
torna-se constante. Consequentemente, a aceleracao tangencial a; da parti-
cula desaparece e ela fica somente com a aceleracao centripeta. Enquanto o
disco girar com velocidade angular constante w, a particula s6 tera aceleracao
centripeta.

Outro exemplo interessante de movimento circular com velocidade varié-
vel é o da modalidade olimpica “lancamento de martelo”. Neste caso, um
peso esta preso a uma corda e um atleta a segura em sua outra extremidade
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e a faz girar a partir do repouso com velocidade crescente até o momento de
soltura. A corda cumpre duas fungoes aqui: (1) fornece a for¢a tangencial
necessaria para aumentar a velocidade do corpo; e (2) fornece a forga centri-
peta de modulo mo? apontando para o centro da trajetoria, necessaria para
que o corpo gire. Para cumprir esta dupla missao, o puxao feito pela corda
deve “se adiantar” ao corpo, de forma que a tensao devida a ela tenha uma
componente tangencial, como mostrado na Figura 9.

Figura 9: Esquema de um lancamento de martelo. A pessoa que langa o
martelo estd no ponto O. Com seu brago esticado, ela segura a corda em O’
e comeca a girar. A corda esticada esta presa ao corpo em P e produz uma
forca sobre o corpo que tem componentes tangencial e centripeta, fazendo o
corpo rodar em torno de O.

3 Trajetoérias circulares de particulas carrega-
das em campos magnéticos uniformes

Um dos exemplos mais importantes de movimento circular ¢ o de particulas
com carga elétrica em campos magnéticos. Vocé estudara campos magnéticos

e sua interacao com particulas carregadas em grande detalhe no curso de
Fisica III. Para nossos propdésitos aqui, precisamos apenas saber (¢ um fato
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experimental) que quando uma particula com carga ¢ (positiva ou negativa)
se move com velocidade v em um campo magnético uniforme B, a forca
que o campo magnético exerce sobre ela pode ser expressa matematicamente
como

F =qv x B. (18)

Quando falo que a forca magnética sobre a particula pode ser expressa
“matematicamente” pela expressao (18), quero dizer que esta expressao mate-
matica sintetiza todas as evidéncias experimentais que se tém a respeito dessa
forca, ilustradas na Figura 10.

Forga nula Diregao do campo

v A
F
B
90°
90°__|
e
Forga maxima
Diregao do campo qu
(a) (b)

Figura 10: (a) Situac¢oes em que a for¢a magnética sobra a particula é nula
e méaxima. (b) Relagbes vetoriais genéricas entre a velocidade, o campo
magnético e a forca magnética.

Essas evidéncias experimentais sao as seguintes:

1. A forga é sempre perpendicular a direcao da velocidade v da particula.
Se o sentido da velocidade ¢é invertido, o sentido da for¢a também é
invertido.

2. A forga é proporcional ao valor da carga ¢ da particula. Se o sinal da
carga é trocado, o sentido da forca é invertido.

3. Para um valor de ¢ e uma direcao de v dados, o valor da forga é
proporcional ao moédulo de v.
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4. Se o movimento da particula for paralelo a direcao do campo magnético,
a forca é nula.

5. Para qualquer outra direcao de movimento da particula, a direcao da
forga é perpendicular ao plano formado por v e a direcao do campo
magnético B.

6. Para valores dados de ¢ e v e para um campo magnético B fixo, o valor
da forga é proporcional ao seno do menor angulo entre v e B.

Com base na equagao (18) pode-se definir quantitativamente uma medida
para o campo magnético B. Um campo magnético de valor unitéario, aplicado
normalmente (senf = 1) a uma carga de 1 C movendo-se com velocidade de
1 m/s, exerce sobre a particula uma for¢a de 1 N. A unidade de B no S.I. ¢ o
tesla, em homenagem ao inventor e engenheiro sérvio-estadunidense Nikola
Tesla (1856-1943).

Imaginemos agora uma particula carregada, com carga ¢ positiva, movendo-
se no plano desta péagina (ou da tela do computador) e vamos supor que o
campo magnético na regiao em que a particula se move é perpendicular a esse
plano e aponta para dentro dele. A situagao esta ilustrada na Figura 11(a).
Na figura, usamos a representagao “x” para indicar que o campo magnético
esta entrado no plano da tela; se ele estivesse saindo do plano, usariamos o
stimbolo “®”.

Qual é o tipo de movimento descrito pela particula?

Pela equagao (18), a for¢a magnética F' sobre a particula é perpendicular
ao plano definido pelos vetores v e B. Imagine que o plano da tela é a
superficie de um queijo e vocé corta essa superficie perpendicularmente com
uma faca passando sobre a linha do vetor v na Figura 11(a). O plano da
lamina da faca é o plano definido pelos vetores v e B. Como ¢ é positiva, o
sentido da for¢a aponta para o lado esquerdo da lamina. Vocé pode verificar
isso usando a regra da mao direita: coloque a sua mao direita espalmada com
o dedao aberto e os outros quatro dedos apontando na direcao de v. Faga a
mao estar paralela ao plano da tela com a palma voltada para a tela. Gire
os quatro dedos no sentido de B. O dedao aponta para a esquerda e esta é
a direcao de F'. Se q fosse negativa, vocé teria que inverter o sentido de F
e, entao, a forga apontaria para a direita. Se o campo magnético estivesse
saindo do plano da tela, vocé teria que colocar sua mao com a palma voltada
para vocé e ai o dedao apontaria para a direita se ¢ > 0 e para a esquerda se
q < 0.
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X XX XX XX X XXX X X X X X
XXX XXXXXXXX X X X X X
XXXXXXXXXXX X X X X X
X XX XXXXXXXX X X X X X
XXX XXXXXXXX X XXX XXXXXXXX X
XXX XXXXXXXX X XXX XXXXXXXX X

G

(b)

Figura 11: (a) Particula de carga ¢ positiva e massa m movendo-se com
velocidade v no plano da tela em uma regiao em que o campo magnético é
uniforme, perpendicular ao plano da tela e aponta para dentro (a diregao e
o sentido s@o representados pelo simbolo X). (b) A forga magnética sobre a
particula em (a) é perpendicular a v e B e a particula descreve um movimento
circular uniforme sobre uma circunferéncia de raio r indicada em vermelho.

O sentido da forca magnética F' para este caso é como o mostrado na
Figura 11(b). O moédulo da for¢a, pela equagao (18), é

F = quB. (19)

Note que a forga é puramente perpendicular & velocidade v (ndo tem com-
ponente tangencial ao movimento). Portanto, ela ndo pode alterar o moédulo
de v, apenas sua direcao. Temos entao um caso em que a forga atuando sobre
a particula é perpendicular & sua velocidade e de moédulo constante (pois g,
v e B s@o constantes; v é constante porque F' nao pode alteré-la). Esta é a
caracteristica definidora de um movimento circular uniforme.

Desta forma, embora nao exista um centro de forcas no sentido usual, a
particula descreve uma trajetoria circular de raio r e centro O como mostrado
na Figura 11(b). O moédulo da aceleragao da particula, pela segunda lei de

Newton, &
F B
o= =22 , (20)

m m
onde m ¢é a massa da particula. Como o movimento é circular uniforme, esta
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¢ a aceleragao centripeta a = v?/r, de onde obtemos

2
B
v _wB
T m
mu
= . 21
r=Tg (21)

Como vimos na Aula 5, o produto mwv é o moédulo do momento linear p
da particula. Portanto, a equacdo (21) pode ser reescrita como

p

T:q—B.

(22)

O raio da trajetoria circular da particula é proporcional ao momento
linear da particula e inversamente proporcional a carga da particula e ao
modulo do campo magnético. Esta propriedade é utilizada em fisica nuclear
e fisica de particulas elementares para determinar experimentalmente os va-
lores dos momentos lineares das particulas nas reagoes e colisoes estudadas a
altas energias. As trajetorias das particulas produzidas ou espalhadas podem
ser visualizadas e fotografadas usando uma cdmara de bolhas®. A partir da
fotografia da trajetoria circular de uma particula numa camara de bolhas,
pode-se medir o raio r da trajetoria e, conhecendo-se ¢ e B, determinar p.

A velocidade angular do movimento circular uniforme da particula é dada
por (via (21))

w="=1p (23)
room

Note que a frequéncia angular w nao depende da velocidade v da particula
ou do raio r da trajetoria circular. Ela depende apenas da razao q/m entre
a carga e a massa da particula e do médulo do campo magnético B. Essa
frequéncia angular é chamada de frequéncia de ciclotron e a razao desse
nome é que ela é a base tedrica do funcionamento do ciclotron, um tipo de
acelerador de particulas inventado pelo fisico estadunidense Ernest Lawrence
(1901-1958). Veja o esquema basico de funcionamento de um ciclotron na
Figura 12.

2Para saber como funciona uma camara de bolhas, veja, por exemplo, a pagina da
Wikipedia https://en.wikipedia.org/wiki/Bubble chamber. Uma exemplo de aplicacao
de caAmaras de bolhas para visualizar antimatéria é dado em https://www.youtube.com
watch?v=4Ibyxwaltc(). Camaras de bolhas foram muito usadas nos primérdios da fisica
das particulas elementares e dos aceleradores de particulas, mas atualmente elas foram
substituidas por detectores de trajetorias baseados em semicondutores.
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Figura 12: Esquema de funcionamento de um ciclotron. Figura de dominio
publico tirada de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cyclotron dia
gram.png.

Os ciclotrons foram os aceleradores de particulas de tecnologia mais avan-
cada até o inicio da década de 1950, quando foram suplantados pelos sincro-
trons. Mesmo assim, ciclotrons sao usados ainda hoje para produzir feixes
de particulas em medicina nuclear.

Um ciclotron consiste de duas camaras metélicas ocas com a forma da
letra “D” colocadas no interior de um tanque onde se faz vacuo. Os Ds ficam
um em frente ao outro e separados por um vao de largura estreita. Acima
e abaixo dos Ds estao os polos de um eletroima que gera um campo mag-
nético B constante perpendicular ao plano dos Ds. Um feixe de particulas
carregadas é injetado no centro do vao entre os dois Ds e, por causa da forca
magnética (18), as particulas adquirem uma trajetéria circular no interior
das camaras em D.

Se os modulos das velocidades das particulas fossem constantes, elas fi-
cariam girando no interior dos Ds em ¢rbitas fechadas. A frequéncia angular
das orbitas ¢ w dada em (23) e dela pode-se calcular o periodo 7" de um ciclo

por

2T 2T
=—==T=—.
v T w

No entanto, o ciclotron nao mantém as velocidades das particulas cons-

21


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cyclotron_diagram.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cyclotron_diagram.png

5910235 - Fisica I (QQ)  Aula 10 - Aplicagoes das leis de Newton - Parte I1

tantes, mas acelera-as quando eles passam pelo vao entre os dois Ds. Isso é
feito por meio de um oscilador acoplado aos dois Ds que produz no vao entre
eles uma voltagem alternada de milhares de volts com frequéncia ajustada
para valer exatamente metade do periodo 7. Essa voltagem alternada cria
no vao entre os Ds um campo elétrico que muda de sentido a cada meio pe-
riodo. Isso faz com que a cada meia volta que uma particula da (no momento
em que ela sai de um D e entra no vao) ela seja acelerada em diregao ao D
oposto pelo tempo em que ela fica no vao. Como a velocidade aumenta de
modulo a cada meia volta, o raio da érbita também aumenta (veja a equa-
¢ao (21)). A frequéncia das oscilagoes, porém, nao muda, sendo sempre igual
a frequéncia de ciclotron (23). Como a frequéncia das oscilagbes nao muda,
o periodo delas também nao e é por isso que ¢é possivel ajustar as oscilagoes
da voltagem com os instantes em que a particula passa pelo vao entre os Ds.
O efeito disso é que a trajetoria das particulas é uma espiral de raio cada vez
maior. O moédulo da velocidade permanece constante a cada meia volta, mas
aumenta a cada passagem pelo vao. Quando as particulas atingem a borda
de um dos Ds, elas saem por uma abertura e sao desviadas por uma placa
defletora na direcao desejada para atingir o alvo.

Um exemplo tipico de ciclotron tem um campo magnético de 2 T e Ds
com raio de 0,25 m. Supondo que as particulas aceleradas sao protons (¢ =
e=1,6x10"" Cem, =1,67 x 107*" kg), a frequéncia de ciclotron é

1,6 x 107 C

= 2T~2x10%8s7!
YT 16T x 102 ke © s

e a velocidade com a qual os protons saem do ciclotron é
v=wr=2x10%s"1025m =5 x 10" m/s.

Esta ja ¢ uma velocidade consideravel, um pouco acima de 10% da velocidade
da luz.

O problema de acelerar particulas a velocidades maiores que esta com um
ciclotron é que a partir dai efeitos relativisticos comegam a ser importantes.
Um deles é que a massa da particula aumenta com a velocidade e isso faz
com a frequéncia de ciclotron passe agora a depender da velocidade v da
particula. Veja a equagao (23): se m cresce com a velocidade, w diminui
com v e o periodo T" aumenta. Para resolver este problema e permitir que
o ciclotron seja usado com velocidades relativistas, pode-se “sincronizar” a
frequéncia do oscilador que gera a voltagem alternada, fazendo-a diminuir
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com o aumento de v da mesma forma que w diminui. Aceleradores desse tipo
sao chamados de sincrociclotrons.

No caso geral de uma particula de carga ¢ em movimento em um campo
magnético uniforme, a velocidade v nao é exatamente perpendicular a B.
Neste caso, podemos imaginar que v é decomposta em uma componente per-
pendicular a B e uma componente paralela a B. A componente paralela
ao campo nao tem uma forca magnética associada a ela, mas a componente
perpendicular sim, do mesmo jeito que descrito pelas equagoes (18)—(23). A
consequéncia disso é que, no caso geral, a trajetoria da particula sera helicoi-
dal (a superposi¢ao de um movimento circular uniforme num plano com uma
translagao com velocidade constante na dire¢ao da velocidade perpendicular
ao plano) como mostrado na Figura 13.

Figura 13: Trajetoria helicoidal de uma particula com carga ¢ positiva
que tem velocidade com componentes perpendicular (v, ) e paralela (v)) ao
campo magnético.

Um exemplo importante de trajetorias helicoidais de particulas carrega-
das em um campo magnético & o dos cinturdes de Van Allen. Um cinturao
de Van Allen® consiste de particulas carregadas (elétrons e prétons) prove-
nientes do Sol (o chamado vento solar) que quando interagem com o campo
magnético terrestre sao aprisionadas por ele. A Terra tem dois cinturées prin-
cipais (externo e interno) e outros que sao criados temporariamente (existem
cinturdes em outros planetas também).

30 nome é dado em homenagem ao seu descobridor, o fisico e cientista espacial esta-
dunidense James Van Allen (1914-2006).
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Os elétrons e protons oriundos do Sol incidem sobre o campo magnético da
Terra com velocidades que possuem componentes paralelas e perpendiculares
ao campo. Por causa disso, elas adquirem trajetorias helicoidais que seguem
as linhas de campo do campo magnético (veja a Figura 14). A trajetoria dos
elétrons vai num sentido e a dos protons vai no oposto.

Cinturao externo

Cinturao interno

Figura 14: Ilustragao dos dois principais cinturdes de Van Allen da Terra
(externo e interno).

O campo magnético da Terra nao é uniforme e sua intensidade aumenta
a medida que nos aproximamos dos pélos (veja na Figura 14 que a densidade
das linhas de campo é maior nos polos). Isso causa um efeito de espelho
magnético que faz com as particulas mudem a direcao de suas velocidades
quando o campo magnético torna-se muito intenso (¢ como se as particulas
fossem “refletidas” nas regides de campo magnético intenso). A explicagao
desse efeito esta além dos objetivos deste curso (espere pelo curso de Fisica
IIT). O resultado é que as particulas ficam indo e vindo entre dois pontos, um
ao norte e outro ao sul, aprisionadas pelo campo magético terrestre. Para
saber mais a respeito dos cinturoes de Van Allen, veja a pagina da Wikipédia
em inglés https://en.wikipedia.org/wiki/Van Allen radiation belt.
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4 Espectrografos de massa

O fato de que particulas carregadas em campos magnéticos uniformes pos-
suem Orbitas circulares que dependem de suas propriedades constitui a base
de praticamente todos os métodos de medicao precisa de massas atomicas
e isotopicas. Os instrumentos que se baseiam nesses métodos fazem uso da
forga magnética de duas maneiras: primeiro, como um seletor de velocidades
e, depois, como um detector de massa.

Para particulas de mesma carga ¢, a equacao (21) nos diz que os raios de
suas trajetorias circulares em um campo magnético uniforme dependem do
produto de suas massas m por suas velocidades v. Se for possivel selecionar
particulas que tenham todas a mesma velocidade, que denominaresmos v, o
raio da trajetoria torna-se entao uma funcao apenas da massa m da particula.

Vejamos primeiro como se pode fazer um seletor, ou filtro, de velocidade
com base na for¢ca magnética (18). Ele também se baseia na forga elétrica
sobre uma particula carregada em um campo elétrico (equagao (3) da aula
passada):

F,=qFE.

O esquema so seletor de velocidade esta dado na Figura 15. Ele consiste
de um par de placas metalicas separadas por uma distancia d. As placas
sao ligadas aos terminais de uma bateria cuja voltagem é V' e isto estabelece
um campo elétrico uniforme E entre as placas. Sem perda de generalidade,
vamos supor que a placa de cima esta a uma voltagem positiva em relacao a
placa de baixo, de maneira que o campo elétrico aponta da placa de cima para
a de baixo (como na Figura 15). Vimos na aula passada que uma particula
de carga ¢ lancada com velocidade horizontal v entre as placas sofrerd uma
forga elétrica F, = qF cujo efeito sera o de desviar a trajetéria da particula
em relagdo a sua trajetoéria original em linha reta. No caso da Figura 15
estamos supondo que a carga ¢ é negativa, de maneira que a deflexao da
trajetoria sera para cima (em diregdo & placa que esta ao potencial positivo).

Suponha agora que criamos um campo magnético uniforme B entre as
placas, conforme mostrado na Figura 15 (o campo magnético esté entrando
no plano da tela). Aplicando a equacao (18) a particula de carga negativa,
vemos que o efeito do campo B sera fazer a trajetoria da particula se curvar
para baixo (tente mostrar isso usando a regra da mao direita; lembre-se de
levar em conta o sinal da carga q).

Portanto, a particula fica sob a acao de duas forcas que tendem a mo-
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Figura 15: Esquema de um filtro seletor de velocidades. Campos elétricos e
magnéticos uniformes E (em verde) e B (em rosa) sdo superpostos na mesma
regiao do espaco. Ajustando os valores de E' e B, pode-se fazer com que as
forgas elétrica e magnética sobre uma particula carregada se cancelem para
particulas que tenham exatamente uma velocidade com moédulo especificado
v. Neste caso, como as forgas sobre a particula se cancelam ela segue em
linha reta com velocidade v até sair da regiao de sobreposi¢ao dos campos
por uma fenda que s6 deixa passar as particulas que nao sofrem deflexao.
Veja o texto para uma dedugao do valor de v).

v
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dificar sua trajetoéria de maneiras opostas: o campo elétrico tende a desviar
a trajetoria da particula para cima e o campo magnético tende a desviar a
trajetoria da particula para baixo.

Ajustando os valores dos modulos de E e B, pode-se fazer com que
as duas tendéncias opostas se cancelem para particulas que tenham uma
velocidade de modulo especificado ©v. A forga resultante sobre as particulas
que tenham velocidade com este moédulo serda entao nula e essas particulas
seguirao em linha reta com velocidade de moédulo constante v. Particulas
que nao tenham essa velocidade serao desviadas, para cima ou para baixo.
Para evitar que essas particulas saiam do seletor de velocidade, coloca-se um
anteparo na saida das placas com uma fenda estreita por onde somente podem
passar as particulas que nao sofrem deflexao. Desta forma, as particulas que
emergem da fenda tém todas o mesmo modulo de velocidade v.

Matematicamente, podemos escrever o moédulo do campo elétrico E como

E=—
d
de maneira que o modulo da forga elétrica apontando para cima sobre a

particula de carga ¢q é

qV
F,=qF = —.
1 d

Por outro lado, o médulo da for¢a magnética apontando para baixo sobre a
particula é
F, =quB,

onde v é o mdédulo da velocidade da particula. Para que as forgas elétrica e
magnética se cancelem, devemos ter

ngzgé
Vv

’U:B—d.

Ajustando os valores da voltagem V' da bateria, da separacao d entre as
placas e do moédulo do campo magnético B, pode-se fazer v ser a velocidade
desejada ©.

O esquema bésico de um especrografo de massa estd mostrado na Fi-
gura 16. FEle consiste do filtro seletor de velocidade da Figura 15 com o
campo magnético B estendido para a regiao externa ao filtro.
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Chapa fotografica
Figura 16: Esquema bésico de um espectrografo de massa.

Como na regiao externa ao filtro de velocidade nao existe mais o campo
elétrico FE, as particulas que saem do filtro estao sujeitas apenas a forga
magnética. Considerando particulas de carga negativa com na Figura 15,
as trajetorias das particulas que saem do filtro serao circulos cujos raios
dependerao apenas da massa da particula (pois v = v para todas elas). Pela
equagao (21), particulas com maior massa terao trajetorias de raios maiores
que particulas de menor.

Acoplado ao filtro existe um detector, por exemplo, uma chapa fotogra-
fica, que registra a chegada das particulas. As diferentes posi¢oes de chegada
das particulas indicardo o “espectro” das particulas constituintes do feixe
original.

No exemplo dado, estamos usando o termo “particula” de maneira gené-
rica. Na pratica, um espectrografo de massa é usado para separar isétopos
diferentes do mesmo elemento quimico e medir suas massas com precisao.
Neste caso, a fonte das particulas que entram no seletor de velocidade é uma
fonte de atomos ionizados do elemento quimico. Em geral, a ionizagao ocorre
pela perda de um elétron, de maneira que todos os a&tomos tém carga positiva
e. Note que, por causa disso, a trajetoria circular dos fons apoés sair do filtro

28



5910235 - Fisica I (QQ)  Aula 10 - Aplicagoes das leis de Newton - Parte I1

de velocidade deve ser para cima ao invés de para baixo, como na Figura 16,
mas isto nao afeta o principio basico de detecgao de particulas com massas
diferentes em pontos diferentes da chapa fotogréfica.

Costuma-se também usar detectores de corrente elétrica no lugar da chapa
fotografica. Neste caso, as correntes medidas por detectores em posicoes
diferentes serao proporcionais & quantidade de fons que atingem os detectores.
As amplitudes relativas de cada correntes permitem entao determinar com
precisao a abundancia relativa dos diferentes isétopos em uma amostra. Um
exemplo cléssico estd mostrado na Figura 17.
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Unidades de massa atdmica

Figura 17: Exemplo de separacao isotopica e analise de massas para isétopos
do xenonio feita com um espectrografo de massa como o da Figura 16. As
correntes para o 126Xe e para o 124Xe estdo multiplicadas por um fator 40
para ficarem visiveis na escala do grafico. Figura adaptada da Fig. 4 do artigo
classico de Alfred O. Nier, A Mass-Spectrographic Study of the Isotopes of
Hg, Xe, Kr, Be, I, As, and Cs, Physical Review 52:933-937, 1937.
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