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Analise fatorial

Objetivos:

@ Descrever a variabilidade original do vetor aleatério X,,«1 em termos
de um nimero menor m de variaveis aleatérias chamadas fatores

comuns, e que estao relacionadas com X por meio de um modelo

linear.
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Analise fatorial

Objetivos:

@ Descrever a variabilidade original do vetor aleatério X,,«1 em termos
de um nimero menor m de varidveis aleatérias chamadas fatores
comuns, e que estao relacionadas com X por meio de um modelo
linear.

@ Agrupar as variaveis originais X;, ¢t =1,...,p, em fatores

mutuamente n3o correlacionados, interpretaveis.

@ Reduzir a dimensionalidade do problema.
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Analise fatorial

Origem: Spearman (1904), em tentativas de definir e medir
inteligéncia.

Areas de aplicacao originais: psicologia, psicometria, ciéncias sociais.
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Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Seja X, um vetor aleatério com

E(X) =p, Var(X) =X e Cor(X) = P.

=] & = E DA
Prof. Cibele Russo SMEO0822 Andlise Multivariada e ANS



Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Seja X, um vetor aleatério com
E(X) =p, Var(X) =X e Cor(X) = P.

Sejam
X._ .
Z, =27
o

as variaveis padronizadas.
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Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Seja X, um vetor aleatério com

E(X) =p, Var(X) =% e Cor(X) = P.

Sejam
X._ .
Z, =27
o

as variaveis padronizadas.

Ja vimos que Cov(Z) = P = Cor(X).
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Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Queremos explicar as varidveis padronizadas 71, ..., Z, com m fatores

Fy, ..., F, de tal forma que

Z1 =l +...+limFm+ e

Zo =l Fy + ...+ oy Fry + €9

Zy =l Fy + ...+ lymFin + €
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Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Em notacao matricial, podemos escrever

Z=LF +¢

em que os elementos s3o dados por

Z1 111 llm Fl €1

Zp lp]_ P lpm Fm ep
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Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Nesse modelo,
@ F.,«1 é um vetor aleatério que contém m fatores, também chamados

de variaveis latentes, que descrevem os elementos da populacdo e

s30 n3o observaveis.
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@ F.,«1 é um vetor aleatério que contém m fatores, também chamados
de variaveis latentes, que descrevem os elementos da populacdo e

s30 n3o observaveis.

@ ¢ é o vetor de erros aleatérios n3o observaveis.
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Nesse modelo,

@ F.,«1 é um vetor aleatério que contém m fatores, também chamados
de variaveis latentes, que descrevem os elementos da populacdo e

sdo nao observaveis.
@ ¢ é o vetor de erros aleatérios n3o observaveis.

@ [;;, também chamado de loading (peso) ou carga fatorial, é o
coeficiente da i-ésima variavel padronizada Z;, i =1,...,p no
j-ésimo fator, F;, j =1,...,m.
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Modelo de anélise fatorial via matriz de correlacao

Nesse modelo,

@ F.,«1 é um vetor aleatério que contém m fatores, também chamados
de variaveis latentes, que descrevem os elementos da populacdo e

sdo nao observaveis.
@ ¢ é o vetor de erros aleatérios n3o observaveis.

@ [;;, também chamado de loading (peso) ou carga fatorial, é o
coeficiente da i-ésima variavel padronizada Z;, i =1,...,p no
j-ésimo fator, F;, j =1,...,m.

o [ é a matriz de cargas fatoriais
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Modelo fatorial ortogonal

O modelo

Z=LE+¢

com as suposicoes

i E(F) =0
ii. Var(F) =1
iii. E(e) =0

iv. Var(ﬁ) =¥ = diag(,(plv s 7111}17)

¢ chamado de modelo fatorial ortogonal, jo que os m fatores sdo
ortogonais entre si. Além disso, supomos que F' e € sdo n3o

correlacionados.
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Modelo fatorial ortogonal

Resultado

Em um modelo fatorial ortogonal (suposicBes i a iv satisfeitas), pode-se
escrever a matriz P como

P=LL" + 0.
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Modelo fatorial ortogonal

Resultado

Em um modelo fatorial ortogonal (suposicBes i a iv satisfeitas), pode-se

escrever a matriz P como

P=LL" + 0.

Prova: Temos que

Var(Z2)

Var(LE +¢)

LVarFLT + Var(e) =
LILT +U =LLT + 0.

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 9/30



Modelo fatorial ortogonal

Objetivo:

Queremos encontrar Ly, € Wy, que possam decompor a matriz P na
forma

P=LL" + U,

0 que nem sempre é possivel.
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Modelo fatorial ortogonal

Note que
P=LL"+V =

SB D il Y 0 ... 0

=1 =1 . .
J . | J . N 0 ,(/}2 . .
m m ) : o0
Dbl o Dl 0 ... 0 4
j=1 j=1
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Modelo fatorial ortogonal

Assim, vem que
e Var(Z Zl + by = h? +1b; = 1, em que h? é chamado

comunalldade (devido aos fatores) e 1); é chamado de varidncia
especifica.
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Modelo fatorial ortogonal

Assim, vem que
e Var(Z Zl + by = h? +1b; = 1, em que h? é chamado

comunalldade (devido aos fatores) e 1); é chamado de varidncia
especifica.

o Cov(Zi, Zy) = linlik + ... + limli para i,k =1,...,pe i # k.

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 12 /30



Modelo fatorial ortogonal

Assim, vem que
e Var(Z Zl + by = h? +1b; = 1, em que h? é chamado

comunalldade (devido aos fatores) e 1); é chamado de varidncia
especifica.
o Cov(Zi, Zy) = linlik + ... + limli para i,k =1,...,pe i # k.
e Cov(Z,F) =L e Cov(Z;, F},) = Cor(Z;, Fy,) = l;x, pois
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Modelo fatorial ortogonal

Assim, vem que
e Var(Z Zl + by = h? +1b; = 1, em que h? é chamado

comunalldade (devido aos fatores) e 1); é chamado de varidncia
especifica.
o Cov(Zi, Zy) = linlik + ... + limli para i,k =1,...,pe i # k.
e Cov(Z,F) =L e Cov(Z;, F},) = Cor(Z;, Fy,) = l;x, pois
Cov(Z,F) = Cov(LE +¢,F) = Cov(LE, F) + Cov(e, ) = L.
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Modelo fatorial ortogonal

Critérios para a escolha do niimero de fatores
@ Analise da proporcdo da variancia,
@ Nimero de autovalores de R maiores do que 1,

o Grafico scree-plot.
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Modelo fatorial ortogonal

Pode-se estimar L e ¥ utilizando alguns métodos
@ Método dos fatores principais
@ Método dos fatores principais iterativo

© Método da maxima verossimilhanga (com a suposicdo de

normalidade).
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Métodos para a estimacao das matrizes L e W

1. Método das componentes principais ou fatores principais:

Considere a decomposicio espectral de P:

p
P = ZM&QT =
i=1
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Métodos para a estimacao das matrizes L e W

1. Método das componentes principais ou fatores principais:

Considere a decomposicdo espectral de P:

P
i=1
Vie!
= (Vhe . VRe)| o | =LLT
Ve,
Se o niimero de fatores m = p, entdo P = LLT. Entretanto, nosso

interesse estd quase sempre em reduzir a dimensionalidade do problema

para m < p fatores. Nesse caso, consideramos o algoritmo:
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Método dos fatores principais

@ Extrair os autovalores e autovetores normalizados correspondentes de
R, (Xl,gz) parai=1,...,p,

@ Selecionar os m autovalores e autovetores correspondentes (Xl,E/L)
parat=1,...,m,

© Estimar L e VU fazendo:

= (\/TED . \/>Qm)

= diag(R—LL")

n )
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Método dos fatores principais

@ Extrair os autovalores e autovetores normalizados correspondentes de
R, (Xl,gz) parai=1,...,p,

@ Selecionar os m autovalores e autovetores correspondentes (Xz,E,L)
parat=1,...,m,

© Estimar L e VU fazendo:

= (\/7517 . \/>Qm)

= diag(R—LL")

n )

A matriz residual nesse caso é dada por
MRes=R—LL" — U
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Métodos para a estimacao das matrizes L e W

2. Método das componentes principais iterativo ou fatores
principais iterativo:

@ Refinamento das estimativas de L e ¥ obtidas pelo Método dos
fatores principais.

@ m é definido por um critério anterior
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Método dos fatores principais iterativo

Considere que a matriz de correlacdes de X, P, seja modelada como

P=LL" 4+
Ent3o
2
hi pi2 ... pip
2
pi2 hy ... py
LL"=P-U=|"" _ .
2
Pl - Pp-ip Ty
em que h? =1—1;,i=1,...,p, sdo as comunalidades.
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Método dos fatores principais iterativo

Suponha que se estime a matriz LL" por R* dada por

W pia o pip
2
R* _ P12 h’; c P2p ~ L*L*T.
Ppl -+ Pp-lp h;2
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Método dos fatores principais iterativo

Suponha que se estime a matriz LL" por R* dada por

2 pi2 .. pip
*2
Rt — 9.12 h3 P.2p ~ T
2
Ppl -+ Pp-lp h;
As quantidades h{Q, ey h;z s30 as estimativas iniciais das comunalidades

2 2
hi2, .. b2
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Método dos fatores principais iterativo

Suponha que se estime a matriz LL" por R* dada por

2

h‘{ P12 e Plp

*2
e | P22 h P T
*2
ppt -+ Pp—1p Ny
s quantidades sdo as estimativas iniciais das comunalidades
A tidades h1?, ..., h%° timat d lidad
hi?,. .. ,hp2. Usando o método das componentes principais, temos
* T koK E_—

L* = (e, -,V ARE: ),
em que Aj,..., s, sdo os autovalores da matriz R* com autovetores
correspondentes €7, ..., € .
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Método dos fatores principais iterativo
A cada passo, as variancias especificas sdo estimadas por

vF=1—h2

7
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Método dos fatores principais iterativo

A cada passo, as variancias especificas s3o estimadas por

*x *2
Yy =1—hi".

A partir da matriz L*, temos as novas estimativas das comunalidades
hi?,. .. ,hp2, que sdo entdo colocadas na diagonal principal da matriz

R* = L*L*" e o processo é repetido até que as diferencas nas estimativas
das comunalidades de duas iteracées sucessivas sejam suficientemente

pequenas.
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Método dos fatores principais iterativo

A cada passo, as variancias especificas s3o estimadas por

v =1-n"
A partir da matriz L*, temos as novas estimativas das comunalidades

hi2, ..., hy%, que s3o entdo colocadas na diagonal principal da matriz

R* = L*L*" e o processo é repetido até que as diferencas nas estimativas
das comunalidades de duas iteracées sucessivas sejam suficientemente
pequenas.

Como estimativas iniciais das comunalidades, podemos também considerar
para h? o coeficiente de determinacio R? do modelo de regress3o linear
em que Z; é a variavel resposta e as outras p — 1 variaveis s3o varidveis

explicativas.
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Métodos para a estimacao das matrizes L e W

3. Método da maxima verossimilhanca:

Suponha que X ~ Ny(u, %) e portanto Z ~ Ny (0, P). Além disso,
E ~ NP(Q7 I) een Np(Qa \Il)

A funcdo de verossimilhanca considerando uma amostra aleatéria de

tamanho n, Z1,...,Z,, é expressa por

L i T
L) = e Py L Pl
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Método da maxima verossimilhanca

ou seja,

_ 1 AN LT T L
L) = Gy LT+ wp Q;ZJ (DL +9) 25

e devemos encontrar o maximo de .Z(L,¥) em L e W. Essa maximizaco

é feita em termos numéricos para um valor de m fixo.

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 22/30



Método da maxima verossimilhanca

ou seja,

_ 1 AN LT T L
L) = Gy LT+ wp Q;ZJ (DL +9) 25

e devemos encontrar o maximo de .Z(L,¥) em L e W. Essa maximizaco

é feita em termos numéricos para um valor de m fixo.

Problema: o algoritmo pode n3o convergir.
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Métodos para a estimacao das matrizes L e ¥

Quando usar um método ou outro?

=] & = E DA
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Métodos para a estimacao das matrizes L e W

Quando usar um método ou outro?

Se a suposicdo de normalidade é vilida, o método da méaxima

verossimilhanca pode produzir estimativas mais precisas.

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 23/30



Métodos para a estimacao das matrizes L e W

Quando usar um método ou outro?

Se a suposicdo de normalidade é vilida, o método da méaxima

verossimilhanca pode produzir estimativas mais precisas.

Se n3o podemos supor a normalidade multivariada, convém utilizar o

método de fatores principais ou fatores principais iterativo.
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Métodos para a estimacao das matrizes L e W

Quando usar um método ou outro?

Se a suposicdo de normalidade é vilida, o método da méaxima

verossimilhanca pode produzir estimativas mais precisas.

Se n3o podemos supor a normalidade multivariada, convém utilizar o

método de fatores principais ou fatores principais iterativo.

Observacdo: Diferentes valores de m podem levar a diferentes estimativas

das cargas fatoriais.
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Rotacdo ortogonal de fatores (Mingoti, 2007)

Objetivo: Aplicar transformacdes ortogonais aos fatores originais de modo

que os novos fatores obtidos tenham interpretacGes mais faceis e diretas.

|deia: Considerar a matriz T ortogonal tal que TTT =T T =1 e

rotacionar a matriz de cargas fatoriais fazendo

L*=1LT.
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Rotacdo ortogonal de fatores (Mingoti, 2007)

Objetivo: Aplicar transformacdes ortogonais aos fatores originais de modo

que os novos fatores obtidos tenham interpretacGes mais faceis e diretas.

|deia: Considerar a matriz T ortogonal tal que TTT =T T =1 e

rotacionar a matriz de cargas fatoriais fazendo

L* = LT.
Note que
L*L*" = (LT)(LT)" = LL".
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Rotacdo ortogonal de fatores

Interpretacdo geométrica (p = 2)

F AN
2
*»°
X x
Jf.”
>
R
xx
x X
x
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Rotacdo ortogonal de fatores

Interpretacdo geométrica (p = 2)

A
B

~

=M
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Critérios para a rotacao ortogonal de fatores

Critério varimax: (Kaiser 1958)

Objetivo: Encontrar fatores com variabilidade maxima nas cargas fatoriais.
Seja fZ*J o coeficiente da i-ésima varidvel no j-ésimo fator apés a rotacdo.
Seja

1 m p _ 1 p
o SR ok
Pio li= P i
lA*
- b
em que [;; = <.
( -
O critério varimax busca [;; que levam a V méximo para¢ =1,...,p.
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Critérios para a rotacao ortogonal de fatores

Critério quartimax: (Jobson, 1996)

Objetivo: Encontrar fatores que levem ao maximo da variabilidade dos
quadrados das cargas fatoriais sobre todos os fatores.

Seja f;*] o coeficiente da i-ésima variavel no j-ésimo fator apés a rotacdo.
Seja

O critério quartimax busca /;; que levam a Vy ao seu valor maximo.
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Critérios para a rotacao ortogonal de fatores

Critério orthomax: (Jobson, 1996)
Seja ZZ*] o coeficiente da i-ésima variavel no j-ésimo fator apés a rotacao.

Seja

p

m
%4 *2
p— Z > S
=1 Li=1 i=111=1
O critério orthomax busca I; que levam a Vjs ao seu valor maximo.
Se v =0, temos o critério quartimax.
Se 7 =1, o critério se assemelha ao varimax.

Se v = 0,5, o critério se chama biquartimax.
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Estimacao dos escores F' para cada elemento amostral

Os escores das componentes podem ser usados para a ordenacdo das
observacdes, por exemplo. Duas possiveis estratégias:
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Estimacao dos escores F' para cada elemento amostral

Os escores das componentes podem ser usados para a ordenacdo das

observacdes, por exemplo. Duas possiveis estratégias:

Minimos quadrados ponderados

)
)
)
)

Método de regressao

~

Ej =ET13_1gj,j= 1,...,n
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