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Estimacao de pardmetros

Sejam X,,..., X vetores que representam uma amostra aleatéria de uma

distribuicdo Nj(p,2). A funcdo densidade de probabilidade conjunta de
X5+, X, € dada por

n 1 (- )" x; — )
e e
J:
_ B exp ; {_(KJ_Q)TZ_I(KJ_H)}
(27T)”P/2|z‘”/2 = 2
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Estimacao de pardmetros

Resultado
Seja Akxk uma matriz simétrica e x
o x'Ax = tr(x" Ax) = tr(Axx")
K

o tr(A) = Z/\,, com \; autovalores de A parai=1,..., k.
i=1

Xjsq Um vetor
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Estimacdo de parametros

Utilizando o resultado anterior, temos que

n

=] & = E DA
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> {t-w =g - w}
j=1



Estimacao de pardmetros

Utilizando o resultado anterior, temos que
n

2. {(’~<j — )T g — g)} —

_] 1

Ztr{ Xj— 1( ~)}
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Estimacao de pardmetros

Utilizando o resultado anterior, temos que

z": {(’~<j — )T g — g)} —
J 1

Ztr{ Xj— TZ 1( ~)}:
z_:tr{z-l(x,- ORI E
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Estimacao de pardmetros

Utilizando o resultado anterior, temos que

Zn: {(KJ — )T g — H)} —
J 1

Ztr{ Xj— TZ 1( ~)}:
z_:tr{z-l(x,- ORIl

{:f: ! :é%: )( — )( — ;L)_r }. =
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Estimacdo de parametros

=] & = E DA
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Estimacao de pardmetros

g on

{ 1Z(x —X+Xx- )(XJ—X—f-X—H)T} =
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Estimacao de pardmetros

g on

{ 1Z(x —X+Xx— )(xj—x+x—H)T} =
(apds alguns célculos - exercicio)

tr {2‘1 [Z(xj —X)(x; = %) 4 n(x - p)(x - g)T] } -

j=1
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Estimacao de pardmetros

Reescrevemos ent3o a funcdo densidade de probabilidade agora como

funcdo de verossimilhanca:

1
Llp, Xlxg, -0y xp) = (27)np/2| L |n/2 X

exp {—tr {Z_l [Z(’SJ —X)(x; = X) " 4 n(x - p)(x - H)T} }/2}

j=1
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Estimacao de pardmetros

e entdo, obtemos o logaritmo da verossimilhanca:

np n
log L(p, X|xq,...,%x,) = — log(27) — 5 log |X|

yRn

—tr {Z‘l [Z(xj ~X)(x; = %) 4 n(x - p)(x - g)T] } /2.

Jj=1
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Estimacao de pardmetros

Resultado
Os estimadores de maxima verossimilhanca de 1 e ¥ sdo dados por
1 n

>0 - X)X, - X)".

p=X e Tyy=

n

As estimativas de maxima verossimilhanca (apds observar a amostra) de p
e X sdo dados por

Prova em Johnson (2007, p. 172).
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Estimacao de pardmetros

Note que, como ja mostramos, iMV é viesado para estimar X.

Assim, em muitas aplicacdes consideramos o estimador n3o viesado para
X

. 1 n

()~<j - X)()SJ - X)T
j=1
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Distribuicio amostral de X e S

Seja X,,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo Np(g, Y)e
~ N & 1 n ~ A\ T
H:)S e X=5= n—lz;()jj_%()()sj_)j) :
J:
Temos o seguinte
Resultado
= >

@ (n—1)S ~ Wishart(n—1).
© X e S sdo independentes.
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Distribuicio amostral de X e S

Obs: A distribuicdo Wishart é uma generalizacdo da distribuicio Gama, e
¢ definida como a soma de produtos de normais multivariadas
independentes de média Q e variancia X:

Em outras palavras, seja

. T i.i.d
W=3 22 com z,"& N(o.%),
j=1
Entdo
W ~ Wishart(X, n).
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A distribuicdo assintética de X

Teorema do Limite Central

Seja X,,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo qualquer
p-variada com E(X,) = p e Var(X,) =%, parai=1,...,ne X positiva
definida.

Ent3o, para n suficientemente grande e n >> p, temos

V(X — ) ~ Np(0, %)

e ainda

n(X =) STHX — ) ~ X3
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Testes de hipdteses para a média

Seja X,,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo normal
p-variada com vetor de médias p e matriz de variancias e covariancias ¥.
Sejam X e S o vetor de médias amostrais e a matriz de variancias e
covariancias amostrais.

Queremos avaliar se

Ho:p= 14, contra

Hl Y 7& ’L~LO’
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Testes de hipéteses para a média

Relembramos o resultado anterior

Resultado
= >
@ (n—1)S ~ Wishart(n—1).
© X e S sdo independentes.

Além disso, sob Hp,

n—1

1
T2 = Va(X — )" (ﬂ ) V(X — 1) ~
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(n—1)p

n—p

p,n—p
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Testes de hipéteses para a média

A quantidade

2_ % \Te-1(x% _ (n—1)p
To=n(X—p) S (X QO)NTPFp,n—p

é conhecida como a Estatistica T2 de Hotelling.
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Testes de hipéteses para a média

Assim, rejeitamos Hp a um nivel de significancia a se

T = (X — 1) (X~ pr) > (=20

obs 2o n— p Fp,nfp,a

em que gr,, , . € o quantil a—superior de uma distribuicdo Fp p—p.
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Propriedade de T2

Seja X,,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuicdo normal

p-variada com vetor de médias [y e matriz de variancias e covaridncias

>x.

Seja Y, = CX,+d, com C uma matriz ndo singular fixa e d um vetor fixo.
Li Li

Temos que E(Y;) = Cp, +d. Var(Y,) = CExCT.

Além disso, Y = CX +d e Sy = CS,C" (exercicio).
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Propriedade de T2

E possivel mostrar que a estatistica T2 para avaliar

Ho : pn = p, contra
Hy : K 7& ’l~L0’

é equivalente 3 estatistica T2 para avaliar

Ho : Cp+d = Cp, + d contra
Hy: Cp+d# Cpy+d,
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