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3.8 Exercicios

Exc. 26. Numa urna, ha 6 bolas idénticas, trés das quais foram marcadas pelo nimero 3,
outras duas por 2, e uma por 1. Trés bolas sao selecionadas da urna, uma de cada vez em
sequéncia, ao acaso e sem reposicao. Denote por X e Y os niimeros vistos na, respectivamente,
primeira e terceira (a terceira! nao a segunda) bola retirada.

Construa a distribuigao bivariada do par (X,Y’). Use essa distribui¢ao para (i) construir a
distribuigao da cada varidvel aleatéria, e (ii) verificar se as varidveis sao independentes.

Comentario ao Exc. 26. Se lhe pedisse construir um experimento aleatério e definir nele
duas variaveis aleatorias da maneira tal que elas sejam dependentes, mas tais que suas
distribuicoes sejam idénticas, vocé julgaria essa tarefa ser dificil. Tal julgamento é injusto,
conforme mostra o Exc. 26, pois em seu enunciado simples surgem o par X e Y que
atendem aos quesitos de meu pedido. Na realidade, ao passar por exercicios subsequentes,
voceé vera que o pedido tem muitas respostas e ainda que boa parte delas sao simples.

Exc. 27. Uma urna contém quatro bolas enumeradas 1, 2, 3 e 4. Duas bolas sao selecio-
nadas ao acaso, uma de cada vez, sem reposicao. Seja Z a variavel aleatéria denotando a
soma dos numeros das bolas selecionadas, e sejam X e Y as varidveis aleatérias denotando,
respectivamente, o nimero da primeira e da segunda bola selecionada.

(a) Construa as trés distribuigoes: a de X, ade Y e a de Z.

(b) Construa a distribuigao bivariada do par (X,Y). Faga as distribui¢oes marginais dessa
distribuicao. Compare as distribuicoes marginais com as distribui¢oes univariadas de X e de
Y construidas no item (a). Comente acerca da coincidéncia/divergéncias entre as distribuigoes
comparadas.

(c) X e Y sao dependentes?

(d) Calcule os valores de IE[X], IE[Y], IE[Z], Var[X], Var[Y], Var[Z].

(e) Note que a maneira, por via da qual definimos X, Y e Z, garante que essas estdao em relagao

Z=X+Y (3.48)

Recorde que foi provado que tal relacao garante que F[Z] = IE[X] + IE[Y]. Verifique se os
valores das IE[X], IE[Y] e IE[Z] calculados no item (d) de fato satisfazem a igualdade garantida
pela teoria.

(f) Recorde que a relagao Z = X + Y por si s nao garante que a validade da propriedade
Var|[Z] = Var[X] + Var[Y]; para a garantia, é precisa ainda que X e Y sejam independentes.
Acerca desta propriedade, vale recordar que sua recipoca nao é valida, quer dizer, as variancias
das varidveis X, Y e Z possam satisfazer a relacao Var[Z] = Var[X] 4+ Var[Y] sem que X
e Y sejam independentes. Tudo isso motiva que seja perguntado se no presente caso X e
Y s@o indepedentes e se os valores de Var[Z], Var[X] e Var[Y] atendem a relagdo Var[Z] =
Var[X] + Var[Y] (recorde que a independéncia ja foi verificada no item (c)).

Exc. 28. Repita o Exc. 27 mas para o caso quando as bolas sao selecionadas com reposicao.

Exc. 29. Pedro e José resolveram jogas o seguinte jogo. O jogo constitui-se de dois passos. No
primeiro passo lanca-se uma moeda honesta e Pedro ganha R$1 de José caso der ”cara”, e paga
R$1 a José caso der "coroa”. Caso o primeiro langamento acabar em ”cara”, entao no segundo
passo do jogo serd lancada uma moeda honesta, e Pedro ganhard R$1 de José na ”cara”, pagara
R$1 a José na "coroa”. J4 caso o primeiro langamento der ”coroa’, entao no segundo passo
serda lancado um tetraedro equilibrado, cujas faces sao marcadas com os numeros -2,-1, 1, 2,
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e Pedro ganhard/perderd o valor mostrado pelo tetraedro (recorde que nosso acordo é que um
tetraedro, ao ser langado, “mostra” a face na qual ele fica apoiado quando parar).
Designamos por X, Y respectivamente o saldo de Pedro no primeiro e no segundo passo do
jogo, e designamos por Z o saldo de Pedro neste jogo.
Responda as perguntas do Exc. 27 acerca de X, Y e Z agora definidas.
Comentario. O Exc. 29 fornece variaveis aleatorias X e Y, que sao dependentes mas tais que
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y].

Exc. 30. José pegou duas moedas honestas e escreveu +1 na face de cara e —1 na face de
coroa de cada uma delas. José lanca estas moedas em sequéncia e “acerta” as contas com Paulo
e com Renato seguindo os seguintes “contratos”. O valor a ser pago para Paulo é duas vezes o
resultado da primeira moeda mais uma vez o resultado da segunda. Ja o valor a ser pago para
Renato é uma vez o resultado da primeira moeda mais duas vezes o resultado da segundo. (Em
ambos os contratos, José paga caso o resultado final for negativo e recebe caso for positivo.)

Sejam X a varidvel aleatéria que espressa o ganho do José em jogo com Paulo e Y a variavel
aleatoria que espressa o ganho dele em jogo com Renato. Designamos por Z o ganho total do
José, contabilizando os dois jogos.

Responda as perguntas do Exc. 27 acerca de X, Y e Z agora definidas.

Exc. 31. José e Carlos sao donos de um casino. Este é bem simples, bem doméstico, do fundo
de quintal, pode-se dizer. Eles lancam trés moedas honestas, as quais tinha cido pintadas de
vermelho, verde e azul. Os freguezes da casino podem escolher se jogam com o par vermelho e
verde, ou com o par verde e azul. Entao frequez ganha a quantia igual ao nimero de caras nas
moedas escolhidas e paga a quantia igual ao nimero de coroas nelas.

Pedro quer jogar com par vermelho e verde e com par verde e azul. Designamos por X a
quantia que ele ganhard/perderd pelo jogo com par vermelho-verde e por Y a quantia que ele
ganhara/perdera pelo jogo com par verde-azul. Designaremos também por Z o ganho/perda
total dele.

Responda as perguntas do Exc. 27 acerca de X, Y e Z agora definidas.

Lembrete. Acrescentar as proximas versoes do texto uma extencao do Exc. 31, no qual o
numero de variaveis seja maior que dois, e mostrar a diminuicao da variancia da soma
ponderada; é o que os economistas chamam de diversificacao de investimento.

Exc. 32. Os pares de variaveis aleatorias, construidos nos exericios dessa se¢ao formulados até
o momento, surgem em experimentos aleatorios sequenciais. Para “quebrar a paradigma”,
incluo o presente exercicio; seu experimento aleatério nao é sequencial (ele é simples).

Numa urna ha 100 bolas do mesmo tamanho. 60 delas foram marcadas com —1, outras 30 com
0 e os restantes 10 com 1. Das 60 bolas que carregam a marca —1, 55 bolas sao brancas e ouros
5 sao cinzas; das 30 bolas que carregam a marca 0, 12 sao brancas e 18 sao cinzas; e das 10
bolas que carregam a marca 1, 6 sao brancas e 4 cinzas. Retira-se ao acaso um bola. Definimos
o valor da varidvel aleatéria X é igual ao nimero da bola retirada, e definimos que a variavel
aleatdria Y assume valor 1 se a cor da bola for branca e assume 2 se for cinza.

Construa a tabela da distribuicao bivariada de X e Y. Verigique se elas sao indpendentes.

Aviso. Urnas, bolas, moedas, e, de novo, urnas, bolas, moedas... a semelhanca entre os
Exercicios 26-32 mostra o esgotamento de minha imaginacao na criacao de experimentos
aleatorios, que sejam nao triviais e, ao mesmo tempo, nao complexos, e que me permi-
tiriam definir variaveis aleatorias da maneira tal que quando essas fossem entreguem ao
meu leitor para que o mesmo verifique a independencia e calcule esperanca e variancia
das variaveis, entao a tarefa de verificacao e de calculo nao seria nem trivial, nem pesada.
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Perante tal de esgotamento de imaginacao, optei pelas seguintes saidas. A primeira é
criar tarefas sem a descricao de experimento aleatério qualquer. Isso esta implementado
no Excercicio 35. A outra maneira é formular o experimento aleatério subjacente em
termos de nosso dia-o-dia. Dessa maneira nasceram Excercicios 33 e 34.

Exc. 33. Para voltar para minha casa, posso ir pela estrada A ou pela estrada B, e em
qualquer uma das duas, posso tomar énibus ou lotagao (dependendo do qual chegar o primeiro).
Na estrada A ha probabilidade 0,40 de tomar 6nibus e 0,60 de tomar lotagao (quer dizer, na
estrada A, 6nibus chega antes da lotagdo com a probabilidade 0,40). J& na estrada B estas
probabilidades sao 0,7 e 0,3 respectivamente. Ao sair de trabalho, escolho a estrada A com
probabilidade 0,2 e a estrada B com probabilidade 0,8. Passagem de 6nibus custa R$1 e a de
lotacao R$2. Designamos por X a varidvel aleatdria que representa o gasto com passagem na
minha volta para casa. Pede-se achar a distribuicao de X e calcular IE(X) e Var(X).

Suponha que os precos de passagens se triplicaram. Denote por Y o gasto com passagem
na minha volta para casa depois do aumento de preco. Ache a distribuicao de Y e IE(Y) e
Var(Y'). Seria possivel calcular IEF(Y) e Var(Y') sem contruir a distribuicao de Y?

Exc. 34. Uma empresa oferece um servico em quatro modalidades A, B, C e D, aos precos 100,
200, 300 e 400, respectivamente. Sabe-se da experiéncia do passado que um fregués contrata
a modalidade A com probabilidade 0,2, a modalidade B com probabilidade 0,4, a C com a
probabilidade 0,3, e a D com a probabilidade 0,1.

(a) Defina por X o ganho da empresa por fregués. Expresse a distribui¢ao de X. Calcule E[X]
e Var[X].

(b) A empresa decidiu oferecer o desconto de 10% em cada um de seus servigos. Para quanto
vai a esperanca do ganho da empresa por fregues?

(c) A empresa fez a seguinte promogao: quem contratar qualquer um de seus servigos terd o
desconto de 50% na segunda vez que solicitar os servicos da empresa. A atendente da empresa
notou que cada fregués que usa o servico aproveita a promocao, e que as preferéncias por
modalidade na 2-a vez tém a mesma distribuicao que na 1-a vez. Qual a esperanca do ganho
de empresa por fregués durante esta promog¢ao da empresa.

Exc. 35. Para cada uma das quatro tabelas abaixo, faca o seguinte. Assume que exista
um experimento aleatorio cujo modelo probabilistico estda dado nas primeiras duas colunas
da tabela. Sejam as colunas 3 e 4 da tabela as definicoes da varidveis aleatérias X e Y,
respectivamente (a coluna 5 defina a varidvel aleatéria Z que serd usada no Exc. 39). Faga a
tabela da distribuigao bivariada do par (X,Y’). Verifique se haja a independéncia entre X e Y.
Calcule F[X], E[Y], Var[X] e Var[Y].

HW‘ZP[H (w)\Y(w)\Z(w)H w| Puw | X(w) | Y(w) | Z(w
all/15] 3 | 4 | 0 Hu‘1/[10H i” (1)\ E)H\

(@) g/ig ; }1 ; ()| v |2/10 1 1 1

51 4?15 3 1 3 t]3/10 | -1 1 2

e |5/15| 3 1 4 w|4/10 | -1 -1 3




H w ‘ Plw] ‘ X(w) ‘ Y(w) ‘ Z(w) H
[w][ Pw] | X(w) [Y(w) | Z(w) | k| 1/8 | 1 1 | 2
al 1/4 ] 1 1 0 AV | 1] -1
()| p| 1/4 1 -1 1 (d)|m| 1/8 | -1 1 0
v 14 | A1 1 2 n| 1/8 | -1 -1 1
0 1/4 | -1 -1 3 rl2/8 | 2 -1 2
g | 2/8 | 1 2 3
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Comentario ao Exc. 35. Nao é necessario vocé saber construir os experimentos aleatorios

Exc.

cujos modelos probabilisticos sao exatamente os que aparecem nas primeiras duas colunas
das atbelas do exercicio. Entretanto, vale eu mencionar que se fosse necessario, entao nao
seria nada dificil. A construcao segue as idéias do Exc. 32. Por exemplo, se precisassemos
construir o experimento aleatorio correspondente a primeira das tabelas, colocariam numa
urna 1 bola marcada por 3 de azul, por 4 de branco e por 0 de cinza, colocariam 2 bolas
marcadas por 2 de azul, 1 de branco e 1 de cinza, e assim por diante, completando 15
bolas. O experimento aleatdrio desejado seria a retirada aleatoria de uma bola da urna.
A variavel aleatoria X assumiria o valor pintado de azul visto na bola, a variavel aleatdria
Y — o valor pintado de branco, e a variavel aleatoria Z — o valor pintado de cinza.

36. Ao fazer o presente exercicio vocé vai conhecer um pouco o processo de criacao das
tabelas do Exc. 35.

Preenche a coluna das probabilidades da tabela abaixo da maneira tal que X e Y saissem
independentes.

Exc. 37. O valor didatico desse exercicio é que ele recorda-lhe que para a verificacao de

independéncia entre par de variaveis aleatorias é suficente saber so6 a distribuicao bi-
variada delas.

Para cada uma das quatro tabelas abaixo, verifique se o correspondente par (X, Y) sdo variaveis
aleatorias independentes.

X 1] 2 Y[ 1] 2] 3
Y X
@)= 1/4 ] 1/4 (O)r=5 1/8 [ 3/3] 0
3 1/ 1/4 3 3/8 0 | 1/8
Z 2
Z 0 | 2 -
©) =5 8 3/ G 1/813/8
1 0 | 1/8
3 3/8 [ 1/8 - AN
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Exc. 38. Ao fazer o presente exercicio vocé vai conhecer um pouco o processo de criagao das
tabelas do Exc. 37.

E possivel preencher as cedulas vazieis da tabela da distribui¢ao bivariada abaixo para garantir
que X e Y sejam independentes e que IP[Y = 3] = 1/47

X[ 1 [2
Y
3 1/16
4

Exc. 39. Para cada uma das quatro tabelas do Exc. 35, construa a distribui¢ao da (a) varidvel
aleatéria V=X x Y + Z, e (b) varidvel aleatéria W = (X + Y) x Z.

Exc. 40. Para o par X, S com a distribuicao conjunta dada pela X 0 1
tabela ao lado, construa a distribuicdo da (a) varidvel aleatérial S
Z = S+ X, (b) varidvel aleatéria W = S x X, e (c) varidvel] 0 0 [1/8
aleatéria V = SX (observe que X e S assumem 0 simultaneamente 1 1/812/8
com a probabilidade nula; por isso, a definicao de V esta correta 2 2/8 1 1/8
no sentido que 0° nao pode ocorrer). 3 1/81 0
Exc. 41. Para o par (X,Y) com a distribui¢ao con- X -1 0 1
junta dada pela tabela ao lado, contrua a distribuicao da| -
gaZV;rlavel aleatéria V =Y + X e (b) varidvel aleatéria = 0 [1/10 | 2/10
=Y x X.
0 3/10] 0 | 0
1 2/10 | 1/10 | 0
2 1/I0] 0 | 0
Exc. 42. Para o par (X,Y) com a distribui¢ao con- X -1 0 1
junta dada pela tabela ao lado, contrua a distribui¢ao da| -
ga)_V;rlavel aleatéria V =Y + X e (b) variavel aleatéria = 0 [1/16 | 2/16
=Y x X.
0 3/16 | 2/16 | 1/16
1 2/16 | 1/16 | 3/16
2 /16| 0 | 0

Exc. 43. Seja V uma varidvel aleatéria com a seguinte distribuicao:

Valor 1 2 3
Probabilidade de assumir o valor || 3/10 | 4/10 | 3/10

(a) Qual deve ser o valor do constante b para que a variavel aleatéria V +b tenha esperanca ma-
tematica igual a 07 Apresente a distribuigao da variavel aleatéria V +b com o valor encontrado
de b.

(b) Calcule a variancia da varidvel aleatéria V' + b econtrada. Qual é a relagdo desta com a
variancia da variavel aleatéria V7 Qual é a propriedade genérica da variancia que gerou esta
relacao?

Dica para a solu¢ao do Exc. 43(a). Use a propriedade IE [V +b] = IE [V] + b vdlida para

qualquer variavel aleatéria V e qualquer constante b.
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Exc. 44(a). Qual deve ser o valor do constante a para que a variancia da variavel aleatéria
aV seja igual 157 (A varidvel aleatéria V' é do Exc. 43.) Apresente a distribuicao da varidvel
aleatdria aV' com o valor encontrado de a.

(b) Calcule a esperanga da varidvel aleatéria aV encontrada. Qual é a relacdo desta com a
esperanca da varidvel aleatéria V7 Qual é a propriedade genérica da esperanga que gerou esta
relagao?

Dica para a solugao do Exc. 44(a). Use a propriedade Var [aV] = a*Var [V] vdlida para

qualquer variavel aleatéria V' e qualquer constante b.

Exc. 45. Quais devem ser os valores de constantes a e b para que a variavel aleatoria aV + b
tenha esperanca 40 e variancia 607 (A varidvel aleatéria V' é do Exc. 43.)

Dica para a solugao do Exc. 45. Usando as propriedades
IE[aV +b) =alE [V] +be Var[aV + b] = a*Var [V] (3.49)

a colocando nos lugares de IE [V] e Var [V] seus respectivos valores (calculados a partir
da tabela da distribuicao de V'), a tarefa deduz-se ao sistema de duas equagoes com os
incognitos a e b. Qualquer solugao do sistema (sao duas, as solugoes) é a resposta valida.
A abordagem equivalente aquela sugerida acima, mas mais elegante, é procurar por b
resolvendo a equagao Var [aV + b] = 3, e depois, procurar por a resolvendo a equagao
IF [aV + b] = 4. Essa abordagem funciona por que — gragas a segunda propriedade citada
em (3.49) — a primeira das equagées nao contem b.

Exc. 46(a). A varidvel aleatéria X tem a seguinte distribuigao:

Valor 1 2
Probabilidade de assumir o valor || 1/2 | 1/2

Ache os valores dos constantes a e b da sorte tal que a variavel aleatéria Y = aX + b tenha
esperanga 0 e variancia 4. Apresente a distribuigao de Y.
(b) A varidvel aleatéria W tem a seguinte distribuigao:

Valor -1 1
Probabilidade de assumir o valor || 1/3 | 2/3

Ache os valores dos constantes ¢ e d da sorte tal que a variavel aleatéria Z = ¢W + d tenha

esperanga 0 e variancia 4. Apresente a distribuicao de Z.

Comentario ao Exc. 46. Note que vocé construiu duas variaveis aleatorias Y e Z que
possuem distribui¢oes distintas, mas que IE]Y| = IE[Z] e Var[Y] = Var|[Z]. Isso deve
ilustrar para vocé a regra que diz que s6 os valores de esperanca e de variancia de uma
variavel aleatoria nao conseguem determinar completamente a distribuicao desta.
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3.9 Solucoes

Solugao do Exc. 26. O diagrama de arvore correspondente ao experimento aleatério deste
exercicio estd na Figura 3.14.

3 1 2

1 1 1

®

'S

® OO OO

Figura 3.14: O diagrama de arvore usada na solugao do Exc. 26.

O modelo probabilistico segue-se do diagrama de arvore e esta apresnetado na Figura 3.15
junto com os valores das variaveis aleatérias X e Y'; a atribuicao dos valores segue-se diretamente
das definigoes verbais de X e de Y dadas no enunciado do exercicio.

w | (123) ] (122) | (132) | (133) | (213) | (212) | (223) | (221) | (231)
(232) | (233) | (312) | (313) | (321) | (322) | (323) | (331) | (332) | (333)
Pl | 35 | ©5 | 6 | o5 | B | o5 | Bo | o | mo

6 1 6 6 6 6 12 6 1 6

120 120 120 120 120 120 120 120 120 120
Xw) | 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2 3 3 3 3 3 3 3 3
Y(w)| 3 2 2 3 3 2 3 1 1

2 3 2 3 1 2 3 1 2 3

Figura 3.15: A tabela com o modelo probabilistico do experimento aleatério do Exc. 26 junto com os
valores de X e de Y nele definidas. A codificagao dos resultados foi adequada ao tamanho da impressao;
por exemplo, (123) aqui é a codificacao daquele resultado que seria codificado por 1 — 2 — 3 se
seguissemos as regras combinadas no Capitulo 1.

A tabela da Figura 3.15 da nos as distribuicoes de X, de Y, e a distribuicao conjunta
(bi-varidda) de X e Y. Todas elas estdo abaixo.

Y
1 |2 |3
1[0 35 15

X518 8 2
120 120 120
312 24 2
120 120 120

P[X =2] | 1/6 | 2/6 | 3/6 P[Y =4] || 1/6 | 2/6 | 3/6

Talvez seja uma surpresa que X e Y tenham a mesma distribuicao. Nao vamos entrar
na discussao desse fenémeno. Observo que as distribuicoes de X e de Y foram deduzidas a
partir da tabela da Figura 3.15. Elas poderiam ter obtidas também pelo seguinte caminho:
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primeiramente constroi-se a tabela da distribuicao conjunta de X e Y, e depois a distribuicao
de cada uma deduz-se dessa tabela fazendo as suas distribuigoes marginais.

Vamos agora a andlise de dependéncia/independéncia entre X e Y. Recorde que essa baseia-
se na verificacao da igualdade IP[X = z,Y = y| = IP[X = z| X IP[Y = y|. Se essa valer para
cada par de valores x,y, entao as variaveis aleatorias sao independentes. Se nao valer para
pelo menos um par de valores, entao as variaveis aleatérias sao dependentes. No presente caso,
a probabilidade nula na tabela da distribuicao conjunta é uma boa indicacao da presenca de
dependéncia. De fato, tomando x = 1 e y = 1 (quer dizer tomando os valores que acontecem
em conjunto com a probabilidade 0), temos:

P[X =1,Y = 1] =0, mas, por outro lado, IP[X = 1] x P[Y =1] =

Isso prova que X e Y sao dependentes.
Agora passaremos para o calculo para esperanca e varianica. Seguindo a férmula para a
esperanca, temos que

1 2 3 14

Quanto ao calculo da variancia, prefiro usar a férmula Var[X] = {F[X?]} — (IE[X])* (acerca
dessa e a comparacao dela com a férmula usada na definicdo da varianica. Entao, temos

(3.50)

1 2 3 14
Var[X] = (1) x =+ (2 x 2+ 3 x =L — (=
alx] = {1 x g+ @ xS+ @) x5 - ()
49 5
=6 — — ==
9 9
Quanto a varidvel aleatéria Y, concluimos que E[Y] = 14/6 e Var[Y] = 5/6, ja que a distri-
buicao de Y é a mesma que a de X.

Solucao do Exc. 27. Na tabela abaixo, as primeiras duas colunas apresentam o modelo
probabilistico para o experimento aleatorio do enunciado, e as trés tltimas colunas representam
os valores das variaveis aleatorias X, Y e Z de acordo com suas defini¢oes do mesmo enunciado.
Vale notar, que o preenchimento das colunas das variaveis aleatorias ¢é direto, enquanto que
o conteudo das colunas do modelo probabilistico baseia-se no diagrama de arvore. Quanto a
este, espera-se que voceé sabe construi-lo sem problemas, razao pela qual sua apresentagao na
presente solucao esta omitida.

| w [P ]| XWw) YW ]| Zw) ]
12)[1/12] 1 2 3
(1,3) | 112 | 1 3 4
(14) | 1/12 | 1 4 5
21) | 1/12 | 2 1 3
(2,3) | 1/12 | 2 3 5
24) | 1/12 | 2 4 6
3.1) | 1/12 | 3 1 4
32) | 1/12 | 3 2 5
(3,4) | 1/12 | 3 4 7
(4,1) | 1/12 | 4 1 5
(42) | 1/12 | 4 2 6
(43) ] 1/12 | 4 3 7

A tabela acima gera a distribuicdo de X, a de Y, a de Z e a bivariada do par (X,Y). As
tabelas das trés primeiras estao abaixo, enquanto que a tabela da distribuig¢ao bivariada esta
na Figura 3.16.
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T 1 2 3 4
PX=x]|1/4]1/4|1/4|1/4
Y 1] 21 3] 4
PlY =y] || 1/4 ] 1/4]1/4]| 1/4
z 3 4 5 6 7

PZ=21/61/6]1/3|1/6|1/6

X[ 1 2 3 4
Y y| PY =y

1 1 1
1 0 [1/12]1/12]1/12 ][ 1 0+ &+ 5+ 1,
2 /12 0 [r/12]1/12f 2| L+0+5+ 5
3 112717127 0 [1/12|3|5+5+0+3
4 /12 [1/12 [ 1/12| 0 4| L+ L4+ 40

|« [ 1] 2] 3] 4]

Figura 3.16: A tabela da distribuigao bivariada do par (X,Y’) do Exc. 27. Ao seu lado direito e em-

baixo dela, estao as correspondentes distribui¢des marginais, que sao, respectivamente, a distribuicao
de X eade?.

Pode ser observado que as distribui¢oes marginais da distribuicao bivariada coincidem com
as distribuicoes de X e de Y, que foram costruidas diretamente do modelo probabilistico. Tal
coincidéncia é o fato garantido pela teoria.

Segue-se das tabelas da Figura 27 que X e Y sao dependentes, pois se fossem independentes,
entao a probabilidade em cada célula da tabela bivariada seria o produto das probabilidades
que encontram-se nas tabelas marginais em suas células na mesma linha e na mesma coluna.
A demostragao formal da dependéncia é assim:

1 1
P[le,Yzl]zO#zle:]P[le] x IPlY =1]
Para executar a tarefa do célculo da esperanca matematica para variaveis aleatérias X
e Z, seguimos a férmula que define esta esperanga (E[X]| = > ", x; - p;) pegando os valores
numéricos das correspondentes tabelas de distribuigao:

1 1 1 1 10 5
[X] R R I Bl
1 1 1 1 130
ElZ] = 3x-44x 45X -+6x-d4Txoe>—5
& X TAX g T g TGt IxXE=5

Quanto a esperanca matematica da variavel aleatéria Y, podemos dizer que esta é g sem fazer
as contas, pois a distribuicao de Y é a mesma que a de X, fato que segue-se diretamente da
comparacao das tabelas de suas respectivas distribuicoes.

Vamos ao calculo de variancia para X e Z (a de Y serd “copiada” da conta a ser feita para X

assim como fizemos acima com a esperanga de Y'). Recorde a férmula da definigdo da variancia:
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Var[X] = 30, (v, — IE[X])? x p;. Os célculos, que a férmula manda fazer, tornam-se mais

faceis quando organizados em forma da tabela, que foi lhe apresentada junto com a definicao
da variancia. A tabela para a varidvel aleatéria X é como se segue:

v | PX =2] | z— E[X] | (z— E[X])? | (x — E[X])? x P[X = 1]

1] 1/4 -3/2 9/4 9/16

2|  1/4 -1/2 1/4 1/16

3 1/4 1/2 1/4 1/16

4 1/4 3/2 9/4 9/16
A soma dos valores da tultima coluna é, segundo a férmula da variancia, o valor da variancia
de X; entao, Var[X] = 22 = 2. Este mesmo ¢ o valor de Var[Y], segundo o argumento dado
acima.

Apresento agora a execucao do calculo da variancia de X via a férmula Var[X| = F[(X)?] —
(E[X])%. A parte (IF[X])? ¢ facil: ela é a notagao para o quadrado da esperanga de X. O que
causa erros na execugao da férmula é a primeira parte, quer dizer, IE[(X)?]. Este simbolo 1é-se
“a esperanca do quadrado de X", e isto significa que tem que construir a varidvel aleatéria X2
e calcular sua esperanca matemética. Recorde que X2 significa a varidvel aleatéria que assume
valor 22 onde X assumiu valor z. Desta regra, segue-se a tabela da distribuicao de X2

v 1 [ 4] 916
PXZ=0] |[1/4|1/4 | 1/4]1/4

Daf, E[(X)*)] =1x14+4x149x1+16x1 = 3. E, fechando, temos: Var[X] =2 — (g)2 =2
Agora, é a vez de Var[Z]. Abaixo, esta a tabela correspondente, que d& o resultado final:

Var[Z] = 2 = 2 (como a soma dos valores de sua tltima coluna)

|\ PlZ=2|2—E[Z] | (- E[Z)? | (2 — E[Z])? x P[Z = ]

3] 1/6 -2 4 476
4] 1/6 -1 1 1/6
50 1/3 0 0 0

6| 1/6 1 1 1/6
71 1/6 2 4 4/6

Passando agora para a tltima tarefa do do exercicio, comegamos com a observagao de que
as variaveis aleatorias X, Y e Z, aqui estudadas, estao em relagao

Z=X+Y (3.51)

A relacao verifica-se diretamente via a andlise da primeira tabela da presente solucao que
confirma que

Z(w) =X (w) +Y(w), em cada realizagao w. (3.52)

(Vale notar que (3.51) é nada mais que a forma suscinta de expressar a relacao (3.52).) Sabemos,
das aulas, que relagdo (3.51) garante a igualdade F[Z] = F[X] + FE[Y]. No nosso caso
especifico, os valores achados para as esperancas (F[Z] = 5, IE[X]| = 5/2 e E[Y] = 5/2)
satisfazem a igualdade. Sabemos também, que a relagao (3.51) nao é suficiente para que Var[Z]
seja igual a Var[X| 4 Var[Y]; para garantir tal igualdade, é precisa também que X e Y sejam
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independentes. Nossas variaveis aleatorias X e Y sao dependentes, conforme mostraremos na
solugao do item (b) do exercicio. Isto explica por que os valores numéricos achadas para as
variancias de X e de Y (Var[X| = 5/4 e Var[Y] = 5/4) nao dao, em soma o valor achado para
a variancia de Z (Var[Z] = 5/3).

Solucao do Exc. 28. Sé apresentarei aqui a verificacao da independéncia. Todas as outras

perguntas podem ser resolvidas por analogia com as solugoes de suas irmas-gémeas colocadas

no enunciado do Exc. 27; a solucao desse foi exaustivamente e detalhadamente explicada acima.
A tabela da distribuicao conjunta de X e Y é assim:

X 1 2 3 4

1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16

B~ w| o] ||

sendo que os valores das probabilidades seguem do diagrama de arvore, cuja construcao é
simples e, por isso, nao sera apresentada aqui.

As distribuicoes de cada uma das duas variaveis aleatorias podems ser obtidas diretamente
de suas respectivas defini¢oes, ou a partir da tabela acima pelo caminho chamado “distribuicao
marginal”. Eis as distribuicoes

x 1 [ 2] 3] 4

PIX =z | 1/4 ] 1/4 | 1/4] 1/4
Y 1] 23] 4

PlY =y [ 1/4 [ 1/4 ] 1/4 | 1/4

Das trés tabelas, segue-se que X e Y sao independentes, pois, como, obviamente, 1/4x1/4 =
1/16, entao vale que

P[X =2,Y =y| = IP[X = x] x IP[Y = y|,para quaisquer x e y que X e Y possam assumir

Observe que para confirmar a independéncia, a igualdade deve ser confirmada para cada célula
da tabela da distribuicao conjunta; no caso temos que entao fazer 16 confirmacoes.

Solugao do Exc. 29. Codificaremos “cara” por 1 e “coroa” por —1 (em ambas as moedas),
e codificaremos o resultado fornecido pelo lancamento do tetraedro pelo préprio nimero da
face que ele mostrar. Com tal codificacdo, o experimento aleatorio adquira a apresentacao
por diagrama de arvore de acordo com a Figura 3.17. O diagrama de arvore da o modelo

N[ =
[\

Figura 3.17: O diagrama de arvore para o experimento aleatério do Exc. 29.

probabilistico, o qual apresentamos na Figura 3.18 junto com os valores das variaveis aleatorias
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X,Y e Z; tais valores seguem-se diretamente da definigao verbal das variaveis dada no enunciado
(recorde: X é o saldo de Pedro na 1-a jogada, Y é o saldo de Pedro na 2-a jogada, e Z é o saldo
total de Pedro). A partir da tabela da Figura 3.18, deduzimos as distribui¢oes das varidveis

w l-1/1—--1-1--2|-1—--1|-1—=1|-1—=2
Plw] 1/4 1/4 1/8 1/8 1/8 1/8
X(w) 1 1 -1 -1 -1 -1
Y (w) 1 -1 -2 -1 1 2
Z(w) 2 0 -3 -2 0 1

Figura 3.18: O modelo probabilistico e os valores das varidveis X, Y, Z do Exc. 29.

aleatérias X,Y e Z. Essas estao abaixo.

T 1 -1
PX=o] | T+ I=1[1+1+1+1=1]
Yy -2 -1 1 2
P =y | L[ Tvi=F3+i-1]]
z -3 ] -2 0 1]2
Pz=Af [T+ =713

Para o teste da independéncia entre X e Y, constuma-se fazer a tabela da distribuicao
conjunta das mesmas. Quando haver a independéncia, a tabela é muito 1util para confirma-la,
pois ela mostra que as probabilidades das celulas sao produtos das probabilidades das marginais.
Ja quando have dependéncia, a tabela s ajuda a identificar um par de valores z,y tais que
PIX = =x,Y = y| # IP[X = z|] x IP[Y = y|]. Tipicamente, essa desigualdade ocorre para
mais que um s6 par de valores (desde que — claro — X e Y sejam dependentes). Por isso, se
X e Y fossem dependentes no caso analisado, entdo ao apanhar qualquer par de valores (z,y)
diretamente da tabela da Figura 3.17, é provavel — embora nao garantido — que acertarmos,
quer dizer, que para os valores apanhados a desiguladade valhe. Vamos testar nossa sorte com
r=1ey=2. Temos:

PX =1,Y = 2] = 0(ndo ha w no qual X assume 1 e, ao mesmo tempo, Y assume 2)

PX =1 =1/2, P[Y =2 = 1/8 —> zp[xzuxzp[yzg]:%%o

Assim, verificou-se que X e Y sao dependentes.
Quanto as contas das esperancas e variancias, essas sao simples e seguem-se diretamente das
tabelas das distribuigoes correspondentes (abaixo, usarei a formula Var[X] = F[X?] — (F[X])?
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para o calculo das variancias).

1 1 1 1
]E[X]:(—l)x§+1><§:0, Var[X]=<(—1)2><§+12><§>_02:1
1 3 3 1
EY:_2 = _1 - 1 — 2 —:0
Y] = (=2 x g+ (1) x g+ 1x g +2x g
1 3 3 1 14
Yi=((=2?x =4+ (=12 x=412x=-422x=-) - 0*=—
VarlY] (( Jxg (U xgHlxg s X8> =3
1 1 3 1 1
FE[Z] = (- — 4+ (=2) x = SHlx-42x ==
1Z] (3)><8+( )><8+0><8+ X ST2x g 0
_ _9)\2 - _9)\2 - 2 2 2 1 9 i B 2:
Var[Z]—(( 3)><8+(2)><8+(0)><8+(1)><8+(2)><4) (0 ==

A verificacao da validade da relacao IE[X + Y] = F[X] + E[Y] (recorde X +Y = Z no
caso) é facil pois todas as esperangas envolvidas sao nulas.

Para verificar a relagdo envolvendo as varianicas, vamos colher do texto acima os valores
por 14 calculados; eis estes: Var[X] = 1, Var[Y] = &, Var[Z] = 2. Conclui-se entdao que no
caso dessas varidveis vale que Var[X] + Var[Y] = Var[X + Y] (recorde, Z é X +Y'). Observe
que a igualdade ocorre apesar da dependéncia entre X e Y.

Solucao do Exc. 30. O diagrama de arvore correspondente ao experimento aleatério deste
exercicio estd abaixo. Recorde que de acordo com o enunciado, as moedas nao carregam “cara’”
e “coroa”, mas “17 e “1”7. O diagrama foi feito de acordo com esta marcagao. Logo em
seguida abaixo do diagrama, estd a tabela que apresenta o modelo probabilistico (nas suas
duas primeiras linhas) e os valores das varidveis aleatérias X, Y e Z; recordo que

X = 2 X (resultado mostrado na primeira moeda) + (resultado mostrado na segunda moeda)
Y = (resultado mostrado na primeira moeda) + 2 x (resultado mostrado na segunda moeda)
Z=X+Y

w l-1/1—--1|-1—->-1|-1—1
Pl || 1/4 1/4 1/4 1/4
X(w) 3 1 -3 -1
Y(w) 3 -1 -3 1
Z(w) 6 0 -6 0

A partir da tabela anterior, temos as seguintes distribuicoes de X, de Y e de Z, e a distri-
buicao conjunta de X e Y:




128

Y -3 -1 1 3
X P[X = x]
-3 /4] 0 0 0 1/4
- 0 0 |1/4] 0 1/4
1 0 |1/4] 0 0 1/4
3 0 0 0 |1/4 1/4
[Py =y 1/a ]38 i ] H
Agora vamos a andlise de independéncia. Para x = —3 e y = —1, temos:

1 1
P[X:—3,Y:—1]:07é1XZ:]P[X:—B} x P[Y = —1]
Logo, X e Y nao sao independentes.
Vamos agora ao cdlculo da esperanca e variancia. Observe que, como X e Y possuem a

mesma distribuicdo, temos que E[X| = FE[Y] e Var[X]| = Var[Y].

1 1 1 1 1
JE[X}_—3><Z—1x1+1x1+3x1_[—3—1+1+3]le_o
1 1 1 1 1 2
Var[X]:{(—3)2><Z+(—1)2><1—|—12><Z—FSZXZ}—(0)2:[9+1—|—1+9]><Z:ZO:5
JE[Z]——6><1+O><1+6><1—[—6+0+6]><1—O
B 4 4 4 4
1 1 1 1 72
_ Y - 2 - 2 - _ 2: -
Var[Z]—{( 6) ><4+(0) x5 +6 ><4} (0) [36+0+36]x4 =18

Recorde agora que as variaveis aleatorias X,Y e Z estao em relacao Z = X + Y. A teoria
apresentada na aula garante que desta relacao segue-se que IF[Z] = F[X] + [E[Y], e também
avisa que Var[Z] pode nao ser igual a Var[X] + Var[Y], pois no presente caso X e Y nao sao
independentes (conforme verificamos acima). Os valores numéricos confimam a igualdade de
esperancas (pois 0 = 0 + 0) e mostram que a variancia da soma (de Z quer dizer) ¢é difernete
da soma das variancias (das X e Y): 18 #£ 5+ 5.

Solucgdo do Exc. 31. REQUER VERIFICACAO!!

E importante esclarecer que a aposta ocorre pois o fregués deve escolher o par de cores antes do
langcamento simultaneo das moedas. Vamos definir as variaveis B =Resultado da moeda azul,
R =Resultado da moeda vermelha e G =Resultado da moeda verde, em que 1 corresponde ao
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resultado cara e —1 ao resultado coroa.

| e T O O o N O
Lplr=r[[[12]12] [P[G=g] [12[12] [P[B=b][1/2]1/2]
Como as moedas sao independentes, temos que IP[R =r,G =g, B =b] = 1 X 1 X 3 = 3,
para qualque r, g e b € {—1,1}. Além disso, w é o resultado dos lancamentos das moedas
vermelho, verde e azul, respectivamente.
Importante notar que estamos supondo que o cassino considera duas apostas diferentes
quando o fregués escolhe apostar no par de moedas vermelho e verde e no par de moedas

verde e azul. Isso quer dizer que o cassino paga pelo nimero de caras em cada par de moedas
escolhidas. Ou seja, Z = X +Y.

H w H P[w] \ R(w) \ G(w) \ B(w) \ X (w) \ Y (w) \ Z(w) H
(,L,1) [ 18] 1 1 1 2 2 1
(1,1,-1) || 1/8 | 1 1 1 2 0 2
(1,-1,1) || 1/8 | 1 -1 1 0 0 0
(1,-1,-1) || 1/8 | 1 -1 1 0 2 | -2
(-1,-1,-1) || 1/8 | -1 | -1 | -1 -2 2 | 4
(-1,-1,1) || 1/8 | -1 | -1 1 -2 0 -2
(-1,1,-1) || 1/8 | -1 1 -1 0 0 0
(-1,1,1) 1/8 -1 1 1 0 2 2

Da tabela anterior, temos as distribui¢oes de X, Y, Z e (X,Y)
| = [[-2[0]2]
| PIX=a] || 2/8]4/8]2/8]
L vy [[-2]0]2]
| PY =y] [[2/8]4/8]2/8]
L = [—4l-2[0[2]4]
| PlZ=+]1/8]2/8]2/8][2/8]1/8]
Y -2 0 2
X P[X = x]
- 1/811/8| 0 2/8
0 1/8 12/8|1/8 4/8
2 0 |1/8]1/8 2/8
L Py =y [2/8]4/8]2/8] H
Agora vamos a andlise de independéncia. Para r = —2 e y = —2, temos:
1 2 2
P[X:—Q,Y:—2]:§7é§xgzlP[X:—ﬂ x IP[Y = —2]

Logo, X e Y nao sao independentes.
Vamos agora ao cdlculo da esperanca e variancia. Observe que, como X e Y possuem a
mesma distribuigao, temos que F[X] = E[Y] e Var[X] = Var[Y].
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1 4 1

Var[X] = {(-2)2 < §+o2 , %+22 « ;} (02 =2

1 3 3 1
Ewh:4x§—2xg+2xg+4x§:0

1

Var[Z]:{(—4)2><—+(—2)2><§+22><§+42><1+}—(0)2:@:7

8 8 8 8 8

Das equagoes acima, verifica-se facilmente que a relagao IE[Z] = F[X] + [E[Y]. Por outro
lado, Var[Z] # Var[X] + Var[Y], o que ja era esperado, pois X e Y néo sao independentes.

Observacgao: Caso tivéssemos suposto que o cassino considera uma unica aposta quando o
fregués escolhe apostar no par de moedas vermelho e verde e no par de moedas verde e azul, a
variavel Z seria diferente. Nesse caso, o cassino paga pelo nimero de caras total, Z = R+ G+ B.
Abaixo, segue a distribuicao dessa nova Z e a sua esperanca e variancia.

H w H P[w] \ R(w) \ G(w) \ B(w) \ X(w) \ Y (w) \ Z(w) H
L,L1) || 1/s] 1 1 1 2 2 3
(1,1,-1) || 1/8 | 1 1 1 2 0 1
(1,-1,1) | 18| 1 | -1 1 0 0 1
(1,-1,-1) | 1/8 | 1 1 1 0 2 | 1
(1,-1,-1) | 1/8 | 1 | -1 | 1 | 2 | 2 | 3
(-1,-1,1) | 18 | -1 | -1 1 2 0 1
(-1,1,-1) || 1/8 | -1 1 1 0 0 | -1
(-1,1,1) || 1/8 | -1 1 1 0 2 1

1 3 3 1
ElZ]=-3x-—1x>+4+1x- -
[Z] 3x8 x8+ x8+3x8 0
1 3 3 1 24
Z: _9)\2 - _12 et 22 < 2 - . 2:_:
Var|Z] {( 3)><8+( )><8+ ><8+3 XS} (0) 3 3

Solucdo do Exc. 32. REQUER VERIFICACAO!! Observe que utilizamos a férmula da
probabilidade condicional e da probabilidade total para a construgao da distribuigao de (X, Y).
Por exemplo, a probabilidade da bola ser branca:
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PY=1=PY=1NX=-1+PY=1NX=0+PY=1NnX=1]
= PlY =1|X =—1] x P[X = —1]
+ PlY = 1|X = 0] x P[X =0
+ PlY =1|X =1] x P[X =1]
95 60 30 12 10 6

=60 “ 100 " 100 “30 T 100 10
55 12 6 73

=700 " 100 T 100 ~ 100

Y 1 2
X P[X = 2]
- 55/100 | 5/100 || 60/100
0 12/100 | 18/100 || 30/100
1 6/100 | 4/100 || 10/100

| Py =y] [ 73/100 | 27/100 || |

Agora vamos a andlise de independéncia. Para x = —1 e y = 1, temos:
55 60 73
PX=-1Y=1=—#—x—=IP[X=-1] x P[Y =1]
100 © 100 100

Logo, X e Y nao sao independentes.

Solucdo do Exc. 33. REQUER VERIFICACAO!! A varidvel aleatéria X pode assumir os
valores 1 (custo do 6nibus) ou 2 (custo da lotac¢ao). O custo é equivalente ao fato de eu tomar
a lotacao ou o 6nibus, o que depende da estrada que eu escolher primeiro.

Assim, temos que IP(A) = 0,2 e IP(B) = 0,8 e as condicionais:
P(X =1]A)=P(O|A) =0,4¢e IP(X =2|A) = IP(L|A) = 0,6
P(X =1|B)=P(0|B)=0,7¢ IP(X =2|B) = IP(L|B) =0,3
Lembre-se da férmula da probabilidade condicional (IP[C|D] = IP[C N D]/IP[D]) e da proba-
bilidade total (IP[E] = IP[E N F| + IP[E N F*]). Logo:
PP[X =1]=P[ONA]+ P[ON B]
= IP[O|A] x IP[A] + IP[O|B] x IP[B]
=0,4%x0,2+0,7%x0,8=0,64

P[X =2]=IP[LNA]+ [P[LN B|
= IP[L|A] x IP[A] + IP[L|B] x IP|B]
=0,6%x0,2+0,3x0,8=0,36

Temos entao a distribuicao de X e sua esperanca e variancia:
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EX]=1x0,64+2x0,36=1,36
Var[X] = {1° x 0,64 4+ 2° x 0,36} — (1,36)* = 0, 2304

Supondo agora que Y = 3X, ou seja, o prego da passagem triplicou, temos que o gasto com a
passagem de 6nibus é dado por IP[Y = 3] = IP[X = 1] e o gasto com a passagem da lotacao
por PlY =6] = IP[X =2

PlY =3]=P[ONA]+ IP[ON B
=0,4x0,24+0,7%x0,8=0,64

PlY =6] = P[LNA]+ IP[LN B|
=0,6x0,2+0,3x0,8=0,36

Ly [ 3]6]
[Py =y] [[064]036 |

E[Y]=3x0,64+6x0,36 =4,08
Var[Y] = {3% x 0,64 + 6° x 0,36} — (4,08)* = 2,0736

Como Y = 3X, E[Y] e Var[Y] podem ser calculados aplicando, diretamente, as propriedades
da esperanca e variancia:

BlY] = E[3X] =3 x E[X] =3 x 1,36 = 4,08
Var[Y] = Var[3X] = 3% x Var[X] = 9 x 0,2304 = 2,0736

Solucao do Exc. 34. Este ¢ um exercicios do “tipo de verdade”, quer dizer, exercicio cujo
cerne foi mergulhado nos termos de nosso dia-o-dia. A parte dificil de tais exercicios é reconhecer
onde esta a informacao necessaria para fazer o modelo probabilistico e formular a tarefa em
termos do modelo, e onde estao as aguas que atrapalham o reconhecimento. Nada semelhante
vai aparecer nas provas de meu curso.

(a) Denotaremos por X o valor a ser pago por um fregués qualquer (com um pouco de ima-
ginagao e experiéncia com variaveis aleatérias, vocé, meu leitor, poderia aceitar a interpretacao
“o ganho da empresa por fregués” que aparece no enunciado). Do enunciado, entendemos que
qualquer fregués escolhard o servico A com a probabilidade 0,2 (e, portanto, pagard 100 a em-
presa por este servigo), escolhard o servigo B com a probabilidade 0,4 (e, portanto, pagara 200
a empresa por este servigo), escolhard o servigo C com a probabilidade 0,3 (e, portanto, pagara
300 a empresa por este servigo), e escolhard o servico D com a probabilidade 0,1 (e, portanto,
pagard 400 & empresa por este servigo). Portanto, a distribuigdo de X é dada pela seguinte
tabela:

&
—_
o
S
)
=
K=
S
=
N
o
=S
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Segundo a férmula genérica, IF/ [X } =5 xlP [X = xi}, temos que no nosso caso
E[X] =100 x 0,2+ 200 x 0,4+ 300 x 0,3+ 400 x 0,1 = 230.

Para calcular Var [X ] precisaremos de
Y 2l P[X = ;] =100% x 0,2+ 200% x 0,4 + 3007 x 0,3 + 400> x 0,1 = 61000.
i=1
Da férmula para a variancia, temos:

Var[X] = {é 2 IP[X = ;] } — (E[X])* = 61000 — 52900 = 8100.

(b) A abordagem direta sugere definir uma nova variavel aleatéria, cujos valores sao 10% a
menos que os de X, e calcular a esparanga matematica dela. Denotando esta variavel por Y,
teriamos sua distribuicao expressa assim:

[ Y | 90 | 180 | 270 [ 360 ||
| PlY =y[[[02]04]03]01]

pois a regra de sua construcao é: onde X assume qualquer valor que seja, a Y assume 90% deste
valor. Nota que esta regra pode ser escrita com uso de manipulagoes algébricas com variaveis
aleatorias:

Y =0,9X

Esta relacao permite encurtar o célculo da esperanca de Y, pois permite o uso da féormula
/) [cX } =clF [X ], onde ¢ é constante qualquer. Aplicando a férmula, temos:

]E[Y} = O,QZE[X} = 0,9 x 230 = 207.
S6 para a completude da exposicao, apresentarei o calculo direto:

E[Y] =90x 0,2+ 180 x 0,44 270 x 0,3 4 360 x 0,1 = 207.

(c) Com uso do conceito de varidveis aleatérias, a situagao descrita no enunciado, pode ser
definida assim: Na primeira contratagao, o fregués paga a quantia caraterizada pela variavel
aleatoria X com a seguinte distribuicao:

[ x | 100 | 200 | 300 [ 400 ||
| P[X=x]]02]04]03]01 |

enquanto que na segunda contratacao, tal fregués paga a quantia caraterizada pela variavel
aleatéria Z com a seguinte distribuicao:

| z | 50 [ 100 | 150 | 200
| P[Z=2]]02]04]03]0,

e sabe-se que X e Z sao variaveis independentes.
O lucro total (quer dizer, o lucro oriundo das duas contratagoes de um mesmo cliente) tem
a seguinte expressao:
X+7Z



134

A tarefa do exercicio torna-se entao no problema de calculo de IF [X + Z} . Ja que sabemos que
FE[X +Z] =E[X]|+ E[Z] (3.53)
e sabemos (pela analogia coma conta feita acima para IF [YD que
F[Z] =0,5E[X] =0,5 x 230 = 115,
entao
FE[X + Z] =230+ 115 = 345,
0 que ¢é a resposta no item (c).

Observagao. Observe que a relacao (3.53) seria valida mesmo se X e Z fossem dependentes.
Em particular, a resposta final nao mudaria se eu expressasse o lucro por X + 0,5X. Porém,
tal expressao é errada, pois ela ndo corresponde a situagao descrita no item (c); a saber, a
expressao X +0,5X corresponde a situacao na qual um cliente escolhe na segunda contratacao
0 mesmo servi¢o que escolheu na primeira contratacao.

Solugao do Exc. 35(a). A distribui¢ao bivariada das varidveis aleatérias X e Y e a distri-
buicao de cada uma delas em separado estao dadas a seguir:

Y 1 4
X X=z | 2 3
2 2/15 3/15 P(X =x) \ 5/15 10/15
3 9/15 1/15 Y=y | 1 4
PP(Y =y) | 11/15 4/15
Segue-se das tabelas que
2 5 11 11
— =P X=2Y=1#PX=2/xPY=1=—x——=—

o que prova que X e Y sao dependentes.
Quanto as esperengas e variancias, temos:

5 10 8 5 10 8\° 2

EX =2 —4+3.—~=_— Var[X]=4222. —4+32. -V _ (Z) =Z2
X TR arlX] { 5 15} (3) 9
11 4 9 11 4 9\? 44
EYl=1-—4+4.—=2 Vi=<012.2442. 2V _[Z2) = =
Y] s tt -y Vel { 5 15} (5) 25

Solucao do Exc. 35(c). A distribuigao bivariada das varidveis aleatérias X e Y e a distri-
buicao de cada uma delas em separado estao dadas a seguir:

X | -1 1
Y X=z -1 1
-1 1/4 1/4 PP(X =x)|1/2 1/2
1 1/4 1/4 Y=y |-1 1
PP(Y =y) | 1/2 1/2
Deduz-se diretamente dessas tabelas que
]P[X:—I,Y:—l]:% - %ézzp{ — P =1
P[X:—l,Yzl]:% = %-%:P[X_—l]JP[Y:l]
P[X:l,Y:—l]:% = ?%: (X =1]-P[Y = —1]
P[X:l,Y:l]:Z = §-§:P[X:1]-1P[Y:1]
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o que quer dizer que P[X = xz,Y = y| = IP[X = z| - IP][Y = y| para todo par de valores (z,y)
que o par de variaveis aleatérias (X,Y’) pode assumir. Isso garante a independéncia entre X e
Y.

Vale recordar que para provar que X e Y sao independentes é precisa comprovar a corres-
pondente igualdade para cada possivel par de valores.

Solugao do Exc. 36 sera colocada em breve.

Solucao do Exc. 37 (a) Primeiro, vamos calcular as distribuigdes marginais de X e Y e
depois vamos verificar se IP[X = z,Y = y| = IP[X = x] x IP[Y = y|, para todo par de = e de
y (no caso, x pode ser 1 ou 2, enquanto que y pode ser 0 ou 3; serdo entao 4 pares ao total).

x 1 2 Y 0 3
PX=xz]]1/2]1)2 PY =y [1/2]1/2

E facil ver que IP[X = z,Y = y] = 1/4 (para todo z e y) e que IP[X = z] = P[Y = y] = 1/2
(para todo = e y). Portanto, ha a igualdade IP|X = z,Y = y| = IP[X = z| x IP]Y = y], para
todo par de x e de y, e, consequentemente, conclui-se que X e Y sao independentes.
Solucao do Exc. 37 (b)

e 0 | 3 y 1] 2 | 3
PIX =x] [|[4/8]4/8 4/8 | 3/8 1 1/8

Nesse caso, como P[X =0,Y = 1] =1/8 # IP[X = 0] x P[Y = 1] = 16/64 = 1/4, logo,
temos que as variaveis X e Y nao sao independentes.
Solugao do Exc. 37 (c)

u 0 2 Z 0 3
P[U=u] || 4/8]4/8 P[Z ==z [ 4/8]4/8

Nesse caso, como IP[U = 0,Z =0] =1/8 # IP[U = 0] x IP[Z = 0] = 16/64 = 1/4, logo,
temos que as variaveis U e Z nao sao independentes.
Solugao do Exc. 37 (d)

z 0 2 U 0 1 3
P(Z==z] ] 4/8]4/8 PlU=u] ||[4/8]1/8]3/8

Nesse caso, como IP[U =0,Z =0] = 1/8 # IP[U = 0] x IP[Z = 0] = 16/64 = 1/4, logo,
temos que as variaveis U e Z nao sao independentes.

Solucao do Exc. 38 serd colocada em breve.

Solucao do Exc. 39 (a). As tabelas abaixo dao as distribuigoes da variavel aleatéria V' =
XxY+Z

e quando X,Y e Z estdo definidas pela tabela (a) do Exc. 35

3

6

7

10

12

2/15

4715

5/15

3/15

1/15

e quando X,Y e Z estdo definidas pela tabela (b) do Exc. 35

0

1

4

P[V

Il

2/10

4/10

4/10

e quando X,Y e Z estao definidas pela tabela (c¢) do Exc. 35



e quando X,Y e Z estao definidas pela tabela (c¢) do Exc. 35

0

1

4

1/4

274

1/4

-2

-1

0

2

5

1/8

2/8
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PV =v]]1/8]2/8]2/8

Solugao do Exc. 39 (b). As tabelas abaixo dao as distribuigdes da variavel aleatéria W =
(X+Y)xZ

e quando X,Y e Z estdo definidas pela tabela (a) do Exc. 35

w 0 3 12 16
PW =w] || 1/15[2/15 [ 7/15 | 5/15
e quando X,Y e Z estao definidas pela tabela (b) do Exc. 35
w -6 0
P[W =w] || 4/10 | 6/10
e quando X,Y e Z estdo definidas pela tabela (c¢) do Exc. 35
v -6 0
PV =uv][[1/4]3/4
e quando X,Y e Z estao definidas pela tabela (d) do Exc. 35
v -4 -2 0 2 9

PlV=ou]]1/8]1/8]2/8]2/8]2/8

Solucao do Exc. 40(c). Naio se assuste com a expressio S¥. Acontece que eu precisava
incluir na presente lista um exercicio que lhe obriga a calcular a distribuicao de uma variavel
aleatoria que seja a funcao de outras duas. Poderia me satisfzer com V = S 4+ X ou com
V =5+ X, mas estes dois casos sao muito simples e aparecem frequentemente nas contas que
fizemos e que vamos fazer nas aulas e em outras listas de exercicios. Por isso que procurei por
algo diferente. Entao, optei por S*. Mas para facilitar a tarefa, coloquei 0 entre os valores de
S ede X. O por que isto facilita sua vida, vocé vai ver na solucao apresentada em seguida.

Como 1° = 2° = 3% = 1! = 1, entdo a varidvel aleatéria V' assume valor 1 com a proba-
bilidade 1/8 +2/8 +1/8 +2/8 = 6/8. Como 0' = 0, entdao V assume 0 com probabilidade
1/8. E como 2! = 2, entdo V assume 2 com probabilidade 1/8. Para que a resposta tenha cara
bonitinha, falta colocar os trés valores e suas respectivas probabilidades numa tabela. Eis esta
abaixo:

v 0 1 2
PV =uv][1/8]6/8]1/8
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A solugao do Exc. 41 (a). Para construir a distribuigao de V', precisamos, em primeiro
lugar, identificar os possiveis valores que V' pode assumir. Eis eles: {—2,-1,0,1,2,3}. Em
segundo lugar, calcula-se a probabilidade de V' assumir cada um desses valores, via distribuicao
conjunta de X e Y. Por exemplo,

PV =0=P[X=0Y=0+PX=-1Y=1+PX=1Y =-1]
. 2 N 2 4
N 10 10 10

Em terceiro lugar, faze-se a tabela de valores com as respectivas probabilidades, elimanam-se
os valores cujas probabilidades sao nulas:

v 2] -1 0 1 [2
PV =v]]| 0]4/10|4/10 | 2/10 | 0
. v -1 0 1

PV =] | 4/10 | 4/10 | 2/10

A solucao do Exc. 41 (b). Seguindo os passos do item (a), temos que os possiveis valores
que S = X x Y pode assumir sdo {—2,—1,0,1,2}. Agora, basta calcular a probabilidade de S
assumir cada um desses valores, via distribui¢ao conjunta de X e Y. Por exemplo,

PS=-1=PX=-1Y=1+PX=1Y =-1]
2 2 4

071010

Por fim, faz-se as seguintes tabelas; a ultima é a resposta final:

5 2 [ - 0 [1]2

P[S=s] | 1/10]4/10 | 5/10 0

. s -2 -1 0
IP[S =s] | 1/10 | 4/10 | 5/10

A solugao do Exc. 42 (a). Seguindo o mesmo raciocinio do exercicio 41 (a), V' pode assumir
os valores {—2,—1,0,1,2,3} e a distribui¢ao de V= X + Y é dada por:

v 21 -1 0 1 2 |3
PV =v] || 0]4/16]6/16 | 3/16 | 3/16 | 0

. v -1 0 1 2
PV =wv] | 4/16 | 6/16 | 3/16 | 3/16

A solugao do Exc. 42 (b). Seguindo o mesmo raciocinio do exercicio 41 (b), S pode assumir
os valores {—2,—1,0, 1,2} e a distribuigdo de S = X x Y é dada por:

-2
1/16

1
1/16

0
8/16

1
3/16

2
0
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s 2 [ -1 0 1
P[S=s] || 1/16 | 4/16 | 8/16 | 3/16

A solucao do Exc. 43(a). Pelo cédlculo direto, tem-se que [E[V] = 2. Portanto, por
intermédio da propriedade dada na Dica para a solugao, IE[V 4 b] = 2+ b. Como deseja-se que
IE[V + b] seja 0, conclui-se que b = —2. A tabela da distribuigao da varidvel aleatéria V — 2 &
a da direita abaixo. Aquela & esquerda esta incluida para indicar a maneira da construcao da
distribuicao de V' — 2 a partir da da V:

12 [22 32 ] _ 1 ] 0 1
3/10 | 4/10 | 3/10 3/10 | 4/10 | 3/10

(b) As variancias de V' e de V' — 2 devem coincidir, coincidéncia que obedece & propriedade
geral Var[V + b] = Var[V].

A solugao do Exc. 44(a). Pelo cédlculo direto, tem-se que Var[V] = 3/5. Portanto, por
intermédio da propriedade dada na Dica para a solucao, Var[aV] = %aQ. Como deseja-se que
Var[aV] = 15, conclui-se que a = 5 ou a = —5 (sim! hd duas solugoes ao problema). Para
a = 5, a distribuicao de aV esta na tabela a direita; a construcao dessa esta indicada pela a da

esquerda:

5x1[5x2[5x3] _ 5 | 10 | 15
3/10 | 4/10 | 3/10 3/10 | 4/10 | 3/10

(b) A esperanga de 5V deve ser 5 vezes maior que a de V' obedecendo a propriedade geral
FE[aV] = alE]V].

Solucao do Exc. 45. A tarefa do exercicio expressa-se pelo sistema de equacoes a esquerda.
Essa transforma-se no a direita, quando usarmos as propriedades de esperanca e de variancia
junto com o fato de que IE[V] =2 e Var[V] = 3/5:

FE[aV 4+ 0] =40
Var [aV + b] = 60
As solugoes sao: a =10,b =20 e a = —10,b = 60.

Solucao do Exc. 46 (a) Primeiramente, precisamos calcular a esperanga e a variancia de X.
Depois, basta repetir os célculos do exercicio 45, considerando que IE[Y] =0 e Var[Y] = 4:

1 1 3
EX|=lx-42x-=2
X]=1xg+2x5=7

Vhﬂxqzz{ﬁ ;-+22 } (; =1

EllaX +b=0 . Sa4+b=
Var[aX +b] =4 Ta? = 4
As solugoes sao: a = 4,b = —6 e a = —4,b = 6. Agora vamos calcular a distribui¢ao de X,

considerando cada par de valores a e b:

_ _ r=1 y=4x1-6=-2
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Y -2 | 2
PlY =vy] || 1/2 ] 1/2
- B r=1 y=—-4x14+6=2
—4.b 6:>{ _ :>{ A X246——9
Y 2 —2
PlY =vy] | 1/2 | 1/2

Solugao do Exc. 46 (b) Seguindo os mesmos passos do item (a) e considerando que F[Z] = 0
e Var[Z] = 4:

1

2 1
EW]=-1x-41x=-==
W] 3T X373
2 1
Var[W] = 1P x=-+12x= z) =3
] = {12 g+ 123 b (3)
FE[cW+d =0 . sc+d=
Var [cW +d] =4 302:4
As solugoes sao: ¢ = %ﬁ, d= —*/75 ec= —%, d= \/75 Agora vamos calcular a distribui¢ao
de Z, considerando cada par de valores c e d:
32 2 = — —3V2 (1) = V2
:i,d:—i w 1 . ] \2fx<1)f2 2v/2
z —2v2 | V2
P|Z = Z] 1/3 | 2/3
3v2 2 = — V2 V2o
c:——\/_, vz fw 1 ) 3\2/§><(1)\/—§|—2 2v/2
z 22 | —/2
PZ ==z | 1/3 | 2/3




