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Varidveis aleatorias. Introducio 1/1.

Variavel aleatdria é maneira de expressar resultados de um
experimento aleatdrio por meio de valores numéricos.

Varidvel aleatéria defina-se antes do experimento ocorrer. Por isso
ha uma distribuicdo de probabilidade por valores de variavel
aleatéria. Essa chama-se sua distribuicao (ou distribuicao
probabilistica) de variavel aleatéria.

A aula é sobre

(1) As distribuigdes de varidveis aleatdrias e, em
particular, sobre as distribuicdes de “novas” varidveis
aleatdrias obtidas por via de manipulagdes (do tipo,
somar, multiplicar, etc.) com varidveis aleatdrias
“antigas”.

(2) Sobre a esperanga matemdtica e varidncia de
varidveis aleatdrias e sobre suas propriedades.

(3) Sobre a independéncia entre varidveis aleatdrias e

a relacdo deste conceito com a esperanca
matematica e a variancia.



Varidveis aleatdrias. Definicio 1/2.

Definicao formal 1 (njo perfeita, mas rigorosa o suficiente para o
caso que nos interessa que é o caso no qual o niimero de resultados do
experimento aleatdrio em interesse € finito).

Em qualquer experimento aleatério (com a quantidade finita de
resultados possiveis, isto é, com o espaco de estados finito),
qualquer funcdo cujo dominio é o conjunto de seus resultados e
cujo contradominio é R (recordo que R é a notag3o tradicional e
padrdo para o conjunto de todoso os ndmeros reais) chama-se
variavel aleatéria. Dado uma experimento aleatério, seu modelo
probabilistico e uma varidvel aleatéria definida no seu conjunto de
resultados, o termo distribuicdo (ou distribuicdo probabilistica)
da varidvel aleatdria definida é o nome para a tabela que contém
todos os valores da sua imagem junto com a probabilidade da
funcao assumir cada um deles:



Varidveis aleatdrias. Definicio 2/2.

a probabilidade de fungdo assumir valor x defina-se como a
probabilidade do conjunto composto de todos os resultados nos
quais o valor dessa fungdo é x:

P[{weQ: X(w)=x}]
(observe: esta é a pobabilidade dum conjunto)

(1)

Observe a notacdo usada:

X — a funcio;

w — um resultado e o argumento de X;

X(w) — o valor da fungdo X no argumento w;

{w € Q : X(w) = x} —o conjunto dos resultados nos quais X
assume o valor x.

Atengdo: P[X = x] é a notagdo suscinta que serd usada.



Varidveis aleatdrias. Exemplo 1/7.

O exemplo abaixo fornece exemplos do conceito “variavel aleatéria”. O
énfase do exemplo estd na apresentacdo das maneiras de acordo com as
quais as varidveis aleatérias podem (e de fato, serdo)
definidas/introduzidas no meu curso. Também, construirei as
distribuicoes de algumas das varidveis aleatdérias apresentadas.

Exemplo 1. Neste exemplo, considero o experimento aleatério
“lancamentos consecutivos de trés moedas honestas”. Note que
que n3o temos nenhuma dificuldade na contrucdo do espaco de
seus resultados nem na atribuicdo de probabilidade a essas. Por
isto, pulo a explicacdo da construcdo e apresento diretamente seu
desenredo; na Tabela a seguir, é suas duas primeiras colunas: a
primenta coluna lista todos os resultados, e a segunda expde as
relativas probabilidades.

As colunas da 3-a a 9-a contém valores de 7 varidveis aleatdrias
cujas definicdes estdo nas transparéncias ulteriores a transparéncia
que apresenta a Tabela.



Varidveis aleatdrias. Exemplo 2/7.
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Varidveis aleatdrias. Exemplo 3/7.

Conforme prometido na pentltima transparéncia, defino agora 7
funcoes cujos valores estdo na tabela acima. Quanto as notacdes
par elas, esclareco que é a tradicdo na Teoria de Probabilidades
denotar varidveis aleatdrias por letras maiusculas romanas.

A definicdo da varidvel aleatéria denotada por X:
X assume o valor igual o nimero de “caras” que veremos em trés
lancamentos;

A definicdo da varidvel aleatéria denotada por Y:

Y — 0, sea l-a moeda der “cara”,
1, se a 1-a moeda der “coroa”;

A definicdo da varidvel aleatéria denotada por V:

V— 1, se a 2-a moeda der “cara”,
—1, se a 2-a moeda der “coroa”;



Varidveis aleatdrias. Exemplo 4/7.

A definicdo da varidvel aleatéria denotada por Z:
Z assume o valor igual ao nimero de transi¢cdes “cara”—"coroa” ou
“coroa”—"cara” na sequéncia a ser obtida em trés moedas;

A definicdo da varidvel aleatéria denotada por S:
S é igual ao quadrado do nimero de “caras”que veremos em trés
lancamentos;

A definicao da variavel aleatdria denotada por U:
U sempre assumird o valor 1.

A definicao da varidvel aleatdria denotada por R:

R(hhh) = 8, R(hht) = 7, R(hth) = 6, R(thh) = 5, R(htt) =

4, R(tht) = 3, R(tth) = 2, R(ttt) = —5.

Cada uma das X, Y,...,R é chamada por ‘“varidvel aleatéria”,
pois cada uma atribui um valor a cada realizagdo de 2. Algumas
forma definidas via descricdo verbal, outras forma definidas
percorrendo por todas as realizagdes e dando o valor em cada delas.



Varidveis aleatdrias. Exemplo 5/7.

Vamos construir as distribuicoes de algumas das varidveis
aleatdrias acima definidas.

Recordo, a distribuicdo de uma varidvel aleatéria é a tabela que
contem todos os valores que essa pode assumir junto com suas
respectivas probabilidades.

Por exemplo, para X de nosso exemplo, a tabela adquira a
seguinte cara:

X 0 1 2 3
P[X=x|]1/8]|3/8]3/8]|1/8




Varidveis aleatdrias. Exemplo 7/7.

E se a varidvel em interesse for Z do nosso exemplo, entdo a cara

da distribuicdo sera assim:

0

1

2

1/4

1/2

1/4

Fim do Exemplo 1



Varidveis aleatorias. As distribuicdes multivariada e bi-variada 1/2.

Se vocé entendeu o sentido e a regra de constru¢do da distribuicao
de uma varidvel aleatéria, ent3o vocé facilmente entenderd a
extencdo da regra para um par de varidveis aleatdrias, eis esta:
percorrer por todos os pares possiveis dos valores das duas
varidveis aleatérias e calcular a probabilidade de ocorrer cada par.
No caso de duas varidveis aleatdrias, o resultado pode ser
apresentado por uma tabela bi-dimensional; é esta apresentagao
que adotamos. Por exemplo, para o par X, Z de nosso Exemplo 1,
tem-se a seguinte tabela:

X 0 1 2 3

0 |2/8|2/8] 0
0 |1/8|1/8] 0

Z
0 1/8] 0 | 0 |1/8
1
2




Varidveis aleatorias. As distribuicdes multivariada e bi-variada 2/2.

Vamos a explicacao dos valores que tais tabelas contém. Usaremos o
exemplo da tabela apresentada na transparéncia acima. A coluna mais a
esquerda contém todos os valores que Z pode assumir; a primeira linha
contém todos os valores que X pode assumir. Nas intersecc¢des, ficam as
relativas probabilidades. A “relativa” explica-se assim: por exemplo, na
intersec¢do da linha “1" com coluna “2" encontra-se o valor 2/8, pois
este é a probabilidade — de axcordo com as definicdes de Z e de X, 2/8 é
a probabilidade de que Z assume 1 e, ao mesmo tempo, X assumir 2.
Alias, tal probabilidade denota-se por

P[Z=1,X=2]
ou, na escrita mais detalhada, por
P{weQ: Z(w) =1, X(w) =2}]

A Ultima especifica a maneira segundo a qual calcula-se o valor da
probabilidade: tem que percorer por todos os w's e colher aqueles nos
quais Z assume 1 e ao mesmo tempo X asume 2. Depois tem que
calcular a probabilidade do evento composto dos w's colhidos.



Varidveis aleatorias. Deducdo da distribuicdo univariada a partir de

distribuicdo bi-variada sem referéncia ao experimento aleatériol/1.

Ao somar as probabilidades do corpo de tabela correspondentes & linha /
obtem-se o valor da probabilidade da varidvel aleatéria (no caso,
denotada por Z) assumir o valor i. Ao fazer tais somas para todas as
linhas, recupera-se a distribuicdo individual da varidvel aleatéria (no caso,
Z). O resultado dessa a¢do estd desenhado a direita. De acordo com a
explicagdo, tal resultado é a tabela da distribuicdo da varidvel aleatéria
Z. Um nome alternativo para tal resultado é distribuicao marginal.
Uma explicacdo analoga vale para a a¢do “somar probabilidades por

colunas”.
X 0 1 2 3
V4 z | P[Z=72¢]
0 1/8 0 0 1/8 0 2/8
1 0 2/8 1 2/8 0 1 4/8
2 0 1/8 | 1/8 0 2 2/8

I x | o] 1]2]3]
[PX=x]1/8]3/8][3/8]1/8]

Fim da apresentacao de distribuicoes multivariddas.




Varidveis aleatorias. Manipulagdes com varidveis aleatérias 1/4.

O moral da histéria a ser contada: uma funcdo de uma varidvel
aleatdria é varidvela aleatdria; uma funcdo de um conjunto de
varidveis aleatdrias também é variavela aleatéria.

Vocé pode omitir as préximas duas transparéncia e passar
diretamente ao exemplo. As duas transparéncia seguintes fornecem
a definicdo formal para aquilo que chamaei de “manipulagdo com
varidveis aleatdrias ". Vocé vai poder entender tal definicdo a
partir de leitura de exemplos.

A parte importante da histéria toda é aprender a construir a tabela
de distribuicdo de varidvel aleatdria "nova" que foi definida via
manipulacdo com varidveis aleatérias cujas distribuicdo sdo
conhecidas.



Varidveis aleatorias. Manipulagdes com varidveis aleatérias 2/4.

Definicao 2 sobre manipulacdes com varidveis aleatdrias.

(a) Seja n um ndmero natural arbitrario e sejam X, Xo,..., X,
varidveis aleatdrias definidas num experimento aleatério. Seja
f(x1,x2,...,Xn) uma fun¢do de n varidveis reals (sobre a qual devo
acrescer, para me enquadrar nas exigéncias da precisao de uma
definicido matematica, que ela assume valores reais e seu dominio é
R™). Entdo f(Xi, Xo,...,X,) significa a varidvel aleatdria definida,
cujo dominio sdo as realizacdes do experimento aleatério das
X1,...,X,, e cujos valores s3o definidos da seguinte maneira:

a varidvel aleatéria nova

(F(X1, Xy X)) (w) = FX (W), Xa (@), - . ., Xn(w))

o valor da nova variavel o valor que f assume gndo seus argumentos
aleatdria no elemento w s3o os valores que Xi,..., X, assumiram em «



Varidveis aleatorias. Manipulagdes com varidveis aleatérias 3/4.
AVISO: X e Y s3o notagles genéricas e n3o as varidveis aleatdrias
do Exemplo de langamentos de trés moedas!!!

Definicao 2 sobre manipulacées com varidveis aleatdrias.

(b) (um caso de (a), particular mas comum). Se X for uma varidvel
aleatdria definida num experimento aleatério e ¢ for um nimero real
qualquer, entdo cX significa a varidvel aleatéria definida no mesmo
experimento aleatério que X da maneira tal que (cX)(w), seu valor em
realizacdo w, é igual a ¢ x X(w).

(c) (um outro caso de (a), particular mas comum). Se X e Y foram
duas varidveis aleatérias definidas num experimento aleatério, entdo,
(X 4 Y) significa varidvel aleatéria definida no mesmo experimento
aleatério da maneira tal que (X + Y)(w), seu valor em realizacdo w, é
igual a X(w) + Y(w).

(d) (um terceiro caso de (a), particular mas comum). Se X e Y foram
duas varidveis aleatérias definidas num experimento aleatério, ent3o,
(XY) significa varidvel aleatéria definida no mesmo experimento aleatério
da maneira tal que (XY) (w), seu valor em realizacdo w, é igual a
X(w) x Y(w).



Varidveis aleatorias. Manipulagdes com varidveis aleatérias 4/4.
Exemplo 2. A tarefa é construir W definida via W = X2+ Y a
partir das X e Y do Exemplo 1 de langamentos de trés moedas.

Decodificagdo da tarefa: X e Y foram definidas no mesmo experimento
aleatério e é por isto que X2 + Y é uma variavel aleatéria cujo dominio
é o espaco de estados (conjunto de todas as realiza¢des, em outras
palavras) do mesmo experimento aleatério. “Construr” varidvel aleatéria
significa apresentar seu valor em cada realizacdo. Segundo a definicdo,
para tal, é precisa percorrer pelo €2, e, para cada w do €, calcular
(X(w))* + Y(w).

H w \ P|w] \ X(w) \ Y (w) \ W(w) H
hhh | 1/8 3 0 9
hht | 1/8 2 0 4
hth | 1/8 2 0 4
thh | 1/8 2 1 5
htt | 1/8 1 0 1
tht | 1/8 1 1 2
tth | 1/8 1 1 2
ttt | 1/8 0 1 1




Varidveis aleatorias. Manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 1/11.

AVISO: X e Y n3o s3o as varidveis aleatdrias do Exemplo 1 de
lancamentos de trés moedas!!!

Exemplo 3. Suponha que n3o sabemos nada sobre o experimento
aleatério que deu origem a varidvel aleatéria X, mas sabemos que
esta tem a distribuicao apresentada do lado esquerdo da

Figura abaixo. Definimos nova varidvel aleatéria Y via a relacdo
Y = 2X. Segue-se entdo da Definicdo que onde X assume um
valor qualquer, a Y assume o dobro deste. Isto é suficiente para
construir a distribuicdo de Y. Esta estd a direita na Figura abaixo.
Comparando as das tabelas da figura, percebe-se que a regra da
construcdo da distribuicdo de 2X a partir da de X pode ser
verbalizada do modo muito claro e simples (e absolutamente
correto, por sinal): “Multiplique os valores por 2 e deixe as
probabilidades intactas.”



Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 2/11.

Continuacao do Exemplo 3.

[ x[PX=x]] Ly [PY=y]]
1 1/10 v —ox |2 1/10
2| 2/10 _ 4 2/10
3| 3/10 6| 3/10
4| 4/10 8| 4/10




Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 3/11.

AVISO: X e Y nio sdo as varidveis aleatdrias do Exemplo 1 de
lancamentos de trés moedas!!!

Exemplo 4. Suponha todas as condi¢cdes do exemplo anterior fora
a definicdo de Y que agora serd: Y = X + 5. Argumentando como
no exemplo anterior, chega-se a regra “Para ober a tabela da
distribuicao de X + 5 a partir da de X, acrescente 5 a cada valor
da tabela original e deixe as probabilidades intactas.” A figura da
préxima transparéncia ilustra o resultado.



Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 4/11.

Exemplo 4, continuacao

[x [ PIX=x1 Ly [ PY=y]
1 1/10 _ 6 1/10
2 2/10 4 _:)<>+5 7 2/10
3 3/10 8 3/10
4 4/10 9 4/10




Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 5/11.

AVISO: X e Y ndo sdo as varidveis aleatdrias do Exemplo 1 de
lancamentos de trés moedas!!!

Exemplo 5. Suponha todas as condi¢bes do exemplo anterior,
mas altere agora a distribuicdo de X, e seja esta de acordo com a
tabela a esquerda da Figura da préxima transparéncia, e também,
altere a definicdo de Y agora seja Y = X?. Apesar da alteracdes,
a mais profunda das quais afetou a constru¢do de Y que agora é
dada via funcdo quadratica, a regra da obtencdo da distribui¢do da
varidvel aleatdria construida é muito parecida com as dos exemplos
anteriores: “Para ober a tabela da distribuicio de X2 a partir da
de X, eleve ao quadrado cada valor da tabela original e deixe as
probabilidades intactas.”



Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 6/11.

Figura abaixo ilustra o correspondente procedimento. Seu
resultado é a tabela a direita. Observe porém que nela ha valores
repetidas. Isto ndo invalida nem a tabela nem o método de sua
construcdo. O ldgico, entretanto, seria agrupar as probabilidades
de valores repetidos. Nosso acordo é sempre fazer tal
agrupamento. Portanto, o resultado considerado correto é a tabela
abaixo da Figura.

[x [[PX=x1] Ty TPY=y]]
2 2/10 Y;>X A 2/10 agruinento
1] 3/10 1| 310
4/10 4| 4/10
[y [ PY=y]]
L[ 4/10
4l 6/10




Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 7/11.

Exemplo 6. Voltamos ao Exemplo 1 de trés moedas. Recorde as
varidveis aleatérias X e Y definidas nele: Y olhava no primeiro
lancamento e assumia 0, se este mostrava “cara”, ou 1, se
mostrava “coroa”. J& X contava o nimero de “coroas”’ vistas nos
trés langamentos. A distribuicdo conjunta de X e Y estd na tabela
a esquerda da Figura abaixo. Sua construcdo segue as regras da
construcao de distribuicdo bivariada.

Definimos agora a varidvel aleatéria L como a soma de X e Y, isto
é, L= X+ Y. Veja, por favor, o seguinte argumento:



Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 8/11.

x Em qualquer realizacdo do experimento aleatoério,
onde X assume 2 e, ao mesmo tempo, Y assume 0,
o valor da varidvel aleatéria L serd a soma desses
dois, quer dizer, 2 + 0 = 2. A tabela da distribuicdo
conjunta de X e Y nos diz que as realiza¢bes, nas
quais estas duas assumem valores 2 e 0
respectivamente, formam um conjunto cuja
probabilidade de ocorrer é 2/8. Entdo, podemos
concluir que ha um conjunto cuja probabilidade é
2/8, e nas cujas realizagdes L assume valor 2.

A aplicagdo deste argumento a cada par de valores de X e Y nos
da a informacdo sobre L que representamos em forma de tabela na
Figura abaixo.



Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 9/11.

Y 0 1
X
0 0 |1/8
1 1/8 | 2/8
2 2/811/8
3 1/81 0
JL=Y+X{
14 0+0 | 0+1 |04+2 | 0+3 | 140 | 141 | 142 | 143
PlL=¢ ] o |1/8]|2/8]1/8|1/8|2/8]1/8] 0
i agrupamento de probabilidade por valores idénticos, M

e eliminacdo de valores com probabilidades nulas

1

2

3

2/8

4/8

2/8




Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 10/11.

Exemplo 7. Neste exemplo, tomamos par de varidveis aleatdrias
X e Y cuja distribuicdo conjunta estd apresentada na primeira
tabela da Figura abaixo (ateng¢do: ndo sdo mais X e Y do exemplo
com trés moedas). A mesma figura mostra o procedimento que
leva a construcdo da varidvel aleatéria W definida por nos como
soma das varidveis do par, isto é, W = X x Y. O procedimento é
basicamente o mesmo que o do Exemplo anterior apesar daquele
exemplo tratar de somatéria de duas varidveis aleatérias enquanto
que o presente exemplo trata de produto. Na verdade, o
procedimento supracitado é genérico no sentido que aplica-se a
qualquer fun¢do f da Definicdo de Manipulacdes com Variadveis
Aleatdrias. Quando esta f for produto (de duas varidveis
aleatérias), o procedimento é como apresentado no presente
exemplo.



Varidveis aleatérias; manipulagdes com varidveis aleatérias sem a

referéncia ao experimento aleatério 11/11.

X -1 1
Y
1 1/10 | 2/10
1 3/10 | 4/8

IW=XxVY]{

w

(=1) x (=1)

(-1)x 1

1 x(-1)

1 x1

P[W:W]

1/10

3/10

2/10

4/10

4

agrupamento de probabilidade por valores idénticos,
e eliminacdo de valores com probabilidades nulas

-1

1

P[W:W]

1/2

1/2

4




Esperanca matematica. Definicio 1/1.

Definicao 3.

Para uma varidvel aleatdria que assume valores xi, x2, . .., x, (para
algum n € N) com respectivas probabilidades p1, p2, ..., ppn, sua
esperanca matematica é o valor da seguinte expressao

n
x1p1+xop2+- -+ XnPn (que pode ser escrita como Zx,-p,-) (2)
i=1

Se X for a notagdo para a variavel aleatdria, entdo E [X] é a
notacdo para sua esperanca matemadtica.

Na definicdo acima, p; é a notagdo para P [X = x;].



Esperanca matematica. Exemplo de célculo 1/1.

Exemplo 8. Lanca-se uma moeda honesta. Pedro aposta R$1 no
resultado de acordo com a seguinte regra: ele ganhara (digamos,
da pessoa que langca a moeda) R$1 se aparecer ““cara”, e pagard
R$1 se aparecer “coroa”. Introduzimos a varidvel aleatdria
“ganho/perda do Pedro” e denotamos esta por X. Como a moeda
lancada é honesta, ela mostra “cara” e “coroa” cada com a
probabilidade 1/2. Consequentemente, X assume +1 com
probabilidade 1/2, e assume —1 também com a probabilidade 1/2.
Pela definicao,
1 1
EX]=(-1) x =+1x ==0 (3)
2 2
Esta foi a conta. Seu resultado n3o esclarece muita coisa, pois
Pedro nunca vai ver 0; ele pode ver ou +1 ou —1. Qual entdo é a
interpretacdo do resultado 0 e qual é a sua utilidade?



Esperanca matematica. Interpretacio 1/4.

Ent3o, as perguntas sdo as duas seguintes:

Pergunta 1: Ao que objeto (ou conceito) da vida
real a esperanca matemadtica corresponde, ou, como
esta seria interpertada nos termos definidos até agora
que tiveram respaldo intuitivo ou tornaram-se
intuitivos?

Pergunta 2: Qual é a utilidade da esperanca
matemdtica?



Esperanca matematica. Interpretacio 2/4.

Veja as respostas em sua forma suscinta:

Resposta na pergunta 2: Esperanca matematica de
uma variavel aleatéria é uma carateristica numérica
de sua distribuicdo que revelar-se-4 muito util junto
com métodos a serem desenvolvidos.

Isto deve ser a razdo suficiente para vocé esquecer da primeira
pergunta e prosseguir na aprendizagem, contanto com que o futuro
revelard as vantagens desta aprendizagem. Mas se quizer, posso
lhe dar a seguinte
Resposta na Pergunta 1: A esperanca matematica
de uma varidvel aleatéria é aproximadamente igual a
média dos valores que esta assume numa série longa
de repeticoes do experimento aleatério no qual a
varidvel foi definida (veja o desenho na transparéncia
seguinte e uma explicagdo pouco mais detalhada na
trasparéncia posterior).



Esperanca matematica. Interpretacio 3/4.

Wzg

-1, Com ¥
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Esperanca matematica. Interpretacio 4/4.

Resposta detalhada na Pergunta 1: Tome uma
varidvel aleatéria e tome “seu” experimento
aleatdrio. Repita este experimento aleatério N vezes
e em cada repeticdo observe o valor assumido pela
variavel aleatéria (em cada repeti¢do, vocé saberd o
resultado do experimento aleatério e portanto saberd
também o valor assumido pela varidvel aleatéria).
Denote por v, o valor observado em k-ésima
repeticdo (naturalmente, cada vk é um dos valores

X1, X2, ..., X que a varidvel aleatdria pode assumir).
Calcule vy, a média aritmética dos N valores
observados:

_ vi+w+...+ vy
VN = N

Entdo, conforme n aumenta (isto é, conforme a
quantidade de repeticdes aumenta), o valor de vy
converge a esperan¢a matematica da varidvel
aleatdria em consideracao.



Esperanca matematica. Propriedades 1/1.

Propriedades principais da esperanca matematica.
(a) Se c é um ndmero real e X é uma varidvel aleatédria, entdo

E[cX] =cE[X]
(b) Se ¢ é um ndmero real e X é uma varidvel aleatéria, entdo
E[c + X]|=c+ E[X]
(c) Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias, entdo
E[X + Y] =E[X] + E[Y]

(d) Se X e Y s3o duas varidveis aleatdrias independentes (o
conceito de independéncia serd ensinado daqui a pouco), entdo

E[X x Y] =E[X] x E[Y],



Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X]+ E[Y] 1/7

No nosso estudo de varidncia a vir, vamos aprender que a garantia
para que aconteca

Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y]

¢ a independéncia entre X e Y. Este fato confunde nossas cabecas
e faz pensar que a independéncia entre X e Y também é a
condicdo suficiente para a validade da relacdo

E[X + Y] =E[X] + E]Y]

Tal pensamento é equivoco: a relagdo acima vale para quaisquer X
e Y, mesmo dependentes entre si. Eu decidi acrescentar a
demonstracao. Espero que ela seja dtil para aqueles alunos que
tém curiosidade de saber a razdo pela qual a relagdo estd valida
sempre. Entretanto, a leitura da demonstracdo nao é obrigatdria.
As demonstracoes, fornecidas ou omitidas, n3o serdo cobradas em
provas e provinhas.



Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X]+ E[Y] 2/7

Demonstragdo do item (c).

Entdo, sejam xi, x2, ..., X, os valores que X pode assumir, e sejam
Y1,¥2,---,¥m 0s de Y. Como de pranche, escreveremos a
distribuicdo bivariada de X e Y em forma de uma tabela:

X\ n vyl [ym]
X1 P11 | P12 | - | Pim

X2 P21 | P22 | ©:° | P2m

Xn Pnl | Pn2 | ©** | Pnm




Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X] + E[Y] 3/7

Trata-se de uma nova varidvel aleatéria que surge ao somar X e
Y. Fiquei na divida, se vale introduzir uma notacdo para esta,
mas no final, preferi manter a nota¢do (X + Y'). Ent3o, a varidvel
aleatéria (X + Y') tem a seguinte distribuicgo:

[z [ninlornl [nim
[ P(X+Y)=2z]] pu | P2 [--] pPim |
continuagao ’ o tn ‘ oty ‘ ‘ X0 + Y ‘
' | P21“\‘ p2 || pom |
’Xn“!‘ylu"Xn‘i‘yZ""‘Xn‘f'ymH

continuacao
’ Pn1 ‘ Pn2 ‘ e ‘ Pnm H




Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X]+ E[Y] 4/7

E preciso ter em mente que a tabela acima ainda n3o é a tabela da
distribuicdo de (X 4 Y) e isto se deve ao dnico fato de que alguns
valores podem coincidir. Por exemplo, se

x1=2,x=4,y; =6,y =3 entdo x1y1 = xpy» = 12... Mas fazer
ou ndo o agrupamento n3o afeta a conta para a esperanca, no
sentido que E[(X + Y)] é igual a

(x1+y1)pi1+ (x1 +y2)pi2+ -+ (x1 + Ym)Pim
+ (e+y)par+ (2 +y2)p2+ -+ (X2 + Ym)Pom

+ (o +y1)Pm + (Xn +y2)pm2 + -+ + (Xn + Ym)Prm



Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X]+ E[Y] 5/7

Se abrirmos todas as parenteces da expressdo acima e agrupamos
separadamente os produtos que contem x dos que contem y,

teremos

x1p11 + x1p12 + - -
+  Xxop21 + Xxop22 + -

+  XnPn1 + XnPn2 + -
yipir +yipo1+---
+  yopo1 + Yopoo + - -

+ X1P1m
+ Xopom

+ XnPnm
+ Pn1
+ Y2Pn2

+ YmPim + YmP2m + -+ YmPnm



Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X]+ E[Y] 6/7

Mas, de acordo com propriedades da distribuicao bivariada, tem-se
que

pi1+pi2+ -+ pim = P[X = x],

po1+ P2+t pom = P[X = XQ] , etcetera.

e também

pii+por+ -+ pm = P[Y =y,
po1+ P2+ + pom = PY =y, etcetera.



Esperanca matematica. Demonstracio de E[X + Y] = E[X]+ E[Y] 7/7

Portanto, ao somar por linhas no primeiro bloco, chagamos a
X]_P[X = xl} +X2P[X = Xz] N -I-X,,P[X — Xn]

o que é, pela definicdo, E[X], enquanto que somando no segundo
bloco por colunas, chegamos a

nPlY =y] +yP[Y =y] +-- 4+ ynP[Y = yn]

o que é, novamente, pela definic3o, E[Y]. Juntando, temos
E[X] + E[Y], o que termina nossa demonstrag&o.



Variancia. Definicio 1/1.

Definicao 4. Para uma varidvel aleatéria X que assume valores
X1,X2, ..., X, (para algum n € N) com respectivas probabilidades

p1, P2, ..., Pn, 0 valor de
pr(xa — E[X])? + pa(xa — E[X])* + - + pu (3 — E[X])* (4)

chama-se a varidncia de X e denota-se por Var [X]

Em uma férmula:

n

Var[X] = 3 (pi(xi — EX))?)

i=1



Variancia. Exemplo de calculo 1/2.

Exemplo 9. Vamos calcular Var[X] para X cuja distribuigdo é
dada pela tabela abaixo:

X 0 1 2 3
P[X=x]|1/8|3/8|3/8|1/8

Conta auxiliar:

12
E[X]:Ox1/8—|—1><3/8—|—2><3/8+3><1/8:§:g

Minha conta segue a risca a férmula (4): para cada valor x,
calcula-se a expressdo de (x — E[X]), depois, eleva-se este ao
quadrado, e por fim, faz-se a soma dos resultados ponderados por
respectivas probabilidades.



Variancia. Exemplo de calculo 2/2.

x| P[X=x] | x—E[X] | (x—E[X])? | (x— E[X])? x P[X = x]

0] 1/8 (-3/2) 9/4 9/32
1| 3/8 (-1/2) 1/4 3/32
2| 3/8 1/2 1/4 3/32
3| 1/8 3/2 9/4 9/32

= VarlX] =2+ S+ 5+ 5 =2



Variancia. Variancia de X é esperanca de (X — E[X])?. 1/3.
Observacao: Variancia é um certo tipo de Esperanca Matematica.
Vamos ver isso usando a varidvel aleatéria X do Exemplo acima.
Recorde sua distribuicdo:

X 0 1 2 3
P[X=x]|1/8|3/8|3/8|1/8

Recorde que E[X] = 3/2. Definemos nova variavel aleatéria Y
como X — 3/2. Eis a distribuicdo de Y:

y 0-3/2 [ 1-3/2 | 2-3/2 | 3-3/2
P[Y=y]| 1/8 | 3/8 | 3/8 | 1/8

Observe que propositalmente eu ndo simplifico as expressoes da
primeira linha da tabela, quer dizer, eu ndo desejo que a tabela de
distribuicdo adquira a seguinte forma:

x 32 [-1/2]1/2]3)2
PX=x]| 1/8 | 3/8 | 3/8|1/8




Variancia. Variancia de X é esperanca de (X — E[X])%. 2/3.
Agora, eu tomo Y construida acima e uso-a para construir a
varidvel aleatéria Z via Z = Y?. Eis a distribuicio de Z:

z (0-3/2)% | (1-3/2)2 | (2—-3/2)? | (3—-3/2)?
P[Z =] 1/8 3/8 3/8 1/8

Vamos agora escrever a expressdo para E[Z]:

1 3 3 1
E[Z] = (0—3/2)2><§+(1—3/2)2><§+(2—3/2)2><§+(3—3/2)2><§
Como E[X] = 3/2, entdo a expressdo do lado direito da igualdade
acima ¢ Var[X]. Juntando isso com o fato que Z = (X — E[X])?
(que segue-se diretamente da maneira de construgdo de Z via a
varidvel aleatéria Y'), concluimos que

Var[X]zE{(X—E[X]>2}, (5)

quer dizer, concluimos que a varidncia (de X) é a esperanca
matematica (de (X — E[X])?).



Variancia. Variancia de X é esperanca de (X — E[X])%. 3/3.
A primeira consequencia importante da conclusdo feita acima é que

Var[X] = E{(X)2} - (E[X])2

A demonstracdo que deriva essa férmula n3o serd apresentada,
mas a férmula serd usada no cdlculo de valor de Var[X]. Na
execucdo desta férmula ajuda-lhe a seguinte expressdo:

E{(X)z} - i;x,?P[x = xi]

2
(Naturalmente, (E[X]) € nada mais do que o quadarado da

esperanca de X, que vocé ji sabe como calcular.)

A segunda consequéncia (que é importante na Teoria de
Probabilidade, mas n3o serd usada no nosso curso) é que por
analogia podemos definir outros momentos centrados e também
nao centrados para qualquer varidvel aleatéria :

E{(X—E[x])k}, E{(X)k},kzl,z,s,m...



Variancia. Propriedades 1/1.

Propriedades principais da variancia.
(a*) Se c é um ndmero real e X é uma varidvel aleatdria, entdo

Var[cX | = c? Var[X]
(b*) Se c é um nimero real e X é uma varidvel aleatdria, entdo
Var[c + X | = Var[X]

(c*) Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias independentes (o
conceito de independéncia serd ensinado daqui a pouco), entdo

Var[ X 4+ Y] = Var[X] + Var[Y]



Independéncia. Definicso 1/1.

Definicao 5. Duas varidveis aleatérias X e Y se chamam
independentes, caso

PX=x] x P[Y=y] = P[X=x,Y =y], (6)

para todo par de valores x, y que o par de varidveis aleatérias X, Y
pode assumir.

Na definicdo acima, usaremos as nota¢des P[X = x| e
P[X = x, Y = y] como as abrevia¢des das respectivas expressdes

1

P[{weQ: X(w) e
»Y(w) =y}

P[{weQ: X(w)

=X
=X



Independéncia. Verificagdo com uso do experimento aliatério subjacente 1/3.
Exemplo 10. Voltaremos agora a nosso exemplo inicial, onde
lancamos trés moedas, e vamos mostrar que, entre as varidveis
aleatédrias nele definidas, X e Z s3ao dependentes, enquanto que Y
e V sdo independentes.

Para comecar, repito abaixo a tabela que apresenta o modelo
probabilistico da situagdo considerada no exemplo, e as varidveis
aleatérias cuja relacdo de independéncia nos interessa conforme
descrito acima.

H w ‘ P|w] ‘ X(w) ‘ Y (w) ‘ V(w) ‘ V4

E
u
E
=
E

HHH | 1/8 | 3 0 1 0 9 1
HHT | 1/8 | 2 0 1 1 4 1
HTH | 1/8 | 2 0 -1 2 4 1
THH | 1/8 | 2 1 1 1 4 1
HTT | 1/8 | 1 0 -1 1 1 1
THT | 1/8 | 1 1 1 2 1 1
TTH | 1/8 | 1 1 -1 1 1 1
TTT | 1/8 | 0 1 -1 0 0 1




Independéncia. Verificagdo com uso do experimento aliatério subjacente 2/3.

No segundo passo, uso a informac3o da tabela para construir as
distribuicoes conjuntas do par X, Z e do par Y, V.

i XT o1 273 T T
%

0 1/8] 0 | 0 |1/8 5 AR

1 0 |2/8|2/8]| 0 - VARV

2 0 |1/8|1/8]| 0




Independéncia. Verificagdo com uso do experimento aliatério subjacente 3/3.

Para justificar a dependéncia entre X e Z, é suficiente observar

2 1 2

=5 Xg=PX=0xPlZ=2# P[X=0,2=2]=0

(7)

Vamos agora a verificacdo da independéncia entre Y e V. As
contas que precisamos fazer para este fim est3o abaixo.

PlY=0] x P[V=-1]=1 xi=1=P[Y=0,V=-1]
PlY=1]x P[V=—-1] =3 x 3 =%=P[Y =1,V =-1]
Ply=0xPlV=1=Lxil=1_-ply=0 Vv=1]
Ply =1 x Plv=1] =1 x 11— ply—1 v—1]

(8)



Independéncia. Verificagdo a partir de tabela bi-variada 1/3.

Observe que a verificagdo de independéncia envolve distribuicdo conjunta (isto é,
bi-varidda) das varidveis aleatdrias, para as quais a propriedade de independéncia
estd verificada, e tambem as distribuicdes individuais destas varidveis. Como as
distribuicoes individuais sdo as distribuicdes marginais da tabela conjunta, entdo
toda a verificacdo de independéncia pode ser apresentada em forma de
manipulagao com tabelas:

(1) Tome a tabela da distribuigdo conjunta de par de varidveis X e
Y. (As vezes, vocé vai precisar construir a tabela como foi no
exemplo acima, mas as vezes tal tabela ja esta fornecida no préprio
enunciado de exercicio.)

(2) Fazendo somas por linhas da tabela e por suas colunas, faca as
tabelas das distribuigdes marginais, que sdo as tabelas das
distribuicdes individuais de X e de Y.

(3) Apague as probabilidades da distribuigdo conjunta e coloque
nos seus lugares os produtos as probabilidades marginais.

Se a tabela resultante coincidir com a tabela original da
distribuicao conjunta, entdo X e Y sdo independentes; se nao
coincidir (em pelo menos uma casela da tabela), entdo X e Y sdo
dependentes.



Independéncia. Verificagdo a partir de tabela bi-variada 2/3.

Nesta e na préxima transparéncia, hd um exemplo de execusdo do
procedimento 1-3 descrito acima:

X 0 1 2 3
4 z | P[Z=27]
0 1/8 1 0 0 1/8 0 2/8
1 0 |2/8|2/8] o |[|[1] 4/8
2 o |1/8|1/8]| 0 |[|[2] 2/8




Independéncia. Verificagdo a partir de tabela bi-variada 3/3.

X 0 1 2 3
V4 z | P[Z =2¢]
0 2/64 | 6/64 | 6/64 | 2/64 ||| O 2/8
1 a/64 | 12/64 | 12/64 | 4/64 ||| 1|  4/8
2 2/64 | 6/64 | 6/64 | 2/64 || 2| 2/8

A tabela no meio saiu diferente da tabela original de distribuicdo
conjunta. A diferenca garante que X e Z sdo dependentes.



Independéncia, esperanca e variancia. Uma observacio 1/1.

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias independentes e suponha
que cada uma assume em ndmero finito de valores (esta é uma
condigdo técnica que pode ser relaxada). Nesse caso, valem as

seguintes propriedades (ja mencionadas acima):

E[X x Y]=E[X] x E[Y],

Var [X + Y] = Var[X] + Var[Y].

E importante ressaltar que SE X e Y s3o independentes, ENTAO a
esperanca do produto delas é o produto das esperancas individuais,
e a variancia da soma das duas é a soma das suas variancias,

MAS A RECIPROCA NAO E VALIDA: existem casos de varidveis
dependentes para as quais a esperan¢a do produto delas é o
produto das esperancas individuais, e a variancia da soma das duas
é igual a soma de suas variancias.



