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O texto que sera apresentado a seguir ndo tem por objetivo substituir o conteudo
apresentado em livros classicos de resisténcia dos materiais e estatica das estruturas. O
objetivo dessas notas de aula ¢ somente fornecer ao aluno uma ferramenta extra para o
aprendizado dos contetidos fundamentais da mecéanica dos s6lidos deformaveis. Assim,
o autor recomenda fortemente que o aluno complemente o conteudo apresentado nessas
notas de aula, assim como todos aqueles discutidos ao longo do curso, em livros
classicos sugeridos na ementa do curso. Este texto ¢ revisado anualmente pelo autor

com o objetivo de torna-lo completo e atualizado.
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1. — Introducio

1.1 — Definicdes Iniciais

Para a compreensdo dos conceitos e o entendimento dos fendmenos contidos no
dominio da mecanica dos materiais e dos corpos deformaveis, torna-se necessaria a
introducao de algumas defini¢des iniciais. Tais definicdes sdo de grande importancia e
serdo utilizadas com frequéncia ao longo deste curso. Inicialmente, define-se Mecanica
dos Solidos/Resisténcia dos Materiais como o ramo da mecanica dos corpos
deformaveis que visa a determinagdo de niveis de tensdes ¢ deformacdes de forma a
selecionar materiais e estabelecer dimensdes para os elementos de uma estrutura,
maquina ou manufatura qualquer, a fim de capacita-los a cumprir suas fungdes com
seguranga, confiabilidade, durabilidade e em condi¢des econdmicas.

O estudo da mecanica dos corpos deformaveis teve inicio no século XVII, com
Galileu Galilei. Nessa época, esse renomado cientista realizou diversos experimentos
em vigas formadas por diferentes materiais. Depois disso, no século XVIII, Poisson,
Lamé, Navier e Saint-Venant realizaram estudos tedricos e experimentais, baseados na
aplicacdo da mecanica classica, estendendo a compreensdo dos fendmenos ligados a
corpos deformdveis solicitados por acdes externas. Esses cientistas denominaram seu
estudo como “resisténcia dos materiais”. Porém, atualmente, esse dominio do
conhecimento ¢ conhecido como mecanica dos corpos deforméveis, ou simplesmente
mecanica dos materiais, sendo a mecanica dos solidos/resisténcia dos materiais um dos
subdominios que a compdem.

No contexto da mecanica dos solidos/resisténcia dos materiais, 0S corpos em
analise ou em estudo sdo denominados estrutura. Assim, define-se Elemento Estrutural
a parte menor que compde a estrutura/corpo. A Estrutura pode ser compreendida como

o conjunto de elementos estruturais adequadamente dispostos com o objetivo de resistir
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as acOes mecanicas externas. Os elementos estruturais transmitem e resistem a forgas,
momentos, bindrios, agdes térmicas, entre outros. Portanto, todo objeto material pode
ser classificado como uma estrutura.

A Resisténcia de um elemento estrutural, ou de uma estrutura, pode ser
brevemente entendida como sua capacidade de suportar solicitagdes externas sem a
observagdo de falha. Nesse contexto, Falha esta relacionada ao colapso da estrutura ou
do elemento estrutural, observacdo de deformacdes ou deslocamentos excessivos, perda
de estabilidade ou demais agdes que comprometam sua durabilidade e funcionalidade.

A capacidade que um elemento estrutural possui de se opor as mudangas

geométricas provocadas por solicitagdes externas (deformagdes) é denominada Rigidez.

.. , . . ~ . .. 1
A rigidez ¢é proporcional ao inverso da deformagdo, ou seja, rigidez oc Aeform acio”

Portanto, qudo mais deformavel for o corpo em andlise menos rigido ele o €, e vice-

versa. Por exemplo, o0 aco ¢ mais rigido que uma espuma.
=3

Figura 1.1 Perda de estabilidade em uma régua comprimida.

Muitas vezes o elemento estrutural em estudo atende aos critérios de resisténcia
e rigidez quando exposto as solicitagcdes externas. Apesar disso, pode-se ainda observar
nessa situacdo, especialmente em elementos estruturais comprimidos, a ocorréncia de

um cenario de falha denominado de Perda de Estabilidade, como no caso da régua
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flexivel comprimida mostrada na Fig. (1.1). Apesar de ser possivel a obtencdo de uma
configuragao de equilibrio, esta ¢ somente encontrada em uma posi¢ao diferente da
inicial. Deve-se enfatizar que a determinacdo da configuragdo de equilibrio nessa
situacdo ¢ uma ardua tarefa. Porém, a determinagdo da intensidade da carga externa que
causa essa mudancga de configura¢dao geométrica ¢ uma tarefa menos complexa.

Em mecanica dos soélidos/resisténcia dos materiais, empregam-se modelos
matematicos simplificados para a descricdo de fenomenos fisicos, que sdo muitas vezes
complexos. Devido a essas simplificagdes, corre¢des posteriores, como coeficientes de
seguranga, devem ser aplicadas. A modelagem dos fendmenos associados aos corpos

deformaveis segue, geralmente, o fluxograma apresentado na Fig. (1.2).

Problema

Fisico

Modelo

Matematico
R S —— —— ——
| Slm'pllﬂNcagoes Facilidade de ! Resultados Coeficientes
(impdem | solucgdo | aproximados de seguranca

restricoes) | .
(. v !\; v N L

Figura 1.2 Simplifica¢des para a modelagem de problemas de corpos deformaveis.

Assim, os modelos matematicos da mecanica dos solidos/resisténcia dos
materiais sdo propostos assumindo-se hipoteses simplificadoras sobre os fendmenos
fisicos a serem representados. Tais consideragdes sdo efetuadas com o objetivo de se
obter uma representacdo matematica de facil utilizacdo no cotidiano da engenharia, a
qual ndo conduza ainda a perdas sensiveis de representatividade fisica dos fendmenos.
Devido as hipoteses simplificadoras assumidas, resultados aproximados sdo,
consequentemente, obtidos. Portanto, para que condi¢des de seguranga sejam garantidas

a estrutura, coeficientes de seguranca devem ser aplicados.
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1.2 — Algumas das Hipoteses Simplificadoras Correntemente Assumidas

No dominio da mecanica dos corpos deformaveis, modelos matematicos
baseados em hipdteses simplificadoras sdao utilizados na modelagem de problemas
fisicos. De forma a propor modelos matematicos que ndo sejam extremamente
complexos para a utilizagdo corrente em engenharia, € que a0 mesmo tempo nao sejam
excessivamente simplificados, perdendo assim a representatividade do problema fisico,

as seguintes hipoteses serao assumidas.

1.2.1 — Materiais

Os materiais que compdem os corpos em estudo devem ser continuos,

homogéneos, isotropos e de comportamento mecanico eléstico linear.

1.2.2 — Elemento Estrutural

As estruturas devem ser entendidas como disposi¢des racionais e adequadas de
diversos elementos estruturais. Classificam-se como elementos estruturais os corpos
deformaveis com capacidade de receber e transmitir solicitagdes mecanicas em geral.
Em funcdo de suas dimensdes, esses elementos podem ser divididos nas seguintes

categorias:

I.  Tridimensionais, 3D ou Bloco. Nessa categoria a=b=c

Sao elementos estruturais comumente utilizados em fundagdes de edificacoes
como sapatas e blocos de fundagdo. Eles possuem as trés dimensdes de sua geometria
com mesma ordem de grandeza e estados de tensdo essencialmente tridimensionais.
Podem ser simplificadamente analisados utilizando as teorias de bielas e tirantes. Na

Fig.(1.3) apresentam-se dois exemplos de estruturas tridimensionais.
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Figura 1.3 Estruturas tridimensionais.

Il.  Bidimensionais, 2D, Chapa, Placa ou Casca. Nessa categoria e«a,e« b

As estruturas bidimensionais, de superficie ou laminares, ficam definidas quando
se conhecem a sua superficie média ¢ a lei de variagdo de sua espessura. Essas
estruturas possuem duas de suas dimensdes muito maiores que a terceira (espessura).
Destacam-se nesse grupo de elementos estruturais as placas, as cascas e as chapas,
como mostrado na Fig. (1.4).

o Placas — Sao estruturas planas sujeitas a carregamentos perpendiculares ao seu
plano médio. As placas sdo solicitadas por esforco cortante, momentos fletores e
momentos volventes. As lajes de edificios sdo exemplos comuns de estruturas de placas.
o Cascas — Placas onde atuam também esforcos de tragdo ou de compressdo
paralelos ao seu plano médio sdo denominadas cascas. As cascas podem apresentar
geometrias curvas e irregulares como em coberturas de quiosques € domos de igrejas.
Essas duas estruturas sdo modeladas matematicamente e estudadas na teoria de placas e
cascas, a qual resulta de uma particularizacdo adequada da teoria da elasticidade.

o Chapas — Sao estruturas planas que suportam carregamentos orientados apenas
ao longo das dire¢des paralelas de seu plano médio. As chapas sdo muito utilizadas na
representacao de problemas enquadrados como estado plano de tensdo e estado plano de
deformacao. As paredes e muros de contencao sao exemplos classicos de estruturas de
chapa.

o Membrana — Trata-se de uma estrutura de casca, onde os momentos fletores e
volventes sdo nulos. Nessa estrutura atuam somente esforcos paralelos ao seu plano

médio.
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CASCAS

CHAPAS

N
PLACAS/CHAPAS \"
.

PLACAS H } l

Figura 1.4 Chapas, cascas e placas.

1. Unidimensionais, 1D, Barra simples, Barra geral ou Arcos. Nessa

categoria L»a,L» b

Os clementos estruturais unidimensionais, correntemente denominados barras,
sdo caracterizados por possuirem duas de suas dimensdes muito menores que a terceira.
Nesses elementos estruturais, as dimensdes de sua sec¢do transversal sao muito menores
se comparadas a seu comprimento. As estruturas formadas por uma ou mais barras sdo
denominadas estruturas lineares. Tais elementos estruturais possuem grande
importincia no estudo de corpos deformaveis, apresentando larga aplicagdo na analise
de estruturas de edificios, manufaturas, pontes, maquinas e equipamentos, entre outros.
Essas estruturas sdao analisadas segundo hipoteses estabelecidas na mecanica dos corpos
deformaveis e na estatica das estruturas, observando-se, naturalmente, os aspectos
peculiares de cada uma. A seguir, apresentam-se algumas defini¢cdes de interesse:

o Eixo de uma barra: E a trajetoria formada pelo ponto representativo do centro de
gravidade da figura geradora da secdo transversal de uma barra ao longo de seu
comprimento.

o Secdo transversal de uma barra: E o resultado da interseccio entre o eixo da

barra e um plano normal a este.

o Barra reta e barra curva: Sao barras cujos eixos sdo retilineo e curvilineo,
respectivamente.
. Barra prismatica: Barra reta de se¢do transversal constante.

As barras podem ser classificadas segundo os esfor¢cos que a solicitam e os

deslocamentos assumidos ao longo de seu dominio (comprimento). Assim, pode-se
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efetuar a seguinte classificacdo dos elementos de barra, os quais estao ilustrados na Fig.

(1.5).

ARCOS

Figura 1.5 Barras e arcos.

o Vigas — Sao elementos de geometria linear que possuem dois graus de liberdade,
V (deslocamento perpendicular ao seu eixo) e € (rotagdo da segdo transversal). As
vigas diferem-se segundo suas condi¢des de vinculagdo podendo ser: viga em balanco,
viga simplesmente apoiada, viga bi engastada, viga Gerber (viga articulada e isostatica
sobre mais de dois apoios), viga continua (viga hiperestatica sobre mais de dois apoios),
entre outros. Sao solicitadas por esforgo cortante e momento fletor.

o Trelicas — As trelicas sdo estruturas lineares constituidas por barras retas,
dispostas, em geral, formando painéis triangulares. As treligas sdo solicitadas
predominantemente por esfor¢os de tragdo e compressdo. Isso se deve ao fato das barras
que formam a treli¢a serem conectadas por articulagdes assumidas como perfeitas. As
barras que compdem este tipo de estrutura podem ser divididas em banzos inferior e
superior, montante e diagonal conforme indicado na Fig.(1.6). Nesse tipo de estrutura,
apenas os deslocamentos dos pontos que conectam as barras sdo determinados. A
rotagdo relativa entre as barras é, normalmente, desprezada. As trelicas podem ser
planas, quando suas barras estdo contidas em um unico plano, ou espaciais no caso
contrario.

o Pilares — Sao barras, geralmente retas e com eixo disposto verticalmente, em
que os esforcos solicitantes sdo: esfor¢o normal (compressdo), esforco cortante e
momento fletor. Permite-se representar, com esse elemento estrutural, os deslocamentos

e rotagdes dos pontos que o compdem.
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Figura 1.6 Treliga plana.

. Porticos — Os porticos planos, conforme indicado na Fig. (1.7), sdo estruturas
lineares planas com solicitagcdes coplanares a sua geometria que, sendo constituidas
unicamente por barras de eixo retilineo, ndo recaem na categoria de viga, trelica ou
pilar, nem na categoria de arco. Sdo elementos estruturais de geometria reta, solicitados
por esforco normal, esforco cortante e momento fletor. Além disso, permitem a
representacao, em cada ponto da barra, dos dois deslocamentos no plano e da rotacao da
secdo transversal. Existem também os porticos tridimensionais, os quais nada mais sao
que a generalizacdo do problema plano. Nesse caso, em cada ponto que compde a
estrutura representam-se trés deslocamentos e trés rotagdes. Além disso, no caso

tridimensional, a barra ¢ solicitada a esfor¢os normal e cortantes ¢ a momentos fletores

e torgor.
ASSaNy T T A
Figura 1.7 Pérticos plano, Pértico tridimensional e Arcos.
o Arcos — Podem ser simplificadamente definidos como poérticos compostos por

barras de eixo curvilineo, como mostrado na Fig. (1.7).

o Grelhas — As grelhas sdo constituidas por elementos estruturais lineares situados
em um mesmo plano, formando uma malha (conjunto de barras continuas limitando
uma regido fechada do plano), como mostrado na Fig. (1.8). Nesse tipo de estrutura, os
carregamentos externos sao aplicados perpendicularmente ao plano de disposicao das

barras. Em cada ponto da grelha sdo representados duas rotagdes (perpendiculares ao
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plano da grelha) e o deslocamento perpendicular ao plano das barras.

Consequentemente, a grelha € solicitada por momentos fletor e torcor e esforgo cortante.

Figura 1.8 Grelhas.

1.2.3 — Carregamentos

As acdes externas que atuam sobre os elementos estruturais podem ser
idealizadas segundo sua dimensao, distribuigdo, intensidade e localizacao. Para os casos
considerados na mecanica dos solidos/resisténcia dos materiais, idealizam-se os

carregamentos como:

I.  Forgas Distribuidas

As forgas distribuidas podem ser divididas em trés categorias, segundo a
dimensdo do problema analisado.
o Forcas de Volume: Sao agdes gravitacionais, inerciais ou forgas de origem
eletromagnéticas. Sdo distribuidas no espago tridimensional, como mostrado na

Fig.(1.9), e mensuradas como unidade de forca dividida por unidade de volume.

Figura 1.9 Forgas volumétricas.

. Forcas de Area: Comumente encontradas nas analises de placas e cascas e em

pressdo de fluidos, conforme ilustrado na Fig. (1.10). Essas ac¢des sdo distribuidas ao
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longo de uma determinada regido (area) da estrutura. Sio mensuradas por meio de uma

unidade de forca dividida por uma unidade de area.

Figura 1.10 Forgas de area.

. Forcas de Linha: Sido agoes, distribuidas unidimensionalmente, atuantes ao
longo de elementos de vigas e porticos, como mostrado na Fig. (1.11). Sdo mensuradas

por meio de uma unidade de for¢a dividida por unidade de comprimento.

Figura 1.11 Forgas de linha.

Il.  Ag0Oes Concentradas ou Pontuais
Sado acdes localizadas em areas de pequenas dimensdes. Portanto, podem ser

assumidas como pontuais. As agdes concentradas podem ser forcas ou momentos como

ilustrado na Fig. (1.12).

Ay
| |
| _

Figura 1.12 Carregamento pontual.
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1.2.4 — Condicdes de Vinculacdo

As condi¢des de vinculacdo sdo impostas a estrutura por meio de dispositivos
mecanicos que impedem sua movimentacdo. Estes dispositivos sdo, por vezes,
denominados de dispositivos de fixacdo chapa/terra. Para a andlise de problemas

bidimensionais estes dispositivos podem ser divididos em:

I.  Apoio Mdvel

Este tipo de apoio impede o deslocamento do ponto vinculado apenas ao longo
de uma diregdo pré-determinada. Como consequéncia, nesse tipo de apoio surge uma
unica reacdo, orientada na direcdo do deslocamento impedido. Na Fig. (1.13) esta
apresentado o mecanismo de funcionamento do apoio movel. A presenga do apoio
movel no sistema estrutural ¢ representada por meio dos simbolos apresentados na Fig.

(1.14).

B AR

Pino deslizante
Figura 1.13 Apoio movel
Figura 1.14 Representagdo do apoio movel.
Il.  Apoio Fixo

Este tipo de apoio impede o deslocamento dos pontos vinculados ao longo de
duas dire¢des, no caso plano, e trés direcdes no caso tridimensional. Nos apoios do tipo

fixo surgem duas(trés) forgas reativas, como consequéncia da restrigdo aos dois(trés)
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deslocamentos pontuais impedidos no caso plano(tridimensional). As reagdes de apoio
sdo orientadas nas direcoes dos deslocamentos restringidos. O apoio fixo pode ser
efetuado por meio dos mecanismos ilustrados na Fig. (1.15). Para a representagdo deste

tipo de apoio no sistema estrutural utiliza-se o simbolo apresentado na Fig. (1.16).

Figura 1.15 Apoio fixo caso plano.

AN

Figura 1.16 Representagao apoio fixo
1. Engastamento Perfeito

O apoio do tipo engastamento perfeito impede dois deslocamentos no caso plano
e trés no caso tridimensional. Além disso, impede também a rotacdo do ponto

vinculado.

O
O
o~

M

i

i

Figura 1.17 Engastamento perfeito. Caso plano.
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Surgem no engaste duas(trés) forgas reativas decorrentes do impedimento dos
deslocamentos no caso plano(tridimensional) e um(trés) momento(s) que resulta(m) do
impedimento a rota¢do do ponto. Na Fig. (1.17) estdo apresentados 0os mecanismos que
podem ser utilizados para a constru¢do de um engaste. Quando o engastamento perfeito
esta presente em um dado sistema estrutural, este é representado por meio do simbolo

mostrado na Fig. (1.18).

Figura 1.18 Representag@o do engastamento perfeito. Caso plano.

IV.  Engastamento Movel

O engastamento movel ¢ um tipo especial de vinculagdo ndo encontrada com
frequéncia em aplicagdes praticas de engenharia, embora seja empregada em diversas
aplicagdes teoricas. Este tipo de vinculagdo pode ser observado, por exemplo, na
conexao entre tabuleiro e pilar de pontes e em fundagdes especiais projetadas contra a
acdo de terremotos. Nesse tipo de apoio, o deslocamento ao longo de uma direcao pré-
determinada e a rotagdo do ponto considerado sdo impedidos. Consequentemente,
surgem nesse apoio duas agdes reativas, sendo uma forca (atuando ao longo da diregdo

do deslocamento restringido) € um momento.

\ /

Q00000

] ¥ &L‘l
Mz
00000000 \#;

Protecio contra terremotos

Figura 1.19 Engastamento mével.

Capitulo 1 — Introducdo




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 14

Na Fig. (1.19) ilustram-se os mecanismos para a realizagdo de um engastamento
movel. A simbologia para representacdo deste tipo de apoio ¢ apresentada na Fig.

(1.20).

Figura 1.20 Representagao do engastamento movel.

1.3 — Principio de Saint Venant

Este principio estabelece que em pontos suficientemente afastados das regides

de aplicagdo dos carregamentos externos, os efeitos internos se manifestam
independentemente da forma da distribuicdo daqueles carregamentos. Em outras
palavras, pode-se dizer que:
" As tensbes que podem ser produzidas em um corpo pela aplicagcdo, em uma pequena
parte da sua superficie, de um sistema de forcas equivalente estaticamente a forca zero
e conjugado zero, sdo de magnitude desprezivel a distancias que sdo maiores se
comparadas com as dimensdes lineares do corpo."

3 3

Figura 1.21 Principio de Saint Venant.

Este principio ¢ de grande importincia na andalise mecédnica de corpos
deforméveis. A medida em que a zona de analise se afasta da regido de aplicagdo das
acOes externas, o gradiente das tensdes e deformagdes tende a zero, ou seja, essas
grandezas tendem a apresentar variacao constante. Assim, a diferenca entre o

comportamento mecéanico real e aquele previsto pelos modelos matematicos da
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mecanica dos solidos/resisténcia dos materiais, os quais assumem distribuicdo uniforme
de tensodes e deformacgodes, € significativa apenas na regido vizinha a de aplicagao dessas
acoes externas.

Em outras palavras, este principio estabelece que se um corpo estiver sujeito a
acdo de um conjunto de forcas, aplicado numa zona limitada da sua superficie, as
tensdes e deformagdes provocadas por essas forgas a uma “distancia suficientemente
grande” do seu ponto de aplicagdo dependem apenas de sua resultante e ndo da forma
como estas sdo aplicadas.

Assume-se, como parametro pratico, que as tensdes e deformacdes tornam-se
uniformes a partir de uma distancia igual a maior dimensdo da superficie onde estdao
aplicadas as agdes externas. Este principio ¢ sustentado por observagdes experimentais.
Na Fig. (1.21) apresenta-se a aplicacdo do principio de Saint Venant. Destaca-se, nessa
figura, a zona de concentracdo de tensdes e deformagdes, além da zona onde essas

grandezas apresentam variagao uniforme.

1.4 — Principio da Superposicdo dos Efeitos

O principio da superposi¢do dos efeitos prevé que os efeitos de um sistema
composto por varias acdes agindo em um corpo serdo iguais a somatdria dos efeitos
parciais produzidos neste corpo quando cada acdo ¢ aplicada isoladamente,
independente da origem da aplicagdo, conforme indicado na Fig. (1.22). Esse principio ¢
valido desde que as seguintes condig¢des sejam atendidas.

I.  Regime de pequenos deslocamentos.
II.  Material de comportamento mecanico eléstico linear.

O principio da superposi¢do dos efeitos ¢ de grande utilidade na analise de
tensdes e deslocamentos em corpos deformaveis. Este principio serd utilizado em

diversas oportunidades durante este curso.

»
I 1

§§ 3 _NP:= P

| d

P1+P;=P SENDO QUE P1<P;

Figura 1.22 Principio da superposi¢do dos efeitos. Aplicagdo em viga fletida.
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2. — Equilibrio de Ponto Material e Corpo Rigido

2.1— Introducéao

Um ponto material, ou um ponto pertencente a0 um corpo ou a uma estrutura,

esta em equilibrio se, e somente se, pelo menos uma das condigdes abaixo ¢ verificada:

o Se o ponto estd em repouso € permanece em repouso.
° Se o ponto estd em movimento retilineo uniforme, ou seja, se sua velocidade for
constante.

De acordo com as duas condi¢des acima apresentadas, o ponto material deve

apresentar aceleracao, a, nula para estar em equilibrio. Portanto, utilizando a 2? lei de
Newton, assumindo que o ponto material tenha massa nao nula, pode-se concluir que na
condic¢do de equilibrio a seguinte condic¢ao ¢ observada:
>F=ma = ma=0 = Y F=0 2.1)
Decorre da 2° lei de Newton que se o ponto material estd em equilibrio entdo a

somatoria das forcas atuantes sobre o dado ponto deve ser nula, ou seja, Z F =0.Esta
¢ uma condi¢@o necessaria ao equilibrio.

Para mostrar que o resultado apresentado na Eq. (2.1) ¢ também uma condi¢ao
suficiente ao equilibrio do ponto material, deve-se utilizar a 1? lei de Newton, a qual
enuncia que:

“Todo ponto permanece em seu estado de repouso ou de movimento retilineo

uniforme, a menos que seja obrigado a mudar seu estado por forgas a ele impressas.”

Consequentemente, decorre da primeira lei de Newton que ZEzo ¢ uma

condicdo necessaria e também suficiente para o equilibrio do ponto material.
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2.2 — Equilibrio Estatico do Ponto Material

O termo equilibrio estatico ¢ utilizado para descrever a condi¢ao de equilibrio de
um objeto que encontra-se em repouso. Esta ¢ uma condigdo desejavel em grande parte
das estruturas utilizadas em engenharia, especialmente as civis. O ponto material esta

em equilibrio estatico se as seguintes condigdes estaticas e cinematicas forem atendidas:

. Condigo estatica: » F =0.

° Condicédo cinematica: U=0.
sendo U o vetor que contém os deslocamentos do ponto material.

Para a andlise de problemas bidimensionais, as condi¢des apresentadas acima

podem ser particularizadas como:
. Condigao estatica: Z F =0, Z F, =0.
J Condigao cinematica: U, =0, u, =0.

Para a verificagdo da veracidade, ou imposi¢do, das duas condi¢cdes acima em
um ponto material, uma simples ferramenta deve ser empregada, a qual ¢ denominada
diagrama de corpo livre. Esse diagrama envolve um esbog¢o do sistema de acdes atuante
em torno do ponto material, ou seja, mostra o ponto material e sua vizinhanga sendo
todas as acdes aplicadas no ponto definidas e representadas segundo sua direcdo,
intensidade e sentido.

Deve-se notar que como estdo envolvidas apenas duas somatorias de forca, para
o caso plano, somente duas grandezas poderdo ser identificadas por ponto material no
problema. Para problemas tridimensionais trés grandezas por ponto material podem ser
identificadas. Porém, um numero maior de grandezas podera ser identificado e
mensurado utilizando as condi¢des de equilibrio estatico. Para que isso seja possivel,

condi¢des subsidiarias devem ser impostas, relacionando as diversas agdes e reacoes.
2.2.1 — Exemplo 1

Um conjunto de cabos suporta um caixa cujo peso ¢ igual a 1,0 kN. As

dimensdes dos cabos bem como sua disposi¢do estdo apresentadas na Fig. (2.1).
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— —
Determine as forgas atuantes ao longo dos cabos AC e¢ BC efetuando o equilibrio

estatico do ponto C.

1 kN

Figura 2.1 Geometria e ag¢des para o exemplo 1.

Para a solugdo deste problema, deve-se, inicialmente, construir o diagrama de
corpo livre do sistema de cabos e forga. O diagrama de corpo livre para o problema

considerado esta ilustrado na Fig. (2.2).

FBC

1 KN
Figura 2.2 Diagrama de corpo livre.

Utilizando relagdes trigonométricas basicas obtém-se os valores relacionados
aos angulos a e f mostrados na Fig. (2.2). Assim:
sen(a)=0,625 cos(a)=0,781 sen(f)=0,8 cos(£)=0,6
A partir dos valores das relagdes trigonométricas apresentados acima, pode-se
decompor as forgas atuantes apresentadas no diagrama de corpo livre segundo as

direcdes X e Y. Efetuando este procedimento, e aplicando a condi¢do de somatdria nula

de forgas, tém-se:
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ZFX:O = Fyccos(f)—Fycos(a)=0
DY F,=0 = Fysen(B)+Fysen(a)-1=0
Manipulando o sistema de equagdes anterior de forma a tornd-lo mais

conveniente, pode-se escrever que:

cos(fB) —cos(a)|[Fec| [0
sen(B) sen(e) ||Fue) |1
Resolvendo este sistema algébrico obtém-se:

Foe =0,782kN
F,e =0,6kN

2.2.2 — Exemplo 2

Para o conjunto de forcas atuante no ponto material mostrado na Fig. (2.3),
determine a intensidade da forca F, de forma que a resultante das forgas atuantes neste

ponto seja a minima possivel. Considere F, =20kN e F, =12kN .

v
F,

n

(8]

Figura 2.3 Conjunto de forgas atuantes em um ponto material.

Para a resolugdo desse problema, as forcas atuantes no ponto material devem ser
decompostas em relagdo as diregdes X e Y, ou em relagdo aos versores unitarios I e j.

Para a for¢a F, suas componentes podem ser obtidas com base no apresentado na Fig.

(2.4). Utilizando relagdes trigonométricas bdasicas obtém-se que sen(a):%e

cos (a) = % . Assim, as componentes do vetor F sdo iguais a:
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Fl':>

a .
i

Figura 2.4 Componentes da forga F,.

F*=Fcos(a), F'=Fsen(a) .. F =16i+12]j
Para a forca F, procedimento semelhante deve ser efetuado. Com base na

ilustracdo apresentada na Fig. (2.5), verifica-se que as componentes dessa forca sdo
iguais a:

F,=0i-12]j

F,

Figura 2.5 Componentes da for¢a F,.

Considerando a forca F;, esta deve também ser decomposta segundo as direcdes

I e J. Sabendo que seu angulo de inclinagdo em relagdo a estes eixos ¢ de 45°, como

mostrado na Fig. (2.6), suas componentes podem ser descritas como:

o2

F*=F cos(45°) , F) =Fsen(45°) .. F, =R Fi+—— :

45°
F;

Figura 2.6 Componentes da forca F3 .
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Assim, o vetor resultante das forcas atuantes no ponto material considerado pode

ser calculado como:

F=F+F+F, = E:(16+0—gF3]i+(12—12+%F3]j
O que resulta em:

Ez(l6—%ﬁ)i+(%ﬁ)j

A intensidade do vetor resultante ¢ calculada somando-se o quadrado de cada

uma de suas componentes ¢ em seguida extraindo sua raiz quadrada (norma de um

vetor). Efetuando este procedimento tem-se:
2 2
‘E‘: {16—% F J J{% F J

Manipulando algebricamente o termo anterior obtém-se:

‘E‘:\/256—16\/§F3 +F732+F732 = || = JF? - 16v2F, +256

O minimo valor da intensidade de ‘F‘ pode ser obtido usando os conhecimentos

do calculo diferencial, os quais prescrevem que o extremo de uma fun¢do (minimo ou

maximo) ocorre quando sua primeira derivada ¢ nula. Assim, o valor da parcela

Z‘—j=0 ¢igual a
I —l(F2—16J§F +256)_%<2F -16§2)=0 =
dF, 2\’ : : -
d|F (2F,-1612) .
= fr—

I
dFy 2 \/(F32—16J§F3 +256)
i (R-82)
dF, J(F2 —1632F +256)

Portanto, para que a intensidade da forga resultante seja minima, isto ¢ nula, a

razdo acima deve possuir numerador nulo. Dessa forma, a intensidade serd também

nula. Assim:
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F,-8J2=0 = F, =11,31kN
Para que a solucdo obtida anteriormente seja valida, o valor de F, obtido deve

tornar o denominador ndo nulo e o termo dentro da raiz em um nimero maior que zero.

Fazendo esta verificagdao tem-se:

JIL312 —16v/2.11,31+256 = /128

Portanto, a solugdo obtida ¢ factivel.

2.3 — Equilibrio de Corpo Rigido

Assim como a unido de células forma um corpo, a unido de pontos materiais
forma uma estrutura. Portanto, o equilibrio de uma estrutura podera ser compreendido a
partir dos conceitos discutidos na se¢do anterior, uma vez que, se todos os pontos
materiais do corpo estiverem em equilibrio, o corpo estard também em equilibrio e vice-
versa.

Para a compreensdo do equilibrio de um corpo, deve-se considerar o corpo
rigido apresentado na Fig. (2.7), o qual estda em equilibrio quando submetido a um

conjunto de acdes externas, F, e de condi¢des de vinculagao.

> X

Figura 2.7 Corpo rigido em equilibrio.

Se o corpo estd em equilibrio, qualquer parte isolada deste deve também estar

em equilibrio. Assim, seccionando o corpo apresentado na Fig. (2.7) em duas partes,
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como indicado na Fig. (2.8), ambas as partes, quando analisadas de forma isolada,
devem permanecer em equilibrio.
Para que a condi¢do de equilibrio seja mantida em cada uma das por¢des do

corpo, surgem forgas J, , denominadas forcas internas, que reestabelecem a condigdo de

equilibrio. Assim, se o corpo esta em equilibrio estatico, a seguinte condi¢do deve ser

observada:

Y FR+>.6=0 22)

Figura 2.8 Corpo rigido seccionado.

Porém, deve-se enfatizar que as forgas internas, o, surgem aos pares (pela 3*
Lei de Newton: agdo e reacdo). Consequentemente, os pares de forcas internas possuem
mesma direcdo e intensidade, mas sentidos opostos. Portanto, Zgl =0 por definigdo.
Assim, uma condi¢do necessaria para que o equilibrio estatico ocorra ¢ a apresentada
pela Eq.(2.3):

Z E. -0 (2.3)

Com relacdo a verificacdo da condi¢ao de equilibrio estatico, existe ainda outro
quesito que deve ser atendido. Este quesito esta relacionado as condigdes cinematicas
do problema. Para entender esta condicdo, deve-se considerar o corpo rigido

apresentado na Fig. (2.9). Trata-se de um corpo plano, retangular, submetido a um

binario F.
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Considerando o corpo apresentado na Fig. (2.9), verifica-se que a Eq. (2.3) ¢
atendida. Porém, ¢ intuitivo perceber que, sob a acdo dessas forcas, o corpo gira no
sentido anti-horario. Na Fig. (2.10) sd3o mostradas as configuracdes deslocada
(pontilhado) e indeslocada (linha cheia) do corpo analisado. Portanto, embora a Eq.(2.3)
seja atendida, o corpo em questdo ndo atende as condi¢des cinemadticas do equilibrio

estatico, ou seja, U, = u,=0.

A

Figura 2.9 Corpo rigido submetido a forgas F. Figura 2.10 Movimentag¢do cinematica do corpo.

Para que as condigdes cinemadticas sejam também atendidas, de forma a
possibilitar o equilibrio estatico, o balango de uma entidade denominada momento deve
também ser verificado. O momento de uma forca em relacdo a um ponto, ou eixo,
fornece uma medida da tendéncia dessa for¢a em provocar a rotacdo (giro) de um corpo
em torno deste ponto ou eixo. Considerando o sistema apresentado na Fig. (2.11), o

momento pode ser definido matematicamente como apresentado na Eq.(2.4):

F

Figura 2.11 Momento causado por uma forga.

M,=F®d=M, =Fd (2.4)

Dessa forma, a somatoria dos momentos em relagdao a qualquer ponto do espago
deve ser nula para que haja o equilibrio estatico. Assim, considerando os termos

apresentados na Eq.(2.2) tem-se:

> d®(Fi+di)=0 = Y d®Fi+Y d®5=0 2.5)
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Como as forgas internas surgem aos pares (3* Lei de Newton) e tém sentidos
opostos, a parcela decorrente dos momentos internos € nula. Dessa forma, a Eq.(2.5)

pode ser reescrita como:

Yd®F=>M=0 (2.6)

Portanto, as duas equacdes de equilibrio necessarias para a verificagdo do

equilibrio estatico de um corpo rigido podem ser expressas por:

>F=0
> M=0

Deve-se enfatizar que as expressdes mostradas na Eq.(2.7) exprimem condigdes

2.7)

necessarias e suficientes para a observacao do equilibro estatico de um corpo rigido.
Para mostrar que essas condicdes sdo necessdrias e suficientes, deve-se considerar um
corpo rigido em equilibrio, como mostrado na Fig. (2.7). Nessa situagdo, as seguintes

condi¢des sao verificadas:
>F=0e>M=0 (2.8)

Se uma forca, F, e um momento, M , forem adicionados a este corpo, pode-se

reescrever as Eq. (2.8) da seguinte forma:
SF+F=0e¢YM+M=0 (2.9)
Como o corpo estava previamente em equilibrio, antes da aplicacdo dessas
acoes, conclui-se que:
> F=0eXM=0 2.10)

Consequentemente, para que a condi¢do de equilibrio seja novamente observada

tem-se:
F=0eM=0 @.11)
Para problemas bidimensionais, as Eq.(2.7) podem ser particularizadas como:
> F =0
> F,=0 (2.12)
> M, =0
J& para problemas tridimensionais, tais condigdes podem ser expressas como:
YF=0 >F=0 >F=0
DM, =0 >M, =0 > M, =0

(2.13)
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Com relagdo ao equilibrio cinematico de um corpo plano, observa-se que um
elemento infinitesimal pertencente a este corpo apresenta trés deslocamentos possiveis,

conforme indicado na Fig. (2.12):

A
i)

y

Figura 2.12 Equilibrio cinematico no elemento infinitesimal.

5
O vetor deslocamento, U, ¢ formado por uma componente orientada ao longo da

dire¢do X, U,, e outra na diregdo y, U, . Além desses, o elemento infinitesimal ainda

X
pode rotacionar no plano. A cada deslocamento ou rotagdo em potencial da-se o nome
de grau de liberdade. No caso plano, um corpo rigido possui 3 graus de liberdade e no
caso tridimensional 6 graus de liberdade. Do ponto de vista cinemadtico, a estrutura esta
em equilibrio se ela ndo se desloca ou rotaciona rigidamente no espago. Portanto, a
estrutura deve ser convenientemente vinculada para que movimentos de corpo rigido

nao sejam observados.

2.3.1 - Exemplo 3

Determine as reagdes de apoio da estrutura rigida apresentada na Fig. (2.13), de
forma que o equilibrio estatico seja observado.

Para a solugdo deste problema, deve-se construir o diagrama de corpo livre do
sistema estrutura e carregamentos. Como o apoio do ponto A ¢ do tipo engaste, surgem,

nesse ponto, trés reagdes de apoio, as quais estdo indicadas na Fig. (2.14).
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10 kN

2m I m
[ [ |

Figura 2.13 Estrutura a ser analisada.

10 kKN
A B

2m Im |

Figura 2.14 Diagrama de corpo livre.

Para que o equilibrio ocorra, as Eq. (2.12) devem ser atendidas. Assim:

YF=0 . F=0
dYF=0 . F-10=0 = F, =10kN
dDM,=0 .. -10-:2+M=0 = M =20kNm

2.3.2 — Exemplo 4. Exercicio Proposto

27

O exercicio apresentado neste item sera proposto para a resolugdo pelo leitor.

Para a estrutura mostrada na Fig. (2.15), determine as reagdes de apoio e mostre que o

principio da superposi¢do dos efeitos ¢ valido para o problema.
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NI

2m ‘ 3m |

|

Figura 2.15 Estrutura considerada.

2.3.3 — Exemplo 5

A porta apresentada na Fig. (2.16) possui peso proprio igual a 100 N. Determine
as reacdes em suas articulacdes, sabendo que a dobradica A suporta apenas reagdo
horizontal e a dobradica B suporta reagdes horizontal e vertical. As dimensdes

apresentadas na Fig. (2.16) sdo dadas em metro.

m

II§ —:0,5
X ] 2

Figura 2.16 Estrutura considerada. Dimensdes apresentadas em metro.

A resolugdo desse problema envolve duas etapas. A primeira delas relacionada a
construgdo do diagrama de corpo livre e a segunda a verificacdo das condigdes de
equilibrio expressas pela Eq.(2.12). O diagrama de corpo livre para o problema
considerado ¢ o apresentado na Fig. (2.17), o qual leva em consideracdo as condi¢des

propostas no enunciado sobre as restricdes ao deslocamento nas dobradigas.
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G —

1100

4: FBH

Figura 2.17 Diagrama de corpo livre.

Segundo as agdes apresentadas no diagrama de corpo livre, podem ser aplicadas
as Eq.(2.12) e, consequentemente, a imposi¢ao do equilibrio estatico do corpo rigido.

Assim, as reacdes nas dobradicas sdo dadas por:

DY F,=0 = F -100=0 = FJ/ =100N
> M, =0 = 100-2-F'-6-F-0=0 = F=100/N
YF=0 = -F,—F'=0 = F,=-100/N

2.3.4 — Exemplo 6

Para o sistema estrutural mostrado na Fig. (2.18), determine o menor
comprimento d, de forma a evitar o tombamento da estrutura. Determine também a
intensidade do carregamento aplicado, W.

Para que o tombamento ndo ocorra, as equagdes de equilibrio estatico devem ser

satisfeitas. Aplicando as Eq. (2.12) obtém-se:

dYM,=0 = 800-4—%-%:0 = W-d*=9600

Zpy:() = 800_WT'd:0 = W-d=1600

As duas equacdes obtidas acima devem ser manipuladas algebricamente para se

obter os valores de d e W. Dividindo a primeira equagdo pela segunda tem-se:
d=o6ft

Consequentemente:
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w =199 .\ = 266,67 '%t
| 4ft |
\ \
TS()Olb
7t

W

Figura 2.18 Sistema estrutural considerado.

2.3.5-Exemplo 7

Para a estrutura mostrada na Fig. (2.19) determine as reacdes de apoio

considerando duas hipdteses. Hipotese 1: h = 0 ¢ Hipotese 2: h =20 cm.

180 N

+ G 30 cm
__ij

* Ok

25¢cm 25cm

[~

——

Figura 2.19 Sistema estrutural considerado.

Hipdtese 1 (h=0)
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Para essa hipodtese, o diagrama do corpo livre pode ser construido facilmente,

como mostrado na Fig. (2.20). Aplicando as equagdes de equilibrio estatico obtém-se:
ZMAzO = —180-25+B,-50=0 = 180-0,5=B-sen(30°):> B=180N
>F =0 = A-B,=0 = A -B-cos(30°)=0 = A =155885N
ZFy:O:> Ay+By—ISO:O:> Ay+B~sen(30°)—180:0 =
Ay+180-sen(30°)—180:0 = Ay:90N

l 180 N

LV

Figura 2.20 Diagrama de corpo livre.

Hipodtese 2 (h = 20 cm)
Considerando a Hipdtese 2, o diagrama do corpo livre pode ser construido

posicionando-se o apoio A a 20 cm da base do corpo, conforme indicado na Fig. (2.21).

Ay 180 N
"

]

Figura 2.21 Diagrama de corpo livre.
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Aplicando as equacdes de equilibrio obtém-se:

Z:I\/IB =0 = -A-20-A,-50+180-25=0 = 20A +50A, =4500

Y F=0= A-B =0 = A —Bcos(30°)=0

Y F,=0= A +B,-180=0 = A +B-sen(30°)=180
A obtencdo das reacdes de apoio passa pela solucdo conjunta das trés equagdes

de equilibrio obtidas anteriormente. Organizando-as de forma matricial, para a solugdo

de um sistema de equagdes, obtém-se:

20 50 0 Al (4500 A) (507,479
1 0 —0,86603|[{A =1 0 + = {A b=1-112,992¢N
0o 1 05 B| |180 B| | 585,983

2.4 — Conceituacdo Sobre a Determinacao de Estruturas

De acordo com os conceitos apresentados neste capitulo, constata-se que o
equilibrio estatico ¢ verificado se as somatoérias de forcas e de momentos atuantes sobre
este sdo nulas em relacdo a qualquer ponto do plano, Eq.(2.12) e Eq.(2.13).
Consequentemente, para o caso plano tém-se trés equagdes de equilibrio e para o
tridimensional seis, as quais devem ser atendidas. Porém, deve-se perguntar o que

ocorre quando estruturas como as apresentadas na Fig. (2.22) devem ser analisadas:

| (= )

A |

Figura 2.22 Sistemas hiperestatico e hipostatico.

Com base na quantidade de incognitas a ser determinada e no nimero de
restricoes de movimento (translagdes e rotacdes) imposto pelos apoios e conexdes
internas ao corpo rigido, € possivel classificar as estruturas em isostatica, hiperestatica e
hipostatica. As estruturas onde as reagdes (interna e externa) envolvem namero de

incognitas igual ao namero de equagdes de equilibrio e os tipos de apoio usados sdo tais
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que impossibilitam o corpo rigido de se mover (rigidamente) sob a acdo de quaisquer
condigdes de carregamento, da-se o nome de estrutura de isostatica, sendo suas reagdes
estaticamente determinadas.

De forma semelhante, considerando a estrutura impedida de se deslocar
rigidamente pela presenca dos apoios, quando as incdgnitas reativas (interna e externa)
decorrentes das condi¢des de vinculacdo sdo em maior nimero que as equagdes de
equilibrio, as reagdes sdo estaticamente indeterminadas e a estrutura ¢ denominada
hiperestatica, como ¢ o caso da primeira ilustracdo da Fig. (2.22). Essas estruturas sao
resolvidas empregando-se condi¢des de compatibilidade.

Nos problemas mecanicos onde o nimero de incognitas devido as condicdes de
vinculagdo ¢ menor que o numero de equagdes de equilibrio, pelo menos uma das
equacdes de equilibrio, Eq.(2.12) ou Eq.(2.13), ndo sera satisfeita. Consequentemente, a
estrutura podera mover-se rigidamente em pelo menos uma dire¢do. Nessa situagdo, o
equilibrio ndo ¢ garantido, sendo essas estruturas denominadas hipostaticas. A segunda
ilustragdo apresentada na Fig. (2.22) trata de uma estrutura hipostatica.

Apesar do exposto anteriormente, a estrutura deve ser eficientemente vinculada
para evitar que deslocamentos de corpo rigido ocorram. Assim, o numero de
vinculagdes ¢ uma condigdo necessaria, mas nao suficiente para o equilibrio estrutural.
Na Fig. (2.23) estdo ilustrados dois exemplos onde as condi¢des de vinculagdes
resultam trés ou mais agdes reativas. Apesar disso, a estrutura ndo apresenta equilibrio
estatico por ndo estar eficientemente vinculada. Assim, nos dois casos apresentados
nessa figura, pelo menos uma das Eq.(2.12) ndo ¢ satisfeita. Em ambos os casos as

estruturas podem deslocar-se rigidamente.

Y M#0 M F.#0

Figura 2.23 Estruturas vinculadas, porém sem equilibrio estatico.
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3. — Elemento de Barra Simples

3.1 — Introducéo

O elemento de barra simples ¢ o elemento estrutural mais simples utilizado no
dominio da engenharia de estruturas. Este elemento pode ser definido, em termos
estaticos, como um elemento estrutural que transmite (ou resiste) apenas a forcas
segundo seu eixo longitudinal. J& do ponto de vista cinematico, o elemento de barra
simples impede que dois pontos materiais ligados por ele se afastem ou se aproximem.

A forca interna transmitida ao longo do eixo longitudinal do elemento de barra
simples é denominada esforco solicitante normal. O esfor¢o solicitante normal, muitas
vezes denominado apenas de esfor¢o normal, pode ser entendido a partir de um
elemento de barra simples em equilibrio, como mostra a Fig. (3.1). Seccionando um
elemento de barra simples em equilibrio, solicitado por duas forcas trativas F em seus
extremos, surgem, para o reestabelecimento do equilibrio, duas forcas N no ponto de

seccionamento. A for¢a N € o esfor¢o solicitante normal.

Figura 3.1 Elemento de barra simples.

Para que o equilibrio seja satisfeito, o esforco N deve ser igual a for¢a F
aplicada. Assim, pode-se definir o esforgo solicitante normal como: “Conjunto de forgas
auto equilibrado atuante em um elemento estrutural em equilibrio de modo que a

resultante no elemento seja nula™.
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Se o esfor¢o normal tende a alongar o elemento, este ¢ denominado trativo ou de
tragdo (T) e convencionado com sinal positivo. Por outro lado, se o esforco normal tente
a encurtar o elemento, este serd compressivo ou de compressdao (C) e convencionado
com sinal negativo. Na Fig. (3.2) estdo ilustradas as acdes dos esforcos trativos e
compressivos atuantes sobre um elemento de barra simples. Esforgos trativos do lado

esquerdo e esfor¢os compressivos do lado direito.

Figura 3.2 Esforgos solicitantes em elementos de barra simples.

De acordo com as condigdes cinematicas desse elemento, conforme a defini¢cao
anteriormente apresentada, verifica-se que o elemento de barra simples retira um grau
de liberdade (GDL) do sistema. J4 o ponto material, também denominado no, acrescenta
dois graus de liberdade para o caso bidimensional e trés para o caso tridimensional. Na
Fig. (3.3) ¢ apresentado um sistema formado por dois pontos materiais € um elemento
de barra simples, ambos contidos no plano. Quando os pontos materiais sdo analisados
de forma isolada, estes apresentam quatro graus de liberdade (dois deslocamentos cada
um). Porém, quando o elemento de barra simples ¢ adicionado, um grau de liberdade do
sistema ¢ removido, resultando, portanto, trés graus de liberdade do sistema. Os trés

graus de liberdade resultantes do sistema sdo: deslocamento X, U,, deslocamento y, u, e
a rotagdo no plano, 6, . Deve-se enfatizar que estes trés GDL estdo associados ao

deslocamento de corpo rigido do sistema. Para que ndo ocorra este tipo de
deslocamento, a estrutura deve ser convenientemente vinculada. Neste caso, trés
vinculagdes devem ser adicionadas, cujas reagdes sdo determinadas por meio das
equagdes de equilibrio de corpo rigido no plano, Eq.(2.12).

, U2 s La

lul 1u3

(2+2)GDL -1GDL 3 GDL

Figura 3.3 Sistema formado por dois pontos materiais € um elemento de barra simples.
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Com base no sistema apresentado na Fig. (3.3), pode-se perguntar: Qual ¢ a
estrutura rigida mais simples formada por elementos de barra simples? Para responder a
esta questdo, deve-se efetuar uma andlise evolutiva considerando um conjunto de nds e
a insercao progressiva de elementos de barra simples, ambos no plano. Esta analise sera

discutida considerando a ilustragdo apresentada na Fig.(3.4).

S LN

aa
14 A 3A

Figura 3.4 Sistema estatico mais simples. Triangulo rigido.

Para o caso 1A, observa-se a presenca de trés nos no plano. O sistema formado
por esses nds conduz a existéncia de seis GDL, sendo dois GDL (dois deslocamentos no
plano) por nd. Ao sistema formado por trés nos, pode-se acrescentar um elemento de
barra simples, como mostrado no caso 2A. O elemento de barra simples retira um GDL
do sistema. Portanto, o sistema resultante possui cinco GDL, os quais sdo dois

referentes ao no isolado e trés relacionados ao deslocamento de corpo rigido, (u,, u, e
6,,), do conjunto barra simples/dois nés. Evoluindo nessa anélise, pode-se acrescentar

um elemento de barra simples ao sistema mostrado no caso 2A. Esse caso pode ser
visualizado na ilustragdo 3A, a qual mostra um sistema composto por trés nds e dois
elementos de barra simples. Como a inclusao do elemento de barra simples retira um
GDL do sistema, constata-se que esse caso apresenta quatro GDL. Esses GDL sdo trés

referentes ao deslocamento de corpo rigido do conjunto, (u,, u, e 6,), ¢ um

y
relacionado ao deslocamento relativo entre os dois elementos de barra simples.
Finalmente, pode-se acrescentar mais um elemento de barra simples ao conjunto
mostrado no caso 3A, retirando, assim, um GDL desse sistema. Essa situacao ¢
mostrada na ilustracdo 4A, a qual possui trés GDL. Todos estes relacionados ao
deslocamento de corpo rigido do conjunto. Para que o movimento de corpo rigido ndo
ocorra, condi¢des de vinculagdo devem ser propriamente inseridas a este sistema.
Assim, o equilibrio estatico pode ser estabelecido. Com base nas ilustragdes 1A-4A,
constata-se que o quadro triangular rigido ¢ a estrutura rigida mais simples composta

por nds e elementos de barras simples.
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Para a obtencdo de estruturas planas funcionais compostas por nos e elementos
de barra simples, o crescimento natural ¢ obtido a partir do triangulo rigido,

acrescentando-se, a cada crescimento, duas barras e um n6 conforme ilustrado na Fig.

VAN A VAN

Figura 3.5 Desenvolvimento de estruturas funcionais a partir do triangulo rigido.

Com base na analise apresentada anteriormente, verifica-se que os GDL de uma
estrutura composta apenas por barras simples podem ser calculados por meio da
seguinte relagdo:

GDL =2NOS - BARRAS se 2D

GDL =3NOS — BARRAS se 3D

Deve-se enfatizar que a andlise efetuada anteriormente pode ser facilmente

(3.1)

estendida para o estudo de problemas 3D. Nesse caso, a estrutura rigida mais simples
formada por nds e elementos de barra simples ¢ um tetraedro rigido. A determinagdo
estatica das estruturas compostas por elementos de barras simples pode ser verificada
com base no numero de graus de liberdade do sistema. Assim, pode-se definir que:

GDL>3  HIPOSTATICA
GDL=3  ISOSTATICA
GDL<3  HIPERESTATICA

O autor propde que o leitor, com base nas defini¢des acima, classifique os

sistemas apresentados na Fig. (3.6) em hipo, iso ou hiperestaticas.

Contra-Ventamento

Hipo Adicionar uma barra
para lso

oO——=O0
D}

Hiper
J

Figura 3.6 Classificaco de sistemas segundo sua condi¢do de estaticidade.
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Embora a condicdo estatica de uma estrutura de barras simples possa ser
determinada com base em seu nimero de GDL, deve-se atentar para que a disposi¢ao
das barras no sistema seja também adequada. Na Fig. (3.7) ¢ mostrado um conjunto de
barras simples que possui GDL=3. Porém, devido ao arranjo inadequado de suas barras,
existe uma configuragdo de falha.

Muitas vezes, situacdes como estas podem ser planejadas para o
desenvolvimento de projetos mecanicos. Nesses casos, devem ser utilizados

equipamentos mecanicos, como pistdo, por exemplo, para o controle dos GDL

excedentes.
@ O
Iso, mas configuracdo instavel
@, 9]
)
Para solucionar o problema, adicionar uma barra
ou colocar atuador (pist3o)
L

Figura 3.7 Arranjo adequado de barras simples.

3.2 — Estruturas de Barra Simples: Trelicas

Trelica ¢ um sistema estrutural muito utilizado em engenharia de estruturas para
a constru¢do de coberturas, pontes e estruturas de grandes dimensodes. As treligas sdo
compostas por elementos lineares, denominados barras simples, ligados entre si por
articulagdes que se consideram perfeitas, chamadas nds. Nas trelicas, as cargas externas
sdo pontuais e atuam somente sobre os nos, ficando, assim, as barras sujeitas apenas a
esfor¢os normais de tracdo ou compressao. As trelicas sdo ditas planas quando todas as
suas barras encontram-se num mesmo plano. Treligas espaciais sdo aquelas onde as
barras estdo posicionadas no espaco (coberturas de postos de combustiveis,

estacionamentos e gindsios). Na Fig. (3.8) ilustra-se uma trelica plana tipica.
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/ Vi
\\*\\X N _\

Figura 3.8 Treliga plana tipica.

Nas treligas, apenas esfor¢os normais estdo presentes. Isso ocorre pelo fato das
barras estarem ligadas aos nos, os quais sdo considerados como articulagdes perfeitas.
Para demonstrar que nessa estrutura apenas esfor¢os axiais estdo presentes, pode-se

considerar a barra mostrada na Fig.(3.9):

Fr
> ,
\ v Fi
A
<

L AN EN
C 'B
Fn

Figura 3.9 Elemento de barra simples.

Considerando que as extremidades da barra sdo perfeitamente rotuladas, pode-se

€SCrever que:

dDMy=0 = FS-L=0 . FS=0 (3.2)
Consequentemente, FS =0 e o equilibrio é efetuado somente por meio das

forcas axiais.
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Para que a hipdtese de nds perfeitamente rotulados seja atendida, a ligagao entre
as barras deve ser projetada utilizando-se pinos lisos ou parafusos. A ligagdo pode
também ser construida por meio de chapas soldadas, conforme indicado na Fig. (3.10),

desde que todas as barras concorram para um Unico ponto.

Figura 3.10 Ligac@o de barras de trelica. Ligagdo parafusada e por meio de uma chapa de ligagdo.

Na andlise estrutural de treligas, o peso proprio ¢ levado em consideracao
aplicando-se metade do peso de cada barra em suas extremidades. As estruturas
trelicadas sdo uma alternativa interessante e inteligente para o projeto de estruturas de
grandes dimensdes. Nas trelicas, os esfor¢os sdo transmitidos por meio de forgas axiais,
o que pode gerar barras de secdes transversais diferentes, de forma a melhor aproveitar
sua capacidade portante. Assim, nas trelicas o material ¢ melhor utilizado e as
dimensdes das secdes transversais das barras podem ser consideravelmente reduzidas.
As treligas sdo uma interessante alternativa as estruturas fletidas, na qual grande parte
do material estrutural ¢ utilizada sob niveis de solicitagdo bem abaixo de sua capacidade
portante. Nas Fig. (3.11), Fig. (3.12), Fig. (3.13) e Fig. (3.14) ilustram-se aplicagdes
grandiosas de elementos de barra simples em engenharia de estruturas.

Serdo agora discutidos alguns processos analiticos para a determinacdo dos
esfor¢os normais em trelicas planas isostaticas. Deve-se informar que para a analise de
problemas envolvendo treligas hiperestaticas, utilizam-se métodos que empregam
condi¢des de compatibilidade. Nesses métodos, a estrutura hiperestatica ¢ transformada
em uma estrutura isostatica equivalente, sendo resolvida tantas vezes quantos forem os

GDL excedentes do caso isostatico.
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Figura 3.12 Tabuleiro de uma ponte.

L """‘"“"”"‘i"-z%-“m"m"’-‘"‘ !

o S A VA A Y
_‘..‘r"‘l."_ﬁ-tqif!_i-— 3

Figura 3.13 Cobertura de um aeroporto. Figura 3.14 Torre Eiffel.

3.3 — Método dos Nés para Trelicas Planas

O método dos nés é um procedimento utilizado para a determinagdo da
intensidade dos esfor¢os normais em estruturas compostas por elementos de barras
simples. Segundo esse método, o esforco normal em cada uma das barras da trelica ¢
determinado por meio de um balango de forgas, o qual deve ser efetuado em cada n6 da
estrutura. Deve-se enfatizar que, se cada ndé da estrutura estd em equilibrio,
consequentemente toda a estrutura também o estard. Este método baseia-se na aplicagdo
do equilibrio de ponto material, o qual ¢ verificado em cada no6 da estrutura.

A metodologia para a utilizagdo deste método pode ser resumida em trés etapas
simples:

1. Escolher um né da estrutura para efetuar o equilibrio de forgas. Sugere-se iniciar o
processo por um nd que possua, no maximo, dois esfor¢os normais incégnitos (duas

barras conectadas ao nd, por exemplo).
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2. Arbitrar o sentido do esforco normal atuante nas barras, separando o né da estrutura,
conforme apresentado na Fig. (3.15). Sugere-se que todos os esfor¢cos normais sejam
arbitrados como trativos, como mostrado na Fig. (3.15).

3. Utilizar as equacgdes apresentadas para o equilibrio do ponto material e efetuar o

equilibrio nodal.

Figura 3.15 Separagéo entre o no e a estrutura.

3.3.1 - Exemplo 1

Determine os esfor¢os normais atuantes na trelica plana mostrada na Fig. (3.16)

utilizando o método dos nos.

0,375 m 1,2m

Figura 3.16 Treliga plana a ser analisada.
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Com base na geometria da estrutura, pode-se determinar os valores dos senos e

cossenos dos angulos a e . Utilizando relagdes trigonométricas basicas, obtém-se:
sen(ar)=0,3846  cos()=0,9231  sen(S)=0,8  cos(B)=0,6

Para aplicar o método dos noés deve-se escolher um n6 onde existam no maximo
duas incognitas. As incognitas, neste problema, referem-se ao numero de forcas
desconhecidas atuantes sobre o nd. Assim, pode-se escolher o n6 B para iniciar os
procedimentos de equilibrio. Isolando este ndé do restante da estrutura, como
apresentado na Fig. (3.17), obtém-se:

Equilibrio né B:

1,2kN

Figura 3.17 Equilibrio n6 B.

Aplicando as equacdes de equilibrio de ponto material tem-se:
D F=0 =N, —Ng cos(a)=0
D> F =0 —Ngsen(a)-1,2=0 = Ny =-3,1201kN (compresso)

Com base no valor de Nsc determinado anteriormente, pode-se também definir o
valor de Nag. Assim:

N,z =3,1201-0,9231 = N,; =2,8802kN (tracéo)

Pode-se agora repetir este procedimento considerando o equilibrio do n6 C

Equilibrio né C:

Isolando o n6é C da estrutura, como indicado na Fig. (3.18), e aplicando as

equagdes de equilibrio de ponto material obtém-se:

D F,=0 =N, cos(B)-3,1201cos(a)=0 = N,. =—4,80kN (compressao)
D F, =0 R.+N,sen(f)-3,120Isen(a)=0 =
R. —4,80-0,8—3,1201-0,3846=  R. =5,04kN
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N
5 3,1201 kKN

Rc

Figura 3.18 Equilibrio n6 C.

Considerando agora o n6 A, tem-se:

Equilibrio do n6 A:

Isolando 0 né A do restante da estrutura, como ilustrado na Fig. (3.19), observa-
se que atuam sobre este n6 as forgas Ax e Ay, as quais representam as reagdes do apoio

A:
Ax 2,8802

o
Y -

4.80
Ay

Figura 3.19 Equilibrio n6 A.

Aplicando as equagdes de equilibrio do ponto material, obtém-se os seguintes
valores:

D> F,=0 —A+2,8802-4,80cos(f)=0 = A =0

D> F,=0 A +4,80sen(S)=0 = A, =-3,84kN

Assim, tém-se definidos todos os valores dos esfor¢os normais atuantes nos
elementos de barra simples. Como verificagdo ao leitor, sugere-se que as reacoes Ax e Ay

sejam também calculadas considerando o equilibrio de corpo rigido e os valores

encontrados devem ser comparados aos obtidos pelo método dos nos.
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3.3.2 — Exemplo 2

Para a trelica mostrada na Fig. (3.20), determine os valores dos esfor¢os normais

em suas barras utilizando o método dos nds.

4,0 m

(NG

6,0 m

Figura 3.20 Trelica plana a ser analisada.

200 N

N |~ 600N

600 N

Figura 3.21 Forgas reativas.

Para a resolugdo deste problema, deve-se atentar para o fato de que todos os nos
da estrutura possuem mais que duas incognitas. Portanto, antes do processo de

equilibrio de cada um dos nds ser iniciado, devem ser determinadas as reagdes de apoio
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da estrutura utilizando as equagdes de equilibrio de corpo rigido. Efetuando este
procedimento, obtém-se os valores das forgas reativas mostradas na Fig. (3.21).

Com base nos valores das reacdes de apoio apresentados na Fig. (3.21), o
equilibrio né a n6 pode ser efetuado (como apresentado no exemplo 1). Seguindo este
procedimento obtém-se os seguintes valores para os esfor¢os normais, o qual fica como
exercicio para o leitor.

N, =750 (compressao)

Ng. =250 (tragao)

N,. =450 (tracdo)

Ny, =600 (compressao)

N, =200 (compressao)

3.4 — Método das Secdes para Trelicas Planas

O método das secdes ¢ outro método muito utilizado para a determinagdo de
esfor¢os normais em trelicas. Este método baseia-se no equilibrio de corpo rigido.
Assim, a metodologia de andlise do método consiste em efetuar cortes (secgdes) na
estrutura e, em seguida, aplicar o equilibrio de corpo rigido de cada por¢ao de corpo
seccionada. A vantagem deste método em relagdo ao método dos nos refere-se a
facilidade de determinacdo dos esfor¢cos normais em barras especificas, especialmente
em treligas com um grande nimero de barras. Portanto, por meio do método das segdes,
os esfor¢os normais podem ser determinados sem a necessidade de equilibrar todos os
nos da estrutura.

A metodologia de anélise do método pode ser resumida nos seguintes passos:

1. Efetuar uma sec¢do imaginaria na estrutura. Este corte (sec¢do) deve passar pelas
barras cujos esfor¢os normais o analista tenha interesse.

2. Construir o diagrama de corpo livre das partes seccionadas.

3. Escolher a regido de seccionamento de forma que, no maximo, trés variaveis
(incognitas) estejam presentes. Isto se deve ao fato de existirem apenas trés
equagoes de equilibrio no plano, o que permite a determinagdo de apenas trés
incognitas.

4. Aplicar as equagdes de equilibrio de corpo rigido e obter os esfor¢os normais.
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Com o objetivo de aplicar os procedimentos de analise do método das secdes,
serd apresentado um exemplo onde poderdo ser observadas algumas vantagens desse

método em relagdo ao método dos nos.

3.4.1 - Exemplo 3

Determine os esfor¢os normais nas barras FC, BC e FE da trelica plana mostrada

na Fig.(3.22) utilizando o método das seg¢des:

F A E 400 N

=

&
O’\
o

LA Bl C D

4,0 m 4,0 m 4,0 m

Figura 3.22 Treliga plana a ser analisada.

Como neste exemplo o interesse ¢ a determinagdo dos esfor¢os normais de
apenas trés barras, o método das se¢des torna-se mais adequado (e de aplicagdo mais
rapida) que o método dos nos. Por meio do ultimo método, o equilibrio de pelo menos
trés nds devera ser efetuado antes da obtengdo dos esforcos desejados. Antes de
proceder a aplicacdo da metodologia proposta pelo método das seg¢des, devem ser
determinadas as reacdes de apoio da estrutura. Para tal fim, deve-se construir o
diagrama de corpo livre do sistema, o qual ¢ mostrado na Fig. (3.23).

Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido no plano obtém-se:

ZMA =0 = -1200-8-400-3+D,-12=0 = D, =900N

ZFyzo = A —1200+900=0 = A =300N

D F =0 = -A+400=0 = A, =400N
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400 N

1200 N

Y

Figura 3.23 Diagrama de corpo livre.

Como o objetivo do exercicio ¢ a determinac¢do dos esfor¢cos normais apenas nas
barras FC, BC e FE, deve-se proceder a realizagdo de um corte passando por estas trés
barras. Deve-se também salientar que este corte ird gerar trés incognitas, justamente os
esforcos normais das barras desejadas. Portanto, as trés equacgdes de equilibrio de corpo
rigido poderao ser aplicadas de forma a determiné-las. O corte AA para o seccionamento
da trelica esta representado na Fig. (3.22). Isolando a por¢do esquerda da trelica

seccionada, tem-se o sistema mostrado na Fig. (3.24).

400 N

300 N

Figura 3.24 Porcdo direita do corte.

A partir de relagdes trigonométricas simples, podem ser determinados os seno e

cosseno do angulo o mostrado na Fig. (3.24). Assim:
sen(a)=0,8 cos(a)=0,6

Efetuando o equilibrio de corpo rigido do sistema mostrado na Fig. (3.24)

determinam-se aos esfor¢os normais FC, BC e FE. Assim:
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D> Mg =0 = —400-3-300-4+Ny.-3=0 = Ny =800N (tracio)
> F,=0 = 300-N cos(a)=0 = N =500N (tragéo)
D> F,=0 = —400+Ng + N +N_sen(a)=0 =
—400+800+ N . +500-0,8=0 = N =—-800N(compressao)

3.5 — Trelicas Tridimensionais

Treligas tridimensionais sdo largamente utilizadas no cotidiano da engenharia de
estruturas. Como exemplo, basta observar as Fig. (3.13) e Fig. (3.14) apresentadas
anteriormente neste capitulo. As trelicas tridimensionais, também denominadas trelicas
espaciais, sdo um conjunto de barras simples conectadas em suas extremidades
perfeitamente rotuladas de forma a compor uma estrutura tridimensional estavel
solicitada apenas por esfor¢cos normais.

Para a determinagdo dos esfor¢os normais em cada uma das barras deste tipo de
estrutura, pode-se utilizar o método dos nos, aplicado a problemas tridimensionais. Por
meio deste método, os esforcos normais atuantes nas barras sdo decompostos
utilizando-se os versores unitarios que definem a geometria da barra. Isso ¢ feito uma
vez que o esfor¢co normal € transmitido ao longo do eixo da barra. Assim, com base na
geometria das barras, tém-se definidas as componentes dos esfor¢os ao longo das
direcdes X, y e Z.

Esses versores sdo obtidos subtraindo-se as coordenadas cartesianas dos pontos
final e inicial que definem as barras simples de interesse. Em seguida, divide-se as
componentes do versor por sua norma, de forma a torna-lo unitario. Se o esfor¢o normal
atuante for de tracdo, suas componentes sdo obtidas multiplicando-se a intensidade do
esfor¢o normal pelas componentes desse versor. Caso o esfor¢o normal atuante seja de
compressao, as componentes do esforco normal sdo obtidas multiplicando-se a
intensidade do esfor¢o normal pelo valor negativo das componentes do versor.

Depois disso, o equilibrio nodal deve ser efetuado, considerando as condi¢des de
equilibrio de ponto material. Para a analise de problemas tridimensionais, o equilibrio
do no deve ser efetuado por meio da somatodria de forcas ao longo das diregdes X, y € z,

somatorias estas que devem ser nulas.
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O método das segdes pode também ser aplicado a andlise de treligas
tridimensionais. Nesse caso, efetua-se um corte ao longo das barras cujos esforgos
normais desejam ser determinados. Como o problema ¢ tridimensional, o referido corte
¢ composto por um plano e ndo mais por uma linha como no caso bidimensional. A
partir das por¢des separadas da estrutura, efetua-se o equilibrio de corpo rigido
considerando um corpo tridimensional, Eq.(2.13). Nessas notas de aula, a andlise de
trelicas tridimensionais por meio do método das se¢des nao serd considerada.

Para ilustrar a aplicagdio do método dos nds na andlise de treligas

tridimensionais, serdo apresentados dois exemplos na sequéncia deste texto.

3.5.1 — Exemplo 4

Determine os esfor¢os normais atuantes nas barras simples da trelica
tridimensional mostrada na Fig. (3.25) ¢ informe se estes esforgos sdo trativos ou
compressivos. Responda também porque € possivel resolver esse problema equilibrando
somente o nd D.

A estrutura mostrada na Fig. (3.25) ¢ uma treli¢a tridimensional composta por
tr€s barras. Assim, a solug¢ao deste exemplo pode ser efetuada equilibrando apenas o néd
D, uma vez que sobre este n6 existem somente trés incognitas, as quais referem-se aos

esfor¢os normais nas barras que concorrem ao n6 D.

Figura 3.25 Trelica tridimensional a ser analisada.
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Equilibrio do n6 D:

Inicialmente, devem ser determinados os versores unitarios que definem a
geometria das barras DB, DA e DC, as quais concorrem ao no D. Esses versores sdo
obtidos subtraindo-se as coordenadas cartesianas dos pontos final (A, B e C) e inicial
(D) que definem as barras simples de interesse. Em seguida, divide-se as componentes
do versor por sua norma, de forma a torna-lo unitirio. Por meio de uma simples
inspe¢do na geometria da estrutura, e com base no sistema de coordenadas adotado,

pode-se escrever que:
— ] ] 1
L =(=10i—-5j—10k)—
os = ( j ) -

L_DAz(IOi—Sj—l()k)%

(2 +5]—10K)——

V129

Como nas trelicas estdo presentes apenas esfor¢os normais, sabe-se que as

LDC

componentes destes esfor¢os atuam na direcdo paralela ao eixo das barras simples.
Assim, as componentes destes esfor¢os podem ser escritas com base nos versores
unitarios determinados anteriormente. Portanto, o conjunto de esfor¢os normais e
carregamento que atua sobre o n6 D pode ser assim escrito, com base em suas

componentes:
~ L Npe
Nos =(—10i -5 —10k)F

Now = (10i =5 ] —10k)’\1|—2’*

NDC

V129

Noc =(2i+5]-10K)

F =0i+0j—-1000k
A partir dos valores definidos para as componentes dos esforgos e da forga,

apresentados acima, pode-se efetuar o equilibrio do ndé por meio das seguintes

condicoes:

YF=>F=>F=0

Para o caso em estudo pode-se escrever que:
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SF=0]-On_ 0 +—2 N_=0

15 15 P2 a9
5 5 5
SR, =04 - Npy —— N, +———=Npe =0
Y 15 DB 15 DA [129 DC

10 10 10

—0|-—N_.——N_, ————
2.F =0 15 % 15 " 129

Reorganizando as equagdes acima de uma maneira matricial, a qual ¢ mais

Noe —1000 =0

facilmente resolvida com o auxilio de calculadoras, pode-se reescrever estas equacgoes

cComao.

1010 2

15 15 129 N, 0
5 5 5

"1 12 iAo NDA =1 0
15 15 129

10 10 10 Noc 1000
15 15 129 |

Resolvendo o sistema matricial anterior obtém-se:

~0,667 0,667 0,176 ][Ny, 0 N, —450
~0,333 —0,333 0,440 [{N_,t=1 0 bt IN_, +={ =300 lIb
~0,667 —0,667 —0,880 ||[N,.| [1000 Noo | |-567,75

Devido ao sinal negativo encontrado no valor dos esfor¢os normais, conclui-se
que todos os esforcos solicitantes encontrados sdo compressivos. Esse resultado era
esperado, uma vez que, intuitivamente, percebe-se que a forga aplicada comprime as

barras da trelica em seu n6 D.

3.5.2 - Exemplo 5

Determine os esfor¢os normais atuantes nas barras da trelica tridimensional
mostrada na Fig. (3.26). Considere que todos os apoios da trelica sdo do tipo mével.

Antes que o processo de equilibrio nodal seja iniciado, ¢ conveniente que sejam
determinados os valores das reagdes dos apoios localizados sobre os nds A, B e C. Para
tal fim, pode-se fazer o equilibrio de corpo rigido na condi¢do de analise tridimensional.

Assim:
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DMy =0 = 8:2-V;-4,5=0 = V, =0i 0j 3,556k
D> M, =0 = V,-6+3,556-3-8-3=0 = V, =0i 0j 2,222k
D> F,=0 = 3,556+2,222+V,-8=0 = V. =0i 0j 2,222k

A partir das reacdes de apoio calculadas acima, pode-se efetuar o equilibrio
nodal.

Figura 3.26 Treliga tridimensional a ser analisada.

Equilibrio do n6 D:

O primeiro passo a ser efetuado para o equilibrio desse nd refere-se a
determinagdo dos versores unitarios das barras que concorrem ao né D. Com base no
sistema de coordenadas adotado, e nas dimensdes dos elementos de barra simples, tem-
se:

1
42,2
1

Lo =(0i 2,5 —6k)

B

Lo =(-3i —2j —6k)

N

I‘DA

L 1
(3i -2j —6k)7

Consequentemente, as componentes dos esfor¢os normais nas barras que

concorrem ao n6 D e da forga aplicada podem ser expressas como:
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_) Npg

Npe =(0i 2,5) —6k) =

—

Npe =(-3i —2] —6k)N;°

Now =(3i -2 —6k)N7DA
F =(0i 0j —8K)

Aplicando as condi¢des de equilibrio de um ponto material tridimensional,

expressas por ZFX :ZFY =ZFZ =0, e considerando as componentes da forca

aplicada e dos esfor¢os normais tem-se:

_ 3 3
2 F=0 ONgs = Nog + 2 Np, =0
2,5 2 2
2 F =0 ENDB_7NDC_7NDA=O
6 6 6
ZFZ:O - 42.25 NDB_7 DC_7NDA_8=0

Reorganizando as trés equacdes acima em um sistema matricial, pode-se

€SCrever que:

I
N 0
2.5 2 2] "B
—= —=|9Npc (=10
J42.25 1 1
6 6 6 NoaJ 18
#2257 7

Resolvendo este sistema, composto por trés equagdes e trés incognitas, tem-se:

0 —0,429 0,429 [(Nps) [0 Nos] [-3,852
0,385 —0,286 —0,286 |{N, . t=40% = {N,. b=1-2,593 kN
~0,923 —0,857 —0,857||Np,| |8 Nou|  [-2,593

Como os valores encontrados para os esforcos normais sdo todos negativos,
conclui-se que estes sao esfor¢os compressivos.

Equilibrio do n6 A:
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Para a realizacdao do equilibrio do n6 A, os mesmos procedimentos empregados
para o equilibrio do né D devem ser repetidos. Assim, a determinacdo dos versores

unitarios das barras que concorrem ao n6 A conduz a:
— o 1
L. =(-6i 0] Ok)g

1
29,25

L,s =(-3i 4,5j 0k)
Lo =(-3i 2j 6k)~

7
Consequentemente, as componentes dos esfor¢cos normais das barras que

concorrem ao no A e da reacao de apoio no ponto A podem ser escritas como:

- o N

Npe =(=6i 0] Ok)%
- : . N

N, =(-31 4,5] Ok) ==
o = . )«/29, 25
- . N

N =(-3i 2] 6k)—22

V, =(0i 0j 2,222k)

Assim, o equilibrio do n6 A conduz as seguintes equagdes:

3N 3N
F,=0| -N, ——— _27m _
2 e 29,25 7

45N, 2N,

F = N
2F =0 0A°+\/29,25 7

> F,=0|0N,. +0N,; + 6'\;’*'3 +2,222=0

Reorganizando o sistema acima composto por trés equacoes e trés incognitas em

uma forma matricial tem-se:

s
20,25 7 N .

0 & 2 lINgt=1 o
20,25 7 v | |20z

0 0 ¢

L 7

Resolvendo este sistema matricial determinam-se os esfor¢os normais nas

barras, os quais estdo apresentados a seguir:
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~1 -0,555 —0,4297(N,. 0 N,] [0,617
0 0832 028 |[{N,zt=4 0 + = {N, =1 0,891 kN
0 0 0857 |[Ny]| [-2,222 N,,| [-2.593

Deve-se notar que os esforcos N,. e N,; sdo trativos, enquanto o esfor¢o na
barra AD,N,,, ¢ compressivo. Além disso, deve-se destacar que o valor encontrado
para o esfor¢o N, por meio equilibrio do n6 A é o mesmo encontrado no equilibrio do

n6 D. Essa verificagdo € importante e reforga a corre¢ao dos resultados obtidos.

Para finalizar o exercicio, resta ainda efetuar o equilibrio do n6 B.

Equilibrio do n6 B:

Seguindo os mesmos procedimentos efetuados anteriormente para o equilibrio
dos n6s D e A, podem ser agora determinados os esforcos normais nas barras que
concorrem ao nd B. Para isso, deve-se inicialmente calcular as componentes dos
versores unitarios que definem a geometria das barras que concorrem ao n6 B. Com
base no sistema de coordenadas apresentado na Fig. (3.26) e na geometria da estrutura

pode-se escrever que:

1

Ly, =(3i —4,5j 0k)

[\
o
[\
(V)]

Lye =(-3i —4,5] 0k) 291 =

1
42,2

Ly, =(0i —2,5] 6k)

B

Portanto, utilizando esses versores unitarios, definem-se as componentes dos
esforcos normais nas barras que concorrem ao nd B. Essas componentes e as
componentes da for¢a reativa neste nd podem ser escritas como:

N =(3i —4,5] 0k) Ne

> ’ 29,25
NBC
29,2
NBD

\42,25

Noc =(-3i —4,5j 0k)

f

Neo = (0i —2,5] 6k)
Vy =(0i 0] 3,556k)

Com base nas componentes da forca e dos esforcos determinadas anteriormente,

deve-se proceder a realizacdo do equilibrio do ponto material do n6 B. Efetuando a
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somatoria das forcas ao longo dos eixos X, Y € z e igualando-as a zero obtém-se o

seguinte sistema:
3Ngy  3Nge

F, =0 +
2.5 J29,25 /29,25

SF, 0] - 4Ne  4Ne  25Ngp _

NBD:0

0 J29.25 2925 42,25

D F, =0 |ONg, +O0Ng. + ONap +3,556=0

J42,25

Reescrevendo as trés equagdes acima em um sistema matricial, de forma a torna-

lo mais facilmente solvivel, tem-se:

3 3
- 0
V29,25 29,25 N 0
45 45 25 >
V29,25 29,25 /29,25
6

0 0
729,25

Resolvendo o sistema matricial mostrado acima, determinam-se os esfor¢os

normais atuantes ao longo das barras que concorrem ao né B. Assim:

0,555 0,555 0 ][N, 0 Ng.| [ 0,891
~0,832 —0,832 —0,385[{Ng.r=4 0 | = {Ng t=4 0,891 kN
0 0 0,923 ||Ny| [-3,556 Nao| |-3,853

Com base no resultado obtido, verifica-se que os esforcos Ng, e Ng.sdo

trativos uma vez que estes apresentaram valores positivos. Ja o esforco Ny, este é de
compressdo devido a seu sinal negativo. Além disso, deve-se destacar que o valor
determinado para o esforco Ng,, por meio do equilibrio do n6é B, ¢é igual ao valor
encontrado efetuando-se o equilibrio do né D. O mesmo comentario deve ser feito para
o esforco N,;, 0 qual apresentou valores iguais para os equilibrios dos noés B e A. Essa
verificacdo simples reforca o fato de que os célculos efetuados neste exercicio estdo
corretos.

Sugere-se que o leitor faga verificacdes semelhantes durante a resolucdo dos

exercicios propostos. Este procedimento simples permite a determinagdo de erros

durante a resolucao dos exercicios.
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4. — Elemento de Barra Geral

4.1 — Introducado

Os elementos de barra geral sdo elementos estruturais largamente empregados na
andlise e na modelagem de problemas da engenharia de estruturas. Estes elementos sdo
definidos, do ponto de vista estatico, como elementos estruturais que transmitem (ou
resistem) a esfor¢os normais e transversais ao seu eixo geométrico. Assim, estes
elementos transmitem esforcos normal e cortantes, momentos fletores, além do
momento torgor ou torque. Diferentemente dos elementos de barra simples, nas
estruturas compostas por elementos de barra geral, as agdes externas podem ser
aplicadas transversalmente ao eixo da barra e/ou ao longo de seu comprimento. Além
disso, agdes concentradas e/ou distribuidas podem ser também consideradas.

No contexto cinematico, esse elemento estrutural apresenta seis graus de
liberdade, sendo trés translagdes (ao longo dos eixos X (u), Y (v) e z2(w)) e trés rotacdes

(nos planos xy, Xz, yz), conforme apresentado na Fig. (4.1).

AN

Figura 4.1 Graus de liberdade de um elemento de barra geral.

Para melhor compreender o comportamento mecanico e a atuacao dos esforcos
transmitidos pelo elemento de barra geral, deve-se considerar a estrutura mostrada na
Fig. (4.2), a qual estd em equilibrio estdtico sob a a¢do de um dado carregamento

externo. Seccionando este elemento em um ponto ao longo de seu comprimento,
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surgirdo um conjunto de forgas e momentos auto equilibrado que atuardo no sentido de

restaurar a condicao de equilibrio inicialmente observada.

r——————ﬁ\

VAN

Figura 4.2 Elemento de barra geral em equilibrio sob a a¢do de carregamento externo.

e

No elemento de barra geral poderdo surgir os seguintes esforgos solicitantes:

1. Forgas:

. Diregao normal X, esfor¢o normal (N).

. Diregao transversal y, esfor¢o cortante ou cisalhante (Vy).
o Direcao transversal z, esfor¢o cortante ou cisalhante (Vz).

2. Momentos:

o Direc¢do normal X, momento tor¢or (Mx).
o Direcao transversal y, momento fletor y (My).
. Diregao transversal z, momento fletor z (Mz).

Estes esforcos solicitantes estdo ilustrados na Fig. (4.3).

A M,
.____r*
AV
N, /\ i
= = = ¥
C p

Figura 4.3 Esforcos solicitantes caso geral.
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Na Fig. (4.4) estdo ilustrados os sentidos de atuagdo dos esforcos solicitantes
enunciados acima, bem como a convencao adotada sobre seus sinais. O elemento de
barra geral ¢ um elemento estrutural que permite a analise de estruturas no espago
tridimensional. Porém, a partir da consideragio de algumas simplificacdes, este
elemento pode ser também aplicado a analise de problemas planos. Estas simplificagdes
estdo associadas a restricdo de um ou mais graus de liberdade do elemento e,
consequentemente, de seus esforcos transmitidos. Portanto, o elemento de barra geral
pode ser particularizado para a analise de diversos problemas de interesse da engenharia
de estruturas.

As estruturas compostas por elementos de barra geral mais simples sdo as vigas
e as colunas, como ilustrado na Fig. (4.5). A diferenca entre essas estruturas encontra-se
na auséncia ou presenca, respectivamente, do esfor¢o solicitante normal. Ambas as

estruturas transmitem momentos fletores.

Positiva Negativo
Esforco Normal '- — — ‘ ’ . —f j
Tragio Compressio
o | A W |
Giro horario Giro Anti-Horario
e ' ‘) (' ‘ ' ‘) (‘ .
Trag3o Fibras Inferiores Compressdo Fibras Inferiores
| i
Momento Torgor ] ]
Regra da Mo Direita saindo da Secclo Regra da Mao Direita entrando da Secgdo

Figura 4.4 Elemento de barra geral em equilibrio sob a a¢do de carregamento externo.

T

Viga Pilar

Figura 4.5 Vigas e colunas.
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Porém, existem estruturas mais complexas envolvendo elementos de barra geral.
Para o caso bidimensional, a associagdao destes elementos dispostos segundo diferentes
orientacdes no plano, além da consideracdo da presenga conjunta dos deslocamentos ao
longo dos eixos X e y, d4 origem aos porticos bidimensionais. A associagdo direta de
elementos de barra geral formando uma estrutura estavel no espago tridimensional da
origem aos porticos tridimensionais. Finalmente, as estruturas de grelha consideram
carregamentos perpendiculares a seu plano e permitem a andlise dos esforcos
solicitantes cortante, de flexdo e de tor¢do. Na Fig. (4.6) estdo apresentadas as estruturas

discutidas neste paragrafo.

.4

Figura 4.6 Estruturas de portico plano, portico tridimensional e grelha.

4.2 —Vinculacoes Internas no Elemento de Barra Geral: Caso Plano

Um dos objetivos da mecanica dos solidos/Resisténcia dos Materiais € o estudo
do equilibrio estatico de elementos estruturais de barra geral e a determinagao de seus

esfor¢os solicitantes. Nesse contexto, sdo de grande importdncia a descri¢do e a
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compreensdo da cinematica desses elementos quando estes sdo conectados para a
formacdo de estruturas planas de maior complexidade. Considerando o caso
bidimensional, um elemento de barra geral apresenta trés graus de liberdade (GDL), os
quais sdo: deslocamento ao longo do eixo X, deslocamento ao longo do eixo y e a

rotagdo no plano Xy, conforme indicado na Fig. (4.7).

| ] = 3GDL

Figura 4.7 Elemento de barra geral e seus graus de liberdade.

Para que o elemento esteja em equilibrio estatico, os trés GDL relativos ao seu
deslocamento de corpo rigido devem ser convenientemente impedidos por meio da
aplicacdo de condigdes de vinculagdo adequadas. Para o elemento apresentado na Fig.
(4.7), pode-se empregar um engaste ou uma combinacdo entre apoios fixo e movel,

conforme indicado na Fig. (4.8), para a obten¢ao do equilibrio estatico.

A a

ou

Equilibrio
Estatico §

§

Figura 4.8 Aplicacdo de condi¢des de vinculagdo ao elemento de barra geral plano.

| = 3GDL

Porém, como deve-se proceder em estruturas mais complexas que possuem mais
de um elemento de barra geral? Como deve ser feita a conexao entre as barras? Para
responder a estas perguntas deve-se inicialmente entender o processo de conexdo
(vinculagdo interna) entre as barras. Como o elemento de barra geral plano apresenta
trés GDL, cada conexdo pode transmitir trés, dois ou apenas um dos GDL do plano.

Para a ilustragdo desses casos, deve-se considerar as barras apresentadas na Fig. (4.9).

Engaste Interno Andlise
i Estrutura
Ligagdo ] » 23-3x1=3GDL

Barra Simples GDL Vinculagdo

| Hl -;A

2x3z6GDL (4] (B) () (D)

Figura 4.9 Conexdo via engaste interno.
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Na ilustracdo A dessa figura, tem-se um sistema composto por dois elementos de
barra geral, o qual totaliza seis GDL. Deseja-se que a conexao entre as barras resulte um
engaste interno, ou seja, que os deslocamentos ao longo das direcdes X e y além da
rotagdo no plano do ponto de conexdo sejam os mesmos para os dois extremos das
barras conectadas. Assim, a proxima etapa encontra-se na compreensao da conexdao
entre essas duas barras, como mostrado em B. Para tal fim, elementos de barra simples
podem ser uteis. Lembrando-se dos conceitos apresentados no capitulo anterior,
verifica-se que esses elementos eliminam um GDL do sistema. Assim, devem ser
inseridos trés elementos de barra simples a referida conexdo de forma a retirar do
sistema os deslocamentos relativos das barras ao longo dos eixos X € y e a rotagdo
relativa no plano xy.

A determinacdo do numero de GDL resultante do sistema ¢ efetuada
considerando-se o nimero de barras geral e o nimero de vinculagdes internas entre
barras, como mostrado na ilustracdo C. No caso apresentado na Fig. (4.9), t€ém-se dois
elementos de barra geral que inserem seis GDL ao sistema. Porém, subtrai-se deste
sistema trés GDL referentes aos deslocamentos relativos das barras ao longo dos eixos X
e Yy e a rotagdo no plano. Assim, restam ao sistema apenas trés GDL, os quais sdo os
deslocamentos referentes ao corpo rigido das duas barras. Para que a estrutura esteja em
equilibrio estético, deve-se inserir no sistema condi¢des de vinculagdo suficientes para
impedir que o deslocamento de corpo rigido da estrutura ocorra. Deve-se enfatizar que
devido a vinculacdo interna imposta, compatibilizagdo dos trés GDL no plano, serdo
transmitidos na conexao esfor¢o normal, esfor¢o cortante € momento fletor.

Os elementos de barra simples utilizados na realizagdo das conexdes entre
elementos de barra geral sdo comumente denominados de dispositivos de fixagdo
interna. A partir da utilizagdo conveniente destes elementos, diferentes conexdes entre
elementos de barra geral podem ser propostas. Um tipo de conexdao muito utilizado na
engenharia de estruturas ¢ aquele que impde que os deslocamentos X e y dos pontos
pertencentes as barras que estdo sobre o nd de conexdo sejam os mesmos. Porém, esta
conexao permite a existéncia de uma rotagao relativa entre os elementos de barra geral
que concorrem ao no de conexdo. Na Fig. (4.10) ¢ apresentada a referida conexao, a

qual ¢ denominada articulagdo ou rétula.

Capitulo 4 — Elemento de Barra Geral




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 64

Articulacdo ou Analise Estrutura

Ligacdo - 2x3-2x1=4 GDL

Rotula . B
Barra Simples GDL Vinculagio

I _] : Z Fj

23=6GDL (A) (B) (€) (D)

Figura 4.10 Conexao via rétula.

Na Fig. (4.10) ¢ apresentado o sistema formado por dois elementos de barra
geral, resultando seis GDL, ilustracdo A. A partir da inser¢do de dois elementos
vinculares internos, que retiram os deslocamentos relativos das barras nas diregdes X e Yy
(ilustragcdo B), dois GDL sao retirados do sistema. Consequentemente, como mostrado
na ilustracdo C, o sistema passa a apresentar quatro GDL. Para que a estrutura apresente
equilibrio estatico, condi¢des de vinculagdo devem ser adequadamente inseridas para
impedir seu deslocamento de corpo rigido. Como na ligacdo via roétula apenas os
deslocamentos ao longo das direcdes X e Yy estdo compatibilizados, esta conexao
transmite apenas os esforcos solicitantes normal e cortante. Devido a possibilidade de
giro relativo no né de conexdo, o momento fletor neste ponto ¢ nulo. Tal condi¢ao deixa
de ser verdadeira se momentos fletores externos forem aplicados sobre a articulagdo. De
maneira geral, nos pontos da estrutura onde um dado GDL nao ¢ vinculado, o esforco
solicitante associado a este GDL, neste ponto, ¢ nulo. Assim, o momento fletor ¢ nulo
nas articulagdes, por exemplo. Semelhantemente, se a vinculagdo interna aplicada
permitir o deslocamento relativo entre as barras em uma dada direcdo, ndo havera
transmissao de for¢a ao longo desta direcao e consequentemente, o esfor¢o solicitante
associado a esta for¢a (normal ou cortante) sera nulo.

Outro tipo de vincula¢do interna possivel, porém menos utilizada para fins
praticos, ¢ a denominada engaste interno movel. Neste caso, a conexdao interna
compatibiliza apenas um deslocamento, além da rotacdo do ponto de conexao.
Consequentemente, os elementos de barra que concorrem a esta conexdo poderdo
apresentar deslocamento relativo ao longo da dire¢do ndo vinculada, como mostrado na
Fig. (4.10).

Efetuando a analise cinematica considerando os elementos apresentados na Fig.
(4.11), ao sistema composto por dois elementos de barra geral, que apresentam seis

GDL (ilustracdo A), sdo inseridos dois elementos vinculares, que para o caso mostrado
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na ilustracdo B, retira o deslocamento relativo do sistema ao longo da direcdo y e a
rotacdo do ponto de conexdo. Deve-se enfatizar que um elemento vincular pode também
ser posicionado de forma a eliminar o deslocamento relativo ao longo da direcdo X ao
invés do deslocamento relativo na dire¢do y. Desta forma, o sistema resultante possui
quatro GDL, como mostrado na ilustragdo C. Para que o equilibrio estatico seja
obedecido, condi¢des de vinculagdo devem ser adequadamente impostas de maneira a

impedir o deslocamento de corpo rigido do sistema.

Ligagio ) Analise Estrutura
Barra Simples . 2%3-2x1=4 GDL
GDL Vinculagdo

—— [ = ] !

2x3=6GDL  (A) (8) (€ (D)

Figura 4.11 Engaste interno movel.

No caso apresentado anteriormente, o deslocamento horizontal da conexao nao ¢
impedido. Assim, na conexao, o esfor¢o cortante, na barra vertical, e esfor¢o normal, na
barra horizontal sdo nulos.

E importante enfatizar que os procedimentos apresentados anteriormente para a
analise das vinculagdes internas em elementos de barra geral, os quais foram aplicados
para andlises bidimensionais, podem ser facilmente estendidos para o caso
tridimensional. Nessa situagdo, hipoteses de vinculacdo devem ser também efetuadas
com relacdo ao deslocamento ao longo do terceiro eixo e também as rotacdes ndo

consideradas na analise plana.

4.3 — Diagramas de Esforcos Solicitantes. Aplicacdo ao Caso de Barras Gerais

no Plano

Os diagramas de esforgos solicitantes sdo ferramentas graficas muito utilizadas
em engenharia de estruturas para a representagdo do comportamento dos esforcos
solicitantes, bem como de suas variagdes, ao longo do dominio da estrutura. Deve-se
enfatizar que ¢ a partir da analise dos esforgos solicitantes que os procedimentos de

dimensionamento estrutural sdo efetuados, ou seja, a determinagdo das dimensdes
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estruturais de maneira que estas suportem, com seguranga € economia, aos
carregamentos atuantes. Portanto, a determinagdo incorreta destes diagramas pode
conduzir ao dimensionamento contra seguranca e consequentemente a falha estrutural.

Para que os diagramas de esforcos solicitantes sejam construidos, o analista deve
determinar a variagdo dos esforg¢os solicitantes ao longo da estrutura levando em
consideragdo os carregamentos atuantes, pontuais ou distribuidos, bem como as
condi¢des de vinculagdo. Para tal fim, o primeiro passo a ser efetuado pelo analista ¢ a
determinagdo das reacdes de apoio da estrutura e das reagdes vinculares internas entre
os elementos conectados. Para a realizagdo desta etapa, a constru¢do do diagrama de
corpo livre deve ser efetuada. Como ja ¢ de conhecimento do leitor, para a construgao
deste diagrama, deve-se substituir as vinculagdes existentes na estrutura por reacdes
equivalentes, segundo os GDL restringidos. Para fins de exemplificacdo, deve-se
considerar a estrutura de barra geral apresentada na Fig. (4.12), a qual possui apoios
fixo e movel e esta submetida a carregamentos concentrados e distribuidos ao longo de
seu comprimento. Nesta mesma figura, estas vinculacdes sdo substituidas por reacdes
equivalentes de maneira a compor o diagrama de corpo livre.

Para a determinacdo da varia¢do dos esforgos solicitantes ao longo do dominio
da estrutura pode ser utilizado o método das secdes. Assim, cortes devem ser efetuados
ao longo da estrutura de forma a separé-la em duas ou mais partes. Em cada ponto
seccionado, esforgos solicitantes surgirdo de maneira a restaurar o equilibrio
originalmente observado. Assim, estes podem ser determinados ¢ mensurados por meio
deste método. Se uma quantidade conveniente de cortes for efetuada na estrutura, a
variagdo dos esforcos solicitantes ao longo do corpo da estrutura poderd ser
corretamente avaliada.

uonnnnnnnnn IS T R A1 tt1 1N

T

F1 F2
ql q2

TA X | | - | TB*

Figura 4.12 Diagrama de corpo livre.

A ¥
e

Considerando a estrutura apresentada na Fig. (4.12), esta pode ser seccionada

por meio de um plano CC, como mostrado na Fig. (4.13). Sabendo que esta estrutura ¢
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plana, surgirdo, no ponto de sec¢ao, um esfor¢o normal (N¢), um esfor¢o cortante (V) e
um momento fletor (Mc), todos auto equilibrados segundo a terceira lei de Newton.
Estes esforcos podem ser determinados efetuando-se o equilibrio de corpo rigido das
por¢des separadas da estrutura isoladamente. Para isso, as equagdes de equilibrio de

corpo rigido devem ser empregadas.

o mmmmm A T Imm

ESFORCOS INTERNOS

Figura 4.13 Método das secdes e esforgos solicitantes.

Se os esfor¢os forem determinados para todas as se¢des do elemento estrutural,
entdo, estes poderdo ser registrados por meio de uma representacdo grafica. Esses
graficos sao denominados diagramas de esforcos solicitantes e indicam, graficamente, a
distribuicdo destes esforcos ao longo da estrutura. Para a construgdo desses diagramas,
uma convencao de sinais deve ser definida de forma que um valor positivo ou negativo
indique um sentido para os esforgos solicitantes em qualquer se¢do da estrutura. Nestas
notas, a convengao de sinais apresentada na Fig. (4.4) sera adotada.

Deve-se enfatizar que embora a discussdo apresentada neste topico tenha sido
efetuada para problemas bidimensionais, sua extensdo para casos tridimensionais ¢é
facilmente realizada. Para este ltimo caso, deve-se considerar a atuacdo dos seis
esforcos solicitantes anteriormente apresentados, os quais estdo apresentados na Fig.
(4.3). Assim, o método das se¢des deve ser aplicado objetivando determinar a variagao
destes esfor¢os ao longo do corpo da estrutura. Posteriormente, estes deverdo ser
registrados através de uma representacdo grafica, ou seja, através dos diagramas de

esforcgos solicitantes.
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4.4 — Exemplo 1

De forma a ilustrar os conceitos apresentados anteriormente neste capitulo, deve-
se determinar os diagramas de esfor¢os solicitantes do elemento de barra geral
apresentado na Fig. (4.14). Trata-se de uma estrutura simplesmente apoiada submetida a
uma carga concentrada no centro do seu vao.

As variagdes dos esfor¢os solicitantes ao longo do comprimento do elemento
podem ser obtidas utilizando-se o método das se¢des. As fungdes obtidas podem entio
ser ilustradas por meio dos diagramas de esfor¢os solicitantes. As fungdes que
descrevem o comportamento dos esforcos solicitantes serdo descontinuas em pontos
onde aparecem descontinuidades nas condi¢des de carregamento aplicadas, ou seja,
mudangas nas intensidades e distribui¢des de carregamentos distribuidos ou onde forgas
ou momentos concentrados sdao aplicados. Nesses casos, torna-se necessaria a
determinagdo das fungdes dos esforgos para cada trecho do elemento localizado entre

quaisquer descontinuidades.

‘ L/2 L/2 ‘

Figura 4.14 Elemento de barra geral.

O primeiro passo para a constru¢do dos diagramas de esforcos solicitantes ¢ a
determinagdo das reacdes de apoio do sistema. Para tal fim, deve-se construir o
diagrama de corpo livre da estrutura, como mostrado na Fig. (4.15). Nesta figura
encontra-se também ilustrada a diferenciacdo entre os trechos entre descontinuidades.
Devido a presenga de uma carga pontual no centro do vao, observa-se na estrutura dois
trechos, os quais conduzirdo a dois conjuntos de equagdes que descreverdo a variacao

dos esforgos solicitantes ao longo do comprimento da barra.
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Figura 4.15 Diagrama de corpo livre.

Efetuando o equilibrio de corpo rigido do sistema apresentado na Fig. (4.15),

obtém-se os seguintes valores para as rea¢des de apoio.
>.F=0 =A =0

> M, =0 :>BXL—P£=O =B, =
2

X

| oo

> F,=0 :&+§—P=o Z>A(=2

Considerando o primeiro trecho, o primeiro conjunto de equagdes pode ser
determinado. Este trecho ¢é caracterizado pelo seguinte intervalo 0 < X < % , segundo a

orientacdo do eixo X mostrada na Fig. (4.15). Efetuando um corte em qualquer ponto

dentro do intervalo mencionado tem-se o seguinte diagrama de corpo livre:

M

P

W

Figura 4.16 Diagrama de corpo livre primeiro trecho.

Efetuando o equilibrio de corpo rigido considerando o corpo apresentado na Fig.
(4.16) tem-se:
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> F,=0 = N=0
> F,=0 SRV - v=2
2 2

> M, =0 “M-Cx=0 = wM=Ix
2 2

Deve-se ressaltar que o esforgo cortante no trecho considerado ¢ constante,
conforme as equagdes acima. Além disso, o momento fletor apresenta variagdo linear ao
longo do comprimento do elemento, estando este esforco tracionando a face inferior do

elemento.

Para o segundo trecho, andlise semelhante deve ser efetuada. Sabendo que este

trecho ¢ definido no intervalo % <X<L, oseguinte diagrama de corpo livre é obtido.

p M

- I~

v

Figura 4.17 Diagrama de corpo livre segundo trecho.

Procedendo ao equilibrio do corpo rigido mostrado na Fig. (4.17) tem-se:

D> F =0 =N=0

> F,=0 :g—P—V:O :>V=—g
> M, =0 :>—§x+P(x—%)+M=O :M:g(L—x)

Deve-se destacar que no segundo trecho o esfor¢o cortante € constante € o
momento fletor apresenta variacdo linear. Porém, ao contrdrio do primeiro trecho, o
momento fletor apresenta variacdo negativa em relacdo a ordenada X, indicando,
portanto, que seu valor diminui 2 medida que a ordenada X aumenta. Neste trecho,
embora constante, o esfor¢co cortante apresenta sinal oposto ao observado no primeiro
trecho. Com base nas equacdes que descrevem a variacdo dos esforcos solicitantes ao
longo do comprimento da barra, pode-se construir os diagramas de esfor¢os solicitantes.
Para o problema estudado, estes diagramas, que nada mais s3o que representagdes

graficas das equacgoes determinadas anteriormente, estdo ilustradas na Fig. (4.18).
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0

N
P/2
+
v
P/2

M N

PL/4

Figura 4.18 Diagramas de esforgos solicitantes.

4.5 — Exemplo 2

Objetiva-se, neste exemplo, a determinacdo dos diagramas de esforcos
solicitantes da estrutura apresentada na Fig. (4.19). Trata-se de um elemento de barra
geral engastado em sua extremidade esquerda sendo submetido a um carregamento
uniformemente distribuido em parte de seu comprimento. Nesta mesma figura encontra-

se também representado seu diagrama de corpo livre.

b Ma .
| & |
If: 2 >< ai = Tﬁ*x

L

Figura 4.19 Estrutura considerada e diagrama de corpo livre.

Para a determinagdo dos diagramas de esforcos solicitantes, devem ser,
inicialmente, obtidos os valores das reagdes de apoio da estrutura. Com base em seu
diagrama de corpo livre, Fig. (4.19), e na aplicagdo das equagdes de equilibrio obtém-

S¢:
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D> F.=0 =A, =0
D> F=0 =A-PL=0 = A =PL,

L
DM, =0 = —|\/|A—P|_2[|_1 +%)=0 :MA:—PLQ(g+72]
Como na estrutura considerada tem-se a presenca de dois trechos, devido a
descontinuidade do carregamento uniformemente distribuido, as equacdes que

descrevem a variagdo dos esforgos solicitantes ao longo do corpo do elemento serdao

obtidas para cada um dos trechos. Efetuando um corte ao longo do intervalo 0 <x <L,

obtém-se o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (4.20).

(i

Figura 4.20 Diagrama de corpo livre primeiro trecho.

Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido ao corpo apresentado na

Fig. (4.20) obtém-se:

> F, =0 =N=0
Y F =0 = V-Px=0 =V =Px

2
SM, =0 :>—M—Px§:0 :>|\/|:_PX?

Considerando agora o segundo trecho, cujo intervalo ¢ L, <x<(L, + Lz), uma

sec¢do deve ser efetuada neste intervalo de maneira a determinar as variagdes dos
esforgos solicitantes no trecho. Procedendo a este corte, obtém-se o diagrama de corpo

livre ilustrado na Fig. (4.21).

G

Figura 4.21 Diagrama de corpo livre segundo trecho.
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Aplicando a este corpo as equacdes de equilibrio de corpo rigido tém-se:

> F=0 =N=0
sz:() = V-PL =0 =V =PL,

L, L
>M,=0 = -M-PL, X=— =0 :>|\/|=—PL2x+F>7

Deve-se destacar, com base nas equagdes obtidas, que o esfor¢o cortante

apresenta variacao linear no primeiro trecho e comportamento constante no segundo. Ja

o momento fletor, este apresenta variacdo quadritica no primeiro trecho e linear no

segundo. Assim, a partir destas equagdes, os diagramas de esforgos solicitantes podem

ser construidos, os quais estdo apresentados na Fig. (4.22).

0
N
PL2
+
v
pLz (LI +L3/2) ’
PL./2
M LT — ———7_7_,_,_,_7_7 —
{ L, L,
Figura 4.22 Diagramas de esforcos solicitantes.
4.6 — Exemplo 3

O ultimo exemplo deste capitulo visa a determinacdo dos diagramas de esforcos

solicitantes da estrutura apresentada na Fig. (4.23). Trata-se de um elemento de barra

geral, simplesmente apoiado, submetido a um carregamento pontual e a um

carregamento distribuido. Para este exemplo os seguintes valores foram adotados,

q(x)=5kN/m, P=5kN,L, =2m,L, =1meL, =1m.
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q(x) i
A l ﬂ.E
& Ly L2 Lz p—
i S e S
o — e e

Figura 4.23 Estrutura considerada.

Para a resolucdo deste exemplo, o primeiro passo a ser seguido trata da obtencao
do diagrama de corpo livre da estrutura, o qual permitird a determinacgao de suas reagdes
de apoio. Este diagrama esta apresentado na Fig. (4.24). Aplicando ao corpo
apresentado na Fig. (4.24) as equacdes de equilibrio de corpo rigido obtém os seguintes

resultados:

Ay [

Figura 4.24 Diagrama de corpo livre.

> F,=0 =A =0

ZMA =0 =-5,0-2,0-1,0-5,0-3,0+B,-4,0=0 = B, =6,25kN

ZFyzO = A +6,25-5,0-5,0-2,0=0 = A =8,75kN

Sabendo que a reagdo Ay € nula, observa-se que o esforco normal ao longo de
todo o corpo da estrutura ¢ nulo. Assim, a variacdo deste esfor¢o ndo sera determinada
no equilibrio de cada trecho. Com base na Fig. (4.23), constata-se que o elemento
considerado apresenta trés trechos distintos, os quais sdo decorrentes das
descontinuidades introduzidas pelos carregamentos atuantes.

Para o primeiro trecho, no intervalo 0 < x <L, um corte conduz a obtengdo do

seguinte diagrama de corpo livre.
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8,72

- X
—

Figura 4.25 Diagrama de corpo livre para o primeiro trecho.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido a por¢do da estrutura
apresentada na Fig. (4.25) obtém-se:
Y F,=0 =8,75-50x-V =0 =V =8,75-5x

M, =0 :>—8,75x+5,0x§+|v| =0 —~M :8375X_%X2

Com base nas equacdes acima, observa-se que neste trecho o esforgo cortante

apresenta variagdo linear, enquanto o momento fletor apresenta variagdo quadratica.

Considerando agora o segundo trecho, cujo intervalo ¢ L, <x<(L, +L,), um corte neste

trecho gera o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (4.26). Aplicando sobre este

corpo as equagdes de equilibrio de corpo rigido, obtém-se as seguintes equacdes.

3

8,73

Figura 4.26 Diagrama de corpo livre para o segundo trecho.

D> F,=0 =8,75-5,0-2,0-V =0 =V =-1,25
2,0

d>M, =0 :>—8,75x+5,0-2,0(x— J+|v| =0 =M =-1,25x+10

9

Analisando as equagdes obtidas anteriormente, observa-se que o esforco cortante
tem comportamento constante enquanto o momento fletor apresenta variagcdo linear ao

longo do trecho considerado. Finalmente, pode-se analisar o terceiro trecho. Este trecho
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abrange o intervalo (L, +L,)<x<(L +L,+L;). Aplicando o método das se¢des no

referido intervalo obtém-se o diagrama de corpo livre mostrado na Fig. (4.27).

3

8.75

Figura 4.27 Diagrama de corpo livre para o terceiro trecho.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido a por¢ao estrutural mostrada
na Fig. (4.27), determinam-se as seguintes equagdes:
>F,=0 =8,75-50-2,0-50-V =0 =V =-6,25

>M, =0 :>—8,75x+5,0-2,0(x—;’g]+5,0(x—3,0)+M =0=> M =-6,25x+25

b

No terceiro trecho, o esforco cortante apresenta comportamento constante
enquanto o momento fletor possui variacdo linear. Com base nas equagdes que
descrevem a variacdo dos esforgos solicitantes ao longo do comprimento da estrutura,
pode-se representar os diagramas de esforcos solicitantes simplesmente desenhando as
curvas decorrentes das equacgdes determinadas anteriormente. Para a estrutura em

questdo, esses diagramas estdo apresentados na Fig. (4.28).

0
N
8,75
1,25 :
L 6,25
) s 1,0 I/
N /l
M ~—

__"__7?_,667. _—7—536__7____76-,25

Figura 4.28 Diagramas de esforcos solicitantes.
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4.7 — Elemento de Barra Geral: Viga

As vigas consistem, basicamente, de elementos de barra geral, continuos ou nao,
com eixo reto, equilibrados por um sistema de apoios (movel, fixo ou engaste), de modo
a garantir que essas barras sejam, no minimo, isostaticas. Em virtude da transferéncia
apenas dos esfor¢cos dos tipos flexdo e cisalhamento, estas estruturas estdo aptas a
suportar acdes aplicadas ao longo do seu comprimento, as quais podem ser concentradas
ou distribuidas. As vigas podem ser compostas por diferentes materiais como concreto,
aco, aluminio, madeira ou composi¢do destes, entre outros. Este tipo de estrutura tem
grande aplicacdo em pontes, edificios, passarelas entre outros, onde usualmente
suportam lajes.

Quando a viga esta submetida a agdes que provocam flexdo, observa-se que o
momento fletor conduz a rotacao de suas sec¢Oes transversais. Portanto, como mostrado
na Fig. (4.29), parte de sua se¢do estard comprimida e parte tracionada. Para o elemento
de viga, a barra geral pode ser particularizada considerando apenas os graus de
liberdade que envolvem a rotacdo no plano e o deslocamento perpendicular ao eixo da
barra. Portanto, este elemento possui somente dois GDL. Consequentemente, apenas
dois tipos de esforgos solicitantes serdo nao nulos, os quais sdo os correspondentes aos
GDL considerados, ou seja, momento fletor e esfor¢o cortante, respectivamente. Deve-
se enfatizar que nos elementos de viga, o valor do esfor¢o normal ¢ nulo por defini¢do,
ja que o deslocamento paralelo ao eixo da barra nao ¢ considerado. Assim, a equacao de
equilibrio envolvendo a somatoria das forgas orientadas ao longo do eixo da viga ¢

automaticamente satisfeita.

Corte AA dx’

=t

Indeformado Deformado

Figura 4.29 Rotacdo das se¢des de elementos de viga.

Com base nestas simples definigdes sobre o elemento de viga, constata-se que

todas as estruturas cujos esforcos solicitantes foram determinados neste capitulo sdo do
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tipo viga. Portanto, ao leitor foram ja introduzidos os procedimentos bésicos para a
analise estrutural de um elemento de barra geral importante no dominio da engenharia
de estruturas. Na sequéncia destas notas, pretende-se introduzir métodos diretos para a
determinagdo dos esforgos solicitantes bem como elementos e sistemas estruturais mais

complexos.
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5. — Relacoes Diferenciais entre Esforcos Solicitantes e A¢oes Externas

5.1 — Relacdes Diferenciais

Os diagramas de esforcos solicitantes sdo de fundamental importancia na analise
estrutural e no dimensionamento de estruturas. Com base na intensidade dos esforcos
solicitantes atuantes, as dimensdes dos elementos estruturais sdo determinadas para que
estes resistam aos efeitos das acdes externas com niveis de seguranca e economia
desejados.

No capitulo anterior foi apresentado um procedimento, baseado no método das
secdes e nas equacdes de equilibrio de corpo rigido, onde expressdes analiticas para os
esfor¢os solicitantes eram obtidas em uma se¢ao genérica "X" da estrutura. Apesar desse
método ser aplicavel a todos os tipos de estrutura e carregamentos externos, observa-se
que nos casos onde varias descontinuidades estdo presentes (acdes externas
concentradas em diversos pontos e agdes distribuidas em diversos trechos), o método
torna-se demasiadamente oneroso e cansativo.

Uma alternativa para a solugdo deste problema ¢ encontrada utilizando-se as
relagdes diferenciais que efetuam a ligagao entre os carregamentos distribuidos, esfor¢os
cortante e normal e momentos fletores. Por meio dessas relagdes, os diagramas de
esforcos solicitantes podem ser mais rapidamente construidos e também interpretados.
Para a determinagdo dessas relagdes, deve-se considerar o elemento de barra geral
apresentado na Fig. (5.1), o qual estd em equilibrio estatico sob a acdo de forcas
concentradas e distribuidas ao longo de seu comprimento.

Objetivando analisar o equilibrio da estrutura, deve-se isolar um elemento de
comprimento infinitesimal, AX, pertencente a estrutura, e estudar o comportamento dos
esforcos solicitantes neste elemento. Para o caso considerado, o elemento infinitesimal e

os esforcos solicitantes, estdo apresentados na Fig. (5.2).
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I
q(x)
= p(x)
Frrrrrs AX
TR
| X |
| |
Figura 5.1 Elemento de barra em equilibrio.
q(x)
v
M M+AM
N p(x) i
V+AV

Ax
Figura 5.2 Elemento infinitesimal em equilibrio.

Utilizando as equacdes de equilibrio de corpo rigido, as quais sdo aplicadas ao

elemento ilustrado na Fig. (5.2) obtém-se:
DF, =0 = V(X)-[V(x)+AV(X)]-q(x)Ax=0 = 50)
AV (x) =-q(x)Ax '
Dividindo ambos os membros da Eq. (5.1) pelo comprimento do elemento
infinitesimal, ou seja, por Ax, e em seguida tomando o limite quando AX — 0, quando

o elemento infinitesimal torna-se uma se¢ao transversal da barra, obtém-se:

Ax—0  AX (52)
avi(x) (x)
dx
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Segundo a Eq. (5.2), verifica-se que a inclinacdo do diagrama de esforco
cortante ¢ igual ao negativo da intensidade do carregamento transversalmente
distribuido na se¢do transversal em analise. Ou seja, a variagdo do esfor¢o cortante ao
longo do comprimento da barra ¢ igual ao negativo da funcdo que descreve a carga
distribuida aplicada perpendicularmente ao eixo da barra.

Procedendo agora ao equilibrio em termos de momentos fletores, tém-se:

Y M, =0=—M (x)—V(x)Ax+q(x)Ax%+[M (X)+AM (x)]=0=>

() (53)

2

—V (X)Ax+AM (x)+0q(x) =0

Dividindo ambos os membros da Eq. (5.3) pelo comprimento do elemento
infinitesimal, Ax, e na sequéncia tomando o limite quando Ax — 0, ou seja quando o

elemento infinitesimal torna-se uma sec¢ao transversal da barra, obtém-se:

lim —v (x)+2M 00 GOIM o v e M)
AX—0 AX 2 AX—0 AX (54)
dm (X)=V(x)
dx

Com base no resultado apresentado pela Eq. (5.4), verifica-se que a inclinagao
do diagrama de momento fletor ¢ igual a intensidade do esfor¢o cortante atuante na
secdo transversal considerada. Deve-se também destacar que os valores minimos e
maximos do momento fletor podem ser facilmente encontrados utilizando-se a Eq. (5.4)

e os conceitos classicos de calculo diferencial. Quando V assume valor nulo,

consequentemente dMA)(:O. Isso indica que quando o esfor¢o cortante ¢ nulo, o

momento fletor apresenta um ponto de extremo, ou seja, maximo ou minimo. Portanto,
com base na Eq. (5.4) a construgdo e a interpretacdo do diagrama de momento fletor
podem ser efetuadas.
Finalmente, considerando o equilibrio do elemento infinitesimal apresentado na
Fig. (5.2) com relacdo a somatoria de forgas atuantes ao longo da diregdo X tem-se:
D F =0 = —N(X)+[N(x)+AN(X) ]+ p(x)Ax=0 = 55)
AN (x) =—p(x)Ax
Dividindo ambos os membros da Eq. (5.5) pelo comprimento do elemento

diferencial, Ax, e tomando o limite quando Ax — 0 tem-se:
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=—p(x) (5.6)

De forma andloga ao observado para o esfor¢o cortante, constata-se que a
inclina¢cdo do diagrama de esfor¢o normal, em um dado ponto, ¢ igual ao negativo do
valor da func¢ao que descreve o carregamento axialmente distribuido.

Deve-se enfatizar que embora as Eq.(5.2), Eq. (5.4) e Eq.(5.6) tenham sido
apresentadas em sua forma diferencial, estas equagdes podem ser também resolvidas
utilizando-se técnicas integrais. Essas equagdes, em termos integrais, podem ser assim

reescritas:

AM g = [V (x)dx (5.7)

B
AN 5 :I—p(X)dX
A

sendo que A e B s3o as ordenadas genéricas "X", ao longo do eixo da barra, inicial e
final, respectivamente, ¢ A ¢ a variacdo dos esfor¢os solicitantes no intervalo
considerado.

As relagdes diferenciais apresentadas anteriormente sdo validas apenas em
pontos onde ndo atuam agdes pontuais, ou seja, for¢as ou momentos concentrados.
Nesses dois casos especiais, surgem descontinuidades nas variacdes dos esforcos
solicitantes ao longo do dominio da estrutura. Portanto, estes casos devem ser
criteriosamente considerados. Apenas para ilustrar o surgimento da descontinuidade,
deve-se considerar o elemento infinitesimal de comprimento Ax apresentado na Fig.

(5.3). Este elemento esta submetido apenas a uma forca concentrada de intensidade F.

F

Vv V+Av

| Ax |
| |

Figura 5.3 Elemento infinitesimal em equilibrio submetido a uma carga concentrada.
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Efetuando o equilibrio de corpo rigido no elemento apresentado na Fig. (5.3)
tem-se:
D F,=0 =V (x)-F—(V(x)+AV(x))=0 = AV (x)=-F (5.8)
O equilibrio apresentado na Eq. (5.8) mostra que a variagao do esforco cortante ¢
negativa, para o sentido da forga pontual considerada, sendo que no diagrama de esforgo
cortante ocorre uma descontinuidade (salto) quando a agdo concentrada F esta presente.
Deve-se ressaltar que o valor da descontinuidade no diagrama serd exatamente igual a
intensidade da acdo concentrada. Como sugestao ao leitor, compare esse resultado a um
dos exemplos resolvidos no capitulo anterior.
Embora mostrado apenas para a acdo de forcas pontuais, o0 mesmo efeito ocorre
quando momentos fletores pontuais sdo aplicados. Nesse caso ocorre uma
descontinuidade (salto) no diagrama de momento fletor. De acordo com a relagao

diferencial apresentada na Eq.(5.4), e nos conhecimentos de calculo diferencial,

verifica-se que no ponto onde V ndo ¢ continua dMAX também ndo apresenta valor
definido. Portanto, os pontos de descontinuidade no diagrama de esforco cortante
conduzem a pontos onde o diagrama de momento fletor possui derivadas nao continuas.

Nesses pontos, as tangentes das curvas que descrevem o momento fletor imediatamente

antes e depois da descontinuidade possuem valores diferentes.

5.2 —Exemplo 1

No primeiro exemplo deste capitulo, objetiva-se a determinagdo dos diagramas
de esforcos solicitantes da viga apresentada na Fig. (5.4). Trata-se de uma viga
engastada submetida a um carregamento distribuido de forma triangular ao longo de seu

comprimento. A Fig. (5.4) apresenta também o diagrama de corpo livre da viga.

5 kN/m 5 kN/m

\ B

A
’ By ZM

\ \ DCL

Figura 5.4 Estrutura considerada na analise.
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Com base no diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (5.4), pode-se
determinar as reagdes de apoio utilizando-se as equagdes de equilibrio de corpo rigido.

Assim:

> F = =B, =0

X

SF,=0 = B -22-0 = B, =7,5kN
2 y
3
==0 = M; =7,5kNm
3

Antes de empregar as relagdes diferenciais, o problema serd resolvido
utilizando-se a metodologia proposta no capitulo anterior, onde expressdes analiticas
para os esforcos solicitantes sdo obtidas com base no equilibrio de corpo rigido.
Considerando a ilustragdo mostrada na Fig. (5.4), constata-se que a viga apresenta
trecho unico. Portanto, efetuando um corte ao longo do comprimento da viga obtém-se

o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (5.5).

5x/3

i

v

Figura 5.5 Diagrama de corpo livre para o trecho Unico da estrutura.

Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido ao elemento apresentado na

Fig. (5.5) obtém-se:

2

SF =0 = v-2X_g ENVIELS
3 2 6

3

SM,=0 = M+2X XX M=%
323 18

Resolvendo o problema com base nos recursos das relagdes diferenciais, obtém-

se a seguinte rela¢do para o esforco cortante:

2
V=—jq(x)dx = V=—j5?xdx = V=—5%+C

Considerando a distribui¢do do carregamento do problema analisado, constata-se
que o esfor¢o cortante ¢ nulo em x = 0. Consequentemente, o termo constante, C, que

surgiu da integracdo da equacdo do carregamento deve ser nulo. Assim, a expressao
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para a variagdo do esforgo cortante ao longo do comprimento da viga fica definida como

2
\Y :—5%, que ¢ o mesmo resultado obtido por meio da metodologia do capitulo

anterior.
Aplicando agora as relagdes diferenciais na determinagdo da expressdo que

descreve a variagdo do momento fletor ao longo do comprimento da viga obtém-se:

2 3
M:'[V(x)dx = M:j—%dx = M:—%+C

Como na coordenada x = 0 nenhuma ag¢do externa ¢ aplicada, constata-se que
nesse ponto o momento fletor € nulo. Portanto, a constante de integragdo, C, que surgiu
da integracdo da equacdo do esforco cortante deve ser nula para que essa condi¢cdo de

contorno seja atendida. Portanto, a expressdo que descreve a variagio do momento

: . : 5% .
fletor ao longo do comprimento da viga torna-se igual a M = TR que ¢ a mesma
expressao obtida utilizado-se a metodologia empregada no capitulo anterior. Com base
nessas duas equagdes, os diagramas de esfor¢os solicitantes podem ser construidos, os

quais estao apresentados na Fig. (5.6).

7,5

7,5

Figura 5.6 Diagramas de esforgos solicitantes.

5.3 — Exemplo 2

Objetiva-se, neste exemplo, a constru¢ao dos diagramas de esforgos solicitantes
da estrutura apresentada na Fig. (5.7). Trata-se de uma viga engastada em seu extremo
esquerdo e vinculada, através de um apoio movel, em seu extremo direito. A estrutura

estd submetida a a¢do de uma for¢a concentrada igual a 5 kN e a um carregamento
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distribuido igual a 2 kN/m. Deve-se ressaltar a presenca de uma articulagdo na estrutura,

a qual esta posicionada sobre o n6 B.

5 KN 2 kN/m

A D B C

lm | lm | Im |

Figura 5.7 Estrutura considerada na analise.

Quando uma articulacdo ¢ inserida em um sistema estrutural, insere-se também
um GDL extra, referente a rotagdo relativa entre as barras que concorrem a articulagao.
Consequentemente, para que o sistema resultante seja no minimo isostatico, devem ser
empregadas condi¢cdes de vinculagdo tais que restrinjam os trés GDL referentes ao
deslocamento de corpo rigido da estrutura no plano mais o(s) GDL relativo(s) a
introducdo da(s) articulagdo(des). Dessa forma, se uma unica articulacdo estiver
presente, como € o caso do exemplo considerado, devem ser restringidos quatro GDL,
os quais conduzirdo a determina¢do de quatro reagdes de apoio. Como somente trés
equacdes de equilibrio estdo disponiveis para o caso plano, a quarta reagcdo de apoio é
determinada utilizando-se a condicdo de momento fletor nulo sobre a articulagdo,
conforme discutido no capitulo anterior (onde o GDL ¢ permitido o esforgo solicitante
associado ¢ nulo).

Assim, para a determinacdo das reagdes de apoio e das reagdes vinculares a
estrutura, esta deve ser seccionada sobre a articulagdo. Em seguida cada porg¢do
seccionada deve ser equilibrada isoladamente utilizando as equacdes de equilibrio de
corpo rigido. Considerando este procedimento, o trecho da estrutura referente aos nés B
e C conduz ao diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (5.8).

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido a por¢do da estrutura
apresentada anteriormente t€ém-se:

> F=0 = Ny =0

DMy =0 = 2,0-1,02%4¢ -1,0=0 =C, =1,0kN
2.0 y y

b

Y F,=0 = V;-2,0-1,0+1,0=0 =V, =1,0kN
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2 kN/m

Ns

G

Figura 5.8 Diagrama de corpo livre trecho entre nés B e C.

Analisando agora a outra por¢ao de estrutura, a qual corresponde a viga

delimitada pelos nds A e B, tem-se o seguinte diagrama de corpo livre:

5kN
M

Ay Vs

Figura 5.9 Diagrama de corpo livre trecho entre nos A e B.

Empregando as equagdes de equilibrio de corpo rigido para o corpo apresentado

na Fig. (5.9) obtém-se:

> F, =0 = A =0
Y F =0 = A-50-10=0 = A, =6,0kN
M, =0 = -M-5,0-1,0-1,0-2,0=0 =M =-7,0kN -m

Com base no equilibrio efetuado para cada por¢cdo da viga isoladamente, o

seguinte diagrama de corpo livre ¢ obtido.

7kN.mg :

6 kN 1 kN

S KN 2 kN/m

Figura 5.10 Diagrama de corpo livre viga.

Assim, utilizando-se as relacdes diferenciais e o diagrama de corpo livre

apresentado na Fig. (5.10), pode-se construir os diagramas de esforcos solicitantes.
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Considerando o esfor¢o normal, observa-se que este tipo de esforco € nulo ao longo de
todo o comprimento da viga. Portanto, o diagrama de esfor¢o normal para a viga

considerada € o apresentado na Fig. (5.11).

0

Figura 5.11 Diagrama de esforgo normal.

Para a construcao do diagrama de esforgo cortante, observa-se que no trecho
entre 0os nés A e D ndo existe carregamento distribuido. Assim, segundo a Eq.(5.2),
neste trecho o esforco cortante deve ser constante. Como a reagdo do apoio A ¢ igual a
6,0 kN, neste trecho o esforco cortante serd igual a 6,0 kN. Sobre o ponto D atua um
carregamento concentrado de valor igual a 5,0 kN. Consequentemente, sobre o ndé D
ocorrera uma descontinuidade no diagrama de esfor¢co cortante. A intensidade desta
descontinuidade, como mostrado na Eq.(5.8), ¢ igual ao valor da carga concentrada,
portanto, igual a 5,0 kN.

Assim como no trecho entre os nds A e D, no trecho que envolve os n6s D e B o
carregamento distribuido ¢ igual a zero. Dessa forma, como mostra a Eq.(5.2), neste
trecho o diagrama de esfor¢o cortante deve ser constante. Portanto, através do equilibrio
de corpo rigido apresentado na Fig. (5.8), constata-se que neste trecho o esforco cortante
¢ igual a 1,0 kN.

Finalmente, considerando o trecho que envolve os nés B e C, observa-se a
presenca de um carregamento uniformemente distribuido. Utilizando o resultado
apresentado pela Eq.(5.2), conclui-se que neste trecho o esfor¢o cortante deve
apresentar variacao linear. Com base no equilibrio apresentado na Fig. (5.8), constata-se
que sobre o nd C o esforgo cortante ¢ negativo e igual a 1,0 kN.

Com base na discussao apresentada anteriormente, obtém-se o diagrama de

esfor¢o cortante para a viga analisada, o qual esta apresentado na Fig. (5.12).
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0,5

Figura 5.12 Diagrama de esforgo cortante.

Considerando as variagdes do esforco cortante ao longo do comprimento da
viga, pode-se também empregar as relacdes diferenciais para a construgdo do diagrama
de momento fletor. Para o trecho que envolve os nds A e D, observa-se que o esfor¢o
cortante ¢ constante. Consequentemente, por meio da Eq.(5.4), contata-se que o
momento fletor neste trecho deve apresentar variacao linear. Assim, determinando-se os
valores dos momentos fletores sobre os nos A e D tem-se caracterizada a variagao deste
esfor¢co no trecho desejado. Por meio de um equilibrio simples, constata-se que sobre o
n6é D o momento fletor € igual a -1,0 kN (tragdo na parte superior).

No trecho que envolve os noés D e B, o esforco cortante apresentou também
comportamento constante. Assim, neste trecho o momento fletor, segundo a Eq.(5.4),
deve apresentar variacdo linear. Como sobre a articulacdo o momento fletor ¢ nulo, tem-
se os dois pontos necessarios para a caracterizagdo da variagao deste esforco no trecho.

Finalmente, para o trecho entre os nés B e C, observa-se que o esforco cortante
apresentou variacdo linear. Consequentemente, pelo apresentado na Eq.(5.4), neste
trecho o momento fletor deve apresentar variagdo quadratica. Como sobre os nos B e C
o momento fletor ¢ nulo, basta que se conhega o valor deste esforco ao longo de
qualquer ponto no trecho considerado para que se caracterize o diagrama. Um ponto de
particular interesse para a determinacdo do momento fletor ¢ aquele onde o esforco
cortante ¢ nulo. Como apresentado anteriormente, no ponto onde o esfor¢o cortante ¢
nulo o momento fletor observa um valor extremo (maximo ou minimo). Assim,
calculando o momento nesta posi¢do tem-se o valor de madximo e consequentemente os

pontos necessarios para o tracado deste diagrama.
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Com base nas explica¢des apresentadas, obtém-se o diagrama de momento fletor

para a viga analisada, o qual estd apresentado na Fig. (5.13).

v

0,

Figura 5.13 Diagrama de momento fletor.

A determinacdo das equacdes que descrevem a variacao dos esforcos solicitantes

ao longo do comprimento da viga pode ser também efetuada. Utilizando as Eq.(5.7)

obtém-se as seguintes equagdes:
Para o trecho AD:

g=0 e V=6

M =J6dx = M =6x+C,

emx=0 M=-7 .. C,=7 =M =6x-7
Para o trecho DB:

q=0 e V=6-5=>V=1

M=[ldx = M=x+C,

em x=0 M=-1..C,=-1 = M=x-1

Para o trecho BC:
q=2 e V=[-20x = V=-2x+C, = emx=0,V=1 =
C,=1 >V =-2x+1

2
22X +x+C, = x=0,M=0 =

M =j—2x+1dx = M=

C,=0 = M=-x*+X
Representando graficamente as equacdes apresentadas acima, obtém-se os

diagramas de esforcos solicitantes ilustrados nas Fig. (5.11), Fig. (5.12) e Fig. (5.13).
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5.4 — Exemplo 3

No ultimo exemplo deste capitulo, objetiva-se a determinagdo dos diagramas de
esforgos solicitantes da estrutura apresentada na Fig. (5.14). Trata-se de um sistema
formado por duas vigas, onde uma viga apoia-se sobre a outra, € atua um carregamento
uniformemente distribuido.

150 Ib/pés

A C [ ] E D
B
PR

| 10 pés | 2pés | 2pés \ 4 pés |

Figura 5.14 Estrutura considerada para analise.

O primeiro passo para a resolucdo deste exemplo trata da obten¢dao do diagrama
de corpo livre da estrutura analisada. Substituindo as condi¢des de vinculagdo do

problema por reagdes equivalentes, obtém-se o diagrama apresentado na Fig. (5.15).
150 Ib/pés

Ha

Va Vs

J B

Figura 5.15 Diagrama de corpo livre.

Aplicando as equagodes de equilibrio de corpo rigido a viga superior, ou seja, a

viga delimitada pelos nés A e E obtém-se:

> F, =0 =H,=0

14,0
DM, =0 = V,;-12,0-150,0-14,0- >0 =" =V, =1225,01b
D> F,=0 =V,-150,0-14,0+1225,0=0 =V, =875,0lb

Considerando o equilibrio de corpo rigido da viga delimitada pelos n6és C e D

resulta;
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> F, =0 =N, =0
dDMc=0 = -12250-2,0+V,-8,0=0 =V, =306,25Ib
YF =0 = V,-1225+306,25=0 =V, =918,75Ib

Para a viga delimitada pelos ndés A e E observa-se a presenca de um
carregamento uniformemente distribuido. De acordo com o apresentado pelas Eq.(5.2) e
Eq.(5.4), conclui-se que para este trecho o esfor¢o cortante apresentara variagdo linear e
o momento fletor variacdo quadratica. Deve-se destacar que devido a presenca da
reacdo pontual VB, ocorrerd, no diagrama de esfor¢o cortante, uma descontinuidade, de
intensidade igual ao valor de VB, a qual conduzird a um “bico”, ou ponto com derivadas
descontinuas, no diagrama de momento fletor.

J& para a viga delimitada pelos nds C e D, o carregamento distribuido atuante ¢
nulo. Assim, neste trecho, conforme indicam as Eq.(5.2) e Eq.(5.4), o esfor¢o cortante
serd constante ¢ o momento fletor apresentard variacdo linear. Assim como na viga
superior, na viga inferior ocorrerd também a descontinuidade no diagrama de esforgo
cortante devido a presenga da reacdo pontual V.

Com base nos comentarios dos dois ultimos paragrafos, e nos diagramas de
corpo livre, os diagramas de esforgos solicitantes para as vigas analisadas podem ser

construidos, os quais estdo apresentados nas Fig. (5.16) e Fig. (5.17).

3 E
— — — ]
9 1 8 7
+ -
‘

306,25

Figura 5.16 Diagrama de esforgo cortante.
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252,08

93

1837,5 Ib/pés

Figura 5.17 Diagrama de momento fletor.
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6. — Elemento de Barra Geral: Porticos Planos

6.1 — Introducdo

Porticos planos sdo estruturas lineares planas submetidas a acgdes externas
contidas no plano que define a geometria de sua estrutura. Seu emprego ¢ amplo no
dominio da engenharia das estruturas, principalmente em edificagdes ¢ manufaturas
mecanicas. Esse tipo de estrutura ¢ composto por elementos de barra geral de geometria
reta, sendo solicitado apenas por esfor¢o normal, esfor¢o cortante ¢ momento fletor.
Consequentemente, os porticos planos conseguem representar os deslocamentos da
estrutura no plano, ou seja, deslocamentos ao longo dos eixos X € y bem como a rotagao
no plano 6&y. Deve-se destacar que existem também os porticos tridimensionais, 0s
quais sdo a generalizagdo do caso plano.

A andlise estrutural dos porticos planos ¢ efetuada de forma semelhante a
apresentada para os elementos de viga. Assim, utilizam-se as relagdes diferenciais para
o tracado dos diagramas de esforcos solicitantes. Porém, como os porticos envolvem
normalmente mais de uma barra, nessas estruturas os diagramas sao construidos barra a
barra. Na sequéncia deste capitulo, serdo apresentados trés exemplos com o objetivo de

ilustrar a determinagdo dos diagramas de esforcos solicitantes em poérticos planos.

6.2 — Exemplo 1

O primeiro exemplo deste capitulo visa a determinagdo dos diagramas de
esforcos solicitantes do portico plano apresentado na Fig. (6.1). Trata-se de um portico
composto por duas barras sendo solicitado por uma carga distribuida e duas forgas
pontuais. Na estrutura estdo presentes um apoio fixo e um movel, os quais impedem seu

deslocamento de corpo rigido. Com base na geometria da estrutura, verifica-se que o
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angulo de inclinacdo a, apresentado na Fig. (6.1), possui as seguintes propriedades

trigonométricas: sen(a)= y ,cos(a) = % .

10 kN/m

3m

Figura 6.1 Estrutura considerada.

Para a resolugdo deste exemplo, deve-se, inicialmente, decompor a forga
equivalente correspondente a acdo distribuida ao longo dos eixos x e y. A Fig. (6.2)

ilustra a decomposi¢do desta forga, a qual resulta uma parcela orientada ao longo do

eixo x: Parcela X=503en(a)=30 KN, e uma parcela orientada ao longo do eixo V:

Parcela y =50cos(a)=40kN .

10 kN/m

Figura 6.2 Decomposigao da for¢a equivalente a carga distribuida.

Com base na decomposi¢do da forca apresentada na Fig. (6.2) obtém-se o

diagrama de corpo livre mostrado na Fig. (6.3). Assim, as rea¢des de apoio da estrutura
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sdo obtidas aplicando-se as equagdes de equilibrio de corpo rigido sobre o sistema

10 kNJ/

apresentado nessa figura. Portanto:

20 kN
@
40 kN Ve
30KN .
Ha
.<—
Va

Figura 6.3 Diagrama de corpo livre.

D F,=0 = 30+20-H, =0 = H, =50kN

dM,=0 = -20-3-10-7-40-2-30-1,5+V,-5=0 =V, =51kN

D F,=0 = V,+51-40-10=0 =V, =-1kN

Para o tragado dos diagramas de esforgos solicitantes deve-se isolar o elemento
de barra no qual deseja-se estudar a variagao dos esforcos. Iniciando o estudo pelo
elemento 1 apresentado na Fig. (6.3), este deve ser isolado e as acdes em suas
extremidades devem ser representadas. Como esta barra ¢ definida pelos nos A e B, as
acoes sobre 0 nd A sdo as reagdes de apoio calculadas anteriormente e sobre o né B sdo
os esforcos solicitantes do extremo da barra. O diagrama de corpo livre desta barra, com
as acdes mencionadas, estd apresentado na Fig. (6.4).

Para tornar possivel a determinagdo dos esforcos normal (atuante ao longo do
comprimento da barra) e cortante (perpendicular ao eixo da barra), as reagdes do apoio
A devem ser decompostas em parcelas orientadas ao longo do eixo da barra e
perpendicular a este, como mostra a Fig. (6.4). Por meio desta figura, observa-se que a
reacdo Ha gera uma componente normal, Nua, € outra cortante, Vua, as quais sao

determinadas pelas seguintes relagdes:
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Ny, :50c0s(a):40kN
Vi, =50sen(a)=30kN

y{

jl

Efetuando decomposicao semelhante para a reacdo Va obtém-se:
N,, =1sen(a)=0,6kN
V,, =1cos(a)=0,8kN

Figura 6.4 Diagrama de corpo livre barra 1.

Assim, o diagrama de corpo livre da barra 1 pode ser reconstruido da maneira

como apresentado na Fig. (6.5).

4%%2

Figura 6.5 Diagrama de corpo livre barra 1.
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Aplicando as equacgdes de equilibrio de corpo rigido ao elemento 1 determinam-

se os esfor¢os solicitantes na extremidade B desta barra. Assim:

D> Fy =0 = N =40,6kN
D> R =0 = 29,2-10-5-V =0 =V =20,8kN
DM, =0 = -29,2:5+10-5-2,5+M =0 = M =21kNm

Com base nas equagdes diferenciais, verifica-se que na barra 1 o esfor¢co normal
atuante ¢ constante ao longo do comprimento da barra, sendo o mesmo de tragdo.
Devido a presenca da carga distribuida sobre a barra 1, constata-se, com base nas
Eq.(5.2) e Eq.(5.4), que o esforco cortante apresentard variacdo linear ao longo do
comprimento da barra, enquanto para o momento fletor esta variacdo serd quadratica.
Assim, considerando os esfor¢os nas extremidades da barra e as informagdes relativas a

variagdo destes ao longo de seu comprimento, obtém-se os diagramas de esfor¢os

solicitantes, os quais estdo apresentados na Fig. (6.6).

N

40,6

Figura 6.6 Diagramas de esforgos solicitantes barra 1.

Para a construcdo dos diagramas de esforgos solicitantes da barra 2, devem ser
determinados os valores das agdes atuantes em suas extremidades. Considerando o
equilibrio da barra 1, observa-se que as agdes atuantes sobre o n6 B foram ja obtidas.

Consequentemente, estas agdes sobre a barra 2 terdo mesma intensidade e dire¢ao mas
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sentidos opostos (terceira lei de Newton). Dessa forma, para a barra 2, o diagrama de

corpo livre mostrado na Fig. (6.7) pode ser facilmente obtido.

10

N, i

40.6 20,8

21

Figura 6.7 Diagrama de corpo livre para a barra 2.

Para que os diagramas de esforgos solicitantes desta barra sejam construidos, as
acOes atuantes sobre o n6 B devem ser decompostas segundo as direcdes paralela e

perpendicular ao eixo da barra. Esta decomposicao de forcas esta ilustrada na Fig. (6.8).

Figura 6.8 Decomposic¢do de for¢as para a barra 2.

Para o esfor¢co normal atuante na barra 1 sobre o n6 B, de valor igual a 40,6 kN,
sua decomposi¢do em relacdo aos eixos X e Y resulta:

P =-40,6sen(a) = P)'=-40,6-3, = P} =-24,36kN

5

P =—40,6c0s(a) = P"=-40,6-4% = P"=-32,48kN

5
J& para o esfor¢o cortante atuante na barra 1 sobre o né B, de valor igual a 20,8

kN, sua decomposi¢do em relagdo aos eixos paralelo e perpendicular a barra 2 resulta:
P/ =208sen(ar) = P/ =20,8-% = P’ =12,48kN
P =-20,8cos(a) = P/ =-20,8-4 = P} =-16,64kN
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Dessa forma, as acOes de for¢a na extremidade da barra 2, localizada sobre o no
B, resulta da soma conveniente das componente determinadas acima. Portanto, as
resultantes ao longo dos eixos X e y sdo iguais a:

P, =-32,48+12,48 = P, ,=-20kN

P,=-24,36-16,64 = P, =-41kN

Assim, como base nas acdes determinadas na tultima equagdo, obtém-se o

diagrama de corpo livre da barra 2 como mostrado na Fig. (6.9).

21 10

20

41 51

Figura 6.9 Diagrama de corpo livre para a barra 2.

Para a verificacdo da correcdo dos resultados até aqui obtidos, pode ser efetuado
o equilibrio de corpo rigido do elemento mostrado na Fig. (6.9). Como todas as acgdes
sdo conhecidas, as equagdes de equilibrio de corpo rigido devem ser satisfeitas. Assim:

YFE=0 = > F=-20+20=0 OK!

YF =0 = > F =-41+51-10=0 OK!

dDM=0 = > M;=-10-3+51-1-21=0  OK!

Com base no diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (6.9) e nas relagdes
diferenciais, constata-se que o esfor¢o normal ¢ trativo, constante e igual a 20 kN.
Como ndo existem cargas distribuidas sobre a barra 2, conclui-se, com base nas Eq.
(5.2) e Eq.(5.4), que o esforgo cortante apresentara variagdo constante € o momento
fletor variagdo linear ao longo do comprimento da barra. Deve-se ressaltar que devido a
reacdo do apoio C, surgird uma descontinuidade no diagrama de esfor¢o cortante de
intensidade igual a reagdo deste apoio, a qual produzira um “bico”, ou ponto com
derivada descontinua, no diagrama de momento fletor. Assim, com base nestes

comentarios, os seguintes diagramas de esforcos solicitantes podem ser construidos.
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20 10
+ I |
N 41 vV
21 M
Figura 6.10 Diagramas de esforgos solicitantes.
6.2 — Exemplo 2

Neste exemplo serdo determinados os diagramas de esforcos solicitantes da
estrutura apresentada na Fig. (6.11). Esta ¢ uma estrutura de pértico plano, submetida a
carregamentos concentrados e distribuido ao longo de suas barras € a um par de
momentos fletores aplicado sobre o n6 G. Além disso, estdo também presentes dois
apoios fixos e uma articulagao.

Para a obtencdo dos diagramas de esforcos solicitantes, devem ser, inicialmente,
determinadas as rea¢des de apoio da estrutura. Como estdo presentes no sistema
estrutural dois apoios do tipo fixo, conclui-se que quatro reacdes de apoio deverdo ser
determinadas. Considerando o equilibrio de corpo rigido plano, dispde-se de trés
equagdes de equilibrio, as quais poderdo determinar trés reacdes. Assim, a quarta reagao
de apoio sera calculada utilizando o fato de que, sobre a articulagdo, o0 momento fletor ¢
nulo. Portanto, na articulagdo a estrutura poderd ser seccionada e a somatdria dos
momentos fletores em relagdo a articulagdo, de ambas as partes seccionadas devera ser
nula. Dessa forma, obtém-se o diagrama de corpo livre da estrutura seccionando-a na
articulacdo, como apresentado na Fig. (6.12).

Considerando que os esfor¢os que surgem no ponto de corte sdo auto

equilibrados tem-se:
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20kN
10 kKN/m
fo kN
RI
G '60 KN.m F H
3m
40 I{NJ
C D E T
3im
A B —
Farar vy arars L araray
| 2m | 2m | 2m | 2m | 2m |
| | f | | |
Figura 6.11 Estrutura a ser analisada.
20
10 10
ZO\L
6o ,— N N R,
G 60 3} @
lv Vi
©
2 40 L
@ v
H. Hs
¥
Va

Figura 6.12 Diagrama de corpo livre.
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Y My=0 = -V, -8+20-6+10-8-8/+60-60+40-2-20-2=0 =

2
V, = 60kN
YF, =0 = 60-20-10-8-20-40+V, =0 =
V, =100kN

O equilibrio de corpo rigido da por¢do esquerda da estrutura, ou seja, aquela
definida pelos nds A, C e G, pode ser efetuada utilizando o fato do momento ser nulo
sobre a articulacdo. Assim:

D Mg=0 = —60-4+H,-6+10:4-45+20-2-60=0 = H, =30kN

2
> F=0 = 30-H,=0 = H, =30kN
Com base nas reagdes de apoio determinadas anteriormente, deve-se calcular os

valores das acdes nas extremidades das barras que compdem a estrutura. Iniciando a

analise do problema pela barra 1, pode-se determinar seu diagrama de corpo livre, o

qual esté ilustrado na Fig. (6.13).

M/——\

N

Ve——r

30

60

Figura 6.13 Diagrama de corpo livre barra 1.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido sobre a barra apresentada na

Fig. (6.13) obtém-se:
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D> Fy=0 = N=60kN
>R, =0 = V=30kN
D> M.=0 = 30:3+M =0 = M =-90kN

Por meio do equilibrio efetuado anteriormente e das relacdes diferencias,
observa-se que o esfor¢o normal ¢ compressivo, constante e igual a 60 kN para esta
barra. J& as variagdes do esforgo cortante e do momento fletor podem ser determinadas
utilizando as Eq. (5.2) e Eq.(5.4). Como nesta barra ndo existem carregamentos
distribuidos perpendicularmente ao eixo da barra, o esforgo cortante serd constante e o
momento fletor apresentard variagdo linear ao longo do comprimento da barra. Assim,

os diagramas de esforgos solicitantes apresentados na Fig. (6.14) podem ser construidos.

60 30 90T |

N V M

Figura 6.14 Diagramas de esforcos solicitantes barra 1.

Passando agora a analise do elemento de barra 2, verifica-se que este encontra-se
posicionado de forma inclinada em relagdo aos eixos cartesianos. Consequentemente, as
acdes internas e externas atuantes sobre esta barra deverdo ser decompostas em relagcdo
as diregdes paralela e perpendicular ao eixo da barra. Com base no equilibrio da barra 1,
tem-se determinadas as acdes atuantes sobre o n6 C. Assim, o diagrama de corpo livre
da barra 2 pode ser construido, como mostrado na Fig. (6.15).

A primeira agdo a ser decomposta sera a forga concentrada de 20 kN. Com base
no apresentado pela Fig. (6.16), suas componentes normal e cortante sdo obtidas

utilizando a inclinagdo o. Assim:
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Rl =-20-% = P{ =-12kN
R =-20-% = RS =-16kN
20
10
s
60 \
v
30
- 90

o

Figura 6.15 Diagrama de corpo livre para a barra 2.

Figura 6.16 Decomposi¢do da carga concentrada.

As reagdes da barra 1 sobre a barra 2 atuantes no n6 C podem ser também
decompostas. Utilizando a inclina¢do o da barra em relacdo ao eixo X e a Fig. (6.17)

tem-se:
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a|60

Figura 6.17 Decomposi¢ao reacdes da barra 1 sobre a barra 2.

Para a acao horizontal:

P’ =30-%% = 24kN

R =-30- ¥ = -18kN
Para a agdo vertical:

PV =60-3/ =36kN

5

R/ =60-4/ = 48kN

5
Somando convenientemente as parcelas correspondentes a decomposi¢cdo das

acoes da barra 1 sobre a barra 2, verifica-se que a for¢a orientada paralela ao eixo da

barra 2 é igual a B, =24+36 = B, =60kN . J4 a parcela orientada perpendicular ao

eixo da barra 2 é igual a R, =—18+48 = R, =30kN .

Com relagdo a decomposi¢do do carregamento uniformemente distribuido, deve-
se, primeiramente, determinar sua forca equivalente. Para isso, multiplica-se o valor do
carregamento uniformemente distribuido pelo comprimento no qual este atua. Em
seguida, a for¢a equivalente deve ser decomposta segundo as diregdes paralela e
perpendicular ao eixo da barra 2. Finalmente, para a obtencdo dos carregamentos
distribuidos orientados em relagdo ao eixo da barra, divide-se cada uma das
componentes calculadas pelo comprimento da barra. Para a barra estudada, este
procedimento pode ser efetuado com o auxilio da Fig. (6.18).

A forca equivalente a este carregamento distribuido ¢ igual a 10-4=40kN .

Utilizando a inclinag@o o da barra e dividindo cada uma das componentes de forca pelo

comprimento da barra tem-se:

Capitulo 6 — Elemento de Barra Geral: Porticos Planos




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 107

PN:_4O‘%:_24 = PND:—2%:—4,8kN/m
pv=_40.%:—32 = PVD=—3%:—6,4|<N/m

10 kN/m

Figura 6.18 Decomposi¢do da carga distribuida.

Dessa forma, as cargas distribuidas determinadas acima estdo orientadas como

apresentado na Fig. (6.19).

Figura 6.19 Decomposi¢do da carga distribuida.

Portanto, com base na decomposi¢ao de todas as acdes tem-se o diagrama de

corpo livre da barra 2, o qual esta ilustrado na Fig. (6.20).
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6,4

E\I

/ 12
%
/ \16

s
90

Figura 6.20 Diagrama de corpo livre para a barra 2.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao elemento apresentado na
Fig. (6.20) obtém-se:

D F =0 =60-4,85+N-12=0 = N=-24kN

Z F =0 =30-6,4-5-16-V=0 =V =-18kN

Para a verificag@o sobre a correcdo dos resultados, pode-se verificar se a equacao

de somatoria de momentos € atendida. Assim:
ZMG:O :>—30-5+90+6,4-5-%+16-2,5—60:0 OK!

Com base nas relacdes diferenciais mostradas no capitulo anterior, verifica-se
que o esfor¢o normal apresenta variagdo linear ao longo da barra 2. Esta variacdo ocorre
devido a presenca de um carregamento distribuido axialmente como mostra a Fig.
(6.20). O mesmo tipo de variagdo ¢é observado para o esforco cortante. Este
comportamento decorre da presenga de uma carga distribuida perpendicularmente ao
eixo da barra, como ilustrado na Fig. (6.20). Consequentemente, o momento fletor
apresentara variagdo quadratica no trecho considerado. Deve-se ressaltar que devido a
presenga de duas forgas concentradas no centro da barra 2, surgirdo, neste ponto,
descontinuidades nos diagramas de esfor¢o normal e esforco cortante, além de, neste
mesmo ponto, o diagrama de momento fletor apresentar derivada ndo continua. Com
base nas consideragdes deste paragrafo, podem ser construidos os diagramas de esfor¢os

solicitantes, os quais, para a barra 2, estdo apresentados na Fig. (6.21).
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60

Figura 6.21 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra 2.

A proxima barra a ser analisada ¢ a de ntimero 3. Inicialmente, os esforgos
calculados na extremidade da barra 2, atuantes sobre o n6 G, devem ser reaplicados
sobre o extremo da barra 3 localizado sobre o nd6 G considerando mesma intensidade e
direcdo, mas sentido oposto (terceira lei de Newton). Efetuando este procedimento, ¢
possivel construir o diagrama de corpo livre da barra 3, o qual esta apresentado na Fig.
(6.22).

10

<

60 24 \18
v

Figura 6.22 Diagrama de corpo livre para a barra 3.

Na sequéncia, as forcas representadas na Fig. (6.22), atuantes sobre o n6 G,
devem ser decompostas segundo as dire¢des normal e paralela ao eixo da barra 3.

Utilizando a inclinagdo o da barra 2 e o diagrama ilustrado na Fig. (6.23), as
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componentes horizontal e vertical dos esfor¢os inclinados aplicados sobre o n6 G

resultam:

Figura 6.23 Decomposi¢do de forcas sobre o no G.

N _04.4/ -
P =24- 44 =19,2KN

P =243/ =14,4KN

5
P’ =183/ =10,8KN
vV _18.4/ =
P/ =18-4/ =14,4KN
Somando convenientemente as parcelas X e y calculadas acima, obtém-se o

diagrama de corpo livre mostrado na Fig. (6.24).

10

60 ‘
XBO N
/ /[O \V4

Figura 6.24 Diagrama de corpo livre para a barra 3.

<

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao corpo apresentado na

Fig. (6.24) obtém-se:

D F =0 = 30+N=0 = N =—30kN
YR =0 = 0-10-4-V =0 =V =-40kN
D> Mg =0 = 60+10-4-9+M =0 = M =—140kNm

Com base no diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (6.24) e nos valores

acima calculados para as a¢des nas extremidades da barra 3 € possivel a construcdo dos
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diagramas de esforgos solicitantes desta barra. Com base nos esforgos atuantes nas
extremidades da barra e nas relagdes diferenciais, observa-se que o esfor¢co normal ¢
compressivo, constante e igual a 30 kN. O esfor¢o cortante apresenta variagao linear ao
longo do comprimento da barra, j4 que sobre esta existe um carregamento
uniformemente distribuido orientado de forma perpendicular ao seu eixo.
Consequentemente, utilizando as relagdes diferenciais, verifica-se que o momento fletor
apresentara variagdo quadratica ao longo do comprimento da barra. Como o esforgo
cortante ndo passa por zero ao longo do comprimento da barra, constata-se que o
momento maximo ocorrera nas extremidades da barra. Considerando estes comentarios,

obtém-se os diagramas de esforcos solicitantes apresentados na Fig.(6.25).

N Voo

1140

Figura 6.25 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra 3.

Isolando a barra 4 da estrutura, obtém-se o diagrama de corpo livre apresentado

na Fig. (6.26).

M 20

Figura 6.26 Diagrama de corpo livre para a barra 4.

Aplicando as equacgdes de equilibrio de corpo livre sobre este elemento obtém-se

os valores das agOes atuantes sobre suas extremidades. Assim:
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YR =0 =N=0
DR =0 =V=20kN
D> M. =0 =M =-40kN

Com base nos valores dos esfor¢os nas extremidades da barra e nas relagdes
diferenciais, constata-se que o esfor¢o normal ¢ nulo. Além disso, o esfor¢o cortante
serd constante € 0 momento fletor apresentara variagao linear ao longo do comprimento
da barra. Esse comportamento ocorre devido a auséncia de carregamentos distribuidos.

Assim, os seguintes diagramas de esforgos solicitantes podem ser construidos.

20

+

Figura 6.27 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra 4.

Considerando agora o elemento 5, sua andlise ¢ muito semelhantes a apresentada
para a barra 4, devido a semelhancga entre os carregamentos atuantes e as condigdes de
extremidade. Isolando o elemento 5 da estrutura obtém-se o diagrama de corpo livre

mostrado na Fig. (6.28):

40 M

Figura 6.28 Diagrama de corpo livre para a barra 5.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao elemento apresentado na

Fig. (6.28) obtém-se:
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DR =0 =N=0

DR = =V =—40kN

DM =0 =M =-80kNm

Considerando os mesmos comentarios efetuados sobre a variagdo dos esforgos
solicitantes ao longo do elemento 4, obtém-se os diagramas de esforcos solicitantes

atuantes sobre a barra 5, os quais estao ilustrados na Fig. (6.29).

Vi
=0

40
180

M

Figura 6.29 Diagrama de esforgos solicitantes para a barra 5.

A préxima barra a ser analisada ¢ a de numero 6, a qual ¢ definida pelos nés F e
E sendo apresentada na Fig. (6.30). Para a obtencao dos esfor¢os nas extremidades desta
barra deve-se, primeiramente, efetuar o equilibrio do né F. Para tal fim, as agdes nas
extremidades das barras 3 e 4, atuantes sobre o n6 F, devem ser aplicadas sobre este né
juntamente com as a¢des da extremidade da barra 6 atuantes também sobre este no.

Devido a 3° lei de Newton, as acdes atuantes sobre o no para a consideragdao do
equilibrio devem possuir mesma direcdo e intensidade, mas sentidos opostos aos
determinados no equilibrio das barras. As acdes atuantes sobre o no F estdo ilustradas

na Fig. (6.31).
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NF

Figura 6.30 Diagrama de corpo livre para a barra 6.

Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido as agdes mostradas na Fig.

(6.31) tem-se:
140

30 0
%O%

$ $ 40
40 20

Figura 6.31 Equilibrio no6 F.

D F =0 =-V.+30=0 =V, =30kN
> F,=0 =-40-20-N. =0 = N =—60kN
d>M=0 =140-40-M_ =0 = M, =100kNm
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Com base nas agdes “Xr” obtidas no equilibrio apresentado acima, pode-se
reconstruir o diagrama de corpo livre mostrado na Fig. (6.29). Dessa forma, obtém-se o
diagrama de corpo livre ilustrado na Fig. (6.32).

TN
60

30
—

N

N

M

Figura 6.32 Diagrama de corpo livre para a barra 6.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido a barra mostrada na

Fig.(6.32) obtém-se:

D> F =0 = N-60=0 = N =60kN
YR =0 = V-30=0 =V =30kN
D> M =0 = 100-30-3-M =0 = M =10kNm

Devido a auséncia de carregamentos distribuidos nessa barra, pode-se concluir,
com base nas relagdes diferenciais apresentadas no capitulo anterior, que o esforgo
normal sera compressivo, constante e igual a 60 kN. O esforco cortante sera constante e
o momento fletor apresentard variagdo linear ao longo do comprimento da barra. Assim,

os diagramas de esforcos solicitantes desta barra podem ser construidos, como mostrado

na Fig. (6.33).
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Finalmente, deve-se analisar a ultima barra do poértico, a qual apresenta o
numero 7. Esta barra ¢ delimitada pelos nos E e B, sendo que sobre o n6 B atuam as

reacdes de um apoio fixo. Dessa forma, pode-se construir o diagrama de corpo livre

desta barra como mostrado na Fig. (6.34).

60 30 —

100

N \Y M

Figura 6.33 Diagramas de esfor¢os solicitantes para a barra 6.

30
%

100

Figura 6.34 Diagrama de corpo livre para a barra 7.

Aplicando as equacgdes de equilibrio de corpo rigido sobre o elemento e as agdes

mostradas na Fig. (6.34) tem-se:
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DR =0 = 100-N=0 = N =100kN
2R =0 =30-V=0 =V =30kN
dM_=0 = M-30-3=0 = M =90kNm

Devido a auséncia de forgas distribuidas sobre esta barra, constata-se, com base
nas relagdes diferenciais apresentadas no capitulo anterior, que o esfor¢co normal serad
constante, compressivo e igual a 100 kN. Além disso, o esfor¢o cortante apresentara
comportamento constante ¢ o0 momento fletor apresentard variagcdo linear ao longo da
barra. Os diagramas de esfor¢os solicitantes para esta barra, com base nestes

comentarios, podem ser construidos, os quais estido apresentados na Fig. (6.35).

100 30 ] 90

N \Y% M

Figura 6.35 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra 7.

De forma a verificar a corre¢do do exercicio, pode-se averiguar se a condi¢do de
equilibrio do né E ¢ atendida. Sobre este n6 concorrem trés barras. Assim, as acdes das
extremidades dessas barras, atuantes sobre o nd E, devem ser aplicadas sobre este no e a
condi¢do de equilibrio de corpo rigido deve ser atendida. Para tal finalidade, os esforcos
determinados nas extremidades das barras devem ser reaplicados sobre o n6 com mesma
intensidade e direcdo, mas com sentido contrario (3° lei de Newton).

Na Fig. (6.36) estdo apresentadas as agdes atuantes sobre o n6 E. Impondo, sobre

essas acdes, a condi¢do de equilibrio tem-se:

D F,=0 = 0-30+30=0 OK!
D> F,=0=100-40-60=0 OK!
D M =0=80+10-90=0 OK!

Assim, o equilibrio ¢ satisfeito indicando a correcdo do exercicio.
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80 60 \10
0

3
$%° o__

40 30 /
100

90
Figura 6.36 Verificacdo do equilibrio do n6 E.

6.3 — Exemplo 3

No ultimo exemplo deste capitulo serdo determinados, para o poértico plano
apresentado na Fig. (6.37), os diagramas de esforcos solicitantes e as reacdes dos
vinculos internos e externos existentes. O portico esta submetido apenas a
carregamentos uniformemente distribuidos ao longo das barras que o compdoem. Além
disso, a estrutura ¢ vinculada por meio de dois apoios do tipo fixo, posicionados sobre
os n0s A e D. Uma caracteristica diferente presente neste portico, e ainda ndo discutida
nos exemplos anteriores, ¢ o tipo de ligacdo (ou vinculo interno) existente entre as
barras 2 e 3, ou seja, sobre o né C. Este tipo de ligacdo impede apenas o deslocamento
vertical e o giro relativo entre as referidas barras. Portanto, sdo transmitidas somente a
forga vertical (esforgo normal da barra 2 e esforgo cortante da barra 3) e o momento
fletor entre as barras unidas neste no.

O diagrama de corpo livre da estrutura, separada no né C com os respectivos
esforcos internos e externos, ¢ apresentado na Fig. (6.38). Se a estrutura estd em
equilibrio, cada parte isolada da estrutura também estard em equilibrio. Fazendo o

equilibrio da parte esquerda da estrutura, definida pelos nos A, B e C, tem-se:
> F,=0 = -H,+10-5=0 = H, =50kN
Considerando todas as acdes atuantes sobre a estrutura, tem-se:
> F,=0 = -50+10-5-H,=0 = H, =0
ZMD =0:>—VA-8—50-5+10-5-%+10-4-%+ Mc =M +2-(Ve -V )=0
V, =-5,625kN
D F,=0 = -5625-10-4+V, =0 = V, =45,625kN
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10 kN/m
10 kN/m C— D .
©)
/!
2 2m
3m
‘ 4 m ‘ 4 m ‘
Figura 6.37 Estrutura a ser analisada.
Mc 10 kN/m
m
10 kN/m Ve MC( Hp
Ve Vb

sen(a)=

PN

cos(a)=

Figura 6.38 Diagrama de corpo livre.

Considerando agora apenas a parte direita da estrutura, definida pelos nos C e D,
obtém-se os valores dos esfor¢os atuantes sob o ndé C aplicando as seguintes equagdes

de equilibrio de corpo rigido:
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SF, =0 = Vo +Vy-10-4=0 = V, +45,625-40=0 =V, =-5,625kN

DM =0 = V,-4-10-4-%4-M; =0 = M, =102,5kNm

Conhecidas as reagoes dos vinculos externos e do vinculo interno entre as barras
2 e 3, deve-se analisar o diagrama de corpo livre de cada uma das barras de forma
isolada, para entdo serem tragados os diagramas de esfor¢os solicitantes desejados.

Comecando pela barra 1, a Fig. (6.39) apresenta o diagrama de corpo livre desta

barra, que encontra-se inclinada de & em relagdo a horizontal.

Ms

10 kN/m ﬁ
\

__JA 50

ls,eszs

Figura 6.39 Diagrama de corpo livre da barra 1.

Antes de serem aplicadas as equagdes de equilibrio de corpo rigido, faz-se
necessaria a decomposicdo das reacdes de apoio atuantes sobre o nd6 A em relagdo as

diregdes paralela e perpendicular ao eixo da barra. Isso sera feito utilizando a Fig.(6.40).

Figura 6.40 Decomposi¢@o das reacdes de apoio do n6 A.
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As parcelas paralela e perpendicular ao eixo da barra, devidas a reagdo do apoio
A, sdo obtidas por:

P’ =50cos(a)=40kN

R’ =50sen(a)=30kN

Py =5,625sen(a) =3,375kN

R =5,625c0s(ar) =4,5kN

Somando convenientemente as parcelas correspondentes a decomposi¢do das
reacdes no nd A, verifica-se que a forca resultante orientada paralela ao eixo da barra 1

¢ igual a B, =40+3,375 = B, =43,375kN . J4 a parcela orientada perpendicular ao
eixo da barra 1 é igual a R, =30—-4,5 = R, =25,5kN..

Além da decomposi¢do das reagdes, ¢ necessaria a decomposicdo da carga
distribuida que atua ao longo da barra 1. Primeiramente, determina-se a forca
concentrada equivalente ao carregamento distribuido, a qual ¢ obtida multiplicando-se o
valor da carga distribuida pelo comprimento no qual esta atua. Entdo, decompde-se a
forca equivalente segundo as dire¢des perpendicular e paralela ao eixo da barra em
questdo. Dividindo-se as componentes da for¢a equivalente pelo comprimento da barra,
encontram-se os valores das cargas distribuidas, paralela e perpendicular, ao longo da
barra 1. Este procedimento esta representado na Fig. (6.41).

A forca equivalente a este carregamento distribuido ¢ igual a 10-3=30kN .

Utilizando a inclinag¢do o da barra e dividindo cada uma das componentes de forca pelo

comprimento da barra tem-se:
Ry =30cos(a)=24kN = B =24/ =4 8kN/m
R, =30sen(ar)=18kN = RP =18/ =3 6kN/m

10 kKN/m

Figura 6.41 Decomposi¢@o da carga distribuida.
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Dessa forma, as cargas distribuidas determinadas anteriormente estdo orientadas
como apresentado na Fig. (6.42), a qual também ilustra o diagrama de corpo livre da

barra 1.
3.6

=l

M
4.8 y
N

43,375
/ ¥5,5

Figura 6.42 Diagrama de corpo livre.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido a barra apresentada na Fig.

(6.42) obtém-se:

D F =0 = —43,375+4,8-5+N =0 = N =19,375kN
DR =0 = 255-3,6-5-V=0 =V =7,5kN
> My =0 = -25,5-5+3,6:5-3)+ M =0 =M =82,5KN -m

Com base nas relagdes diferenciais apresentadas no capitulo anterior, verifica-se
que o esfor¢o normal possui varia¢do linear ao longo do comprimento da barra. Esta
variagdo ocorre devido a presenca de uma carga distribuida de forma paralela ao eixo da
barra como mostrado na Fig. (6.42). O mesmo tipo de variagdo é observado para o
esforco cortante. Este comportamento decorre da presenga de uma carga distribuida de
forma perpendicular ao eixo da barra, como também ilustrado na Fig. (6.42).
Consequentemente, o momento fletor apresentard variacdo quadratica no trecho
considerado. Com base nas considera¢des deste paragrafo, podem ser construidos os
diagramas de esforcos solicitantes da barra analisada, os quais estdo apresentados na

Fig. (6.43).
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7,5

82,5

N A% M

Figura 6.43 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra 1.

Para a barra 2, esquematiza-se o diagrama de corpo livre tal como apresentado
na Fig. (6.44). Salienta-se que os esforcos do nd C foram obtidos no instante em que as

reacdes dos vinculos internos e externos foram determinadas.
102(,/5//—\

5,625

10 kN/m 0

N

MY

Figura 6.44 Diagramas de corpo livre para a barra 2.

Aplicando-se as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao corpo apresentado na

Fig. (6.44) obtém-se:

D Fy=0 = -N+5,625=0 = N =5,625kN
DR =0 = -V+10-2=0 =V =20kN
ZMB=0 — _M _10.2.22+102,5=0 =M =82,5kN -m

Uma maneira de verificar se os resultados obtidos até o momento estdo corretos,

¢ efetuando o equilibrio do né B considerando as ac¢des das extremidades das barras 1 e
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2 atuantes sobre o n6 B. Decompondo as agdes da barra 1 em relagdo aos eixos X e Y,

como mostrado na Fig. (6.45), obtém-se:

5.625
IQ,W 19,/3?/:“,625 W
a _

— p— —
—_ ;& 15,5 20
7.5 61"
BRNYA
4.5

Figura 6.45 Decomposigdo dos esforgos da barra 1 no no B.

Considerando as agdes determinadas na barra 2, pode-se escrever o equilibrio do
nd B, conforme apresentado na Fig. (6.46). Portanto, verifica-se que o equilibrio é
satisfeito, indicando a corre¢ao dos equilibrios até aqui efetuados.

82,5
F

X

M
20 5,625

F
@ y
> @ @
O @ O @ O
20 @ 5,625

82,5

Figura 6.46 Equilibrio do n6 B.

Com base no diagrama de corpo livre da barra 2, apresentado na Fig. (6.44), e
nos valores anteriormente calculados para as agdes em suas extremidades, ¢ possivel a
construg¢do dos diagramas de esforgos solicitantes para a referida barra. Com base nos
valores dos esforcos nas extremidades da barra e nas relagdes diferenciais, observa-se
que o esforco normal atuante na barra ¢ de tracdo, constante e igual a 5,625 kN. O
esfor¢o cortante apresenta variagdo linear ao longo do comprimento da barra, ja que
sobre esta existe um carregamento uniformemente distribuido atuando.
Consequentemente, utilizando-se as relagdes diferenciais, verifica-se que o momento
fletor apresentara variagdo quadratica ao longo do comprimento da barra. Com base
nestes comentarios, obtém-se os diagramas de esforgos solicitantes apresentados na

Fig.(6.47).
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5,625 20
N \Y M

Figura 6.47 Diagrama de esforgos solicitantes para a barra 2.

Para a barra 3, o diagrama de corpo livre ¢ o ilustrado na Fig. (6.48).

10 kN/m

102,5

5,625 45,625

Figura 6.48 Diagrama de corpo livre para a barra 3.

As componentes dos esforcos solicitantes sobre os nés C e D ja haviam sido
calculadas quando da determinagdo das reagdes dos vinculos internos e externos. Com
base nesses valores, verifica-se que o esforco normal na barra ¢ nulo. Além disso, em
funcdo da carga distribuida uniformemente ao longo da barra, o comportamento do
esforco cortante ¢ linear e, consequentemente, o comportamento do momento fletor ¢

quadratico. Assim, os seguintes diagramas de esforcos solicitantes podem ser

construidos.

2,025 """"'-----...__‘45,625 L
102,5

\%

Figura 6.49 Diagrama de esforgos solicitantes para a barra 3.
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7. — Estruturas Mistas Bidimensionais

7.1 — Introducao

O termo misto ¢ normalmente utilizado na lingua portuguesa para designar
objetos compostos por elementos diferentes. No contexto da engenharia de estruturas,
esse termo pode ser empregado para a designacdo de estruturas formadas por diferentes
materiais e/ou diferentes tipos de elementos estruturais. Esses tipos de estruturas sdo de
grande importincia no cotidiano da engenharia de estruturas, pois permitem a
concepcdo de projetos e a determinacdo de configuracdes estruturais que melhor se
adéquam aos recursos disponiveis, como apresentado na Fig. (7.1).

Neste capitulo serdo analisadas estruturas planas mistas compostas por
elementos de barra geral e elementos de barra simples. Objetivam-se determinar os
diagramas de esforcos solicitantes para os elementos de barra geral e os esforcos

normais nos elementos de barra simples.

Figura 7.1 Exemplos de estruturas mistas.
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7.2 —Exemplo 1

O primeiro exemplo deste capitulo refere-se a analise estrutural da estrutura
mista apresentada na Fig. (7.2). Trata-se de um portico plano formado por duas barras,
sobre o qual apoia-se uma trelica plana composta por quatro barras. Esta estrutura ¢
engastada em seu no E, sendo que dois carregamentos concentrados atuam sobre o no
A. Além disso, um carregamento uniformemente distribuido atua sobre a barra
horizontal do pértico.

Barra simples

C——— Barra geral

Im

D A 3kN

SkNJ/

1,5m ‘ 3m |

Figura 7.2 Estrutura a ser analisada.

A analise sera iniciada determinando-se os esfor¢os normais atuantes nas barras
da trelica (elementos de barra simples) por meio do método dos nos. Efetuando o
equilibrio do n6 A, o seguinte diagrama de corpo livre pode ser obtido.

FAC

Qo —>

AB

Figura 7.3 Diagrama de forcas para o né A.
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Segundo a disposi¢do geométrica dos elementos de barra simples, verifica-se
que o angulo o apresenta os seguintes valores para seu Seno € CoSseno:
sen(a)=0,3162 ; cos(a)=0,9486. Aplicando as equagdes de equilibrio de ponto
material sobre as forcas atuantes no no A obtém-se:

Y F,=0 = -8+F,sen(a)=0 = F,c =25,30kN (tracdo)

D F,=0 = -Fy—F,cos(a)+3=0 = F,; =-21kN (compress&o)

O préoximo nd a ser equilibrado ¢ o de letra C. Isolando-o da estrutura e

representando as forcas que atuam sobre ele, obtém-se o diagrama de corpo livre

mostrado na Fig. (7.4), o qual j4 leva em conta o esfor¢o atuante sobre a barra AC.

O

25,3
FCD 4 B
FCB

Figura 7.4 Diagrama de forcas para o n6 C.

Conforme a disposicdo geométrica dos elementos de barra simples, observa-se
que os angulos B} e y apresentam os seguintes valores para as fungdes trigonométricas
Seno € cosseno:

sen(8)=0,9486 ; cos(£)=0,3162 ; sen(y)=10,8321; cos(y)=0,5547

Portanto, aplicando as equagdes de equilibrio de ponto material sobre as forgas
apresentadas na Fig. (7.4) obtém-se:

D F,=0=-Fcsen(y)+253sen(3)=0 = Fp =28,842kN (tragéo)

D F, =0 =—F,cos(y)—25,3cos(B)—Fes =0 = Fgy =—24kN (compresséo)

Com base no equilibrio desses dois nds, determinam-se as forgas atuantes sobre
os nds B e D, pertencentes ao pértico, referentes as reacdes da trelica. Assim, obtém-se

o conjunto de for¢cas mostrado na Fig. (7.5) para os no6s B e D respectivamente.

1
24 KN 6

® 21 KN O >24

Figura 7.5 Forgas atuantes sobre os nos B e D.
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A partir das forgas atuantes sobre os nos B e D, ¢ possivel a representacao do

conjunto total de forgas atuantes sobre o portico, o qual € mostrado na Fig. (7.6).

16 2 24

TN

—> | «—

Figura 7.6 Forgas atuantes sobre o portico plano.

Para a determinagdo dos esforcos solicitantes no pértico plano mostrado na Fig.
(7.6), deve-se inicialmente obter seu diagrama de corpo livre. Este diagrama ¢ ilustrado

na Fig. (7.7).

Figura 7.7 Diagrama de corpo livre.

Com base na Fig. (7.7) podem ser obtidas as reacdes de apoio da estrutura

aplicando-se as equacdes de equilibrio de corpo rigido. Assim:
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DY F=0=> 24-21-H_=0 = H, =3kN
DY F=0= V.+16-2:1,5-24=0 =V, =11kN

2-1,5°

ZME:O: 21-3-24-1,5- -24.3-M =0 =M =-47,25kNm

Iniciando o tragado dos diagramas de esforcos solicitantes pela barra 1, esta deve
ser isolada da estrutura como mostrado na Fig. (7.8). Para que a variagdo dos esforgos
solicitantes ao longo do dominio da barra seja conhecida, os valores das agdes em suas
extremidades devem ser determinados. Assim, aplicando as equagdes de equilibrio de

corpo rigido a barra mostrada na Fig. (7.8) obtém-se:

M

/NF

V

%7

3
L %
Figura 7.8 Diagrama de corpo livre para barra 1.

2. F.=0 =V =3kN
Z F,=0 = N =11kN
ZME =0 .. —(—47,25)—3-3+|\/| =0 = M =-38,25kNm

Com base nos valores das agdes nas extremidades da barra 1, determinados
anteriormente, pode-se utilizar as relagdes diferenciais para o tragados dos diagramas de
esfor¢os solicitantes. A partir destas relagdes, e dos valores dos carregamentos atuantes
sobre a barra, constata-se que o esfor¢co normal sera constante, compressivo e igual a 11
kN. Ja o esforco cortante, este sera também constante e igual a 3 kN. Devido a seu
sentido (tende a rotacionar a barra no sentido horario) seu sinal € positivo. O momento

fletor apresentara variacdo linear ao longo do comprimento da barra (uma ordem
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polinomial a mais que para o esforgo cortante), sendo que os momentos fletores em suas

extremidades tendem a tracionar sua face direita da barra. Assim, obtém-se os

diagramas ilustrados na fig. (7.9).
[ 111 3| 38,25 |ﬁ

[ | 47,25|
N V M

Figura 7.9 Diagramas de esforgos solicitantes para barra 1.

Continuando a analise, os esforgos solicitantes atuantes sobre a barra 2 devem

também ser determinados. Isolando esta barra da estrutura obtém-se o corpo ilustrado na

Fig. (7.10).

M 2 24

N l 21

— R —
v

Figura 7.10 Diagrama de corpo livre para a barra 2.

Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido sobre o corpo acima tém-se:

ZFX:() = N=21=0 = N =21kN
YF=0 =V-24-2:1,5=0 =V =27kN
2
2L _wi—o — M =-38,25kNm

dMp=0 =-24-1,5-

A partir das agdes determinadas nas extremidades da barra 2, das relagdes
diferenciais e dos carregamentos atuantes sobre esta barra, verifica-se que seu esfor¢o

normal sera constante, compressivo e igual a 21 kN. Ja o esforco cortante apresentara
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variacdo linear ao longo do comprimento da barra. Esse comportamento decorre da
presenca de um carregamento uniformemente distribuido orientado perpendicularmente
ao eixo da barra. Finalmente, verifica-se que o momento fletor apresentard variagdo
quadratica ao longo do comprimento da barra. Assim, com base nesses comentarios,

obtém-se os diagramas de esfor¢os solicitantes, os quais sdo representados na Fig.
(7.11).

o1 27 24 38,25

N Vv M

Figura 7.11 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra 2.

Para a verificagdo sobre a corre¢do da resolugdo do exemplo, a condicdo de
equilibrio deve ser verificada sobre o n6 D. Para tal fim, as agdes das extremidades das
barras atuantes sobre este n6 devem ser reaplicadas sobre ele com sentido inverso (3° lei
de Newton). Além disso, os carregamentos externos sobre o nd devem ser também
considerados. Assim, obtém-se as representagdes mostradas na Fig. (7.12). Aplicando

sobre as a¢des mostradas nesta figura as equacdes de equilibrio de corpo rigido tem-se:
16

21
24 O 07
3 < O

11 UM

Figura 7.12 Verificacdo do equilibrio né D.

YF=0 = 24-21-3=0 OK!
DF,=0 = 11+16-24=0 OK!
D Mp=0 = 3825-38,25=0 OK!

Assim, como o equilibrio ¢ atendido, constata-se a corre¢do do exemplo.
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7.3 — Exemplo 2

A estrutura a ser analisada neste item ¢ a apresentada na Fig. (7.13). Trata-se de
um poértico plano formado por dois elementos de barra geral, delimitados pelos nos
ADB e CEB, e um tirante horizontal posicionado entre os ndés DE. O tirante ¢ um
elemento de barra simples solicitado apenas por esforgos de tragdo. Sobre os n6s B, D e
E atuam forcas concentradas de valor igual a 10 kN. Além disso, a estrutura possui uma
articulagdo localizada em seu n6 B sendo vinculada nos nos A e C onde atuam um apoio

fixo e um movel, respectivamente.

tirante

\ 2m \ 2m | 2m \ 2m \

Figura 7.13 Estrutura a ser analisada.

Para a determinacdo dos diagramas de esforgos solicitantes deve-se,
inicialmente, determinar as reacdes nos apoios. Para este fim, o diagrama de corpo livre
da estrutura deve ser construido. Este diagrama, para a estrutura em analise, esta

apresentado na Fig. (7.14).

10 kN‘

Va V¢ T

Figura 7.14 Diagrama de corpo livre.
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Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido sobre a estrutura mostrada

na Fig. (7.14) obtém-se:

dMc=0 = -V,-8+10-6+10-4+10-2=0 = V, =15kN
D> F =0 = 15-10-10-10+V, =0 = Ve =15kN
ZFxZO = H,=0

De posse dos valores das reacdes de apoio, os valores das acdes nas
extremidades das barras devem ser calculados. Portanto, deve-se separar a estrutura em
seu no B, ou seja, sobre a articulagdo. Através dessa separacao, obtém-se o diagrama de

corpo livre apresentado na Fig. (7.15).

10
J/ V2
Hi

H2

Vi
H1E
T\h
10 l
R
N

i

Figura 7.15 Diagrama de corpo livre da estrutura separada.

Efetuando o equilibrio de corpo rigido da barra esquerda mostrada na Fig.(7.15),

delimitada pelos nés ADB, ¢ possivel a determinagdo das reagdes internas Vi, Hi e N.

Assim:
YF,=0 = 15-10+4V,=0 = V, =-5kN
D M;=0 = -15:4+10-2+N-1,5=0 = N =26,67kN
YF=0 = N+H, =0 = H, =-26,67kN

Para que as varia¢des dos esfor¢os normal, cortante € momento fletor ao longo

da barra ADB sejam determinadas, as acdes determinadas anteriormente devem ser
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decompostas segundo as dire¢des paralela e normal ao eixo desta barra. Utilizando a

inclinagdo o da barra, a qual ¢ mostrada na Fig. (7.16), verifica-se que seno (o) e
cosseno (o) sdao dados por: sen(a):% e COS(&)Z%. Assim, utilizando esta

informagdo e o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (7.16) € possivel a

determinagdo da decomposicao das agoes.

Figura 7.16 Decomposigdo das forgas para a barra.

Efetuando a decomposicdo da reacdo do apoio A, a qual serd designada pelo
indice R, tem-se:

P¢ =15sen(a)=9kN

R* =15c0s(a)=12kN

Decompondo agora o esforco normal atuante sobre o tirante obtém-se:

P =26,67cos(a)=21,34kN

R =26,67sen(a)=16kN

Considerando a decomposi¢ao da for¢a pontual de intensidade igual a 10 kN,
tem-se:

P{ =10sen(a)=6kN

R’ =10cos(a)=8kN

Decompondo, finalmente, as rea¢des internas Hi e V1 obtém-se:

Py =5sen(a)=3kN

R/ =5cos(a)=4kN
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P =26,67 cos(ar) =21,34kN
R =26,67sen(a) =16kN

Levando em consideracdo o sentido de atuacdo de cada uma das acdes
decompostas, ¢ possivel reconstruir o diagrama de corpo livre da barra ADB. O
diagrama atualizado estd mostrado na Fig. (7.17). Com base nesta figura ¢ possivel a
determinagdo da variacdo dos esforcos solicitantes nesta barra. Considerando o
carregamento atuante, verifica-se que o esfor¢o normal serd constante e compressivo.
Porém, devido a acdo do tirante e do carregamento pontual aplicado, os quais
introduzem uma for¢a pontual localizada no centro do comprimento da barra, o
diagrama deste esfor¢co apresentara uma descontinuidade de valor igual a componente
do esfor¢o normal no tirante dirigida ao longo do comprimento da barra. J& o esforgo
cortante, este sera também constante. Porém, assim como no esfor¢o normal, sera
observada uma descontinuidade neste diagrama, em decorréncia da presenca da
componente do esforco normal do tirante e do carregamento pontual aplicado orientada
de forma perpendicular ao eixo da barra. Com relagdo ao diagrama de momento fletor,
verifica-se que, segundo as relagdes diferenciais, este esforgo solicitante apresentara
variagdo linear ao longo do comprimento da barra. No entanto, devido a
descontinuidade observada no diagrama de esfor¢o cortante, haverd um “bico”, ou
ponto com derivada descontinua, no diagrama de momento fletor, exatamente onde
ocorre a descontinuidade no diagrama de esforco cortante. Com base nestes comentarios
pode-se determinar os diagramas de esforcos solicitantes da barra ADB, os quais estao

apresentados na Fig. (7.18).
e

15,34

\
s

Figura 7.17 Diagrama de corpo livre para a barra ADB.
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24 34 )
9 | V

Figura 7.18 Diagramas de esforgos solicitantes.

Utilizando a simetria da geometria da estrutura e dos carregamentos, pode-se
determinar o diagrama de corpo livre para a barra CEB considerando as agdes ja

decompostas. Esse diagrama estd apresentado na Fig. (7.19).

24,34

12/
15,34

VAN

Figura 7.19 Diagrama de corpo livre da barra CEB.

Com base nos comentarios efetuados anteriormente para a variacao dos esforgos
solicitantes na barra ADB, pode-se representar os diagramas de esforcos solicitantes

para a barra CEB. Estes diagramas estdo apresentados na Fig. (7.20).

12
24,34\ R
9
N V 12

Figura 7.20 Diagramas de esforcos solicitantes.
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Como parte final deste exemplo, sugere-se que o leitor verifique se o equilibrio
do n6 B, onde atua uma for¢a concentrada de 10 kN, ¢ atendido. Para isso, basta

verificar se a somatdria das forgas atuantes sobre o n6 ¢ nula.
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8. — Elemento de Barra Geral: Grelhas

8.1 — Introducao

As grelhas sdo estruturas constituidas por elementos de barra geral situados em
um mesmo plano, que se interceptam e consequentemente passam a interagir
mecanicamente com o objetivo de resistir as acdes que neles venham a atuar. Estas
estruturas estdo sujeitas a agdes predominantemente perpendiculares ao seu plano, como
mostra a Fig. (8.1), tendo como respostas rotacdes em relacdo aos eixos das barras que
as compdem e o deslocamento perpendicular ao plano formado por suas barras. Dessa
forma, nas grelhas estardo presentes apenas esforcos cortantes, momentos fletores e
momentos torgores.

As grelhas constituem sistemas estruturais mais racionais quando comparado as
vigas isoladas, uma vez que permitem melhor redistribuicio de carga e
consequentemente dos esforcos internos. Esse tipo de sistema estrutural permite vencer
grandes vaos, como ilustrado na Fig. (8.1), possibilitando assim a concepgdo € o projeto

de grandes estruturas.

Figura 8.1 Estruturas de grelha.
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Neste capitulo serdo apresentados trés exemplos que objetivam a determinagao
dos diagramas de esforcos solicitantes de grelhas isostaticas. A metodologia a ser
empregada ¢ a mesma aplicada nos capitulos anteriores, a qual pode ser resumida como:

1) Construcdo do diagrama de corpo livre. Substituicdo das condigdes de
vinculagdo por reagdes equivalentes;

2) Determinacao das reacdes de apoio da estrutura. Aplicagdo das equagdes de
equilibrio de corpo rigido;

3) Andlise de cada elemento de barra geral da grelha de forma isolada.
Determinacao dos valores das a¢des nas extremidades das barras;

4) Analise da presengca de descontinuidades nas barras, como agdes
concentradas, e estudo da variacdo dos esforcos solicitantes ao longo do
comprimento da barra;

5) Tragado do diagrama de esforgos solicitantes.

A seguir serdo apresentados os exemplos que ilustram a aplicacdo dessa

metodologia.

8.2 —Exemplo 1

Construa os diagramas de esfor¢os solicitantes da grelha apresentada na Fig.
(8.2). Trata-se de uma grelha isostatica simplesmente apoiada sobre os nds A, E e F.
Nessa estrutura atuam trés forgas concentradas ¢ uma distribuida, conforme indicado na
Fig.(8.2).

A primeira etapa a ser efetuada objetivando a resolucdo desse exemplo trata da
constru¢do do diagrama de corpo livre da estrutura. Substituindo as condi¢des de
vinculacdo da estrutura por reagdes equivalentes obtém-se o diagrama de corpo livre
apresentado na Fig. (8.3). Aplicando as condig¢des de equilibrio de corpo rigido as agdes
apresentadas na Fig. (8.3) determinam-se as reagdes de apoio da estrutura, as quais s@o
iguais a:

dDMI=0 = 5:2410-2-(1+2)+10-4-V,-4=0 = V_=27,5kN

YMI=0= -V, -3+5:3+V.-3-10-3=0 = -3V, +3:V. =15 =
V, -V, =-5
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YF=0 = V,+V+V.-5-10-10-10-2=0 =
V,+27,5+V, -45=0 = V,+V. =175

VE

Figura 8.3 Diagrama de corpo livre.

Organizando as duas ultimas equagdes obtidas anteriormente, escritas em fungao

de V, e V., em um sistema matricial ¢ em seguida resolvendo-o, obtém-se as duas

reagoes de apoio ainda nao explicitadas. Assim:
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L =1}V, [ -5 Val [6,25 KN
11| 17,5 Ve | 11,25
Apos a determinagdo das reagdes de apoio, cada uma das barras que compdem a

grelha considerada deve ser isolada e as agdes em suas extremidades determinadas. Este

procedimento pode ser iniciado pela barra AB, a qual esta apresentada na Fig. (8.4).

Z
y

A

X
6,25

B

/ T
ME \
Figura 8.4 Barra AB.

Aplicando as equacgdes de equilibrio de corpo rigido a barra apresentada na Fig.
(8.4) obtém-se:

DM, =0 = T=0

DM, =0 = 6,252-M=0 = M=12,5kNm

DF=0 = 625-V=0 = V =6,25kN

Com base nas relagdes diferenciais, constata-se que o esforgo cortante possui
valor constante ao longo do comprimento da barra, enquanto o momento fletor possui
variagdo linear. Assim como o esforco cortante, o momento tor¢or possui valor
constante ao longo da barra, sendo igual a zero. Portanto, com base nessas informagoes
e nos valores das acdes nas extremidades das barras, os diagramas de esforgos
solicitantes para a barra AB podem ser construidos, os quais estdo apresentados na Fig.
(8.5).

Antes dos valores das a¢des nas extremidades da barra BD serem determinados,
deve-se considerar o equilibrio do n6 B. Este procedimento, que ¢ necessario devido a
transmissdo de esforcos de uma barra para outra, ¢ efetuado reaplicando sobre o n6 B

(com sentidos opostos) as agdes atuantes sobre a extremidade da barra AB que concorre
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ao n6 B (3 lei de Newton). O ndé B, bem como os esforgos atuantes sobre ele, estdo

apresentados na Fig. (8.6).

0
6,25
12,5

A% T M

Figura 8.5 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra AB.

5

®
12,5 77
6’25 FZBD qulj

Figura 8.6 Equilibrio n6 B.

Impondo as condi¢des de equilibrio de corpo rigido as acdes apresentadas na
Fig. (8.6) obtém-se:

DM, =0 = M, =0

DM, =0 = 12,5+M,_=0 = M, =-12,5kNm

Y F=0 = 625-5+F,_=0 = F,_ =-125kN

Transferindo as a¢des determinadas acima (com sentidos opostos) para a

extremidade da barra BD que concorre ao né B, obtém-se a configuracdo apresentada na
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Fig. (8.7). Impondo, sobre a barra mostrada na Fig. (8.7), as equagdes de equilibrio de

corpo rigido obtém-se:

T
D /
\% \M
12,5 B

’/ 1,25

Figura 8.7 Barra BD.

dDM,=0 = -1253+M=0 = M =375kNm
dDM, =0 = 12,5+T=0 = T =-12,5kNm
dYF =0 = 1,25-V=0 = V =1,25kN

De acordo com o apresentado na Fig. (8.7) e nas relagdes diferenciais, observa-
se que o esforgo cortante apresentara valor constante ao longo do comprimento da barra,
enquanto o momento fletor possuird variagdo linear. Como ndo existem momentos
tor¢ores aplicados ao longo do corpo da barra, o momento torgor apresentard valor
constante. Portanto, com base nos valores determinados anteriormente para as agdes nas
extremidades da barra BD, e nas observacdes descritas, os diagramas de esforgos
solicitantes para a barra BD podem ser tragados, os quais estdo apresentados na Fig.
(8.8).

1,25

2

Ams

\Y% T M

12,5

Figura 8.8 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra BD.
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Considerando agora a barra CD, esta deve ser isolada da estrutura e as agdes em
suas extremidades determinadas para que seus diagramas de esforcos solicitantes sejam
construidos. Esta barra, assim como as acdes em suas extremidades, estdo apresentadas
na Fig. (8.9). Aplicando sobre a barra apresentada na Fig. (8.9) as equagdes de

equilibrio de corpo rigido obtém-se:

10

D
M /V\T

Figura 8.9 Barra CD.

dYM, =0 = T=0

DM, =0 = -10:2-M=0 = M =-20kNm

Y F =0 = -10-V=0 = V =-10kN

Para a barra CD, observa-se, com base nas relagdes diferenciais ¢ nas acoes
atuantes, que o esforco cortante ¢ 0 momento torgor apresentardo valores constantes ao
longo do corpo da barra. Como o esforgo cortante possui variagdo constante, 0 momento
fletor apresentara variag@o linear ao longo do comprimento da barra. Com base nessas
observacdes e nos valores das agdes nas extremidades da barra, os diagramas de

esforcos solicitantes podem ser construidos, como mostrado na Fig. (8.10).

20

10
\% M T

Figura 8.10 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra CD.
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A Fig. (8.11) ilustra a barra DE, isolada do restante da estrutura, e as agdes
atuantes sobre ela. Aplicando sobre a barra mostrada nesta figura as equagdes de

equilibrio de corpo rigido obtém-se:

Z
T
M y
X
/
Vv o
D ’61%)
E 3
27.5

Figura 8.11 Barra DE.

DM, =0 = T=0
DM, =0 = -27,5:2+10-2-1+M =0 = M =35kNm
D F =0 = 27,5-10-2+V =0 = V =-7,5kN

Devido a presenca do carregamento uniformemente distribuido nesta barra,
constata-se, com base nas relagdes diferenciais, que o esfor¢o cortante possuira variagao
linear ao longo do comprimento da barra, enquanto que para o momento fletor, esta
variacao sera quadratica. J& o momento torgor, este possuira valor constante ao longo da
barra. Assim, a partir destas informagdes, os diagramas de esforcos solicitantes podem

ser construidos, como indicado na Fig. (8.12).

7,5

3 -

27,5

)

A% T M

Figura 8.12 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra DE.
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A proxima barra a ser analisada ¢ a GH. Isolando esta barra do restante da

estrutura e considerando as agdes em suas extremidades, obtém-se a ilustragdao da Fig.

(8.13).
V4
T‘\\ M T<vy
/ X
G

v

10

H

Figura 8.13 Barra GH.

Aplicando as condi¢des de equilibrio de corpo rigido a barra mostrada na Fig.
(8.13) obtém-se:

dM, =0 = T=0

DM, =0 = 10:2+M=0 = M =-20kNm

D F=0 = V-10=0 = V =10kN

Devido a configuracdo dos carregamentos atuantes na barra analisada, constata-
se, a partir das relagdes diferenciais, que o esfor¢o cortante € o momento torgor
possuirdao valores constantes ao longo do comprimento da barra. J& o momento fletor
apresentara variacdo linear no dominio da barra. Assim, os diagramas de esfor¢os
solicitantes para a barra GH podem ser construidos, como indicado na Fig. (8.14).

20

\Y4 T M

Figura 8.14 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra GH.
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Considerando agora a barra FG, esta deve ser isolada da estrutura e os valores
das acgdes atuantes em seus extremos quantificados para que os diagramas de esforcos
solicitantes sejam construidos. A barra FG, assim como as agdes atuantes em suas

extremidades, estdo apresentadas na Fig. (8.15).

11,25

M/V

Figura 8.15 Barra FG.

Impondo sobre a barra ilustrada na Fig. (8.15) as equagdes de equilibrio de corpo
rigido, obtém-se os valores dos esforgos solicitantes na extremidade G, os quais sdo
iguais a:

dM, =0 = T=0

DM, =0 = 11,25:2-M=0 = M =22,5kNm

DF=0 = 11,25+V =0 = V =-11,25kN

De acordo com os carregamentos atuantes sobre a barra FG e as relagdes
diferenciais, constata-se que na barra analisada o esfor¢o cortante € o0 momento torgor
apresentardo valores constantes ao longo de toda a extensdo da barra. Além disso, como
o esforco cortante ¢ constante, o momento fletor possuira varia¢do linear ao longo da
barra. Portanto, com base nessas observagdes e nos valores das agdes nas extremidades
da barra, os diagramas de esforgos solicitantes para a barra FG podem ser construidos,

0s quais estdo apresentados na Fig. (8.16).
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0
11,25 \ \
225

Vv T M

Figura 8.16 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra FG.

Para que a proxima barra seja analisada, barra DG, o equilibrio do n6 G deve ser
efetuado. Este procedimento se faz necessario uma vez que, por meio dele, os valores
das agdes atuantes na barra DG, na extremidade que concorre ao n6 G, podem ser
determinados. Para tal finalidade, as acdes atuantes sobre os extremos das barras FG e
GH que concorrem ao n6 G devem ser reaplicadas sobre este n6 com sentidos opostos
(3 lei de Newton). Este procedimento € necessario devido a transmissdo de esforgos de
uma barra a outra. O nd G, assim como as agdes atuantes sobre ele, estdo apresentadas

na Fig. (8.17).

/77\ I

Mxl){i

Figura 8.17 Equilibrio n6 G.

Impondo sobre as a¢des atuantes no G e ilustradas na Fig. (8.17) as equagdes de

equilibrio de corpo rigido obtém-se:
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dYM, =0 = M,_ =0
DM, =0 = 22,5+20+M, =0 = M, =-42,5kNm
D F=0 = 11,25-10+F,_=0 = F,_ =-125kN

Transferindo as a¢des determinadas anteriormente (com sentidos opostos) para a
extremidade da barra DG que concorre ao n6 G, obtém-se o conjunto barra/agdes
mostrado na Fig. (8.18). Impondo, sobre a barra mostrada na Fig. (8.18), as equacdes de
equilibrio de corpo rigido obtém-se:

Z
y 42,5

/7
M X

\ 1’25
V

D
T/

Figura 8.18 Barra DG.

DM, =0 = -M+1,25:3=0 = M =3,75kNm
DM, =0 = -T+425=0 = T=42,5kNm
YF=0 = 125+V=0 = V=-125kN

Para a barra mostrada na Fig. (8.18) constata-se, com base nas relagdes
diferenciais, que o esfor¢o cortante e 0 momento tor¢or possuirdo valores constantes ao
longo do comprimento da barra. Consequentemente, como o esfor¢o cortante possui
variagdo constante, o momento fletor apresentara variacdo linear. Assim, a partir dessas
observacdes, os diagramas de esforcos solicitantes podem ser construidos para a barra

DG. Estes diagramas estao apresentados na Fig. (8.19).
42,5

1,25

3,75

\Y T M

Figura 8.19 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra DG.
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Finalmente, pode-se verificar a correcdo do exemplo efetuando-se o equilibrio
das agdes atuantes sobre o ndé D. Reaplicando sobre este nd, com sentidos opostos (3'lei
de Newton), as acodes atuantes no extremo D das barras BD, CD, DE e DG, a condi¢ao
de equilibrio de corpo rigido deve ser observada. As ac¢des atuantes sobre o nd D estdo
apresentadas na Fig. (8.20).

Z

<

35

Figura 8.20 Equilibrio n6 D.

Impondo sobre as acdes apresentadas na Fig. (8.20) a condicao de equilibrio de
corpo rigido obtém-se:

DM, =0 = -20+42,5-35+12,5=0 = OK!

DM, =0 = -3,75+3,75=0 = OK!

Y F=0 = -10+1,25+7,5+1,25=0 = OK!

Assim, como a condi¢do de equilibrio foi atendida, a correcdo na resolucao do

exemplo foi observada.

8.3 — Exemplo 2

O segundo exemplo deste capitulo visa a determinacdo dos diagramas de

esfor¢os solicitantes da estrutura apresentada na Fig. (8.21). Trata-se de uma grelha de
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trés barras, isostatica, engastada em seu nd E, sendo submetida a duas forcas

concentradas de intensidades iguais a 10 kN e 20 kN.

10 kNl

Figura 8.21 Estrutura a ser analisada.

Para que os diagramas de esforcos solicitantes sejam construidos, deve-se,
primeiramente, determinar o diagrama de corpo livre da estrutura. Este diagrama ¢
construido substituindo-se as condigdes de vinculagdo por reagdes equivalentes, como

indicado na Fig. (8.22).
10 kNl

Figura 8.22 Diagrama de corpo livre.
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Impondo sobre o corpo apresentado na Fig. (8.22) as equagdes de equilibrio de
corpo rigido obtém-se os valores das reacdes de apoio. Assim:

D F =0 = -10-20+V=0 = V=30kN

ZMyE:O = T-20-2-10-4=0 = T =80kNm

dDMi=0 = -M+20-6=0 = M =120kNm

Apos serem determinados os valores das reagdes de apoio, a proxima etapa a ser
efetuada envolve a separacdo de cada uma das barras que compdem a estrutura e a
determinagdo dos valores das acdes em seus extremos. Na presente andlise, este
procedimento serd iniciado pela barra AB. Isolando esta barra da estrutura, esta pode ser

representada como indicado na Fig. (8.23).

10 kN

B
T /
Figura 8.23 Barra AB.

Aplicando sobre a carga e os esfor¢os que atuam na barra AB as equacdes de
equilibrio de corpo rigido obtém-se os valores das agdes no extremo B. Dessa forma:

dDM,=0 = -M-10:6=0 = M =-60kNm

dDM,=0 = T=0

DF=0 = -10+V =0 = V =10kN

Segundo o carregamento atuante na barra AB, observa-se, de acordo com as
relacdes diferenciais, que o esfor¢o cortante e 0 momento torgor apresentardo valores
constantes ao longo do comprimento da barra. Assim, o momento fletor, nesse dominio,

possuira variagdo linear. Com base nessas informagdes e nos valores dos esforgos
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solicitantes nos extremos da barra AB, os diagramas de esforcos solicitantes dessa barra
podem ser construidos, os quais estdo apresentados na Fig. (8.24).

10

Figura 8.24 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra AB.

Antes que a barra BD seja considerada, o equilibrio do n6 B deve ser efetuado.
Esse procedimento ¢ necessario para que a transmissao de esfor¢cos da barra AB para a
barra BD seja representada, j4 que ambas as barras concorrem a este no. Portanto,
devem ser reaplicadas sobre o nd as agdes atuantes nos extremos das barras AB ¢ BD,
que concorrem ao nd B, com sentidos opostos (3" lei de Newton). Efetuando este
procedimento, obtém-se a ilustracdo mostrada na Fig. (8.25).

Z

60

10
h Mygp

FZ\BD\ /

\MXBD

Figura 8.25 Equilibrio do no6 B.

Impondo sobre as a¢des mostradas na Fig. (8.25) a condi¢cdo de equilibrio de
corpo rigido obtém-se os seguintes valores para as agdes no extremo B da barra BD.

DM, =0 = M,_-60=0 = M, =60kNm

DM, =0 = M, =0

D> F=0 = -10+F,_=0 = F,_ =10kN
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Com base nos valores das acgOes atuantes no extremo B da barra BD
determinadas anteriormente, pode-se isolar esta barra da estrutura para que as agdes em
seu extremo D sejam calculadas. Os esforcos solicitantes e o carregamento atuante

sobre a barra BD estdo apresentados na Fig. (8.26).

\‘<

20 kN

DV
M/

Figura 8.26 Barra BD.

Impondo as condi¢des de equilibrio de corpo rigido a barra mostrada na Fig.

(8.26) obtém-se:

DM, =0 = -60+T=0 = T =60kNm
DM, =0 = -10-4-20-2-M =0 = M =-80kNm
YF=0 = -10-20-V =0 = V =-30kN

Considerando o carregamento atuante na barra BD, observa-se, de acordo com
as relacdes diferenciais, que o esfor¢o cortante apresentard variagdo constante entre os
nos BC e CD. Além disso, sobre 0 n6 C havera uma descontinuidade no valor do
esfor¢o cortante, uma vez que sobre esse no esta aplicada uma forca concentrada de
intensidade igual a 20 kN. A intensidade dessa descontinuidade sera igual a intensidade
da for¢a concentrada aplicada, ou seja, igual a 20 kN.

O momento fletor estd diretamente associado ao esfor¢o cortante, segundo as
relagdes diferenciais. Assim, entre os nés BC e CD a variacdo do momento fletor sera

linear, j4 que nesses trechos o esforco cortante apresenta variagdo constante. Além
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disso, devido a descontinuidade do esfor¢o cortante sobre o n6 C, ocorrera um ponto
com derivada ndo continua (“bico”) no diagrama de momento fletor. JA o momento
tor¢or apresentard valor constante ao longo de todo o comprimento da barra.

A partir dessas observagdes e dos valores das acdes nos extremos da barra BD,
os diagramas de esforgos solicitantes podem ser construidos. Estes diagramas, para a

barra considerada, estao apresentados na Fig. (8.27).

20 80

60

30

\% M T

Figura 8.27 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra BD.

Antes que a ultima barra da grelha em andlise seja considerada, o equilibrio do
n6 D deve ser efetuado. Esse procedimento deve ser realizado para que a transmissao de
esforcos da barra BD para a barra DE seja corretamente representado. Assim, as agdes
que atuam nos extremos das barras BD e DE, que concorrem ao n6é D, devem ser
reaplicadas sobre este nd6 com sentidos opostos (3 lei de Newton). Efetuando este
procedimento, obtém-se as agdes mostradas na Fig. (8.28). Impondo sobre as agdes
apresentadas nessa figura as equacdes de equilibrio de corpo rigido obtém-se:

DM, =0 = M,_-60=0 = M, =60kNm

dM,=0 = M, -80=0 = M, =80kNm

> F=0 = -30+F_=0 = F,_ =30kN

Ap6s a realizagdo do equilibrio do né D, deve-se agora isolar a barra DE do
restante da estrutura, reaplicando sobre seu extremo D as agdes determinadas

anteriormente com sentidos opostos. Efetuando este procedimento, obtém-se a
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ilustragdo apresentada na Fig. (8.29), a qual mostra as acdes atuantes nos extremos da

barra DE.

60

Fzpe Mype

/

80 30 @ \MX
DE

Figura 8.28 Equilibrio do n6 D.

T
zt B l/
x SN
60
\ LD
80 / 30
Figura 8.29 Barra DE.

Impondo as equagdes de equilibrio de corpo rigido a barra mostrada na Fig.
(8.29) obtém-se:

DM, =0 = -60+M+30-6=0 = M =-120kNm

DM, =0 = —80+T =0 = T =80kNm

DY F=0 = -30-V=0 = V =-30kN

Deve-se salientar que os valores obtidos para as agdes atuantes no extremo E da

barra DE sdo exatamente os mesmos determinados anteriormente, no calculo das
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reagOes de apoio. Isso reforga a correcdo das operagdes realizadas para a determinagao
da condicao de equilibrio da estrutura e também a corre¢ao na resolugdo deste exemplo.

Com relacdo aos diagramas de esforcos solicitantes, observa-se, de acordo com
as relagdes diferenciais, os carregamentos atuantes na barra e nas agdes em seus
extremos, que o esforgo cortante € 0 momento torgor apresentardo valores constantes ao
longo do comprimento da barra. Assim, o momento fletor, ao longo do comprimento da
barra, apresentara variagdo linear. Com base nessas informacdes e nos valores dos
esforcos solicitantes nos extremos da barra DE, os diagramas de esforgos solicitantes

dessa barra podem ser construidos, os quais estdo apresentados na Fig. (8.30).

120
80

30

60
v M T

Figura 8.30 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra DE.

8.4 — Exemplo 3

O ultimo exemplo a ser resolvido neste capitulo refere-se a estrutura de grelha
apresentada na Fig. (8.31). Trata-se de uma estrutura de grelha isostatica, submetida a
um carregamento distribuido e a outro concentrado, sendo engastada em seu no C.
Objetiva-se, neste exemplo, a determinagao dos diagramas de esforgos solicitantes dessa
estrutura.

Antes que a resolucao desse exemplo seja iniciada, ¢ importante destacar que as
duas barras que compdem a estrutura a ser analisada ndo formam um angulo reto entre
si. Portanto, a transmissdo de esforcos de uma barra a outra deve ser cuidadosamente
avaliada nessa situagdo. Isso se faz necessario uma vez que, ao contrario dos exemplos
anteriores onde as barras formavam angulos retos entre si, 0 momento fletor atuante no
extremo de uma barra ndo serd exatamente igual a0 momento tor¢or atuante no extremo

da barra que se conecta a essa, € vice-versa.
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Além disso, na Fig. (8.31), a estrutura estd sendo representada em planta,
enquanto nos exemplos anteriores as estruturas analisadas foram representadas em
perspectiva. Dessa forma, atengdo especial deve ser dada a determinagdo do sentido de

atuacdo das forcas e momentos bem como das dimensdes da estrutura, para o calculo

dos momentos provocados pelas forgas.

y

Figura 8.31 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em metro.

O primeiro passo a ser efetuado objetivando a determinagdao dos diagramas de
esfor¢os solicitantes para a estrutura apresentada na Fig. (8.31) ¢ a construcao de seu
diagrama de corpo livre. Esse diagrama ¢ construido substituindo-se as condigdes de
vinculagdes por reagdes (de apoio) equivalentes aos graus de liberdade restringidos. O
diagrama de corpo livre para a grelha a ser analisada est4 apresentado na Fig. (8.32).

Impondo sobre as agdes mostradas na Fig. (8.32) as equacdes de equilibrio de

corpo rigido, obtém-se os valores das reagdes de apoio, as quais sdo iguais a:
S>F=0 = R,-8-53:4/2=0 = R, =29,213kN
YMS=0 = 5342.1,5+8:15+M, =0 = M, =-43,820kNm
YMI=0 = -5-3:/2:55-82+M, =0 = M, =132,673kNm
Ap6s a determinacgdo das reagdes de apoio, cada uma das barras que compdem a
grelha considerada deve ser isolada e as agdes em suas extremidades determinadas. Este
procedimento sera iniciado pela barra AB, a qual esta apresentada na Fig. (8.33).
A barra AB apresentada na Fig. (8.33) ndo encontra-se totalmente contida nos

eixos X ou Yy do sistema de coordenadas cartesiano padrdo. Assim, as acdes atuantes em

seu extremo B, momento fletor e momento torgor, em especial, devem ser determinadas
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considerando o sistema de coordenadas auxiliar X’y’, o qual ¢ definido a partir da

orientacdo do eixo da barra.

Figura 8.32 Diagrama de corpo livre.

L

Figura 8.33 Barra AB.

Aplicando sobre as a¢des mostradas na Fig. (8.33) as equacdes de equilibrio de

corpo rigido obtém-se os valores das acdes atuantes no extremo B da barra AB. Assim:

Capitulo 8 — Elemento de Barra Geral: Grelhas




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 161

dDM,=0 = T=0
DM, =0 = —5-3-\/§-¥+M=0 = M =45kNm

YF=0 = ~5.3.2+V =0 = V =21,213kN

Conforme apresentado na Fig. (8.33), observa-se a presenga de um carregamento
uniformemente distribuido nesta barra. Portanto, com base nas relacdes diferenciais,
constata-se que o esfor¢o cortante possuird variagdo linear ao longo do comprimento da
barra, enquanto que para o momento fletor, esta variagao serd quadratica. J4 o momento
torgor, este possuird valor constante, nulo, ao longo da barra. Assim, a partir destas
informacdes, os diagramas de esforgos solicitantes podem ser construidos, como

indicado na Fig. (8.34).

21213
% M T

Figura 8.34 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra AB.

Antes que o equilibrio da barra BC seja efetuado, deve-se considerar o equilibrio
do n6 B. Este procedimento ¢ necessario para que a transmissao de esforcos da barra
AB para a barra BC seja corretamente representada. Assim, os esforgos solicitantes
atuantes na extremidade B da barra AB devem ser reaplicados sobre o n6 com sentidos
opostos (3'lei de Newton). Em seguida este né deve ser equilibrado. Consequentemente,
determinam-se os valores das agdes que devem atuar na extremidade B da barra BC
para que a condi¢do de equilibrio seja atendida.

As acdes atuantes na extremidade B da barra AB reaplicadas sobre o n6 B estao
representadas na Fig. (8.35). Deve-se salientar que estas agdes estdo orientadas segundo
o sistema X’y’, o qual foi definido pela orientagdo da barra AB. Impondo a condi¢ao de

equilibrio de corpo rigido a este n6 obtém-se:
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dDM.=0 = M, =0
dDM, =0 = -45+M, =0 = M, =45kNm
Y F =0 = -21213+F,=0 = F,=21,213kN

ya -

My'
21,213 F,
S O]
/ ° \
45
Mx'

Figura 8.35 Equilibrio do no6 B.

O momento M, determinado acima esta orientado segundo o sistema X'y,

definido de acordo com a orientacdo da barra AB. Para que esse momento seja
reaplicado sobre o extremo B da barra BC, deve-se, primeiramente, decompd-lo em

relagdo ao sistema cartesiano padrdo xy. O momento M, reaplicado sobre o extremo B

da barra BC esta representado na Fig. (8.36).

Figura 8.36 Decomposi¢do momento M g

As parcelas M, e M podem ser determinadas da seguinte maneira:

M, =M, cos(45°) = M, =45cos(45°) = M, =31,820kNm
M, =M sen(45°) = M, =45sen(45°) = M, =31,820kNm
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Assim, a partir dos valores de M, e M, calculados anteriormente, pode-se

representar a barra BC como indicado na Fig. (8.37).

132,673
% y’ j T
3 + 43,820
<<
X

31,820

Figura 8.37 Barra BC. Ag¢oes definidas no sistema cartesiano padrao.

Conforme indicado na Fig. (8.37), as acdes atuantes nos extremos da barra BC
estdo todas determinadas. Assim, a condi¢cdo de equilibrio de corpo rigido pode ser
verificada sobre essa barra. Se esta condi¢do for atendida, tem-se um bom indicativo
sobre a corre¢ao do exercicio. Portanto:

ZME =0 = -31,820+21,213-3+8-1,5-43,820=0 OK!

ZMyC =0 = -31,820-21,213-4-8-2+132,673=0 OK!

ZFZ=O = -21,213-8+29,213=0 OK!

Assim, como todas as equagdes de equilibrio foram atendidas, constata-se que a
barra BC estd em equilibrio. A proxima etapa a ser realizada refere-se a decomposi¢ao
dos momentos atuantes nos extremos da barra BC, definidos em relacdo ao sistema
cartesiano padrdo, para o sistema X’’y’’. Estes momentos estdo representados na Fig.

(8.38).

Segundo a geometria da barra BC, constata-se que cos(a) =0,6 esen (a) =0,8.

Portanto, pode-se decompor os momentos apresentados na Fig. (8.38) segundo as

diregdes X’’y’” da seguinte maneira.
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31,820
"\rx \E\E a,[,»’
My","J31,820 My Mx!

Figura 8.38 Momentos atuantes no extremo B da barra BC.

M,. =31,820-sen(a)
M. =31,820-cos ()
M. =31,820-cos()

= M) =31,820-0,6 = M =19,092kNm
= M;,,:31,820-0,8 = M;,,:25,456kNm
= M. =31,820-0,8 = M/ =25456kNm
Mj.. :31,820~Sen(a) = Mj.. =31,820-0,6 = Mj,, =19,092kNm
Assim, os momentos fletor e tor¢or no extremo B da barra serdo dados por:
TE=M.L+M = TP°=19,092+25,456 = T°=44,548kNm
M® = —M;.. + Mj,. = M®=-25456+19,092 = M?®=-6,364kNm
De forma anéaloga, os momentos atuantes no extremo C da barra BC, definidos
no sistema cartesiano padrao, devem ser decompostos segundos o sistema X’’y’’. As

componentes desses momentos no sistema X’’y’’ podem ser determinadas com o auxilio

da Fig. (8.39).

My", 43,820
132,673 A >. <<
,6‘\\\' Myng‘\\ U,
B - .rMX"l w Mx“z

Figura 8.39 Momentos atuantes no extremo C da barra BC.

Sabendo que cos(a)=0,6 esen(a)=0,8 tem-se:

M,.=132,673-sen(a) = M, =132,673-0,6 = M, =79,604kNm
M,.=132,673-cos(a) = M, =132,673-0,8 = M,.=106,138kNm
M; =43,820-cos(a) = My =43,820-0,8 = My =35,056kNm
M’. =43,820-sen(a) = M. =43,820-0,6 = M;, =26,292kNm

Portanto, os momentos fletor e tor¢or atuantes no extremo C da barra BC serdo

iguais a:
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TC=ML-M. = T°=79,604-35,056 = T° =44,548kNm
M =M, +M} = M®=106,138+26,292 = M =132,43kNm

Considerando a decomposi¢do dos momentos efetuada anteriormente, pode-se

definir as acdes atuantes nos extremos da barra BC. Esta barra e as a¢des atuantes sobre

132,4:5\ / 44,548

29213

ela estdo indicadas na Fig. (8.40).

21,213

44,548 \ 6,364

Figura 8.40 Barra BC. Agdes definidas no sistema X’’y”’.

Com base no carregamento atuante na barra BC, mostrado na Fig. (8.40),
observa-se, conforme as relagdes diferenciais, que o esfor¢o cortante apresentara
variacdo constante nos trechos entre os extremos da barra e o ponto onde atua a carga
concentrada de intensidade igual a 8 kN. Além disso, exatamente sobre este ponto,
havera uma descontinuidade no valor do esforco cortante, uma vez que sobre esse ponto
estd aplicada uma forca concentrada. A intensidade dessa descontinuidade sera igual a
intensidade da for¢a concentrada aplicada, ou seja, igual a 8 kN.

A variacdo do momento fletor estd diretamente associada ao esfor¢o cortante,
segundo as relagdes diferenciais. Assim, nos trechos da barra onde o esfor¢o cortante
apresentar variacdo constante, o momento fletor apresentara variacdo linear. Além
disso, devido a descontinuidade do esforco cortante no ponto onde atua a forca
concentrada, ocorrerd, nesse mesmo ponto, um “bico” no diagrama de momento fletor,
ou seja, haverd um ponto com derivada ndo continua. J4& o0 momento tor¢or possuird

valor constante ao longo de todo o comprimento da barra.

Capitulo 8 — Elemento de Barra Geral: Grelhas




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 166

A partir dessas observagdes e dos valores das agdes atuantes nos extremos da
barra BC, pode-se construir os diagramas de esforgos solicitantes. Estes diagramas estao
apresentados na Fig. (8.41).

132,429

59,400 "

44,548

29213 6,364

21,213
v M T

Figura 8.41 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra BC.
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9. — Elemento de Barra Geral: Porticos Tridimensionais

9.1 — Introducéo

Os elementos de barra geral sdo largamente empregados em aplicagdes
tridimensionais no contexto da engenharia de estruturas. Esse elemento estrutural

permite o projeto e a execucao de diversos tipos de estruturas complexas. Basta verificar

a concepcao de edificios, chassis de automdveis e estruturas de maquinas, por exemplo,

como mostrado nas Fig. (9.1), Fig. (9.2), Fig. (9.3) e Fig. (9.4).

Figura 9.3 Parthenon. Figura 9.4 Estadio Ninho do Passaro em Pequim.
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J4

Nessas aplicagdes, este elemento estrutural ¢ empregado sem nenhuma
simplificacdo em relacdo a seus graus de liberdade, como efetuado nas vigas, nos
porticos planos e nas grelhas. Assim, simulam-se, com seu uso pleno, os seis GDL no
espago, trés deslocamentos e trés rotagdes, por ponto material que compde a barra.

Neste capitulo sera efetuada a determinacdo dos diagramas de esforcos
solicitantes de duas estruturas formadas por elementos de barra geral, as quais compdem
porticos tridimensionais. A metodologia a ser seguida ¢ a mesma aplicada nos capitulos
anteriores. Assim, determina-se o diagrama de corpo livre da estrutura, calculam-se suas
reacdes de apoio e isola-se barra por barra da estrutura para, com o auxilio das relagdes
diferenciais, construir os diagramas de esforcos solicitantes.

Porém, deve-se ressaltar que os elementos de barra geral nessa situagdo simulam
os seis GDL possiveis no espaco. Consequentemente, surgirdo na andlise estrutural seis
esfor¢os solicitantes, os quais correspondem a cada um dos GDL do elemento. Portanto,
os diagramas de esforcos solicitantes devem contemplar a presenga de dois momentos
fletores, dois esforcos cortantes, um momento torgor ¢ um esfor¢co normal.

O equilibrio de corpo rigido a ser realizado no caso tridimensional envolve a
somatodria nula de trés forcas e trés momentos, os quais sdo orientados ao longo de eixos
pré-definidos (pode ser o cartesiano classico, por exemplo). O equilibrio de forgas, nessa
analise, ¢ efetuado levando-se em consideracdo as dire¢des positiva e negativa dos eixos
coordenados adotado. J& o equilibrio em termos de momentos deve ser efetuado
levando-se em conta a direcdo das forgas e dos bragos de alavanca. Assumindo que
orientagdo da estrutura siga a dos eixos cartesianos classica, os momentos podem ser
calculados seguindo a defini¢do apresentada no capitulo 2, Eq.(2.4), como:

M, =F Az-F,Ay

M, =-FAz+FAX (9.1)

M, = FAy - F AXx
onde AX,AyeAzindicam a subtragdo entre as coordenadas X, Y e Z , respectivamente, do

eixo em torno do qual o momento ¢ calculado e o ponto de atuagdo da forca.

Capitulo 9 — Elemento de Barra Geral: Porticos Tridimensionais




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 169

9.2 —Exemplo 1

A estrutura a ser analisada no primeiro exemplo deste capitulo refere-se ao
portico tridimensional apresentado na Fig. (9.5). Trata-se de um portico de trés barras
onde carregamentos distribuidos e concentrados estdo presentes. A estrutura esta
vinculada em seu n6 A, onde um engaste estd localizado. Objetiva-se nesse exemplo a
determinagdo dos diagramas de esforgos solicitantes das trés barras que compdem o

portico.

@

Figura 9.5 Estrutura a ser analisada.

O primeiro passo a ser efetuado para a resolucdo desse exemplo refere-se a
constru¢do do diagrama de corpo livre da estrutura. Esse diagrama, como mostrado na
Fig. (9.6), leva em consideragdo a substitui¢do das condi¢des de vinculagdo por reagdes
equivalentes. Com base nesse diagrama, determinam-se os valores das reacdes de apoio
da estrutura aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido para o caso
tridimensional. Assim, sdo considerados os equilibrios de forcas nas diregdes X,y e Z €

as somatorias nulas de momentos em torno dos eixos X, y € Z.
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L

J

J
Ry / R_\:\‘SARMY
s W

Figura 9.6 Diagrama de corpo livre.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao sistema mostrado na Fig.
(9.6) obtém-se:

SF=0 = R, -8-5+3.2=0 = R, =7kN
YF =0 = R, -5-3+2=0 = R, =6kN
YF=0 = R,-13-10-5-2-5-4-2=0 = R, =45kN

M, =0 = Rmx+5-3—5-2%—2-2+3-3—2-3:0 = R =-4kNm

dYM,=0 = R, +3:2:3-53-5 4-%—8-3=0 = R, =61kNm

dM, =0 = Rmz—3~2%+5-2—2-4:0 = R, =4kNm

Com as reacdes de apoio calculadas, pode-se isolar cada uma das barras que
compdem o portico tridimensional e determinar os valores das agdes em suas
extremidades. Com base nessa informagao, nos carregamentos atuantes nas barras e nas
relagdes diferenciais, tragcam-se os diagramas de esforcos solicitantes.

Esse procedimento serd iniciado pela barra BC. Esta barra, assim como os
carregamentos sobre ela atuantes, estd apresentada na Fig. (9.7). Impondo a condicdo de
equilibrio de corpo rigido a esta barra, obtém-se os valores das agdes em seus extremos,

0s quais sdo iguais a:
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2
Figura 9.7 Barra BC.
Y F=0 = V,+3.2-5=0 = V,=-1kN
D> F=0 = -N,-3=0 = N, =-3kN
SF=0 = V,-52-2=0 =V, =12kN

dYM, =0 = Mx—s-zé—z-z:o = M, =14kNm

DM, =0 = T=0
dYM,=0 = MZ—3-2%+5-2=0 = M, =—4kNm

Com base nas agdes atuantes nos extremos da barra, nos carregamentos atuantes
e nas relagdes diferenciais, observa-se que os esforgos cortantes, tanto em X quanto em
Z, possuirdo variacdo linear. Isso se deve a presenca de carregamentos distribuidos
nessas dire¢des. Consequentemente, os momentos fletores atuantes em torno desses

eixos apresentardo variagdo quadratica.

12
-‘-/ T I
Ply 2 >
\H\ ~., i-—",\"
3 Vz 1/3m, ~X' S
N - v M
X \.\ 5
14,

T M\ { Kl—t ‘//

41667

Figura 9.8 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra BC.
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O esfor¢o normal serd compressivo e constante, enquanto os esfor¢cos de tor¢ao

nessa barra sao nulos. Com base nesses comentdrios, os diagramas de esfor¢os

solicitantes podem ser tracados, os quais sdo apresentados na Fig. (9.8).

A proxima barra a ser analisada ¢ a delimitada pelos noés B e D. Isolando esta

barra do restante da estrutura, esta pode ser representada como mostrado na Fig. (9.9).

2

"

N T

v
o

Figura 9.9 Barra BD.

Impondo sobre a barra BD a condi¢do de equilibrio de corpo rigido, determinam-

se os valores das acOes em seus extremos. Assim:

YF=0 =
YF=0 =
YF=0 =
dYM, =0 =
dYM, =0 =

dYM,=0 =

N, —-8=0
Vy+2:0
V,-5-4=0
T=0

My—5-4-f:o
2

M,-2-4=0

=

=

=

=

N, = 8kN

V, = —2kN
V, = 20kN
My =40kNm
M, = 8kNm

Considerando as agdes atuantes nos extremos da barra BD, nos carregamentos

atuantes e nas relagdes diferenciais, constata-se que o esfor¢o normal nessa barra serd

constante, trativo e de intensidade igual a 8 kN. J& o momento torgor sera nulo para toda

a extensdo da barra. Devido a presenca de uma carga distribuida no eixo z, o esforgo

cortante nesse eixo apresentard variagdo linear, o que conduz a variagdo quadratica no

momento fletor atuante em torno do eixo y. Ja o esfor¢co cortante no eixo Yy apresentara

variagdo constante, uma vez que nenhuma carga distribuida atua nessa direcao ao longo

do comprimento da barra. Assim, o momento fletor em torno do eixo Z possuird variagao
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linear. Com base nesses comentarios, os diagramas de esforcos solicitantes para a barra
analisada podem ser construidos, os quais estao apresentados na Fig. (9.10).

20

~—

& ?jzx 2

SP,
N Vz \;Tl}

M;

Figura 9.10 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra BD.

Antes que o equilibrio da ultima barra desse portico seja considerado, deve-se
efetuar o equilibrio do n6 B, o qual realiza a ligacdo entre as trés barras da estrutura.
Esse procedimento ¢ efetuado reaplicando sobre o ndé B as acdes atuantes nas
extremidades das barras que concorrem a esse ndé com sentidos contrarios (3 lei de
Newton).

Se a estrutura estd em equilibrio, qualquer parte constituinte desta devera
também estar em equilibrio. Portanto, impondo sobre os esforcos mostrados na Fig.
(9.11), que nada mais sdo que as acdes atuantes no extremo B das barras AB, BC e BD,
a condi¢do de equilibrio de corpo rigido determinam-se os valores das a¢des no extremo

B da barra AB. Assim:

./
[
s 20
e &8
~X 4
Wl S
M, 1/\1/“\3
W 12

Figura 9.11 Equilibrio n6 B.
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> F.=0
> F,=0
> F=0
> M, =0
d>M, =0

dYM,=0 =

A

F,—8+1=0
-5-3+F,+2=0
F,-10-12-20=0
M,-14=0

M, -40=0
M,+4-8=0

=
=
=
=
=

=
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F =7kN

F, = 6kN

F, = 42kN
M, =14kNm
M, =40kNm
M, = 4kNm

Dessa forma, os valores das acdes determinados anteriormente podem ser

transferidos para o extremo B da barra AB. Para tal finalidade, basta reaplicar, com

sentidos opostos, as agdes incognitas calculadas sobre o nd B. Efetuando este

procedimento obtém-se o diagrama de corpo livre da barra AB, o qual esté ilustrado na

Fig. (9.12).

y

o A
Ay

Z
1
x .
4
6

/7
T

4

Figura 9.12 Barra AB.

A

7

14
61
x

Conforme ilustrado na Fig. (9.12), todas as agdes atuantes sobre a barra sdao

conhecidas. Assim, pode-se verificar a correcdo do exercicio por meio do equilibrio de

corpo rigido desta barra. Como todas as agdes sao conhecidas, as somatorias de forgas e

momentos devem resultar nulas para que o equilibrio seja observado. Portanto,

aplicando sobre esta barra as equagdes de equilibrio de corpo rigido obtém-se:
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YF=0 = 7-7=0 = OK!
YF=0 = 6-6=0 = OK!
Y F=0 = 45-1.3-42=0 = OK!
DM, =0 = -14+63-4=0 = OK!
DM, =0 = -40-7-3+61=0 = OK!
DM, =0 = 4-4=0 = OK!

Conforme mostrado anteriormente, as somatdrias de forcas e momentos
resultaram nulas, o que indica a corre¢ao na resolucdo deste exemplo. Com base nesse
resultado os diagramas de esforcos solicitantes podem ser construidos. Conhecendo-se
os valores das agdes nos extremos da barra e os carregamentos atuantes, as relagdes
diferenciais podem ser empregadas para tal fim.

Verifica-se que nao atuam na barra AB carregamentos distribuidos
perpendiculares ao seu eixo. De acordo com as relagdes diferenciais, isso faz com que
os esfor¢os cortantes apresentem variacdo constante ¢ os momentos fletores variagdo
linear ao longo da barra. Ja o esforco normal apresentara variacdo linear ao longo do
comprimento da barra. Esse comportamento ¢ observado devido a presengca de um
carregamento distribuido atuante na dire¢do paralela ao eixo da barra. J& o momento
torgor, este € constante e de intensidade igual a 4 kNm. Com base nesses comentarios,

os diagramas de esfor¢os solicitantes para a barra AB podem ser construidos, os quais

estao apresentados na Fig. (9.13).

) - 6
—\
I"\ |Z
II"-,I" @ —— —\.
~ \%
N @ "\ X Yy V\' d
I“".II D
.,\II
45
- 40, [
! hY
/ \
.."'l A
I;' \
T M -’ M Z
S L A <\ [
/ 1 N y
T4 61 4

Figura 9.13 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra AB.
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9.3 — Exemplo 2

O ultimo exemplo desse capitulo objetiva a determinacdo dos diagramas de
esforcos solicitantes da estrutura apresentada na Fig. (9.14). Trata-se de um portico
tridimensional formado por trés barras, o qual ¢ solicitado por carregamentos

distribuidos e concentrados, sendo engastado em seu nd A.

8 kN

3 kN
3m
Z C
\
v _— \7A
X 7 l(\{\‘
y
Iy

Figura 9.14 Estrutura a ser analisada.

Para que os diagramas de esforcos solicitantes sejam determinados deve-se,
inicialmente, calcular as reacdes de apoio da estrutura. Para isso, deve-se construir seu
diagrama de corpo livre, o qual ¢ obtido substituindo-se as condi¢des de vinculagdo por
reacdes (de apoio) referentes aos GDL restringidos. Para a estrutura em andlise, o
diagrama de corpo livre estd apresentado na Fig. (9.15). Com base nas acdes
apresentadas na Fig.(9.15), as reacdes de apoio sdo determinadas impondo-se as
equagdes de equilibrio de corpo rigido para o caso tridimensional. Portanto, sdo
impostas as condi¢des de equilibrio de forgas nas dire¢des X, Y e Z e somatorias nulas de

momentos em torno dos eixos X, Y e z. Efetuando esse equilibrio obtém-se:
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dYF=0 =
> F, =0
dYF=0 =

U

ZMX:O =
ZMy:O =
ZMZ=0 =3

RM;

177

Figura 9.15 Diagrama de corpo livre da estrutura.

R,—-8=0

Ry+3=0

R,-5-3-5-4=0
3

Ry =53-5-54:3-3:3=0

Rmy—8-3—5~4-f=o
2

R_-8-3-3.4=0

y

=

=

R, =8kN

R, =-3kN

R, = 35kN

R, =91,5kNm
R,, = 64kNm
R,, =—12kNm

Com as reagdes de apoio determinadas, pode-se isolar cada uma das barras que

compdem a estrutura. Em seguida calculam-se os valores das agdes nos extremos de

cada uma dessas barras e tracam-se os diagramas de esforgos solicitantes para cada uma

delas. Este procedimento, nesse exemplo, serd iniciado pela barra AB. Isolando-a do

restante da estrutura obtém-se o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (9.16).

Impondo sobre as acdes apresentadas nessa figura as condi¢des de equilibrio de corpo

rigido obtém-se:
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> F.=0
> F,=0
> F=0
> M, =0
> M, =0
> M, =0

uuu Ul

=

o/

e

91,5/
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35

04

12

Figura 9.16 Barra AB.

V,+8=0 =V, =—8kN
~3+V, =0 =V, =3kN

35+N, =0 = N, =—35kN
9,5+M,—3:3=0 = M, =-82,5kNm
64+M,-8-3=0 = M, =-40kNm
~124T =0 = T =12kNm

Com base nas agdes e carregamentos apresentados na Fig. (9.16), constata-se

que os esforcos cortantes apresentardo variacdo constante ao longo do comprimento da

barra, enquanto os momentos fletores possuirdo variacdo linear. Esse tipo de

comportamento para esses esfor¢os solicitantes, segundo as relagdes diferenciais, deve-

se a auséncia de carregamentos distribuidos ao longo do comprimento da barra. Ja o

esforco normal e momento tor¢or apresentardo variacdo constante ao longo do

comprimento da barra sendo iguais a -35 kN e 12 kNm, respectivamente. Com base

nessas informagdes, os diagramas de esforcos solicitantes podem ser tragados, sendo os

mesmos apresentados na Fig. (9.17).

A proxima barra a ser estudada ¢ a BC. Porém, antes de isold-la da estrutura,

deve-se efetuar o equilibrio do n6 B, no6 este que faz a conexao entre as barras AB e BC,

para que a intensidade das agdes atuantes no extremo B da barra BC seja calculada.
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Figura 9.17 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra AB.

O equilibrio do n6 B ¢ efetuado impondo-se a condi¢do de equilibrio de corpo
rigido ao n6 considerando as acdes atuantes no extremo B das barras que concorrem a
este no, reaplicadas com sentido oposto ao de atuacao destes no extremo das respectivas
barras (3 lei de Newton). As agdes atuantes sobre o ndé B estdo apresentadas na Fig.

(9.18). Impondo a condicao de equilibrio de corpo rigido a essas a¢des obtém-se:

12
3 T3S
Se 40
VIR
F, ™S
82,5/ My
N
M
Figura 9.18 Equilibrio n6 B.
> F=0 = F+8=0 = F =-8kN
>F=0 = -3+F,=0 = F, =3kN
Y F=0 = 35+F,=0 = F,=-35kN
dYM, =0 = M +825=0 = M, =-82,5kNm
DM, =0 = M, +40=0 = M, =-40kNm
dYM,=0 = -124M,=0 = M, =12kNm
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Portanto, as agdes determinadas anteriormente podem ser transferidas para o
extremo B da barra BC. Para isso, basta reaplicar, com sentidos opostos, as acgodes
incognitas calculadas sobre o n6 B. Efetuando este procedimento obtém-se o diagrama
de corpo livre da barra BC, o qual esta ilustrado na Fig. (9.19).

40

™\

Figura 9.19 Barra BC.

Impondo-se a condi¢do de equilibrio de corpo rigido a barra apresentada na Fig.

(9.19), obtém-se os valores das acdes em seus extremos, os quais sdo iguais a:

YF=0 = V,+8=0 = V, =-8kN
YF =0 = -3+N,=0 = N, =3kN
YF=0 = 35-53+4V,=0 = V,=-20kN
dYM, =0 = 82,5—5-3%+MX—2O-3:0 = M,=0
DM, =0 = 40+T =0 = T =—40kNm
dDM,=0 = -12+8:3+M,=0 = M, =—12kNm

Com base nas agdes atuantes nos extremos da barra BC, nos carregamentos
atuantes e nas relacdes diferenciais, constata-se que o esforco normal nessa barra sera
constante, trativo e de intensidade igual a 3 kN. J4& o momento tor¢or apresentara
variacdo constante ao longo da extensdao da barra. Devido a presenca de uma carga
distribuida na dire¢do do eixo z, o esfor¢o cortante nesse eixo apresentara variagdo
linear, o que conduzird a variagdo quadratica do momento fletor atuante em torno do
eixo X. Ja o esforco cortante no eixo X apresentard variagdo constante, uma vez que
nenhuma carga distribuida atua nessa direcdo ao longo do comprimento da barra. Assim,

o momento fletor em torno do eixo Z possuird varia¢do linear. Com base nesses
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comentarios, os diagramas de esforcos solicitantes para a barra analisada podem ser

construidos, os quais estdo apresentados na Fig. (9.20).

B
3 _ --‘--H__‘E""*--H,___ 20 8
= il ®
N vV xl—' ;
Vx
82,5 \
AN 12
40 My 127" :
T M,

Figura 9.20 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra BC.

Para que a ultima barra do pdrtico tridimensional considerado seja analisada,
deve-se efetuar o equilibrio do n6 C. Esse equilibrio ¢ efetuado reaplicando-se sobre o
referido nd as acdes atuantes nos extremos das barras que concorrem a esse nd com
sentidos opostos ao (3'lei de Newton). As agdes atuantes sobre o nd C estdo mostradas

na Fig. (9.21). Impondo a condig¢do de equilibrio de corpo rigido nessas acdes obtém-se:

w o

Figura 9.21 Equilibrio n6 C.

> F=0 = F+8=0 = F =-8kN
> F=0 = -3+F,=0 = F, =3kN
YF=0 = 20+F,=0 = F,=-20kN
DM, =0 = M +0=0 = M,=0
DM, =0 = M, +40=0 = M, =—40kNm
DM, =0 = 124M,=0 = M, =-12kNm
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Assim, com o equilibrio do n6 C efetuado, pode-se transferir as agdes incognitas
calculadas para o extremo C da barra CD. Para tanto, basta reaplicar, com sentidos
opostos, as agdes incognitas determinadas anteriormente. Efetuando este procedimento

obtém-se o diagrama de corpo livre da barra CD, o qual esta ilustrado na Fig. (9.22).

Figura 9.22 Barra CD.

Conforme ilustrado na Fig. (9.22), todas as agdes atuantes sobre a barra sdao
conhecidas. Assim, pode-se verificar a correcao do exercicio por meio do equilibrio de
corpo rigido desta barra. Como todas as a¢des sdo conhecidas, as somatorias de forcas e

momentos devem resultar nulas para que o equilibrio seja observado. Dessa forma:

Y F=0 = 8-8=0 = OK!

dYF,=0 = 3-3=0 = OK!
D> F=0 = 20-54=0 = OK!
DM, =0 = 0 = OK!

dM, =0 = 40—5-4-%:0 = OK!
dM,=0 = 12-3.4=0 = OK!

Conforme apresentado anteriormente, as somatdrias de forcas € momentos
resultaram nulas, o que indica a corre¢do na resolugdo deste exemplo. Com base nesse
resultado os diagramas de esfor¢os solicitantes para essa barra podem ser construidos.

Considerando as agdes atuantes nos extremos da barra CD, os carregamentos
atuantes nessa barra e as relagdes diferenciais, verifica-se que o esfor¢o cortante ao
longo de z possuird variagdo linear e o momento fletor atuante em torno do eixo y

apresentara variagdo quadratica. Esse comportamento se deve, segundo as relacdes
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diferenciais, a presenca de uma carga distribuida atuando na direcdo do eixo z. Ja o
esforco cortante no eixo Yy apresentara variacao constante, uma vez que nenhuma carga
distribuida atua nessa dire¢do ao longo do comprimento da barra. Consequentemente, o
momento fletor em torno do eixo z possuird variacdo linear. O esforco normal nessa
barra sera constante, trativo e de intensidade igual a 8 kN. J& o momento tor¢or possui
intensidade nula ao longo da extensao da barra. Com base nesses comentarios, 0s
diagramas de esforcos solicitantes para a barra analisada podem ser construidos, os

quais estdo apresentados na Fig. (9.23).

20

e

| ® | . @A_r’x“ 3

&
X
v, \;l}

40,
L
0 ‘_I y \.‘...\"“--H__‘___‘__m_
X

T My

M;

Figura 9.23 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra CD.
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10. — Estruturas Mistas Tridimensionais

10.1 — Introducédo

O acoplamento entre elementos de barra simples e elementos de barra geral no
caso tridimensional permite a analise, a modelagem e o projeto de estruturas complexas
no contexto da engenharia de estruturas. Por meio desse tipo de acoplamento, sistemas
estruturais de complexa geometria e comportamento mecanico podem ser considerados,

como os apresentados nas Fig. (10.1), Fig. (10.2) e Fig. (10.3).

Figura 10.3 Ponte Rodoviaria.
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No acoplamento entre elementos de barra simples e barra geral esfor¢os normais
devem ser determinados nos elementos de barra simples, enquanto nos elementos de
barra geral esfor¢os normais, esforcos cortantes, momentos fletores e momentos
tor¢ores devem ser quantificados. Os procedimentos de andlise estatica e tragado dos
diagramas de esforgos solicitantes de estruturas compostas por esses elementos
estruturais de forma isolada foram apresentados nos capitulos 3 e 9. No presente
capitulo, a novidade encontra-se na transmissdo dos esfor¢os dos elementos de barra
simples para os elementos de barra geral. Assim, esse capitulo contém uma extensao,
para o caso tridimensional, das andlises apresentadas no capitulo 7. Dois exemplos
envolvendo a andlise estrutural de estruturas mistas tridimensionais serao apresentados,

de forma a ilustrar suas potenciais aplicacdes.

10.2 — Exemplo 1

A estrutura a ser analisada neste item refere-se a apresentada na Fig. (10.4), a
qual envolve o acoplamento entre dois elementos de barra geral e trés elementos de
barra simples no caso tridimensional. Carregamentos distribuidos e concentrados atuam
sobre os elementos de barra geral, enquanto na trelica tridimensional apenas uma forca
concentrada atua na conexdo entre suas trés barras simples. A estrutura ¢ vinculada em
seus nos A e E onde engastes sdo aplicados. Objetiva-se, nesse exemplo, a determinagao
dos diagramas de esforgos solicitantes dos elementos que compdem a estrutura.

O primeiro passo a ser considerado para a resolugdo deste exemplo trata da
determinagdo dos esfor¢os normais atuantes nos elementos de barra simples. Para
alcangar tal objetivo, deve ser efetuado o equilibrio do nd6 F. Com base nos
procedimentos apresentado no capitulo 3, pode-se aplicar o método dos nos, o qual
requer a determinacao dos versores unitarios que definem a geometria das barras. Esse

procedimento conduz a:
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L_FB:((2—2)i+(O—4)j+(O—3)k) N L—FB:(Oi—4j—3k)
(4)' +(-3) :
L_:((4—2)i+(0—4)j+(0—3)k) N L—:(zi—4j—3k)
- \/22 +(—4)2 +(—3)2 - V29
L_FD:((4—2)i+(8—4)j+(0—3)k) N I__FD:(zi+4j—3k)

J2 +4 (-3 J29

Figura 10.4 Estrutura a ser analisada.

Sabendo que o esfor¢o normal possui orientagdo paralela ao eixo geométrico que
define a barra, constata-se que suas componentes podem ser definidas utilizando os
versores unitarios calculados anteriormente. Portanto, os esfor¢os normais na trelica
tridimensional analisada podem ser obtidos multiplicando os versores unitarios que

definem as geometrias de suas barras pela norma do esfor¢o normal, resultado em:
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ﬁFsz(Oi—4j—3k)N5FB
Nre = (2i 4] —3k) e

FC ] )\/E
N NFD

Neo =(2i+4j-3k)

V29

Considerando que a forca externa atuante sobre o nd F pode ser definida como

-

F =(Oi+0j—10k), pode-se efetuar o equilibrio desse nd por meio das seguintes
condicoes:

YF=>F=>F=0

Para o caso em estudo pode-se escrever que:

2 2
ZFX =0 ONFB"'ENFC +ENFD =0

ZFY:O _%NFB_—4 NFC+_4 Nep =0
_3
5

V20 ¢ 29
ZFZ =0 _NFB_ENFC _ENFD_I

3 3
0=0
Reorganizando as trés equacdes anteriores de uma maneira matricial, a qual ¢

mais facilmente resolvida com o auxilio de calculadoras, obtém-se:

o 2 2]
NG P
4 4 FB
2 = [N =10
@ \/E FC
3 3 Nep 10
5 V29 V29

Resolvendo o sistema matricial anteriormente apresentado, composto por trés

equagdes e trés incognitas, obtém-se:

0 03714 03714 (N 0 Ney]  [-16,667
~0,8 —0,7428 0,7428 [{N_.t=40!- {N_}t=4 8975 kN
~0,6 —0,5571 —0,5571||N_| |10 N.p ~8,975

A proxima etapa a ser realizada envolve a transmissdo dos esforcos solicitantes
atuantes nas barras da trelica tridimensional para os elementos de barra geral que a

suportam. Essa transmissdo de esfor¢os deve ser efetuada em cada um dos nds de
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conexao entre os elementos de barra simples e elementos de barra geral. Devido a
terceira lei de Newton, acao e reagdo, os esforgos solicitantes atuantes sobre o elemento
de barra simples devem ser aplicados com sentidos contrarios sobre o elemento de barra
geral. Iniciando esse procedimento pelo né B, pode-se determinar a forca sobre ele
atuante devido a a¢do da barra simples FB da seguinte maneira:

- — 2 i i 1

Fe=—LiN; — Fs= —(OI -4 —3k)§(—16,667) -

Fo =(0i—13,334j—10k)

Para os demais nos do acoplamento barras simples/barras geral procedimento
semelhante deve ser efetuado. Para o n6 C obtém-se:
b

J29

Fe=-L N — Fo=—(2i-4j-3k)——8,975 —

N
Fc= (—3,333i + 6,666 | + 5k)
J& para o n6 D, as seguintes componentes de forga sdo obtidas:

b

J29

Fo=-LoNyp — Fo=—(2i+4)-3k)——(-8,975) —

Fo =(3,333i + 6,666 j — 5k)

Até o presente momento, apenas a transmissdo da forca externa atuante sobre o
no F para os elementos de barra simples e sua aplicagdo sobre os elementos de barra

geral foi considerado. De forma a comprovar a correcdo dos procedimentos efetuados

- - -
até aqui, deve-se verificar se a somatoria das forcas Fs,Fce Fpresulta a forga

externa aplicada. Isso deve ser constatado uma vez que for¢as ndo podem ser criadas

nem eliminadas durante o processo de equilibrio. Assim:

(Es—kEc+I_:)D)z(Oi—13,334j—10k)+(—3,333i+6,666j +5K)+

N

(3,333i +6,666 ) —5k) — (EH Fc+EDj=(0i—0j—10k)

O resultado anterior concorda com o vetor que define a for¢a externa aplicada,

ou seja, F =(0i+0j—10k). Portanto, a analise dos elementos de barra geral pode ser
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iniciada, ja que o equilibrio da trelica tridimensional foi verificado assim como sua
transmissao de esforgos.

A andlise dos elementos de barra geral serd iniciada pela barra AC.
Considerando as forcas aplicadas nessa barra decorrentes da presenca da trelica

tridimensional e os demais carregamentos externos, obtém-se a representagdo mostrada

na Fig. (10.5).

Figura 10.5 Barra AC.

5

Figura 10.6 Diagrama de corpo livre da barra AC.
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Substituindo a vinculagdo atuante na barra, ou seja o engaste atuante sobre o nd
A, por reagdes de apoio equivalentes aos graus de liberdade restringidos obtém-se o
diagrama de corpo livre dessa barra, o qual estd apresentado na Fig. (10.6). Impondo as
condi¢des de equilibrio de corpo rigido no caso tridimensional ao sistema apresentado

na Fig. (10.6) obtém-se:

> F=0 = -N-3333=0 = N=-3,333kN
DF=0 = V,-3-4-13,334+6,666=0 =V, =18,668 kN
YF =0 = V,-10+5-5=0 = V,=10kN
dYM,=0 = -T=0 = T =0kNm
M, =0 = M, +10:2+5-4-5-4=0 = M, =-20kNm

ZMZ =0 = M, —3~4-%—13,334~2+6,666-4=O = M, =24kNm

Com base nas reagdes de apoio calculadas anteriormente, nos carregamentos
atuantes nessa barra e nas relacdes diferenciais, observa-se que o esfor¢o cortante
atuante na dire¢do Yy possui variagdo linear, sendo uma descontinuidade nesse diagrama
observada no ponto B. Essa descontinuidade decorre da presenca de uma forca
concentrada nesse ponto, a qual deve-se a reacdo da trelica tridimensional sobre a barra
geral tridimensional. Consequentemente, o momento fletor orientado na dire¢do z
apresentara variacdo quadratica, sendo um ponto com derivada ndo continua (“bico”)
observado no ponto B. Ja o esfor¢o cortante atuante na dire¢ao z possui comportamento
constante por trechos ao longo do comprimento da barra. Este esforco solicitante possui
valor igual a 10 entre os pontos A e B e valor nulo do ponto B até o ponto C. Esse
comportamento deve-se a auséncia de carregamentos distribuidos orientados na dire¢do
Z e a uma forca concentrada atuante no ponto B. O momento fletor atuante na dire¢do y
possuira variacao linear do ponto A ao ponto B e valor nulo do ponto B ao ponto C, em
conformidade a variacdo observada para o esfor¢o cortante na dire¢do z. O esforgo
normal serd compressivo constante e de intensidade igual a 3,333 kN ao longo de toda a
extensdo da barra. J& o momento torcor serd nulo em todos os pontos da barra AC. Com
base nos comentarios apresentados nesse paragrafo, os diagramas de esforgos
solicitantes para a barra considerada podem ser construidos, os quais estdo apresentados

na Fig. (10.7).
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18,668 —__ 10
12,668
2 ol
D o1
- ‘ \(' L — ' ‘X
S 0,6‘6‘6“‘“@_,_%&_
3,333 6,666
N Vy Vz
X 20

}’/ X
T Mz 7336 My

Figura 10.7 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra AC.

A préxima barra a ser analisada refere-se a barra definida pelos nés DE. Os
carregamentos atuantes nessa barra bem como a condi¢cdo de vinculagdo presente estdo

ilustrados na Fig. (10.8).

Figura 10.8 Barra DE.
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Para a construcdo dos diagramas de esforcos solicitantes dessa barra, deve-se
inicialmente determinar seu diagrama de corpo livre. Substituindo a vinculagdo atuante
na barra, ou seja o engaste atuante sobre o nd E, por reagcdes de apoio equivalentes aos
graus de liberdade restringidos obtém-se a representacdo mostrada na Fig. (10.9).
Impondo sobre o sistema apresentado na Fig. (10.9) a condi¢do de equilibrio de corpo

rigido no caso tridimensional obtém-se:

ZFX:0 = —-N+5+3,333=0 = N =8,333kN

YF,=0 = V, +6,666=0 =V, =-6,666kN
dM, =0 = T=0 = T=0

ZMY:O = My+3-4-%+5-4:0 = M, =—44kNm
dYM,=0 = M,+6,666-4=0 = M, =-26,664kNm

Considerando as agdes atuantes nos extremos da barra DE, os carregamentos
atuantes e as relagdes diferenciais, constata-se que o esfor¢o normal nessa barra sera
constante, trativo e de intensidade igual a 8,333 kN. J4 o momento tor¢or serd nulo para
toda a extensdo da barra. Devido a presenca de um carregamento distribuido orientado
ao longo do eixo z, o esfor¢o cortante nesse eixo apresentara variagdo linear, o que

conduz a variagdo quadratica do momento fletor atuante em torno do eixo Y.

T

6,666
5

5 &333

Figura 10.9 Diagrama de corpo livre da barra DE.
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Ja o esforco cortante no eixo Yy apresentara variagdo constante, uma vez que
nenhum carregamento distribuido atua nessa direcdo ao longo da barra. Assim, o
momento fletor em torno do eixo Z possuira variagdo linear. Com base nesses
comentarios, os diagramas de esfor¢os solicitantes para a barra analisada podem ser

construidos, os quais estdo apresentados na Fig. (10.10).

17
8333 2 T~
YA A . —
B ¢ X
.
6.666
N Vy Vz
44
Fy \““\\_E &
0 . s
e e
26664
5 6,66 - iy

Figura 10.10 Diagramas de esforcos solicitantes para a barra DE.

10.3 — Exemplo 2

O segundo exemplo desse capitulo objetiva a determinagdo dos diagramas de
esforgos solicitantes da estrutura apresentada na Fig. (10.11). Trata-se de uma estrutura
tridimensional formada pelo acoplamento de trés elementos de barra simples e dois
elementos de barra geral. Esta estrutura ¢ solicitada por dois carregamentos distribuidos
atuantes nos elementos de barra geral e por duas forgas concentradas atuantes sobre o n6
no qual convergem as barras simples, n6 D. Além disso, a estrutura ¢ vinculada por

meio de um engaste em seu nd A e um apoio simples em seu n6 E.

Capitulo 10 — Estruturas Mistas Tridimensionais




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 194

Figura 10.11 Estrutura a ser analisada.

Para que a constru¢do dos diagramas de esforgos solicitantes seja possivel, deve-
se efetuar, inicialmente, a determinac¢do dos esforgos normais atuantes nas barras da
treliga tridimensional. Essa etapa ¢ realizada aplicando o método dos nds sobre o nd D.
Porém, antes de impor as condi¢cdes de equilibrio de ponto material no caso
tridimensional sobre este no, deve-se determinar os versores que definem a geometria

das barras que concorrem ao né citado. Esses versores sdo determinados da seguinte

L_:((4—2)i+(0—1,5)j+(0—3)k) _ o (2i-15i-3K)
> S22+ (-15) +(-3) v 1525
L_:((4—2)i+(3—1,5)j+(()—3)k) _ (21415 -3k)
” J2 41,52 +(-3) ERVERE
L_DE:((0—2)i+(3—1,5)j+(0—3)k) . L—DE:(—2i+1,5j—3k)

J(22) +1,5%+(-3) Ji5,25

O esfor¢o normal possui orienta¢do paralela ao eixo geométrico da barra no qual

atua. Portanto, as componentes dos esfor¢os normais, definidas segundo os eixos
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cartesianos, podem ser determinadas por meio dos versores unitarios calculados
anteriormente. Multiplicando os versores unitarios que definem as geometrias das barras
pela norma do respectivo esforco normal obtém-se as componentes do esforco normal
segundo os eixos cartesianos. Para a trelica tridimensional considerada, os esforcos

normais podem ser definidos como:

Noe =(2i—1,5] - 3K)

15,25
N H H NDC
Noc =(2i+1,5j—-3k)
15,25
N H H NDE
Noe =(-2i+1,5j-3k)
15,25

Com base na ilustragdo apresentada na Fig. (10.11), constata-se que a forga

externa atuante sobre o nd D pode ser definida como F =(0i+10j—10k). Assim,

pode-se efetuar o equilibrio desse n6 por meio das seguintes condigdes:

DR =>FK=>F=0

Para a estrutura em andlise pode-se escrever que:

2 2 2
F. =0 N
2 Fx 15,25 DB+\/ 5, 5 ~/15,25
1,5 15 15
F =0{-——= 2 2 N 10=0
2R «/15,25 ~/15,25 \/15,25 oe
3 3 3
F,=0|-——— =0
2F: 15,25 15,25 15,2 5

Reescrevendo as trés equacdes anteriores de uma forma matricial, a qual é mais
facilmente resolvida com o auxilio de equipamentos eletronicos, obtém-se:
2 2 -2 || Npg 0
! LS L5 L5]{Npy.p=1-10

VISZS 3 3 3 INg. | |10

Resolvendo o sistema matricial determinado anteriormente, composto por trés

equacgodes e trés incognitas, obtém-se:

N 6,5085
Noe b=1-13,0170 1 kN
No.| |—6,5085
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Os esfor¢os normais nas barras simples determinados anteriormente devem ser
aplicados sobre os elementos de barra geral sobre os quais se apoiam a trelica
tridimensional. Sabendo que esse processo deve ser efetuado considerando os efeitos de
acdo e reagdo (terceira lei de Newton), deve-se aplicar sobre cada um dos nés de
elementos de barra geral onde a trelica tridimensional é apoiada o esforgo solicitante
atuante no extremo da barra simples que concorre ao nd de conexao com sentido
contrario ao observado no elemento de barra simples. Assim, a forca decorrente da
presenca da trelica tridimensional sobre o n6 B pode ser calculada da seguinte maneira:

2 — - i i 1
Fe=—LyNyp — Fs :—(2I -L,35] —3k)—6,5085 -

J15.25
Fo =(-3,3331+2,50j+5,0K)

Para os nés C e E, as forcas decorrentes da presenca da trelica tridimensional

podem ser calculadas de maneira similar. Portanto, para o né C tem-se:

1

V15,25

d _

Fc=-LcNye — Fc=—(2i+15]-3K) (-13,0170) —

Fc= (6,666i +5,00] —I0,0k)
Ja para o n6 E, as seguintes componentes de for¢a sdo obtidas:

1

V15,25

Fe=-LpcNpe — Fe=—(-2i+15j-3k)

(~6,5085) —

Fe =(-3,333i+2,50] - 5,0k)

De forma a comprovar a corre¢do dos procedimentos relacionados a transmissao

de esforcos efetuados até o presente momento, deve-se verificar se a somatdria das

- - -
forcas Fs,Fce Feresulta a forga externa aplicada. Isso deve ser constatado uma vez

que forcas ndo podem ser criadas nem eliminadas durante o processo de equilibrio.

Portanto:

(FB+ Fc+ Fej:(—3,333i+2,50j+5,0k)+(6,666i+5,00j—10,0k)+

RN

(-3,333i+2,50j-5,0k) — (EB‘F Fc+ I_:)Ej =(0i+10j-10k)
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O vetor obtido da soma das forcas aplicadas sobre os nés B, C e E ¢ igual ao

-

vetor que define a forga externa aplicada, ou seja, F =(0i+10j—10k). Portanto, a

analise dos elementos de barra geral pode ser iniciada, ja& que o equilibrio da trelica
tridimensional foi verificado assim como sua transmissao de esforgos.

Antes que a andlise estrutural dos elementos de barra geral seja iniciada, deve-se
aplicar sobre estes as forgas decorrentes da acdo da trelica tridimensional. O poértico
tridimensional a ser analisado, os carregamentos atuantes e¢ sua vinculagdo estdo

apresentados na Fig. (10.12).

5.0

Figura 10.12 Portico tridimensional a ser analisado.

A primeira barra geral a ser analisada ¢ a definida pelos nos B e C. Isolando esta
barra do restante da estrutura, irdo surgir, no ponto de separagdo da barra do restante da
estrutura, esforgos solicitantes que atuam no sentido de restaurar a condi¢do de
equilibrio. A barra delimitada pelos nés B e C com os carregamentos concentrados e
distribuido atuantes e as agdes em seu extremo B estdo apresentados na Fig. (10.13).

Impondo sobre o sistema apresentado na Fig. (10.13) as condi¢des de equilibrio

de corpo rigido no caso tridimensional obtém-se:
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Figura 10.13 Barra BC.

dDF=0 = V,+6,666=0 =V, =-6,666kN
YF =0 = -N+5=0 = N =5kN
dYF=0 = V,-3:3-10=0 =V, =19kN

dYM, =0 = MX—3-3%—10~3:0 = M, =43,50kNm

DM, =0 = T=0 = T=0
dM,=0 = M,-6,666-3=0 = M, =20kNm

Com base nas agdes e carregamentos apresentados na Fig. (10.13) e nas relagdes
diferenciais, constata-se que o esfor¢o cortante atuante na dire¢do X apresentard variagcdo
constante ao longo do comprimento da barra BC. J4 o momento fletor orientado na
dire¢do z, o qual ¢ associado ao cortante X, possuira varia¢ao linear. O comportamento
para esses dois esfor¢cos solicitantes, segundo as relagdes diferenciais, deve-se a
auséncia de carregamentos distribuidos orientados na direcdo X ao longo do
comprimento da barra. O esfor¢o cortante atuante na dire¢do Z possui variagdo linear ao
longo do comprimento da barra, enquanto o momento fletor associado, atuante na
direcdo X, apresentara variacdo quadratica. Constata-se que o esfor¢o normal € trativo,
constante e de intensidade igual a 5,0 kN ao longo de toda a extensdo da barra. Ja o
momento torgor sera nulo em todos os pontos da barra BC. Com base nos comentérios
apresentados nesse paragrafo, os diagramas de esforgos solicitantes para a barra

considerada podem ser construidos, os quais estao apresentados na Fig. (10.14).
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Figura 10.14 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra BC.

A proxima barra a ser estudada ¢ a definida pelos nés A e B. Porém, antes de
isola-la da estrutura, deve-se efetuar o equilibrio do né B, nd este que faz a conexado
entre as barras AB e BC, para que assim as intensidades das a¢des atuantes no extremo
B da barra AB sejam calculadas.

O equilibrio do n6 B ¢ efetuado impondo-se a condi¢do de equilibrio de corpo
rigido ao referido nod, considerando as agdes atuantes no extremo B das barras que
concorrem a este nd, reaplicadas com sentido oposto ao de atuacdao destes no extremo
das respectivas barras (3 lei de Newton). As acdes atuantes sobre o né6 B estdo
apresentadas na Fig. (10.15). Impondo a condi¢do de equilibrio de corpo rigido a essas

agoes obtém-se:

YF =0 = F-3333+6,666=0 = F,=-3333kN
dF =0 = 25+5+F =0 = F,=-7,5kN
dYF =0 = -19+5+F,=0 = F, =14kN
DM, =0 = M, -43,50=0 = M, =43,50kNm
DM, =0 = M, =0 = M,=0
dM,=0 = -20+M,=0 = M, =20kNm
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Figura 10.15 Equilibrio n6 B.

Portanto, as a¢des determinadas anteriormente podem ser transferidas para o
extremo B da barra AB. Para isso, basta reaplicar, com sentidos opostos, as acdes
incognitas calculadas sobre o n6 B. Efetuando este procedimento obtém-se o diagrama

de corpo livre da barra AB, o qual ¢ ilustrado na Fig. (10.16).

2\ MZT V/ﬂMy

Figura 10.16 Barra AB.
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Impondo-se a condicao de equilibrio de corpo rigido a barra apresentada na Fig.

(10.16), obtém-se os valores das agdes em seus extremos, 0s quais sao iguais a:

YF =0 = -N+3,333=0 = N =3,333kN
YF=0 = V,+7,5=0 =V, =-7,5kN
YF=0 = -14-3:4+V,=0 =V, =26kN
ZMXZO = -T-43,50=0 = T =-43,50kNm
dYM, =0 = My+3-4-%+14-4=0 = M, =-80kNm
ZMZ:O = —20+7,5-4+M,=0 = M, =-10kNm

Com base nas agdes atuantes nos extremos da barra AB, nos carregamentos
atuantes e nas relagdes diferenciais, constata-se que o esfor¢o normal nessa barra sera
constante, trativo e de intensidade igual a 3,333 kN. J4 o momento tor¢or apresentara
variagdo constante ao longo da extensdo da barra, sendo seu valor igual a 43,50 kNm.
Devido a presenca de uma carga distribuida orientada na dire¢do do eixo z, o esfor¢o
cortante nesse €ixo apresentara variagao linear, o que conduzira a variagdo quadratica do
momento fletor atuante em torno do eixo Y. Ja o esfor¢o cortante no eixo y apresentara
variagdo constante, uma vez que nenhuma carga distribuida atua nessa dire¢do ao longo
do comprimento da barra. Assim, o momento fletor em torno do eixo Z possuira variagao
linear. Com base nesses comentarios, os diagramas de esforcos solicitantes para a barra

analisada podem ser construidos, os quais estdo apresentados na Fig. (10.17).

26
3,333 ey
HA y‘ ‘: ‘{‘ —~_ 14
T 2 2 ]
J X ‘ X
X
7.5 '
N Vy Vz
50 80
43,50 " gk Mg A
ID- } //. A‘ xkx"‘-».
./ e T~
! B ! S——
L o X X
10
T Mz My

Figura 10.17 Diagramas de esforgos solicitantes para a barra AB.
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11. — Cabos

11.1 — Introducao

Cabos s3o elementos estruturais que resistem unicamente a solicitagdes de
tracdo. Dessa forma, os cabos podem ser considerados como um caso particular dos
elementos de barra simples. Esses elementos estruturais sio muito utilizados em

estruturas de pontes, como mostrado na Fig. (11.1), linhas de transmissao, teleféricos,

entre outros.

Figura 11.1 Estruturas que utilizam cabos.

Os cabos podem ser divididos em duas categorias, dependendo do carregamento

solicitante: Cabos que suportam carga concentrada ¢ Cabos que suportam carga
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distribuida. A seguir serdo discutidos aspectos especificos relacionados a cada uma

dessas categorias.

11.2 — Cabos que Suportam Carga Concentrada

Nessa categoria enquadram-se os cabos que apresentam cargas concentradas em
determinados pontos localizados ao longo de seu comprimento como mostra a Fig.
(11.2). Por simplicidade, pode-se assumir que os cabos sdo flexiveis, ou seja, ndo
possuem resisténcia a flexao. Além disso, assume-se também que seu peso proprio € tao
pequeno comparado com a intensidade das agdes aplicadas que este pode ser

desprezado.

Figura 11.2 Cabos com carga concentrada.

A Fig. (11.2) apresenta um cabo fixo nos pontos A e B, suas extremidades,
sendo submetido a acdo dos carregamentos concentrados Qi, Q2 e Qs, atuantes nos
pontos Ci, C2 e Cs, respectivamente. Admite-se que as projecdes horizontais da
distancia do ponto de fixacdo A até cada uma das cargas seja conhecida (X1, X2, X3) € que
as proje¢des horizontais e verticais entre os pontos de fixagdo A e B também o sao.

O objetivo da andlise estrutural nesse problema trata da determinacdo das
projecdes verticais da distdncia de A até cada ponto, bem como a tragao exercida no
cabo. Para tal fim, deve-se, inicialmente, construir o diagrama de corpo livre do cabo.
Para o cabo apresentado na Fig. (11.2), o diagrama de corpo livre assume a forma

ilustrada na Fig. (11.3).
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Figura 11.3 Diagrama de corpo livre do cabo.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao sistema apresentado na

Fig. (11.3), ou seja, (Z FX,Z Fy,ZMZB), observa-se que nesse problema existem

quatro incognitas, as quais estdo relacionadas as reacdes dos apoios A e B (Ax, Ay, Bxe
By). Como existem apenas trés equacgdes de equilibrio para o caso plano, deve-se obter
uma equagao adicional para que o problema apresente uma solugdo unica. Essa equacao
pode ser determinada conhecendo-se as coordenadas X e y de um ponto qualquer
pertencente ao cabo, como o ponto D, por exemplo. Tracando o diagrama de corpo livre

do trecho que vai de um apoio fixo até o ponto D, como mostrado na Fig. (11.4), e

impondo o equilibrio em termos de momentos(z MP = 0) obtém-se as reacodes dos

apoios A ¢ B.

Em seguida, deve-se construir o diagrama de corpo livre para cada ponto do
cabo que contenha uma carga concentrada. Nesses pontos, a condi¢do de equilibrio de
corpo rigido deve ser atendida. Assim, obtém-se a projecdo vertical da distdncia de A
até esse ponto. Como exemplo, considere o equilibrio do ponto Cz apresentado na Fig.
(11.5).

Aplicando a condicdo de somatéria de momentos nula em relagdo ao ponto

seccionado obtém-se:
DM =0 = Ay, —A % +Q (X, -%)=0 (11.1)

Como X1 e X2 sdo conhecidas, determina-se Ya.
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Figura 11.5 Diagrama de corpo livre do trecho AC..

As forcas internas nos diversos trechos do cabo resumem-se ao esforco de tracao
(T) orientado na direcdo tangente ao cabo no ponto analisado. Esse esfor¢co pode ser
facilmente determinado pela expressdo apresentada na Eq.(11.2):

Tcosa=-A (11.2)

Portanto, a tracdo méaxima ocorrerda nos pontos em que o coso for minimo, ou

seja, adjacente a um dos dois suportes.
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11.2.1 — Exemplo 1

Na Fig. (11.6) ¢ apresentada uma estrutura composta por cabos solicitados por
acdes concentradas. Sabendo que as dimensdes a e b sdo iguais a 4,8 m, determine as

componentes da reagdo do apoio E e a intensidade da tragdo maxima no cabo.

\ 6,0m \ 6,0m 6,0m 6,0m
(7 7777777777777777777777 e =
////
a /// E:gzgzi\
A b —
- //

20KN 30KN

Figura 11.6 Estrutura a ser analisada.

Para a solugdo desse exemplo deve-se, inicialmente, construir o diagrama de
corpo livre da estrutura. Substituindo as condigdes de vinculagdo por forgas

equivalentes aos graus de liberdade restringidos obtém-se o diagrama ilustrado na Fig.

(11.7).

20KN 30KN

Figura 11.7 Diagrama de corpo livre.

Aplicando, sobre o conjunto de forgas mostrado na Fig. (11.7), as equagdes de

equilibrio de corpo rigido obtém-se:
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Y F=0 = A+E =0

D> F,=0 =A+E -20-30-20=0 = A +E =70
DM =0 =-A 24+A -4,8+20-18+30-12+20-6=0 =
A -5-A =-175

Com base nas equagdes obtidas anteriormente constata-se que tém-se trés

(11.3)

relacdes e quatro incognitas a serem determinadas. Portanto, o sistema ¢ ndo
determinado. Para que as incdgnitas sejam determinadas de forma unica, uma equagao
adicional deve ser considerada. Esta equacdo ¢ escrita efetuando uma sec¢ao no cabo
em seu nd C, como apresenta a Fig. (11.8). Aplicando a condi¢do de somatorio nula de

momentos ao corpo livre mostrado na Fig. (11.8) obtém-se:

20KN 30KN

Figura 11.8 Diagrama de corpo livre do trecho AC.

dDMc=0 = —-A12+A-0+20-6=0 = A =10kN
Substituindo o resultado obtido para A nas Eq.(11.3) obtém-se:
E, =60kN, A =-125kN,E, =125kN

A tragdo maxima ocorrerd no trecho onde a inclinagdo entre o eixo que define o
cabo ¢ o eixo horizontal for maior. Assim, a tragdo maxima sera encontrada no trecho

DE. O diagrama de corpo livre desse trecho estd mostrado na Fig. (11.9).

Figura 11.9 Diagrama de corpo livre do trecho DE.
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A fim de encontrar o valor da tracdo nesse trecho, deve-se, inicialmente,
determinar o valor de yp. Para isso, impde-se a condi¢cdo de somatoéria nula de

momentos em relagdo ao ponto D, o que resulta em:
D Mp=0 = —125-y,+60-6 = Yy, =2,88m

Em seguida, determina-se o angulo do cabo com a horizontal facilmente como:

tg(a)
Por fim, impde-se o equilibrio das for¢as na dire¢do horizontal:

Y F =0 = E ~Tcos(a)=0 = T =13865kN

:2’88 = 25,64

11.3 — Cabos que Suportam Cargas Distribuidas

Em estruturas onde os cabos sdo solicitados por carregamentos distribuidos,
estes tendem a configurar uma curva. Nessa situacdo, o cabo serd solicitado por uma
forca interna de tragdo (T) dirigida ao longo da tangente a esta curva.

O objetivo da analise estrutural de problemas desse tipo € a determinagao da
intensidade do esforco de tragdo em qualquer ponto do cabo. Nesse item, serdo
analisados casos particulares de cabos submetidos a dois tipos diferentes de
carregamentos distribuidos: Carga uniformemente distribuida ao longo da horizontal,
formando o chamado cabo paraboélico, e a Carga uniformemente distribuida ao longo do

proprio cabo, formando a catenaria.

11.3.1 — Caso Geral

Como caso geral, deve-se considerar um cabo fixo nos pontos A e B e submetido
a uma carga distribuida, com formato qualquer, ao longo do seu comprimento, como
mostra a Fig. (11.10). Para a determinagdo da tracdo em qualquer ponto do cabo,
constrdi-se, inicialmente, o diagrama de corpo livre da parte compreendida pelo ponto

mais baixo, C, e um ponto qualquer, D, como apresenta a Fig. (11.11).
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Figura 11.11 Diagrama de corpo livre CD.

Sendo To o esforgo de tracdo em C, o qual ¢ horizontal, T o esforco de tragdo no
ponto qualquer, D, o qual ¢ dirigido ao longo da tangente ao cabo no ponto seccionado,
e W a resultante do carregamento distribuido no trecho considerado, CD, verifica-se que
as equagdes que governam o problema sdo as Eq.(11.4), Eq.(11.5), Eq.(11.6) e
Eq.(11.7). Estas equacdes podem ser facilmente verificadas com o auxilio da Fig.

(11.12).

Figura 11.12 Resultante de forgas.

Tcos(a)=T, (11.4)
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Tsen(a) =W (11.5)

T =T, +W? (11.6)
w

t =— .

g(a) T (11.7)

Com base nas Eq.(11.6) e Eq.(11.7), verifica-se que a tracdo T ¢ minima no
ponto mais baixo do cabo e maxima em um dos pontos de fixagdo do cabo. As quatro
ultimas equagdes serdo agora particularizadas para os casos envolvendo curvas

parabdlicas e catenaria.

11.3.2 — Caso Parabélico

Considerando primeiramente o caso parabolico, este configura-se pelo fato do
cabo estar submetido a um carregamento uniformemente distribuido ao longo de sua

projecdo horizontal, como mostra a Fig. (11.13).

y

Figura 11.13 Cabo com carga uniformemente distribuida ao longo do comprimento.

Na Fig. (11.13), q representa a intensidade do carregamento distribuido por
unidade de comprimento medida horizontalmente.
Adotando o ponto mais baixo, C, do cabo como a origem do sistema coordenado

e tragando o diagrama de corpo livre, tém-se:
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w

Figura 11.14 Diagrama de corpo livre do trecho CD.

Sendo W a resultante da carga distribuida no trecho CD, sua intensidade ¢ dada
por:

W =q-x (11.8)

Substituindo a Eq.(11.8) nas Eq.(11.6) e Eq.(11.7), obtém-se o modulo e a

dire¢do de atuagdo do esforgo de tracdo em D. Assim:

T = T2+ W22

(11.9)
tg(a) ==
0

Como a distancia entre D e a linha de agdo da resultante W ¢ igual a metade da
projecdo horizontal da distancia de C até D, a somatdria dos momentos em relacdo a D ¢

expressa por:

dMp=0 = q-x%—To-y:O (11.10)
Assim, Y pode ser determinado como:
ax’
=— 11.11
y o) (11.11)

De acordo com a Eq.(11.11), percebe-se que a forma final do cabo corresponde a
uma parabola com eixo vertical e vértice na origem das coordenadas.

Quando os suportes A e B do cabo estdo na mesma cota, a distancia entre esses
pontos ¢ denominada de vao (L), enquanto que a projecao vertical da distdncia desses
suportes até o ponto mais baixo ¢ denominada flecha (h). Sendo L e h conhecidos de um
cabo submetido a uma carga q por unidade de comprimento horizontal, entdo a tensao

minima To pode ser encontrada substituindo x =L/2 e y =hna Eq. (11.11).
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Quando os suportes estdo em cotas diferentes, como na Fig. (11.15), a posi¢ao
do ponto mais baixo do cabo pode ndo ser conhecida. Portanto as coordenadas Xa, ya, X8
e ys dos suportes devem ser determinadas. Para isto, essas coordenadas devem satisfazer
a Eq. (11.11) e as seguintes relagdes:

Xg—X, =L

Ys —Ya=d

onde L e d correspondem as projecdes horizontal e vertical da distancia entre os dois

(11.12)

suportes, respectivamente.
O comprimento do cabo entre o ponto inferior C e o apoio B ¢ obtido pela

seguinte relagdo:

Xg d 2
Sy = [ 1+(—yj dx (11.13)
0

Derivando a Eq.(11.11) em relagdo a ordenada x, obtém-se dy/dx=q-x/T, .

Substituindo esse resultado na Eq.(11.13) e usando o teorema do binomio para

desenvolver o radical numa série infinita, tem-se:

Xg 2 Xg 2,2 4.4
= s { ]dx j( ;;2_3;4+...de
0 0 o 0 (11.14)
S :X qX q4xg + .-
° "1 40T,

Sabendo que q-x; /2T, = y, tem-se:

S}
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2 4
S, =X, 1+%.[ﬁj _2.(£J e (11.15)
3 (X% 5 ( Xg

A série converge para valores da razdo Yy, /X, menores que 0,5. Em geral, essa

razdo ¢ muito pequena. Assim, apenas os dois primeiros termos da série sdo

normalmente suficientes.

11.3.3 — Exemplo 2

Um cabo preso a um apoio A passa sobre uma roldana em B e suporta uma carga
P. Sendo a flecha do cabo igual a 0,5 m e sua massa por unidade de comprimento igual
a 0,75 Kg/m, determine: a intensidade da carga P, a inclinacdo do cabo em B ¢ o
comprimento total do cabo de A até B. Como a razao da flecha para o vao ¢ pequena,

pode-se considerar o cabo como parabolico. Desprezar o peso proprio do cabo entre os

pontos B e D.

| 40m |

| !
A B

O
~_ 05m _—
4

C D

Figura 11.16 Estrutura a ser analisada.

Para a determinacdo da intensidade da carga P aplicada, deve-se construir o
diagrama de corpo livre envolvendo o ponto mais baixo do cabo, C, e o ponto B. Esse

diagrama esté apresentado na Fig. (11.17).
y

To —T X
c

Figura 11.17 Diagrama de corpo livre no trecho considerado.
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Como a carga ¢ uniformemente distribuida ao longo da horizontal, pode-se

transformar o peso do cabo em carregamento como:

q =(O,75kg/m)-(9,81m/s2)=7,36 N/m

Sabendo que a carga ¢ distribuida em relagdo a proje¢ao horizontal do cabo, a
resultante do carregamento distribuido ¢ dado por:

W=qg:x, = W=7,36-20 = W =147,2N

Deve-se ressaltar que W ¢ aplicada no ponto médio entre C e B. Efetuando a
somatoria dos momentos em relacdo a B, considerando as for¢as mostradas na Fig.
(11.17), tem-se:

dDMy=0 = 147,2:10-T,-0,5=0 = T, =2944N

Calculando Ts por meio da Eq.(11.6) tem-se:

T, =T +W? =/29447 +147,2* = 2948N

Como o esfor¢o de tragdo em cada um dos lados da roldana é a mesmo tem-se
que:

P =T, =2948N

Aplicando agora a Eq.(11.7), pode-se determinar a inclinagdo do cabo em B

CcCOmo:

W 147,2

t = =
9() T, 2944

=0,05 = a=arctan(0,05) = a=2,9

Finalmente, pode-se empregar a Eq.(11.15) entre C e B, considerando apenas a

aproximacgao quadratica da série, para a determinacdo do comprimento do cabo. Assim:

2 2
Sg = Xq 1+3- Yo | 4. |=20. 1+3-(0’5j +--+ |=20,00833m
3 Xy 3120

O comprimento total do cabo ¢ o dobro do valor calculado acima. Portanto:

Comprimento=2S,; =40,0167m

11.3.4 — Caso Catenaria
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Os cabos enquadrados no caso catendria sdao aqueles submetidos a cargas
uniformemente distribuidas ao longo do proprio comprimento, € ndo mais em relagao a

sua proje¢ao horizontal como no caso parabdlico, como mostra a Fig. (11.18).

y
B
///é
A B °
= A
L - N C B /////,
(@] T X

Figura 11.18 Cabo submetido a carga uniformemente distribuida ao longo do proprio comprimento.
Denominando a carga distribuida por unidade de comprimento medida ao longo

do cabo, g, a resultante dessa carga, W, corresponde ao produto entre q € o
comprimento, s, da por¢ao do cabo que estd sendo analisada. Portanto:
W=q-s (11.16)

Substituindo W na Eq.(11.6), obtém-se a tragdo num ponto D qualquer. Assim:

T= \/m (11.17)

Objetivando simplificar os célculos, denomina-se ¢ a constante apresentada na
Eq.(11.18).

c=T,/q (11.18)

Assim, obtém-se:

T,=q-c (11.19)

W=q-s (11.20)

T=q-vJc?+s? (11.21)

A Fig. (11.19) representa o diagrama de corpo livre do trecho CD do cabo.
Como a distancia de D até o ponto de aplica¢do da resultante da carga ndo ¢ conhecida,
deve-se analisar um elemento infinitesimal de comprimento ds do cabo e obter a
equacdo da curva formada pelo cabo através da integracdo da resultante encontrada na

por¢do ds ao longo do comprimento do cabo.
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T, C

Figura 11.19 Diagrama de corpo livre do trecho CD.

Portanto, inicialmente, pode-se escrever a projecao horizontal desse elemento

infinitesimal da seguinte forma:

dx = ds-cos(6) (11.22)
Como (:05(49)=T0 /T, utiliza-se essa relagdo juntamente com as Eq.(11.19) e

Eq.(11.21) na Eq.(11.22). Assim:

dx:ds.cos(é?):-l_-l_—ods— qeds _ (11.23)

Cgeiest (fl+ste?

Tomando como origem do sistema coordenado um ponto a uma distancia ¢ do

ponto C mostrado na Fig. (11.18), realiza-se a integral da Eq.(11.23) de C(0,¢) a D(x,y).

Dessa forma:

x=ich[senh‘ ET _c-senh 2 (11.24)
0 J1+8%/c? Clo c

Exprimindo na Eq.(11.24) o comprimento s da por¢ao CD do cabo, tém-se:

X
s=c-senh— (11.25)
C

Por meio da Fig. (11.19), observa-se que dy=dx-tg(a) ¢ tg(a)=W/T,.

Utilizando essas expressoes, juntamente com as Eq.(11.19), Eq.(11.20) e Eq.(11.25),
obtém-se a expressdo que relaciona as coordenadas X e y. Essa expressdo ¢ a

apresentada na Eq.(11.26).

dy:dx~tg(a):\_/|_—vdx:§dx:senh§dx (11.26)
0
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Integrando a expressao acima de C(0,c) at¢ D(x,y) e utilizando as identidades

trigonométricas %ﬁ)zcos (z), dc%h(z)zsenh(z), senh(0)=0 e cosh(0)=1,
Z Z
obtém-se:
y—Czjsenhde:c[coshi} :C(coshi—lJ (11.27)
. C cl c
X
y:c-coshg (11.28)

A Eq.(11.28) consiste na equagdo de uma catendria com eixo vertical. A

constante ¢ ¢ denominada parametro da catenaria. Utilizando as Eq.(11.25) e
Eq.(11.28), e sabendo que cosh’ (z)-sc—:-nh2 (z)=l , tém-se a relagdo entre y e s:
y’—s’ =¢’ (11.29)
Exprimindo o valor de s e substituindo na Eq.(11.21), tém-se:

T=q-y (11.30)

11.3.5 - Exemplo 3

Um cabo uniforme, pesando SO0N/m estd suspenso por dois suportes A ¢ B como
mostra a Fig. (11.20). Para essa estrutura, determine os valores maximo e minimo da

tragdo no cabo e o comprimento do cabo.

I 150 m |
[ |

%N ””””””” j"””””"" /N

\\\ i ////
C

Figura 11.20 Estrutura a ser analisada.

A origem das coordenadas ¢ colocada a uma distancia ¢ abaixo do ponto inferior

do cabo, como indica a Fig. (11.21).
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Figura 11.21 Localizagdo da origem e o ponto inferior do cabo.

Utilizando a Eq.(11.28), sabendo que as coordenas do ponto B sdo iguais a

Xg =75 ey, =30+C tem-se:
30+C=C‘cosh(ﬁj = £+1=cosh(ﬁj
C C C

A expressao acima ¢ do tipo ndo linear. Assim, o termo ¢ deve ser determinado
por meio de um processo iterativo. Para a equacdo considerada esse termo € igual a:

c=98,4

Dessa forma:

Yg =30+Cc=128,4m

Portanto, com base nas Eq.(11.19) e Eq.(11.30) obtém-se os valores extremos
das tracdes no cabo, as quais sao iguais a:

T, =T,=50-98,4=4920N

T .. =T =50-128,4 = 6420N

O comprimento do cabo ¢ encontrado utilizando a Eq.(11.29) no trecho CB:

Yo —Ses =C° = Sl =Y;-C’=128,4"-984> = s, =82,5m

O comprimento final ¢ o dobro do comprimento do trecho CB. Assim:

Sis =255 = Spg =165M
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12. — Tensao e Deformacao

12.1 — Introducado

Um dos objetivos basicos da Mecanica dos Materiais (Resisténcia dos Materiais
e Mecdanica dos Solidos) ¢ o desenvolvimento de relagdes entre carregamentos externos
aplicados a um corpo deformével, solicitacdes internas e deformagdes provocadas por
estes. Nesse contexto, as solicitagoes internas, as quais podem ser compreendidas por
meio de nosso proprio corpo quando fazemos algum movimento que solicita a nossa
musculatura, estdo associadas ao conceito de tensdo. J4 a mudanca de forma
(geométrica) de um determinado objeto apds ser solicitado por qualquer acdo externa,
que pode ser percebida por meio da flexdo de uma régua flexivel, estd associada ao
conceito de deformagdo. Como esses dois fendmenos sido acionados pela mesma agao
externa, ¢ intuitivo perceber que deve haver uma relagdo unica entre deformagdes e
tensdes, que para o caso de corpos elasticos lineares, ¢ denominada Lei de Hooke
(1678).

Os conceitos de tensdo e deformagdo bem como a compreensdo da Lei de Hooke
sdo fundamentais para o bom entendimento do campo da Mecanica dos Materiais e,

portanto, indispensaveis a formag¢ao de um bom engenheiro.

12.2 — Tensao Normal Média

O conceito de tensao foi utilizado nos séculos passados para a compreensao
sobre as causas das falhas em estruturas. Sob um mesmo nivel de carregamento externo,
estruturas compostas por um mesmo material observavam a seguranga e¢ a falha

conforme as dimensdes da secdo transversal dos elementos que as compunham eram
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variadas. As tensoes foram inicialmente estudadas por pesquisadores renomados como
Galileo (1638), Mariotte (1688) e Hooke (1678).

Para introduzir o conceito de tensdo, deve-se considerar o elemento de barra
simples mostrado na Fig. (12.1), o qual estd em equilibrio quando exposto a duas forcas

trativas de intensidade F.

Fe—rF - ) 2 )—>F

Figura 12.1 Barra prismatica tracionada.

Assume-se ainda que essa barra seja seccionada por um plano a, ortogonal ao
seu eixo, dividindo-a em duas porgdes. Como a barra estd em equilibrio, cada elemento
isolado da barra seccionada devera estar também em equilibrio. Portanto, no plano o
surgird o esfor¢o normal N, o qual restaura o equilibrio originalmente observado, como

mostrado na Fig. (12.2).

F N N F
< | | ——

Figura 12.2 Representagdo do esforgo solicitante normal.

Deve-se ressaltar que o esforco normal N sera resistido pelo material que
compde a barra (terceira lei de Newton). Assim, as particulas do material, localizadas na
secdo transversal da barra, deverdo reagir mecanicamente para equilibrar o esforgo
normal atuante. Portanto, a somatdria das reagcdes de cada uma dessas particulas,
presentes na secdo transversal da barra, devera ser igual a N. Assumindo, por
simplificagdo, que o esfor¢co N seja igualmente resistido por todas as particulas da se¢ao

transversal, como mostra a Fig. (12.3), pode-se definir a grandeza tensdo normal média,

o,,, que sera associada a integridade da barra e consequentemente ao seu equilibrio.

Om

: < —

Figura 12.3 Tensao normal média.
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A tensdo ¢ dita normal, pois atua de forma normal a um plano (area) de
referéncia, no presente caso ao plano a. Matematicamente, a tensao normal média ¢
definida pela relacdo mostrada na Eq.(12.1), cuja intensidade ¢ dada pela razdo entre o
esfor¢o normal atuante e a area da se¢do transversal do elemento estrutural. Com base

nessa equagao, constata-se que a unidade de medida da tensdo € forga/area.
o, =— (12.1)

Deve-se informar que para os materiais de uso corrente na engenharia, a tensao
normal média resistente ¢ obtida por meio de ensaios experimentais. Assim, a
verificagdo sobre a falha de um dado elemento estrutural ¢ feita com base nas tensdes

atuantes sobre ele, as quais s30 comparadas a sua tensao resistente.

12.3— Exemplo 1

Determine as tensdes normais médias nas barras da trelica apresentada na Fig.
(12.4), sabendo que as areas da secdo transversal das duas barras sdo iguais a:

A =10cm*e A, =15cm” .

—— ]o
yd
/]
g
g 2
3m g
yd
yd
yd
] 1
\ 4 /0
yd

A

4 m

10 kN

Figura 12.4 Estrutura a ser analisada.
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Este problema pode ser resolvido aplicando-se o método dos nos. Deve-se
aplicar as equagdes de equilibrio de ponto material sobre o n6 onde a forga de 10 kN ¢

aplicada. O diagrama de corpo livre deste n6 ¢ mostrado na Fig. (12.5). Sabendo que

Sen(f) = % e Cos(p)= 4 550 equilibrio desse no6 resulta nas seguintes equagdes.

F,
AN

$1OKN

Figura 12.5 Diagrama de corpo livre.

ZFy =0 = Fzsen(ﬂ)—lo =0 = F, =16,667kN
D F,=0 =-F—Fcos(8)=0 = F, =—13,333kN
Assim, as tensdes normais médias, nas duas barras que compdem a trelica,

podem ser calculadas empregando a Eq.(12.1). Portanto:

13333 N
= =133 Y-

Deve-se ressaltar que o sinal negativo observado na tensdo da barra 1 indica que
a mesma estd submetida a uma tensdo de compressdao. Deve-se também chamar a
atencdo do leitor para o fato de que, apesar da barra 2 estar solicitada por um esforgo
normal de maior intensidade, esta apresenta tensdo normal menor. Assim, desprezando

os efeitos de flambagem, essa barra romperia apos a falha da barra 1.

12.4 — Tensao Cisalhante Média

Apds a compreensdo do conceito de tensdo normal média, pode-se questionar se
a presenca de uma forca atuando nao mais normal, mas sim paralela ao plano (area) da
secdo transversal de um elemento de barra provoca tensdes. A resposta a esta pergunta ¢

positiva, sendo este o caso da atuacdo do esforco cortante. Nessa situacdo, as tensoes
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médias provocadas pelo esfor¢o cortante sao denominadas tensdes cisalhantes médias
ou tensdes de cisalhamento médias.

Para compreender a atuagdo das tensdes de cisalhamento, deve-se considerar o
corpo apresentado na Fig. (12.6), o qual consiste de duas chapas conectadas em seus
extremos, sendo solicitadas por duas forgas de intensidade F, que atuam no sentido de
provocar o corte (separacao) das chapas. Assume-se que este corpo esteja em equilibrio

estatico sob a atuagao dessas acoes externas.

Figura 12.6 Corpo em equilibrio solicitado ao corte.

Separando as chapas mostradas na Fig. (12.6), surgirdo esforgos solicitantes que
atuardo no sentido de reestabelecer a condi¢ao de equilibrio originalmente observada,
antes da separagdo. Se um corpo esta em equilibrio, cada por¢do isolada deste corpo
encontra-se também em equilibrio. A Fig. (12.7) ilustra a separa¢dao das chapas e o

surgimento do esforco cortante V.

Figura 12.7 Esforco solicitante e tensdo de cisalhamento média.

O esforco cortante devera ser resistido pelas particulas do material que compdem
a regido onde este esfor¢o atua. Portanto, a somatdria das reagdes mecanicas de cada
uma das particulas que contribuem para a resisténcia do material deverd ser igual ao
esforgo cortante para que o equilibrio seja satisfeito. Assumindo que todas as particulas

da area de atuagdo do esforco cortante contribuam uniformemente para a resisténcia do
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material, como mostra a Fig. (12.7), pode-se definir a grandeza tensdao de cisalhamento
média, 7,, como uma medida da solicitacdo do carregamento externo, com relagdo ao
esforco cortante, sobre o material.

A tensdo ¢ denominada cisalhante, ou também de cisalhamento, uma vez que
esta orientada na direcdo paralela ao plano (area) em que esta grandeza deseja ser

mensurada. Matematicamente, a tensdo de cisalhamento média, 7,, ¢ definida pela

relacdo mostrada na Eq.(12.2). Com base nessa equacdo, constata-se que, assim como

para o, , a unidade de medida da tensdo cisalhante ¢ forca/area.
T, =— (12.2)

Embora de simples determinagdo, deve-se enfatizar que a utilizacdo das
Eq.(12.1) e Eq.(12.2) pode conduzir a aproximagdes grosseiras nos valores das tensoes
em problemas praticos. Isso se deve ao fato de que, em muitos problemas de
engenharia, as tensdes ndo serem uniformemente distribuidas sobre a area analisada.
Nesses problemas onde concentradores de tensdo estdo presentes, deve-se considerar a
utilizagdo de coeficientes de seguranga. Além disso, na grande maioria das estruturas, as

tensOes normal e cisalhante atuam conjuntamente.

12.5 — Exemplo 2

Na Fig. (12.8) ¢ apresentado um sistema estrutural que suporta uma forga igual a
600 kN. Essa forga ¢ resistida por um pino de diametro igual a 0,25 m. Com base nesse

sistema, determine a tensdo de cisalhamento média que atua sobre o pino.

300 kN 300 kN

0,25m

600 kN 600 kN

Figura 12.8 Sistema a ser analisado.
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Na Fig. (12.8) ¢ apresentado o diagrama de corpo livre do pino que suporta a
acdo de 600 kN. Tragando o diagrama de esfor¢o cortante deste pino, o qual sera
omitido nessa resolucdo por simplicidade, verifica-se que o esfor¢o cortante maximo
sera igual a 300 kN. Assim, utilizando a Eq.(12.2) verifica-se que a tensdo cisalhante

média serd igual a:

300 N
r= ~6111,55 412

(ﬂ0,252%

12.6 — Tensoes Médias em Planos Quaisquer

Conforme discutido nos itens anteriores, as tensdes atuantes na estrutura,
decorrentes das acdes externas e esforcos internos, dependem do plano (area) analisado
assim como da direcdo de atuacdo dos esforcos neste plano. Para ilustrar esta
dependéncia, deve-se considerar a barra simples mostrada na Fig. (12.9), a qual esta
tracionada sob a acdo de duas forcas de intensidade F. Deseja-se analisar as tensdes
atuantes ao longo de um plano que secciona a barra em duas partes, como ilustrado na

Fig. (12.9). Este plano apresenta uma inclinagdo € em relagdo ao eixo da barra.

A'= A/cos(0)

Figura 12.9 Analise das tensdes em planos quaisquer.

Analisando o elemento 1, observa-se que, apds a separacao da barra, surgird uma

tensdo equivalente 7, decorrente da resultante dos esfor¢os solicitantes atuantes no
plano inclinado. A tensdo equivalente 7, e o elemento 1 estdo ilustrados na Fig. (12.10).

A tensdo equivalente pode ser determinada dividindo a resultante dos esforcos

solicitantes no plano inclinado, F, pela area inclinada, a qual ¢ igual a A/ cos(@).

Assim;
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Figura 12.10 Tensdo resultante no plano inclinado.

A determinacdo das tensdes normal e de cisalhamento médias no plano inclinado
¢ efetuada calculando-se as componentes da forca F' atuantes ao longo das direcdes

normal e paralela ao plano inclinado. Assim, como mostra a Fig. (12.11), a componente

normal ¢ igual a Fcos(@) e a componente cortante ¢ dada por Fsen(H) )

A Al
! Om

A A
n N
F b F 0 . ¥
_ T = F PEE——
L 1 Y T

Figura 12.11 Tenséo resultante no plano inclinado.

Aplicando as Eq.(12.1) e Eq.(12.2) no problema estudado obtém-se que:

o, :% = o ZIZLS(Q) = o' zgcosz(é’) (12.3)
%os(@)
r :% — T’(n‘g) :ZSL@ = T,(f) zgsen(ﬁ)cos(ﬁ) (12.4)
%05(9)

Deve-se enfatizar que tanto a tensd@o normal quanto a tensdo de cisalhamento
dependem do plano considerado e consequentemente de sua inclinagdo. Segundo as
Eq.(12.3) e Eq.(12.4), constata-se que a tensdo normal tem seu valor maximo para a
inclinacdo igual a zero e a tensdo de cisalhamento tem seu valor maximo para a

inclinacao de 45°.

Capitulo 12 — Tensao e Deformacao




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 227

Além disso, no plano onde a tensao normal ¢ maxima a tensao de cisalhamento ¢
nula. E o plano onde a tensdo de cisalhamento ¢ maxima esta rotacionado em 45° com

relacdo ao plano em que a tensdo normal ¢ maxima. Essas conclusdes serdo discutidas

em mais detalhes no capitulo 23.

12.7 — Exemplo 3

A Fig. (12.12) mostra um sistema estrutural composto por trés elementos
prismaticos, os quais resistem ao carregamento aplicado de 600 N por meio de forgas de

contato. Determine as tensOes médias nas areas de contato Ai.

600 N

Figura 12.12 Sistema a ser analisado.

Na Fig. (12.12) ¢ apresentado o diagrama de corpo livre do sistema analisado.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido a este sistema estrutural,

determinam-se as agdes normais as areas 4, ¢ 4;, as quais sdo F, e F, respectivamente.

Assim:
DFE=0= 1?;—600.3=0 = F.=360N
5
> F,=0 :>F’y—6oo-f:o = F,=480N
5 y

Assim, na interface que contém a 4rea 4, , a tensdo normal média ¢ dada por:
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480
= = N
o, 313 160 4 2

J& na interface que contém a area 4;, a tensdo normal média ¢ dada por:

360
== N
%=1 2404’712

Na interface que contém a area 4, o esfor¢o ¢ transmitido por meio de tensdes
de cisalhamento. Assim, a tensdo de cisalhamento média atuante sobre a area 4, ¢ dada

por:

360
= = N
2-m 31,5 80 4’”2

12.8 — Deformacdo

Quando uma ag¢do externa ¢ aplicada a um corpo deformavel, este tende a alterar
sua forma inicial. A mudang¢a de forma deste corpo, a qual ¢ provocada pela variacao
dos deslocamentos dos pontos que o compde, como mostra a Fig. (12.13), é denominada
deformacao. As deformagdes sdo observadas experimentalmente podendo ser de grande

magnitude, como em elasticos, ou mesmo imperceptiveis como nas edificagdes.

Figura 12.13 Configurago ndo deformada e deformada de um corpo.

As deformacdes podem ser normais ou distorcionais segundo a solicitagdo
atuante sobre a estrutura. A deformacdo normal estd associada ao alongamento ou

encurtamento do elemento considerado. Assumindo que o elemento analisado seja

Capitulo 12 — Tensdo e Deformacado




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 229

infinitesimal de comprimento d/ , como mostrado na Fig. (12.14), a deformagao normal,
£, pode ser definida, matematicamente como:

(dl+5dl)—dl odl
7 = ="
dl dl

s dl /

oo (12.5)

L |

! dl+&dl !

Figura 12.14 Deformagdo normal, alongamento.

Portanto, a deformagdo normal pode ser definida por meio da variacdo do
comprimento do elemento dividida por seu comprimento inicial. Conforme apresentado
na Eq.(12.5), a deformacao normal ¢ uma grandeza adimensional.

J4 a deformagdo distorcional estd associada a distor¢do dos elementos que
compdem a estrutura. Assumindo, novamente, que a andlise seja efetuada com um
elemento de dimensdes infinitesimais, como mostrado na Fig. (12.15), a deformagao
distorcional ¢ determinada com base na variacdo do angulo entre duas arestas do
elemento infinitesimal analisado. Considerando que as arestas estejam inicialmente

perpendiculares, a deformacgdo distorcional, y, ¢ definida como:

y=Z_g (12.6)

Figura 12.15 Deformagao distorcional.

Capitulo 12 — Tensado e Deformacado




230

Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos

Como vy ¢ dada por meio de uma variacdo angular, sua unidade de medida ¢

radianos.

12.9 — Exemplo 4

A Fig. (12.16) mostra um elemento retangular deformado apds a atuacdo de

acOes externas. Com base em sua configuragdo deformada, determine a deformagao
distorcional neste elemento, a deforma¢do normal ao longo da aresta AD e a

deformagdo normal ao longo da diagonal do elemento que une os pontos DB.

yAL
3 mm
B
Dl | :
A ; _ C "
l' :
l' If
l !
i' i
J’ l,,
!

400 mm| |
I' :
I' Jr
1 :
i' ,l

,’J L J

v V e .; )
A . I
300 mm 2 mm

Figura 12.16 Elemento Deformado.

A deformagao distorcional ¢ dada pela variagdo angular das arestas do elemento
apés a atuagdo dos carregamentos externos, Eq.(12.6). Como o elemento considerado

deforma-se angularmente ao longo de suas arestas AD e AB, a deformacao y serd

composta por duas variagdes angulares. Assim:
j = y=1,1416x10"rad

2
= Arctg| — |+ Arct
4 & (300} & (40
J4 a deformagao normal ao longo do lado AD pode ser determinada utilizando-se

a Eq.(12.5). Entdo:
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 \400% +3% —400
b=

&
4 400

Finalmente, a deformagdo normal ao longo da diagonal DB podera também ser

£, =2,812x107

calculada utilizando a Eq.(12.5). Assim:

B J(300-3)’ +(400-2) =/300” +400°

Epp = = £, =—6,797x107

\300% +400°

12.10 — Componentes de Tensao no Caso Tridimensional

Os problemas apresentados at¢é o momento foram essencialmente
unidimensionais, ou seja, devido as condi¢des de contorno e as hipdteses de modelagem
surgiram apenas uma tensdo normal e uma tensdo de cisalhamento na estrutura
considerada. Além disso, foi assumida variagdo uniforme dessas tensdes nas areas de
interesse. Porém, muitos dos problemas encontrados no cotidiano da engenharia de
estruturas ndo podem ser classificados como unidimensionais ou as tensdes ndo sio
uniformemente distribuidas. Nesses problemas, as tensdes variam de ponto material a
ponto material que compde a estrutura devendo, portanto, ser definidas e mensuradas
pontualmente.

Para efetuar uma representacao e descricdo mais precisas do comportamento das
tensdes ao longo do material estrutural, deve-se determinar a distribui¢ao dos esforgos
internos para cada ponto material que compoe o corpo considerado. Para tanto, deve-se
considerar o corpo apresentado na Fig. (12.17), o qual estd em equilibrio quando
submetido a um conjunto de forcas externas. Para estudar os esforcos internos atuantes

nesse corpo, deve-se secciond-lo por meio de um plano a.

Fy
l-' ‘j

segao

F

Figura 12.17 Corpo tridimensional em equilibrio.
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Assumindo que o corpo encontra-se inicialmente em equilibrio, conclui-se que
cada porcao material que o compde devera estar também em equilibrio apds o
seccionamento. Portanto, separando o corpo ao longo do plano a, verifica-se que as
por¢des inferior e superior do corpo seccionado, que estavam inicialmente em
equilibrio, deverdo permanecer em equilibrio. Para que isso ocorra, esforgos solicitantes
surgem objetivando o reestabelecimento da condi¢do de equilibrio. Tais esforcos
solicitantes dao origem as Tensoes (T), as quais nada mais sao do que respostas
mecanicas do corpo as agdes externas aplicadas, atuantes em cada um dos pontos
materiais que compdem o plano de secgao.

Considerando que as tensdes variam pontualmente, a condi¢ao de equilibrio sera
reestabelecida pela somatéria das respostas mecanicas de cada ponto material do corpo,

como mostrado na Fig. (12.18).

Figura 12.18 Surgimento das tensdes.

K,

Assim, tomando um ponto P localizado sob o plano o, pode-se determinar sua
contribui¢do, em termos de forca AF , para o equilibrio por meio da Eq.(12.7).

AF =TAA (12.7)
onde A4 ¢ a arca de atuacao das tensoes T.

Desta forma, pode-se definir a tensdo atuando em um ponto como sendo “a
intensidade da for¢a, por unidade de area, atuante em uma dada drea de referéncia”.
Matematicamente a tensdo atuante em um ponto pode ser definida como:

7= lim % (12.8)

Deve-se observar que a tensdo depende da intensidade da forca AF e também da

orientacdo desta em relagdo a drea A4 considerada. Lembrando que a tensdo pode ser
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classificada como normal ou de cisalhamento se a for¢a estiver orientada de maneira
normal ou paralela a area considerada, respectivamente.

Como as tensdes atuantes em um dado ponto dependem do plano (area) de
referéncia considerado, normal ou paralelo, ndo se pode dizer que as componentes de
tensdo descritas até agora definam o estado de tensdo em um ponto. De forma a definir
o estado de tensdo em um ponto, deve-se considerar o corpo apresentado na Fig.

(12.19), no qual isola-se um ponto e atribui-lhe dimensdes infinitesimais.

tj »49
e

e S

Figura 12.19 Corpo em equilibrio. Analise da tensdo em um ponto.

A partir deste elemento infinitesimal, que representa o ponto em analise, pode-se
definir o estado de tensdo escrevendo-se trés componentes de tensdo para cada uma de
suas faces, como mostrado na Fig.(12.20). Sobre cada uma das faces do elemento atuam
uma tensdo normal e duas tensdes de cisalhamento. As tensdes normal e de
cisalhamento sdo definidas pelas letras gregas o e 7 , respectivamente.

Na nomenclatura das tensdes sdo empregados dois indices. O primeiro deles
refere-se a orientacdo do vetor normal ao plano onde a tensdo considerada atua. O
segundo indice indica o €ixo no qual a tensdo esta orientada. Assim, a tensdo 7, indica
uma tensao de cisalhamento que atua em um plano cujo vetor normal esta orientado ao

longo do eixo x. Além disso, esta tensao esta orientada ao longo do eixo y.
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Figura 12.20 Estado de tensdo em um ponto.
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As tensoes sao consideradas positivas quando o sinal de seus dois indices forem
ambos positivos ou negativos. Assim, se o vetor normal ao plano onde a tensdo
considerada atua estiver orientado no sentido positivo de um eixo coordenado e, além
disso, a tensdo estiver também orientada ao longo do sentido positivo do outro eixo
coordenado, a tensdo sera positiva. A tensdo sera também positiva se o vetor normal ao
plano considerado e a tensao estiverem ambos orientados ao longo do sentido negativo
dos referidos eixos coordenados. Para casos contrarios aos descritos neste paragrafo, a
tensdo serd negativa. Como exemplo, todas as tensdes ilustradas na Fig. (12.20) sdo
positivas.

Ao longo de cada uma das faces do elemento infinitesimal que representa o
ponto em analise atuam trés tensdes. Assim, existem dezoito componentes de tensao que
definem o estado de tensdo no ponto. Porém, na auséncia de for¢as de corpo (como o
peso proprio, por exemplo), essas componentes devem estar relacionadas entre si para
que a condigdo de equilibrio seja verificada. Para mostrar a relacdo entre as
componentes de tensdo, deve-se aplicar o principio da superposi¢do dos efeitos, o qual
foi discutido no capitulo 1. Assim, o estado de tensdo mostrado na Fig. (12.20) sera
decomposto em dois: no primeiro, apenas tensdes normais atuam e no segundo deles
apenas tensoes de cisalhamento estardo presentes. Para mostrar a relagdo existente entre
as tensdes normais, deve-se considerar o primeiro caso, onde apenas tensdes normais
estdo presentes no ponto em andlise. Nessa situacdo, o estado de tensdo mostrado na
Fig. (12.20) pode ser modificado para o apresentado na Fig. (12.21). Para que esse

elemento esteja em equilibrio, a somatoria de forgas ao longo das diregdes x, y € z deve

/"

ser nula.
o,

o, x

Figura 12.21 Elemento infinitesimal submetido a tensdes normais.

Oz
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Impondo esta condigdo, pode-se, primeiramente, efetuar a somatoéria das forgas

ao longo da direg¢do x. Assim:
YF.=0 = ocAA-0AAz=0 = o0, =0, (12.9)

Analogamente, pode-se efetuar o equilibrio de forgas ao longo das dire¢des y e z.
Por meio desses equilibrios, os quais serdo omitidos aqui por simplicidade, pode-se

concluir que:
o,=0, ; o.=0. (12.10)
Portanto, das seis tensdes normais atuantes no ponto em analise, verifica-se que
conhecendo-se apenas trés delas ¢ possivel definir o estado de tensdo normal do ponto.
Para a andlise da dependéncia entre as tensdes de cisalhamento, o principio da
superposi¢do dos efeitos serda novamente aplicado. Assim, as tensoes de cisalhamento
atuantes nos planos xy, xz e yz serdo consideradas separadamente. Os elementos
infinitesimais contendo as tensdes de cisalhamento nos planos mencionados estdo

apresentados na Fig. (12.22). Considerando o primeiro elemento desta figura, o

equilibrio de for¢as ao longo do eixo x conduz a:

YF =0 = 7, AxAz—7, AyAz=0 = 17, =1,

. (12.11)
Efetuando equilibrio semelhante para os demais elementos apresentados na Fig.
(12.22), o qual sera omitido por simplicidade, pode-se facilmente concluir que:
T.=t.  , T_=71_ ; T.=T. ; T, =T, ; T, =T, (12.12)

Xy Xy Xz Xz zx zx yz yz zy zy

Figura 12.22 Elementos infinitesimais submetidos a tensdes de cisalhamento.

Para que a condigdo de equilibrio de um corpo seja verificada, além da
somatodria das forcas, a somatoria dos momentos em relagao a qualquer ponto do espaco
deve ser também nula. Assim, considerando o primeiro elemento infinitesimal

apresentado na Fig. (12.22), a somatdria dos momentos em torno do eixo z conduz a:
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Ax Ax Ay Ay
dM. =0 = rWAyAZTZ~+:WAyAZTZ~—fWAxAZTZ~—;WAxAzjzﬂz0(1213)

Simplificando a Eq.(12.12) obtém-se:

r,+7,-7,-7,=0 (12.14)

Utilizando os resultados obtidos nas Eq.(12.11) e Eq.(12.12) t€ém-se:

T, +7,-7,-7,=0 = 7, =7, (12.15)
De forma analoga, impondo a condi¢do de somatéria nula de momentos para os

demais elementos mostrados na Fig. (12.22), pode-se facilmente concluir que:

T.=71._ ; T_=T (12.16)

Xz zX
Portanto, as componentes de tensdo em um ponto, que dao origem ao estado de

tensdo, compdem um tensor, o qual pode ser representado como mostra a Eq.(12.17).

O-x xy Xz
v O, T, (12.17)
Xz yz Gz

Portanto, apesar de existirem 18 componentes de tensdo em um ponto, o estado
de tensdo ¢ caracterizado conhecendo-se apenas 6 delas. O estado de tensdo ¢é

representado por meio de um tensor simétrico, como mostra a Eq.(12.17).

12.11 — Exemplo 5

Um dado ponto material de um corpo possui o estado de tensdo mostrado a

seguir. Determine as componentes de tensdo representadas pelo ponto de interrogagao.

10 ?2 9
3 27
?7 6 1

Com base na Eq.(12.17) verifica-se que o tensor de tensdes, para um corpo de
propriedades mecanicas isotropas, ¢ simétrico. Portanto, o tensor de tensdes para o caso

em questao € o mostrado abaixo.
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10 3 9
3 26
9 6 1

12.12 — Componentes de Deformacdo no Caso Tridimensional

Conforme apresentado no item 12.10, as tensdes no interior de corpos variam de
ponto a ponto. Assim, como uma correspondéncia entre tensdes e deformagdes, as
deformagdes variardo também de ponto para ponto. As Fig. (12.23) e Fig. (12.24)

ilustram a atuagdo das deformagdes normal e distorcional, respectivamente.

o4— po

I
]
|
|
|
|
|
|
|
1

L _1

) | dl +5

Figura 12.23 Deformagao normal.

Matematicamente, as deformacdes normais podem ser determinadas com base
na razdo entre a variagdo do comprimento do elemento analisado e seu comprimento
inicial (ver item 12.8). Assumindo que o deslocamento do corpo apresentado na Fig.
(12.23) tenha ocorrido na direcdo x, sua deformac¢ao normal pode ser calculada como:

g cdrodlzdl o oA o (12.18)
dl dl dx
De forma andloga, pode-se definir as componentes da deformacdo normal
atuantes ao longo das dire¢des y € z como:

g 20U o0&

12.19
"= ST (12.19)
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Figura 12.24 Deformagao distorcional.

Com relagdo as deformagoes distorcionais, estas sao determinadas com base na
variagdo do angulo de duas arestas que compdem o elemento de dimensoes
infinitesimais representativo do ponto antes e depois da deformacdo (ver item 12.8).
Considerando que as arestas estejam inicialmente perpendiculares, como mostrado na

Fig. (12.24), a deformagao distorcional, v, ¢ definida como:

y=%—9 (12.20)

Considerando ainda que o plano que contém o elemento mostrado na Fig.
(12.24) seja o xy, a deformagéo distorcional mostrada ¢ a y, . De maneira analoga, as

deformagdes distorcionais atuantes nos planos xz e yz ddo origem as y_e y,,

respectivamente. De forma a uniformizar a notagdo das deformagoes, pode-se definir as

seguintes varidveis:

}/xy ]/ yyz
& =— & == & =— 12.21
Xy 2 Xz 2 yz 2 ( )

Assim, as deformacdes podem ser representadas por meio de um tensor, como

_ J’Xy/ yxz/_
&
gxy & ' 2 2
[e]=|¢e, & &, = [e]= 7/% g, 7% (12.22)

& & &
xz yz z 7xz 4 }%
2 2 &

mostra a equagao seguinte:
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Deve-se lembrar que, embora ndao demonstrado nesse texto, a relagdo
g; =¢&,com i,j—>x,y,z ¢ valida. Tal relagdo pode ser intuitivamente percebida com
base no contetudo apresentado durante o estudo das componentes de tensao.

As deformacdes sao representadas por meio de um tensor simétrico, Eq.(12.22).
Assim como nas tensoes, o estado de deformacgao ¢ definido se seis componentes de

deformacao forem conhecidas.
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13. — Propriedades dos Materiais e Lei de Hooke

13.1 — Introducdo

Quando um corpo deformavel ¢ submetido a um dado conjunto de agdes
externas, os pontos desse corpo deslocam-se diferencialmente gerando deformagao.
Sendo assim, pode-se perguntar se existe alguma relacdo entre os carregamentos
aplicados, ou as tensdes que este gera, e as deformagdes no corpo. Muitas vezes o
conhecimento sobre o comportamento mecanico de um dado material é necessario para
a verificagdo quanto a sua adequag¢ao em um determinado sistema estrutural.

As propriedades relacionadas a resisténcia mecanica dos materiais podem ser
determinadas por meio de ensaios experimentais, dentre os quais o de tragdo uniaxial é
um dos mais utilizados. Outros testes podem também ser aplicados, como aqueles
frequentemente necessarios na andlise de solos, sendo normatizados pela ASTM
(American Society of Testing and Materials). Em um ensaio de tragdo uniaxial, o
objetivo central ¢ a determinac¢do da relagdo entre a tensdo normal média e a deformagao
normal média do material para diferentes niveis de solicitagdo. Para a realizagdo desse
ensaio, utiliza-se um corpo de prova padronizado, o qual depende do material. Em
seguida, sdo medidas, por meio de extensometros, as deformagdes em um ponto
suficientemente distante das extremidades. Isso ocorre pelo fato de, nos extremos, o
estado de tensdo ndo ser uniforme devido a presenca das garras que seguram o corpo de
prova. A intensidade do carregamento imposto ¢ conhecida uma vez que ela ¢ aplicada
por um equipamento hidraulico, sendo documentada a cada incremento. Esse
equipamento ¢ provido de juntas de rotacdo nos extremos para que seja aplicada uma
tracdo uniforme, sem efeitos de flexao.

A partir dos dados obtidos no ensaio de tragdo, ¢ possivel a determinacdo dos

varios pares de valores de tensdao e deformacdo no corpo de prova e finalmente a
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4

constru¢do de um grafico com esses resultados. A curva resultante ¢ chamada de
diagrama tensdo-deformagao.

Usualmente, esse diagrama ¢ mostrado na sua forma convencional, também
denominado de diagrama tensao-deformag¢ao convencional, usando a tensdo nominal ou
de engenharia. Essa tensao ¢ obtida dividindo-se a for¢a aplicada, F, pela area da se¢do

transversal inicial do corpo de prova, A, . Assim:

Da mesma forma, a deformacao especifica nominal ou de engenharia é obtida
diretamente do extensdometro elétrico, ou por meio da divisdio da variagdo no

comprimento nominal do corpo de prova, J, por seu comprimento nominal original, L.

Assim:

Se os pontos (O'i,é‘i) forem representados em um gréfico, a curva resultante ¢

chamada de diagrama tensdo-deformagdo convencional. Apesar de ser geral, isso &,
valer para outros materiais, deve-se salientar que a presenca da variabilidade no
processo de produgdo dos materiais torna praticamente impossivel a obtencdo de

resultados iguais, para 0 mesmo material, em ensaios consecutivos.

13.2 — Diagrama Tensdo x Deformacao Uniaxial

Considerando que o material em estudo seja o aco, uma curva oxg
convencional tipica € apresentada na Fig. (13.1), a qual pode ser dividida em quatro
regioes.

Regido 1 — regido caracterizada pelo comportamento elastico. Assim, uma
estrutura nessa condi¢do volta a sua configura¢do indeformada se o carregamento for
removido. Nessa regido, as tensdes sdo linearmente relacionadas as deformagdes até

o =0,,. A varidvel o, ¢ conhecida como limite de proporcionalidade. Para tensoes
entre o, € o, essa Ultima denominada de tensdo de escoamento, ainda observa-se

regime elastico. Porém, nesse trecho a curva tende a se arquear ndo sendo mais linear.
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Deve-se mencionar que o, ¢ de dificil determinagéo experimental, sendo, portanto,

muitas vezes, inferido como uma porcentagem de o . Deseja-se que as estruturas sejam

dimensionadas para atuarem nesta regido. Assim, as deformagdes presentes serdo

elésticas, ou seja, recuperaveis € ndo permanentes.

tensao de ruptura real
78 St
limite de
G |— . _ resisténcia eras
l}mlte de proporcionalidade / de ruptura
0, — — .
"I/ Timite de elasticidade
o [limite de/escoamento
E
Glp
l . - - €
— v v y s
regiao | escoa- endurecimento estric¢cao
elastica | mento por deformag¢ao
compor- T
tamento comportamento plastico
elastico

Diagramas tensao-deformacao convencional e real
para material ductil (aco) (sem escala)

Figura 13.1 Diagrama Tensao x Deformagdo de engenharia e real.

Regido 2 — a regido 2 ¢ caracterizada por uma acomodagao dos cristais que
compdem o material, a qual gera deformagdes permanentes. Essa regido é conhecida por

escoamento. Uma carga que provoque uma tensdo maior que o causara deformagoes

denominadas plasticas, as quais sdo permanentes, provocando mudangas permanentes
nas propriedades do material. Nessa regido, as deformagdes crescem sem aumento
significativo da tensdo.

Regido 3 — apods o trecho de escoamento, a estrutura interna do material fica

organizada de forma diferente, assim gerando a regido 3. Nessa regido o material
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suporta um acréscimo no nivel de tensdo até que este alcance o, conhecido por tensdo

ultima. O acréscimo da tensdo nessa regido ¢ conhecido como encruamento.
Regido 4 — A regido 4 ¢ conhecida como estric¢do. Nesse trecho ocorre a
localizagdo da deformac¢do em um dado ponto do corpo de prova. Nesse ponto, a area da

secdo transversal diminuird até ocorrer a ruptura com a tensdo igual a o,,, (tensdo de

rup
ruptura). O ponto onde ocorre a ruptura ¢ denominado de ponto de estriccdo, ou seja, o
ponto onde a secdo transversal foi progressivamente reduzida.

Outra maneira de expressar o diagrama o x ¢ ¢ através da utilizagdo dos valores
verdadeiros de tensdo e deformagdo, os quais conduzem a construgdo do diagrama
tensao-deformacao verdadeiro. Como discutido anteriormente, constata-se que em todas
as regides, e de forma mais acentuada nas regides 3 e 4, a area da secdo transversal da
barra vai sendo progressivamente reduzida. Assim, de acordo com a expressdo da tensao

normal média, o, =N/A, é de se esperar que a tensdo normal aumente mais

acentuadamente nessas duas regides, devido a reducdo da area da segdo transversal.
Portanto, calculando a tensdo em cada incremento de carga considerando a area da se¢ao

transversal verdadeira, tem-se o diagrama ox¢& verdadeiro. Esse diagrama ¢

caracterizado pela curva cinza, ilustrada na Fig. (13.1), que concorre ao ponto o, ., O

rup ?
qual ¢ denominado de tensdo de ruptura. Assim como as tensdes, as deformacdes sdo

também calculadas com base no comprimento verdadeiro do corpo de prova L, ou

seja, € = % . Portanto, o diagrama tem esse nome, por utilizar os valores verdadeiros,
R

ou reais, das grandezas o ¢ ¢.

Existem outros materiais que apresentam diagramas oxe diferentes do
mostrado na Fig. (13.1). Como exemplo, citam-se os materiais ducteis (como alguns
tipos de acos) e tipos de borracha (comportamento elastico nao linear). Esses diagramas
caracteristicos sdo mostrados na Fig. (13.2).

Com base nas representacdoes mostradas nas Fig. (13.1) e Fig.(13.2), verifica-se
que de acordo com o material tem-se um diagrama ox¢& caracteristico. Na verdade,
esses diagramas dependem da estrutura interna do material, sendo que a analise micro

estrutural ¢ desenvolvida pela ciéncia dos materiais.
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]
[}

Ductil Borracha

Figura 13.2 Diagramas O X & para outros tipos de materiais.

Outro material de grande interesse e utilizagdo na engenharia de estruturas ¢ o
concreto. Seu diagrama o x ¢ unidimensional pode ser visualizado na Fig.(13.3). E do
conhecimento dos engenheiros que o concreto comporta-se mecanicamente de forma
diferente a solicitagdes de tracdo e compressdo. Esse material tem resisténcia uniaxial
maior a solicitagdes de compressdao do que a solicitagdes de tracdo (aproximadamente
dez vezes maior). A queda de resisténcia do concreto deve-se ao processo de
crescimento de fissuras nesse material. Primeiro, na interface entre agregado e pasta, e

depois na pasta (pode ser que o agregado se rompa dependendo do tipo de agregado).

Esse material apresenta comportamento mecanico ndo linear. Até 30% de o) o

material pode ser considerado como eléstico linear. Depois desse ponto, deformagdes

permanentes surgirdo no material em decorréncia do processo de propagacdo de

fissuras. Depois do ponto o, tem-se uma regido denominada amolecimento onde as

deformagdes aumentam mesmo reduzindo-se a carga aplicada (na verdade nesse trecho
as fissuras representam uma consideravel parcela da secdo transversal. Assim, a se¢do
diminui nesse trecho. Tem-se uma equivaléncia com a regidao 4 do diagrama do ago).

Na tragdo o comportamento ¢ semelhante, porém o trecho de amolecimento ¢
menos acentuado. Para mais detalhes, sugere-se que o leitor busque livros de mecanica

dos materiais que abordem microestruturas dos materiais.
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Oy’

Figura 13.3 Diagramas O X & para o concreto.

13.3 — O Coeficiente de Poisson

Quando um corpo deformavel ¢ submetido a uma forca axial trativa, ele nao
apenas sera alongado longitudinalmente, mas também contraido transversalmente. Para
compreender este fendmeno, deve-se, inicialmente, considerar um material facilmente
deformavel. Constata-se que estirando-o, sua se¢ao transversal diminuird, como mostra
a Fig. (13.4). Analogamente, se 0 mesmo corpo for comprimido axialmente, sua se¢ao

transversal serd aumentada.

|
"I,
r T

Compressio \w—‘“ é’

Figura 13.4 Efeito da deformac@o lateral.

Com base nas ilustragdes apresentadas na Fig. (13.4), verifica-se que, quando a

barra ¢ estirada, ela aumenta seu comprimento de um valor ¢ e sua se¢do transversal é
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contraida de um valor 8. O mesmo ocorre para a barra comprimida, porém seu
. ’ . ~ J4 !
comprimento € reduzido em o e sua se¢do transversal ¢ aumentada em o°.
Assim, as deformagdes normais longitudinal (direcdo axial) e transversal
(diregao transversal) podem ser expressas por:

o o'
‘9Iong = I € Eiransy = T (131)

Por volta dos anos de 1800, o pesquisador francés Poisson constatou que quando
o material ¢ solicitado no dominio elastico (regido 1) a relacao entre essas deformacoes
¢ uma constante, uma vez que as elongagdes 0 e o' sdo proporcionais. Isso ocorre
porque nessa regido as tensdes e deformagdes sdo linearmente dependentes. Essa
constante, conhecida como coeficiente de Poisson (v ), possui um valor numérico tinico
para um material homogéneo e isotropo. Matematicamente, esse coeficiente pode ser
assim definido:

p = - S (13.2)

glong

O sinal negativo ¢ utilizado tendo em vista que uma elongagdo longitudinal
(deformacao especifica positiva) gera uma contragdo transversal (deformacao especifica
negativa) e vice-versa. Para os agos de utilizacdo corrente em engenharia, o valor do
coeficiente de Poisson ¢ igual a 0,33 (1/3), enquanto para os concretos, este valor

depende da proporcdo entre os agregados estando, normalmente, dentro do intervalo

0,15 a 0,20.

13.4 — Lei de Hooke

Muitos materiais utilizados no campo da engenharia apresentam dependéncia
linear entre o e & na regido elastica, regido 1 do diagrama apresentado na Fig. (13.1).
Portanto, um aumento na tensdo normal gera um aumento proporcional na deformagao
normal. Esse fato foi descoberto por Robert Hooke em 1676 (quando este efetuava
experimentos em molas) e deu origem a conhecida Lei de Hooke, a qual pode ser
matematicamente expressa como:

o=Ee¢ (13.3)
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Na Eq.(13.3), a varidvel E representa a constante de proporcionalidade entre o e
€, sendo conhecida como Mddulo de Elasticidade Longitudinal ou Modulo de Young
(ap6s Thomas Young ter publicado alguns estudos sobre ele em 1807). Deve-se ressaltar
que a Eq.(13.3) representa realisticamente o comportamento mecanico do material
apenas na parte inicial da curva o x ¢, ou seja, até o limite de proporcionalidade. Além
disso, deve-se perceber que o parametro E estd associado a inclinagdo da reta o x & nessa

regido. Assim:
E=_F (13.4)

onde p indica proporcionalidade.

O modulo de elasticidade longitudinal ¢ uma propriedade mecéanica de cada
material. Para os acos de utilizacdo corrente, seu valor ¢ igual a Eago=200 GPa. J& para
os concretos, esse valor ¢ da ordem de Econc=25 GPa, uma vez que este valor depende da

dosagem utilizada.

13.5 — Relacdo Tensdo x Deformacao ao Cisalhamento

No inicio deste capitulo foi discutido o ensaio de tragdo (compressdao) uniaxial
de um elemento estrutural. Foi visto que o corpo alonga-se (comprime-se) € que sua
secdo transversal diminui (aumenta). Além disso, foi apresentada a Lei de Hooke, a qual
associa tensdes e deformagdes normais. Foi definido que para a regido elastica essas
grandezas estdo relacionadas por meio de uma propriedade do material conhecida como
modulo de elasticidade longitudinal, E. Porém, o que ocorre quando o ensaio de
caracterizagdo do material ¢ repetido aplicando n3o mais uma tragdo ou compressao
simples, mas sim um estado de cisalhamento puro?

Sabe-se que as tensdes de cisalhamento estdo diretamente relacionadas as
deformagdes distorcionais. Assim, em um ensaio de cisalhamento puro, as grandezas
obtidas serdo 7 e y. Existem procedimentos normatizados para a realizagdo de ensaios
de cisalhamento puro. Dentre estes, um conhecido procedimento ¢ aquele em que o
estado de cisalhamento puro ¢ induzido por meio da aplicagdo de uma tor¢ao pura ao
corpo de prova. Toma-se um tubo de parede fina e aplica-se 0 momento de tor¢do. Em

seguida mede-se o angulo de giro resultante, o qual permite a determinagdo da relagdo
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entre 7 e y. Na Fig. (13.5) ¢ apresentado um diagrama 7 e y caracteristico para acos de
utilizagdo corrente em engenharia.

Analogamente ao ensaio de tracao uniaxial, o material, quando sujeito a um
estado de cisalhamento puro, apresentara comportamento eldstico linear até que o nivel

de tensdo atinja o limite de proporcionalidade 7. A fase de encruamento serd também
observada. Essa regido engloba as tensdes no intervalo entre 7, e a tensdo cisalhante

ultima, 7,. Finalmente, o material gradativamente perdera sua resisténcia ao

cisalhamento, quando este atinge a tensdo de ruptura, 7, € a deformagdo de ruptura,
V- Deve-se ressaltar a presenga de uma fase elastica no diagrama apresentado na Fig.

(13.5). E desejavel que as estruturas sejam projetadas levando-se em consideragao o fato
de os materiais que a compdem serem solicitados a niveis de tensdo que ndo
ultrapassem o limite elastico. Isso ¢ necessario para evitar o surgimento de deformagdes

permanentes na estrutura, as quais inviabilizar@o sua utilizacao.

Figura 13.5 Diagrama 7 x ¥ para agos de utilizagdo corrente.

Como observado no diagrama apresentado na Fig. (13.5), o trecho que envolve o
comportamento elastico ¢ também linear. Assim, a Lei de Hooke para tensdes de
cisalhamento pode ser escrita como:

=Gy (13.5)

onde G é denominado de Mddulo de Elasticidade transversal.
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O modulo de elasticidade transversal ¢ dado pela inclinacdo da reta

compreendida entre a origem e o ponto (rp, ;/p). Assim como o modulo de elasticidade

longitudinal, E, G ¢ uma propriedade do material sendo mensurada por meio de unidade
de tensdo.

Utilizando os conhecimentos da teoria da elasticidade, ¢ possivel determinar
uma relagdo entre E e G para materiais homogéneos e isotropos. Essa relacdo ¢
mostrada na Eq.(13.6).

E
G:2(1+u) (130

Essa relagdo serd de grande utilidade na resolucdo dos problemas que serdo

discutidos neste texto.

13.6 — Exemplo 1

Uma barra de didmetro Do = 25 mm e comprimento inicial Lo = 250 mm esta
submetida a um ensaio de tragdo. Sabendo que uma forga de 165 kN alonga seu
comprimento em 1,20 mm, calcule o modulo de elasticidade longitudinal do material e a

contragdo do didmetro da barra. Sabe-se que G =26 GPa e o, =440MPa. Em seguida,

determine a tensao normal verdadeira atuante no corpo de prova.

Para que a determinagdo do modulo de elasticidade longitudinal da barra seja
efetuada, deve-se, inicialmente, verificar se a barra encontra-se no regime elastico.
Nessa situagdo a tensao normal atuante deve ser menor que o limite de

proporcionalidade. Assim, utilizando a Eq.(13.1) tem-se:

o=N o U=L2=336135k’\y2 = 336,135MPa < o,
A 7-(0,025) m
4

Portanto, a barra encontra-se no regime elastico. Assim, a deformagao normal na
barra pode ser calculada como:

5 1,20

L, 250

=0,00480

O modulo de elasticidade longitudinal pode ser determinado empregando-se a lei

de Hooke. Portanto:

Capitulo 13 — Propriedades dos Materiais e Lei de Hooke




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sé6lidos 250

E-2_ 3%l _s000MPa = 70GPa
& 0,0048

A contragdo no diametro da barra, devido a tracdo atuante, pode ser calculada
utilizando o coeficiente de Poisson. Para esse material, v pode ser determinado por

meio da Eq.(13.6). Assim:
E 2% 70

® 20+0) " T 200)

= 0=0,346

Sabendo que as deformacdes lateral e longitudinal estdo relacionadas através da
Eq.(13.2) tem-se:

p=_lums 346 G =-0,00166

8trans
Eiong 0,0048

Assim a contragao sera:

Eirans :% = 0'=-0,00166-25 = o' =-0,0415mm
0

Com base na contracio do didmetro do corpo de prova determinado
anteriormente, pode-se calcular o valor do didmetro verdadeiro. Assim:
D, =D,-¢" = D, =25-0,0415 = D, =24,9585mm

Em seguida, o valor da tensao normal verdadeira pode ser assim calculado:

oN o Lo 165 -=337263KY/ . = 337,263MPa
A 7-(0,0249585) m

4

A diferenca entre as tensdes calculadas considerando as situagdes indeformada e

deformada pode ser assim mensurada:

| 336,135

0,0033 = 0,33%
337,263

A diferenca encontrada ¢ muito pequena. Portanto, em aplicagdes praticas, pode-
se analisar estruturalmente o corpo em sua configuracdo indeformada sem perdas

significativas de representatividade.
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14. — Barras Carregadas Axialmente

14.1 — Deslocamentos em Estruturas Carregadas Axialmente

A partir dos conceitos apresentados nos capitulos 12 e 13, onde tensdes,
deformacdes e a lei de Hooke foram tratadas, pode-se formular um problema
envolvendo a analise mecanica de estruturas onde a determinacao dos deslocamentos de
barras axialmente carregadas seja o foco. A determinacdo dos deslocamentos nessas
estruturas permite uma interessante aplicagdo estrutural, a qual estd relacionada a
determinagdo de esforgos solicitantes em estruturas hiperestaticas.

Para formular o problema em questdo, deve-se considerar a barra simples

mostrada na Fig. (14.1), a qual ¢ solicitada por um carregamento distribuido paralelo ao

seu eixo, cuja intensidade seja igual a p(x).

p(x)

Figura 14.1 Elemento de barra axialmente carregado.

Assumindo que o elemento de barra esteja em equilibrio sob a acdo dessas
condi¢gdes de vinculagdo e carregamento, pode-se seccionar a estrutura e analisar os
efeitos do carregamento sobre uma fatia de comprimento infinitesimal dx. O elemento
infinitesimal considerado, assim como o esforco normal atuante, estdo apresentados na

Fig. (14.2).
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N(x) i N(x)
< o

dx
Figura 14.2 Deformacgao do elemento axialmente carregado.

Conforme mostrado na Fig.(14.2), verifica-se que a condi¢do de equilibrio ¢
atendida no elemento analisado. Porém, observa-se um alongamento do elemento
devido a agdo do esfor¢o normal atuante. Com base nos conceitos apresentados no

capitulo 12, sabe-se que a tensao normal média e a deformac¢ao normal média sao

calculadas por o, = N (X%e E= d%x , respectivamente. Portanto, para o problema

analisado, pode-se utilizar a lei de Hooke para a obtengdo de uma expressdo que

relacione o esfor¢co normal atuante, N (X), ao deslocamento da barra, do . Assim, a lei

de Hooke pode ser reescrita utilizando estas consideracdes da seguinte maneira:

N (X N (X
L:Ed_é dgzﬁdx (14.1)
A dx AE
Assim, o deslocamento total da barra pode ser obtido integrando a Eq.(14.1) ao
longo do comprimento da barra. Assim:

5:@%@ (14.2)

Deve-se ressaltar que em diversas aplicagdes de engenharia, os elementos
estruturais podem apresentar variacdo nas dimensdes de sua se¢do transversal ao longo
de seu comprimento. Isso faz com que o termo representativo da area da se¢do
transversal, A, dependa também do comprimento da barra, X, o que deve ser levado em
considera¢do na integracao da Eq.(14.2).

Por outro lado, em outras tantas aplicacdes de engenharia, como nas estruturas
de trelica (planas ou tridimensionais), tanto o esfor¢o normal quanto a area da se¢do
transversal ndo apresentam variacdo em relacao ao comprimento do elemento. Portanto,

essas grandezas sdo constantes em relacdo ao comprimento do elemento, facilitando
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sobremaneira a avaliacao da Eq.(14.2). Nessas condicoes, a Eq.(14.2) transforma-se em
uma somatoria, uma vez que envolve apenas termos constantes ao longo do
comprimento da barra. Assim, para essas estruturas tem-se:

_NL

S=—0
AE

(14.3)

14.2 — Exemplo 1

Nesse exemplo, deve-se calcular o deslocamento horizontal do ponto A sabendo
que a barra mostrada na Fig. (14.3) esta submetida a duas forgas axiais pontuais de
intensidades iguais a 6,0 kN, ponto B, ¢ 18,0 kN no ponto A. Esta estrutura ¢ composta
por dois diferentes materiais, cujos modulos de elasticidade longitudinais sao

E.s =200GPa e E;, = 70GPa. Esta barra possui se¢do transversal circular maciga de

diametro igual a 12 mm.

6 kN 18 kN

3m 2m

Figura 14.3 Estrutura a ser analisada.

Sabendo que a secdo transversal da barra ¢ circular maciga, sua area pode ser

determinada por meio da seguinte equagao:

A=7z(6-107) =1,131-10m’

Para a determinagdo dos deslocamentos axiais da estrutura, deve-se determinar o
valor do esfor¢o normal atuante ao longo do comprimento da barra. Para tal fim, deve-

se construir o diagrama de esforco normal da barra, o qual estd apresentado na Fig.

(14.4).
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18

12

® ®

Figura 14.4 Diagrama de esfor¢o normal.

Com base no valor do esforco normal em cada trecho que define a barra,
verifica-se que a variacao deste ¢ constante. Assim, pode-se determinar o deslocamento

da estrutura utilizando a Eq.(14.3). Portanto:

= 612'3 —=1,5915-10"m
200-10°-1,131-10
B 18-2 =4,5471-107m

A 770-10°-1,131-10"
S, =05"+52=6,1387-10"m

14.3 — Exemplo 2

Além da importancia do conhecimento dos deslocamentos nas estruturas de barra
simples, a determinacdo dessa grandeza permite a resolucao de problemas estaticamente
indeterminados. Nesses tipos de problemas, a equacao decorrente do deslocamento da
estrutura fornece uma condicdo de compatibilidade, a qual deve ser atendida para a
solucdo do problema.

Para ilustrar a aplicacdo da equacdo do deslocamento axial na resolugdo de
problemas estaticamente indeterminados, deve-se determinar as reagdes de apoio axiais
da estrutura mostrada na Fig. (14.5). Trata-se de uma barra onde atua uma forca
concentrada de intensidade igual a 20 kN sobre o ponto B. A barra possui se¢do
transversal circular macig¢a de didmetro igual a 5,0 mm. Além disso, existe um espago
(folga) entre o ponto C e o anteparo que impede o deslocamento axial do extremo direito
da barra (apoio). Sabendo que o modulo de elasticidade longitudinal da barra € igual a
E =200GPa, e que sob a agdo do carregamento aplicado o contato entre o ponto C ¢ o

anteparo existe, determine as reagdes de apoio da estrutura.
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/
7 E
A, W, : o
/ B ‘N
/]
400 mm | 800 mm 1 mm
< 0 >

Figura 14.5 Estrutura a ser analisada.

Como o didmetro da barra ¢ igual a 5,0 mm, a area da secdo transversal pode ser

determinada da seguinte forma:

A=72,5 = A=19,63mm> = A=19,63-10°m’

Sabendo que o contato entre o ponto C e o apoio existe, o diagrama de corpo
livre do sistema pode ser construido, o qual ¢ apresentado na Fig. (14.6). Deve-se

enfatizar que os sentidos das reagdes F, e F. foram arbitrados, sendo seu sentido

correto verificado ao final da resolucao.

Fi 20 kN Fe
< —>e <

Figura 14.6 Diagrama de corpo livre.

Com base no diagrama de corpo livre mostrado na Fig. (14.6) a seguinte equagao

de equilibrio pode ser escrita:
YF=0 = -F,+20-F. =0 = F,+F =20 (14.4)
Sabendo que o contato entre o ponto C e o apoio ocorre, verifica-se que a
condi¢do de compatibilidade para o problema prevé que o deslocamento da barra deve
ser igual a folga existente, ou seja, igual a 1,0 mm. Sabendo que o esfor¢o normal no

trecho AB ¢ igual a F,e no trecho BC igual a —F., pode-se calcular a condigdo de

compatibilidade da seguinte maneira:
5y = FA6-0,400 4 —F6C -0,800 _-110°
200-10"-19,63-10° 200-10°-19,63-10 (14.5)
1,0188-10*F, —2,0377-10*F, =1-10"
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Resolvendo as Eq.(14.4) e Eq.(14.5) conjuntamente obtém-se:

1 1 F.l [ 20 Fal _[16.60]
1,0188-10™* —2,0377-10* ||F.| |1-107 F. | ]3,40

Como o sinal das reagdes de apoio determinadas por meio do sistema de
equacdes anterior resultou positivo, isso indica que os sentidos inicialmente arbitrados

estao corretos.

14.4 — Exemplo 3

O terceiro exemplo deste capitulo objetiva a determinacao das reacdes de apoio
da estrutura mostrada na Fig. (14.7). Trata-se de uma coluna formada por dois materiais
distintos  cujos moddulos de elasticidade longitudinal sdo iguais a

E, =22-10°kN/m?eE, =10-10°kN/m’ . Essa coluna ¢ solicitada por uma forga pontual

de intensidade igual a 9,0 kN, a qual atua no sentido de comprimir a coluna. Despreze os
efeitos de concentracdo de tensdo. A secdo transversal da estrutura € circular sendo que

o material 1 estd posicionado no nicleo da coluna, como indicado na Fig. (14.7).

9kNl

|

4 cm

1,5m

2 cm

i A .
[T7T77777 777777

Figura 14.7 Estrutura a ser analisada.

Com base na estrutura a ser analisada, e na disposi¢ao dos materiais 1 e 2,
obtém-se o diagrama de corpo livre mostrado na Fig. (14.8). Considerando as reagoes

ilustradas nesta figura, a seguinte equagdo de equilibrio pode ser escrita:

YF,=0 = F+F,-9=0 = F+F,=9 (14.6)
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9 kN

Fg)'fz 1:I Fg)’?

Figura 14.8 Diagrama de corpo livre.

O proximo passo a ser efetuado trata da determinagdo da condicdo de
compatibilidade do problema, a qual envolve o calculo dos deslocamentos na estrutura.
Para que a estrutura analisada resista ao carregamento aplicado monoliticamente, ou
seja, de forma que os materiais 1 e 2 resistam ao esforco conjuntamente, a deformagao
normal nestes materiais deve ser igual. Além disso, o deslocamento axial provocado
pelo carregamento atuante deve ser igual nesses materiais. Assim, a condicdo de
compatibilidade do problema prevé que o deslocamento no ponto B, para os materiais 1
e 2, seja igual. Portanto:

5=

F-1,50 F, 1,50
22-10°-z-(0,01)" 10-10°+(7-0,02° —7-0,017)

= F-0,7333F, =0 (14.7)
Resolvendo conjuntamente as Eq.(14.6) e Eq.(14.7) tem-se:

F F)  (3,80768
= kN
F | 1519232

+ ot

Com base nas reagdes normais determinadas acima, pode-se avaliar a tensdo

normal média atuante em cada material. Para isso, deve-se aplicar a Eq.(12.1). Assim:
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3,80768
Om = 2
70,01
5,19232
Om = 2 2
70,027 — 70,01

= o, =1212O,2218k%2

=  ©,,=5509,2226 k%2

Verifica-se que a tensdo normal média no material 2 ¢ menor que a tensdo
normal média atuante sobre o material 1. Isso se deve ao fato do material 2 possuir
maior area de secdo transversal para suportar o carregamento atuante, embora atue sobre
ele a maior reacdo normal. Apesar das tensdes normais médias resultarem valores
diferentes, um parametro interessante que deve ser avaliado ¢ a deformagdo normal em

cada material. Aplicando a lei de Hooke obtém-se:

& :—12120’2318 g =0,55092
22-10

gy = 22002220 &, =0,55002
10-10

Isso mostra que ambos os materiais apresentam a mesma deformagdo normal
quando solicitados pelo carregamento externo, indicando que a coluna deforma-se

monoliticamente.

14.5 — Aplicacdo do Principio da Superposicdo dos Efeitos. Método das

Forcas

O principio da superposi¢do dos efeitos pode ser utilizado para a resolucdo de
diversos problemas envolvendo estruturas hiperestaticas. Através dessa abordagem,
condi¢des de compatibilidade, escritas em termos de deslocamento, sdo determinadas
para os pontos onde atuam as diversas vinculac¢des hiperestaticas.

Por meio dessa metodologia, a estrutura hiperestatica ¢ transformada em uma
estrutura isostatica equivalente, por meio da remocgao de condi¢des de vinculagdo. As
reacoes de apoio correspondentes as vinculagdes removidas sdo consideradas como
acdes externas aplicadas. Entdo, os deslocamentos correspondentes as vinculacdes
removidas, vinculagdes hiperestaticas, sdo calculados para permitir a aplicagdo das
condi¢des de compatibilidade. Assim, a estrutura deve ser analisada, inicialmente,
considerando os carregamentos externos atuantes e a modificacdo das condigdes de

vinculacdo, de forma a transformar a estrutura hiperestdtica em uma isostatica
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equivalente. Em seguida, as reacdes de apoio hiperestaticas sdao aplicadas, uma a uma,
como agdes externas. Assim, os deslocamentos sobre as vinculagdes hiperestaticas sao
determinados e as condi¢cdes de compatibilidade sdo definidas. Na Fig. (14.9) ilustra-se
a aplicacdo desse método em uma estrutura de barra onde apenas uma reagdo
hiperestatica esta presente. Deve-se ressaltar que, através dessa abordagem, a estrutura ¢
analisada quantas vezes forem as agdes hiperestaticas presentes. No problema mostrado
na Fig. (14.9), a estrutura ¢ analisada para o problema inicial, contendo a estrutura
isostatica equivalente e o carregamento atuante. Determina-se, nessa analise, o
deslocamento correspondente a vinculagdo removida, 6. Em seguida, a estrutura ¢é
novamente analisada considerando a aplica¢ao da reacdo horizontal do apoio direito, P.
Assim, como a analise anterior, determina-se o deslocamento no ponto da vinculacao
removida, &’. Entdo, a condi¢ao de compatibilidade ¢ escrita para o apoio direito, uma
vez que neste ponto o deslocamento horizontal ¢ nulo devido a presenga do apoio fixo.
Assim, essa condig¢do é expressa por: 5+ = 0. Deve-se ressaltar que 8 é expresso em
funcdo dos carregamentos externos, enquanto &’ depende da intensidade da reagdo P.
Portanto, determina-se o valor de P necessario para que o deslocamento desse ponto seja
nulo. Deve-se enfatizar que este método permite a analise de estruturas submetidas a

condig¢des de contorno complexas. Portanto, possui uso geral na analise de estruturas.

—

VAN ' VAN

Figura 14.9 Aplicagdo simples do principio da superposicdo dos efeitos.
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14.6 — Exemplo 4

Neste exemplo, objetiva-se determinar as tensdes normais médias atuantes ao
longo dos elementos de barra simples que compdem a estrutura mostrada na Fig.

(14.10).

£
75 kN 8 100 kN
< Py e t
E £
. =
A = b 2 ¢ S 5
, - M
(D) - — S O
75 kN 100 kN
) 250 mm | 500 mm _.‘ 250 mm A

Figura 14.10 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em mm.

Trata-se de uma barra engastada em seus extremos sendo submetida a um
conjunto de acdes externas axialmente concentradas. Esta barra ¢ composta por dois

diferentes materiais, cujos modulos de elasticidade longitudinal sdo iguais a

E, =101GPa e E, =200GPa. Os elementos que compdem a barra possuem se¢io

transversal circular maciga, onde os didmetros estdo apresentados na Fig. (14.10).

Este problema serd resolvido utilizando-se o principio da superposicdo dos
efeitos. Assim, a estrutura, que ¢ hiperestatica, sera transformada em uma estrutura
isostatica equivalente por meio da retirada do engaste localizado na extremidade direita.
Na sequéncia, a estrutura isostitica equivalente e os carregamentos atuantes serdao
considerados na determinacao do deslocamento axial da extremidade direta da barra. O

procedimento descrito nas duas frases anteriores compdem o que serd chamado nessas
notas de problema 0. Em seguida, a reacdo de apoio atuante sobre o n6 B, F;, sera
considerada como uma acdo externa. Entdo, o deslocamento do ndé B, para esse
carregamento, sera calculado. Esse problema sera denominado nesse exemplo de
problema 1. Finalmente, a condi¢do de compatibilidade do problema podera ser escrita,

a qual prevé que o deslocamento no ponto B do problema 0 adicionado ao deslocamento
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neste mesmo ponto do problema 1 deve ser nulo. A Fig. (14.11) ilustra

esquematicamente estas etapas.

75 100 . e
75 00 é
61!
+ 5
Oy
| F
[
p— —— L
75 100

Figura 14.11 Etapas da superposicdo dos efeitos.

Problema 0

O problema 0 envolve a estrutura e as condi¢cdes de contorno apresentados na
Fig. (14.12). Assim, o objetivo deste problema ¢ a obtencdo do deslocamento axial do
ponto B. Para isso, deve-se determinar o diagrama de esforco normal da barra.
Efetuando o equilibrio, facilmente determina-se este diagrama, o qual esta apresentado

na Fig. (14.13).

< 100
< _—
75 100

Figura 14.12 Estrutura considerada no problema 0.
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200

50 ®

250 | 500 250

Y

Figura 14.13 Diagrama de esfor¢o normal para o problema 0.

Aplicando a Eq.(14.3) obtém-se:
50-0,250 200-0,50
0, +

o = - - 5, =1,65458-10"m
101-10%(25.10*3) 200.10%(10-104)

Problema 1
No problema 1, deve-se utilizar a estrutura isostatica equivalente, sendo a reagao
de apoio hiperestatica atuante sobre o ponto B, considerada como uma acdo externa

aplicada. Esse problema est4 apresentado na Fig. (14.14).

Figura 14.14 Estrutura considerada no problema 1.

Para a aplicagao da Eq.(14.3), deve-se construir o diagrama de esforco normal
para a estrutura mostrada na Fig. (14.14). Este diagrama estd apresentado na Fig.

(14.15).

S

Figura 14.15 Diagrama de esfor¢o normal para o problema 1.

Assim:
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___ -R0250 | ~F,-0,50 o —F-0,250

- 6 3)\2 6 3)\2 6 3)\2

101-10 ﬁ(25-10 ) 200-10 7z(10-10 ) 101-10 ﬂ(25-10 )
5 =-1,0479-10°F,

51

Como o ponto B do problema inicial, apresentado na Fig. (14.10), ndo ¢

deslocével, a seguinte condi¢do de compatibilidade pode ser definida:

0,+0,=0

Utilizando os resultados obtidos anteriormente neste exemplo, pode-se escrever
que:

1,65458-10° -1,0479-10°F, =0 = F; =157,89kN

Com base no resultado obtido para o valor da reagdo F;, sinal positivo, verifica-
se que o sentido arbitrado para esta forca no problema 1 ¢ o verdadeiro. Portanto, com o
conhecimento da intensidade e sentido de F;, pode-se facilmente efetuar o equilibrio de

corpo rigido da estrutura analisada, uma vez que esta torna-se isostatica. Efetuando este

procedimento, obtém-se o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (14.16).

735 100
107,89 157,89
75 100

Figura 14.16 Diagrama de corpo livre para a estrutura analisada.

Assim, com base no apresentado na Fig. (14.16), pode-se facilmente determinar
as tensdes normais médias atuantes nos elementos que compdem a estrutura analisada.
Para isso, deve-se calcular os valores dos esfor¢os solicitantes normais atuantes em cada
barra que compde a estrutura ilustrada na Fig. (14.10). Entdo, divide-se este valor pela
area da secdo transversal onde o esfor¢co atua e obtém-se o valor da tensdo normal

média. Efetuando este procedimento obtém-se:

oy =789 54 947MPa
7r(25-10‘3)
O o =L12=134,40 MPa
n(10-10*3)
o =L’892:—80,41MPa
-3
ﬂ(25-10 )
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Finalmente, pode-se também analisar o deslocamento relativo entre os trechos
AD e CB. Para isso, basta que sejam calculados os deslocamentos de cada um destes
trechos isoladamente e, em seguida, estes devem ser subtraidos de forma a verificar seu
deslocamento relativo. Aplicando a Eq.(14.3) tem-se:
_ -107,89-0,25
®101.10°7(25-10°)

S, S =-1,36-10"m encurta

~157,89-0,25
cB — 2
101.10%(25-10-3)

Oes =—1,99-10"m encurta

Assim, o deslocamento relativo pode ser obtido como:
AS=0,,-0 = AS=-136-10"-(-1,99-10") = A5=6,30-10"m

O resultado apresentado anteriormente indica que estes trechos aproximaram-se

(de A ) apds a acdo dos carregamentos.

14.7 — Exemplo 5

Determine as tensdes normais médias atuantes nos elementos estruturais
verticalmente dispostos na estrutura mostrada na Fig. (14.17). Esta estrutura ¢ composta
por dois elementos de barra simples verticalmente posicionados, os quais suportam uma
barra rigida submetida a um carregamento uniformemente distribuido de intensidade

igual a 3,0 kN/m. Os elementos de barra simples apresentam modulo de elasticidade
longitudinal igual a E =210GPa e area de segdo transversal iguala A=1,0 cm’.

A estrutura considerada neste exemplo ¢ hiperestatica, uma vez que aplicando
apenas as equagdes de equilibrio de corpo rigido, para o caso plano, ndo ¢ possivel a
determina¢do de todas as reacdes de apoio da estrutura, as quais totalizam quatro.
Assim, uma dessas reagdes devera ser determinada por meio de uma equacgdo de
compatibilidade escrita em termos de deslocamento. Este exemplo serd resolvido

aplicando-se o principio da superposi¢ao dos efeitos.
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L

3EA
Barra simples «+—— 3 m
i
EA
I m 3 kN/m
— A Op
Barra rigida J
}_ 1 m ' 2m
: ole _ |
Figura 14.17 Estrutura a ser analisada.
Problema 0

O problema zero serd composto pela estrutura isostdtica equivalente e o
carregamento externo atuante. Nesse exemplo, a estrutura isostatica equivalente
considerada ¢ a apresentada na Fig. (14.18), a qual conduz ao diagrama de corpo livre

apresentado nesta mesma figura.

s
Figura 14.18 Estrutura considerada no problema 0.
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Impondo as condi¢des de equilibrio de corpo rigido a estrutura apresentada na
Fig. (14.18) obtém-se:

> F,=0 = H=0

D> M,=0 = N;-1,0-3,0-3,0-1,5=0 = N, =13,5kN

> F,=0 = 13,5+V-3,0-3,0=0 = V=-45kN

Com base no valor obtido para N,, pode-se determinar o deslocamento axial da

barra vertical de comprimento igual a 1,0m. Aplicando a Eq.(14.3) tem-se:

N,L 13,51 13,5
=Ty > Ses = o=
EA EA EA

A partir do deslocamento calculado acima, pode-se determinar o valor do
deslocamento observado no ponto onde a vinculagdo hiperestatica foi retirada. Sabendo
que a barra horizontal ¢ rigida, este deslocamento pode ser determinado utilizando

semelhanca de tridngulos, como apresentado na Fig. (14.19).

Figura 14.19 Deslocamento ponto B problema 0.

Assim:
Im — &
3m — &,
520:3510 — 52():31335 520:40,5
EA EA
Assim, pode-se escrever que:
40,5
=% =g
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Problema 1
O problema 1 envolve a aplicacdo da reacdo hiperestatica desprezada no
problema 0 sobre a estrutura isostatica equivalente. Assim, nesse problema, a estrutura a

ser considerada ¢ a apresentada na Fig. (14.20).

s

Figura 14.20 Estrutura considerada no problema 1.

Com base no diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (14.20) pode-se
efetuar o equilibrio de corpo rigido, o qual conduzird a determinagdo das reacgdes

incognitas. Assim:

> F,=0 = H=0
> M,=0 = N;-1,0—N,-3,0=0 = N, =3,0N,
D F,=0 = N +V-N,=0 = V=-2,0N,

O deslocamento do ponto onde a vinculagdo hiperestatica foi retirada pode ser
obtido somando-se o deslocamento do ponto B, apresentado na Fig. (14.17), pertencente
a barra rigida ao deslocamento axial da barra vertical conectada ao ponto B. O
deslocamento observado na barra simples de comprimento igual a 1,0m pode ser

determinado com base na Eq.(14.3). Assim, nessa barra o deslocamento ¢ igual a:
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N, -1 N
51':3 - = 5112—3 2
EA EA
J& o deslocamento do ponto B pode ser determinado considerando o fato de que
a barra horizontal ¢ rigida. Assim, nesse ponto, o deslocamento ¢ calculado utilizando-

se a semelhanga dos tridngulos mostrada na Fig. (14.21).

Figura 14.21 Deslocamento ponto B problema 1.

Im - 9§
3m — &,

N, g 9N,

EA ®  EA

s.=358 = o&.=3

Devido a atuagdo do esforco N, , a barra vertical de comprimento igual a 3,0 m

tem seu comprimento encurtado, uma vez que este esforco foi arbitrado como
compressivo. Assim, este encurtamento ¢ dado por:

- -N,3 s _=N,

= =
" 3EA *  EA
Consequentemente, o deslocamento do ponto onde a vinculacao hiperestatica foi

retirada pode ser determinado, para o problema 1, somando-se, em mddulo, os valores

de Sie O, ja que ambos os deslocamentos estdo orientados no mesmo sentido

(vertical para baixo). Assim:

e N, . _ 10N,

&+—:>5:

% =% - 5é:EA EA 5" "EA

Sabendo que no ponto onde o deslocamento foi calculado, para os problemas 0 e
1, existe um apoio onde o deslocamento ¢ nulo, pode-se escrever a seguinte condicao de

compatibilidade:
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S +05 =0
Portanto:

405 10N, o N, =—4,05kN
EA EA

Com base no resultado obtido acima, verifica-se que o sentido arbitrado para o
esforco N, no problema 1 estd incorreto. Seu sentido correto € trativo e ndo
compressivo como assumido inicialmente.

Com base no valor de N, determinado anteriormente, pode-se calcular o valor

do esfor¢o normal atuante sobre o outro elemento de barra simples presente na estrutura.

Para tal fim, deve-se efetuar o equilibrio de corpo rigido do sistema mostrado na Fig.
(14.22). Assim:

PN N,

Figura 14.22 Equilibrio de corpo rigido.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido obtém-se:

> F,=0 = H=0

ZMA =0 = N,-1,0-3,0-3,0-1,5+4,05-3,0=0 = N, =1,35kN

DY F,=0 = 1,35+V -3,0-3,0+4,05=0 = V=3,6kN

Assim, as tensoes normais médias nos elementos de barra simples sdo dadas por:
N

oy=— = o, = L35 = o, =135 sz
A L0 cm

Oy :& = o, = 4,05 = o0,=4,05 sz
A 1,0 cm
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14.8 — Exemplo 6

Neste exemplo objetiva-se a determinagdo dos valores dos esforcos solicitantes
normais atuantes ao longo dos elementos de barra simples verticalmente posicionados
para suportarem uma barra horizontal rigida, como mostra a Fig.(14.23). Esta estrutura
¢ duplamente hiperestatica e deve ser analisada considerando o principio da

superposi¢ao dos efeitos.

2 o Lt
EA 2EA 4EA L
A \ o) o) 5 +
I kN
J I m . 2m ) I m ]

Figura 14.23 Estrutura a ser analisada.

Problema O

O problema 0 ¢ composto pela estrutura isostatica equivalente e por todos os
carregamentos externos aplicados. Para a estrutura em questdo, este problema ¢
composto pelo sistema apresentado na Fig. (14.24).

Efetuando o equilibrio de corpo rigido do sistema apresentado na Fig. (14.24)

obtém-se:
> F,=0 = H=0
> M,=0 = N;1,0-1,0-3,0=0 = N, =3,0kN
Y F,=0 = 3,0+V-10=0 = V=-2,0kN

Os deslocamentos dos pontos onde as vinculagdes hiperestaticas foram retiradas

podem ser determinados, para este problema, através do conhecimento do deslocamento
da barra simples onde atua o esfor¢co normal N,. Assim, nessa barra, o deslocamento
axial € igual a:

3L
NEA
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s

e 1 kN

' 1"
TV lkN\L

Figura 14.24 Estrutura a ser analisada.

Assim, sabendo que a barra horizontal ¢ rigida, os demais deslocamentos de
interesse podem ser obtidos com o auxilio da Fig. (14.25) e com a aplica¢do da técnica

de semelhanga de tridngulos. Portanto:

610

Figura 14.25 Deslocamentos na barra rigida problema 0.

o,—3
. = 510:3§N = 510:£
oy —1 EA
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0,, >4
2 520 = 45N 520 = &
oy —1 EA
Problema 1

No problema 1, deve-se calcular os deslocamentos nos pontos onde as
vinculacdes hiperestaticas foram retiradas, considerando a estrutura isostatica
equivalente e a aplicagdo de uma das reagdes hiperestaticas removidas. Para o problema
1, o sistema considerado esta apresentado na Fig. (14.26).

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao sistema

estrutura/carregamentos mostrado na Fig. (14.26) obtém-se:

> F.=0 = H=0
> M,=0 = N;-1,0-N,-3,0=0 = N, =3N,
D> F,=0 = N+V-N,=0 = V=-2N,
N,
4%4
& ¢ &

' B )
i

Figura 14.26 Estrutura considerada no problema 1.

Assim, o deslocamento axial observado na barra onde atua o esfor¢o normal N,

¢ dado por:
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5, 3Nt
" EA

O deslocamento da extremidade da barra onde atua o esforco normal N, pode ser
determinado somando-se o deslocamento da barra rigida, no ponto de conexdo desta
com a referida barra simples, ao encurtamento da barra simples devido a agdo de N,. O
deslocamento dos pontos da barra rigida pode ser determinado em fun¢do do

deslocamento o, , como mostra a Fig. (14.27).

Figura 14.27 Deslocamentos na barra rigida problema 1.

Aplicando a técnica de semelhanca de tridngulos aos elementos apresentados na

Fig. (14.27) tem-se:

5,3 _ 5,=36, = 5 2N

Sy 1 EA

Se adicionarmos ao termo de deslocamento calculado acima o deslocamento

axial da barra simples devido a agdo de N2, obtém-se:

N,L ON,L N,L 19N, L
= 0O, = t =" = 511 E—
2EA EA  2EA 2EA

511 = 511‘*‘

Finalmente, pode-se calcular o deslocamento do ponto sobre o vinculo
hiperestatico removido do elemento de barra simples posicionado no extremo direito da
estrutura. Para esse ponto, como o esforco normal atuante na barra simples que o
contém ¢ nulo, o deslocamento da barra rigida, na conexao com a referida barra simples,
¢ também o deslocamento desejado. Assim, utilizando o apresentado na Fig. (14.27)

obtém-se:
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0, —>4 12N, L
5211 o1 = 0, =46, = 0= EA?
Problema 2

No problema 2, a estrutura a ser resolvida ¢ a apresentada na Fig. (14.28).

Aplicando as equagoes de equilibrio de corpo rigido a este sistema obtém-se:

N;
L

' 1 "l
i,

Figura 14.28 Estrutura considerada no problema 2.

ZFx:O = H=0
D> M,=0 = N;-1,0-N;-4,0=0 = N, =4N,
Y F,=0 = N+V-N;=0 = V=-3N,

Assim, pode-se determinar o deslocamento axial da barra onde atua o esforgo

normal N,. Aplicando a Eq.(14.3) obtém-se:

5, = 4NL
" EA

Os deslocamentos nos pontos onde os apoios hiperestaticos foram removidos

podem ser determinados de forma semelhante ao efetuado no problema 1. Assim, para a
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barra simples central, este deslocamento pode ser determinado com base no

deslocamento da barra rigida, como mostra a Fig. (14.29). Portanto:

0,3 12N, L
5., =35 5, =3
5N1_>1 = Op N, = 12 EA

Figura 14.29 Deslocamentos na barra rigida problema 2.

Ja o deslocamento do ponto localizado sobre o apoio hiperestatico da barra
simples da extremidade direita da estrutura deve ser calculado considerando o
deslocamento da barra rigida e o deslocamento da barra simples, a qual encurta-se em

decorréncia da a¢do de N,. Assim:

. - - 16N,L

G4 o s, s, = 5, =10

5y 1 EA
- N,L 16N,L  N,L 65N,L
Op=0p+t—== = 0= =+ = Oy =———
4EA EA  4EA 4EA

De posse dos deslocamentos calculados nos problemas 0, 1 e 2 nos pontos onde
as vinculagdes hiperestaticas foram retiradas, pode-se escrever as seguintes equacdes de

compatibilidade:
O +0,,+0,=0
0y, +0,, +0,, =0

Substituindo os termos respectivos tem-se:

£+19N2L N 12N,L
EA 2EA EA

0

12L  12N,L  65N,L
+ + =0
EA EA 4EA
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Escrevendo as duas equagdes acima em um sistema matricial obtém-se:
190 12{(N,] (-9
12 6y {Nz} :{—12}
Resolvendo o sistema acima, determinam-se os esfor¢cos normais nas barras
consideradas, as quais sdo iguais a:
N -0,216
{Nj} B {—0,578}“\]
O sinal negativo obtido na resposta de N, e N, indica que o sentido arbitrado

na resolucdo dos problemas 1 e 2 ndo estdo corretos. Assim, nas barras analisadas, os
esforcos sdo trativos € nao compressivos.

Para a determinagdo do esfor¢co normal na barra simples localizada a esquerda da

T 0,578

estrutura, pode-se utilizar o seguinte diagrama de corpo livre:

. I
v !,

Figura 14.30 Diagrama de corpo livre.

0,216

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao sistema mostrado na Fig.

(14.30) tém-se:

> F.=0 = H=0
D> M,=0 = N -1,0+0,216-3+0,578-4-1,0-3=0 = N, =0,04kN
> F,=0 = 0,04+0,216+0,578-1,0+V =0 =V =0,166kN

Assim, conclui-se que a barra simples que possui o maior esforg¢o solicitante
normal € a posicionada no extremo direito da estrutura. O autor deixa uma pergunta, a
qual deve ser refletida pelo leitor: existe alguma relacdo entre o fato desta barra possuir

a maior relacdo EA e o maior esfor¢co normal?
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14.9 — Exemplo 7

Determine as reagdes de apoio da estrutura apresentada na Fig. (14.31). Trata-se
de uma estrutura contendo duas barras inclinadas e uma vertical sendo solicitada por
uma forga vertical de intensidade igual a 10 kN. Todas as barras possuem modulo de

elasticidade longitudinal igual a E =200GPae area de segdo transversal igual a

A=10cm”. Esta estrutura é hiperestatica e deve ser analisada utilizando o principio da

superposi¢ao de efeitos.

0,8

10 kN

Y

Figura 14.31 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em metro.

As reagoes de apoio neste exemplo serdo determinadas utilizando o principio da
superposicao dos efeitos. Esta estrutura apresenta uma unica reacdo de apoio
hiperestatica. Isso se deve ao fato da resultante das reagdes dos apoios A e C estar
orientada ao longo das barras AD e CD, respectivamente. Portanto, basta que a remocao
de um apoio seja efetuada para torna-la isostdtica equivalente. Neste exemplo, sera

removida a vinculagdo atuante sobre o n6 B, a qual da origem a uma reagdo de apoio
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vertical, sendo que os problemas 0 e 1 deverdo ser resolvidos. Em cada um destes
problemas, deve-se determinar o deslocamento vertical do n6 B para que em seguida

seja imposta a condi¢do de compatibilidade.

Problema 0O

O problema 0 ¢ composto pela estrutura isostdtica equivalente e pelo
carregamento externo atuante. Para a estrutura em andlise, o sistema estrutural a ser a
considerado é o apresentado na Fig. (14.32), sendo que nessa mesma figura ¢

apresentado seu diagrama de corpo livre.

R

10 kN 10 kN
Y Y

Figura 14.32 Estrutura considerada no problema 0 e seu diagrama de corpo livre.

Efetuando o equilibrio de corpo rigido do sistema apresentado na Fig. (14.32)

obtém-se:
0,6 0,6
F=0 =»> -R,L—+R.—=0 = R,=R
SF, 284 R 28 =R
E F=0 = RAO’8+RC 0’8—10:0 = R,=R.=6,25kN

L0 L0

Os alongamentos nas barras AD e CD podem ser calculados utilizando a
Eq.(14.3). Os esforcos normais nestas barras sdo iguais, assim como a area da secao
transversal, o material e o comprimento. Portanto os alongamentos nestas barras serdo
iguais. Dessa forma:

. 6,25-1,0
200-10°-10-10™

Spo = Ocpy Sro =0up =3,125-10°m
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Deve-se enfatizar que os alongamentos das barras AD e CD sdo orientados ao
longo de seus eixos. Portanto, para que o deslocamento vertical do n6 B seja
determinado, deslocamento alvo do problema 0, deve-se decompor o deslocamento das

barras inclinadas em relacdo a direcdo vertical. Para auxiliar nesta tarefa, serdo

utilizadas as ilustragdes apresentadas na Fig. (14.33).

A B C

Figura 14.33 Decomposi¢ao dos alongamentos na diregdo vertical.

Lembrando que ¢ valida a hipdtese de pequenos deslocamentos, constata-se que

as configuracdes estruturais deslocada e indeslocada s3o praticamente as mesmas. Nesse

. o L . 0,8
sentido, utilizando geometria bésica verifica-se que sen(a)z = sen(a) =0,8.

2

Assim, o deslocamento J,assume o seguinte valor:

125-107°
5=—tm 5 3053 9063.10% m
sen(a) 0,8
Deve-se enfatizar que o esfor¢o normal na barra BD ¢ nulo. Portanto, o

deslocamento vertical do n6 D, J,, ¢ igual ao deslocamento do n6 B e, portanto, igual

ao deslocamento alvo do problema 0.

Problema 1

No problema 1, deve-se determinar o deslocamento vertical do n6 B
considerando como acgdo externa aplicada a reacdo da vinculacdo removida para
transformar a estrutura hiperestatica em uma isostatica equivalente. Para o problema 1,
o sistema estrutural considerado est4 apresentado na Fig. (14.34). Nesta mesma figura ¢

apresentado seu diagrama de corpo livre.
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Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido ao sistema

estrutura/carregamentos mostrado na Fig. (14.34) obtém-se:
0,6 0,6
F.=0 = -R,—/—+ =
2.5 " 1,0 Re 1,0
0,8 0,8
F.=0 = R,—+R.-=
25 1,0 °1,0

b

R, . o R*/‘

0 = R,=R;

~R,=0 = R,=R.=0,625R,

D D

Figura 14.34 Estrutura considerada no problema 1 e seu diagrama de corpo livre.

Os alongamentos nas barras AD e CD serdo iguais devido a igualdade entre seus
comprimentos, area de se¢do transversal, material e intensidade do esfor¢o normal
atuante. Portanto, nestas barras o alongamento pode ser determinado por meio da
Eq.(14.3), sendo igual a :

0,625R, 1,0
200-10°-10-107*

Spo = Op = Sro =Oep =3,125-10°R,

O alongamento determinado anteriormente refere-se a dire¢do paralela ao eixo
das barras AD e CD. Assim, este alongamento deve ser decomposto ¢ sua componente

vertical deve ser determinada, a qual ira se referir ao deslocamento vertical do n6 D.

Figura 14.35 Decomposicdo dos alongamentos na direcdo vertical.
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Com o auxilio das ilustragdes apresentadas na Fig. (14.35) pode-se decompor
este alongamento da seguinte forma:

S 5 _312510°R,
1

5 =3,9063-10°R
sen(a) 0,8 ‘ °

51 =
Constata-se que a barra BD possui esfor¢co normal ndo nulo. Isso provocara, para

o sentido assumido de R;, um encurtamento da barra BD. Dessa forma, ao

deslocamento &, (deslocamento vertical do né D), deve-se adicionar o encurtamento da

barra BD para que o deslocamento do problema 1 seja determinado. Assim, o
deslocamento do n6 B, para o problema 1, é o seguinte:

- R,L

G=0+—r = 5, =3,9063-10°R + Ry 0.8

200-10°-10-107*

8,=17,9063-10°R,

Como os deslocamentos alvos dos problemas 0 e 1 foram determinados, pode-se
agora impor a condi¢do de compatibilidade do problema. Dessa forma:

S,+6,=0 =3,9063-10° +7,9063-10°R, =0 = R, =-4,9408kN

O valor da reagdo R;resultou negativo, conforme determinado anteriormente.

Isso indica apenas que o sentido assumido para esta reagdo no problema 1 ndo ¢ o
verdadeiro. O sentido correto ¢ contrario ao assumido no problema 1. Com base nesta
resposta, pode-se reconstruir o diagrama de corpo livre da estrutura considerando o

valor correto de R;, como mostra a Fig. (14.36).

DN, R ‘4,9408 Re 4l

V4
Vs

- A B C,/ -

10 kN

Y

Figura 14.36 Diagrama de corpo livre da estrutura com RB .
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Aplicando as equacdes de equilibrio de corpo rigido as agdes apresentadas na

Fig. (14.36) obtém-se:

0,6 _ 0,6
F=0 = -R,——+R.—=0 = R,=R
z X Al,0 01,0 A C
SF=0 = R2SiR%5,40408-10=0 = R, =R =3162kN
L0 °L0

14.10 — Efeitos de Temperatura

As dimensdes dos corpos dependem da temperatura na qual estas sdo
mensuradas. Sabe-se que as variagdes de temperatura causam mudangas nas dimensoes
dos corpos, sendo que, com excecdo da 4dgua, aumentos de temperatura causam
dilatacdo e diminuigdes de temperatura provocam contragdo nos corpos. Se o
comprimento do elemento apresenta variagao, deformacdes e consequentemente tensoes
associadas ao efeito térmico estardo presentes.

Para o caso de uma barra composta por um material homogéneo e isotropo,
exposta a um dado gradiente de temperatura, o acréscimo (ou redugdo) no comprimento

desta pode ser determinado avaliando-se a equacao apresentada na Eq.(14.8):
L
5; = [ AT (x)dx (14.8)
0

sendo: AT a variacdo de temperatura no ponto considerado, L o comprimento do
elemento analisado, o ¢ denominado coeficiente linear de expansdo térmica, o qual ¢é

uma propriedade do material. Finalmente, &, ¢ o valor da variagdo do comprimento da

barra devido ao efeito da temperatura.
Deve-se destacar que se a temperatura aplicada for uniforme ao longo de todo o
elemento, a integral apresentada na Eq.(14.8) torna-se uma somatdria. Nessa situagao

tem-se:

8 =2.6=Y o -AT- L, (14.9)
n=1 n=1

Deve-se também ressaltar que em estruturas isostaticas, as agdes térmicas nao
provocam esfor¢os na estrutura, apenas variacdo em seu comprimento. Porém, quando
estruturas hiperestaticas sdo consideradas, as agdes térmicas provocam esfor¢os que ndo

podem ser desprezados. Na Fig. (14.37) sdo apresentadas duas falhas em estruturas de
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trilhos de trem causadas por efeitos de temperatura. Devido a magnitude das
consequéncias da falha observada, percebe-se que os efeitos de temperatura ndo devem
ser desprezados, especialmente nos dias atuais onde as mudangas climaticas e o
aumento na amplitude da variacdo das temperaturas sazonais estdo cada vez mais

acentuados.

Figura 14.37 Efeito de temperatura em trilhos de trem. Falhas e consequéncias.

14.11 — Exemplo 8

Neste exemplo sera analisada uma estrutura submetida a uma variagdo de
temperatura positiva igual a AT =60°. Trata-se da coluna mostrada na Fig. (14.38), a
qual possui se¢do transversal quadrada, sendo engastada em seus extremos. Sabendo

que o material apresenta coeficiente linear de expansdo térmica igual a

a=12-10"° % e modulo de elasticidade longitudinal igual a E =200GPa,

determine a tensdo normal média atuante na coluna em decorréncia desta agao térmica.
Sabendo que a variagdo de temperatura € positiva, a a¢do térmica atuard no

sentido de expandir as dimensdes do corpo. Considerando as condigdes de vinculagdo

presentes, o diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (14.39) pode ser construido.
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0,5m

S 1 |

0,5m

A 4

[

Figura 14.38 Estrutura a ser analisada.

f\

,‘\Fn

Figura 14.39 Diagrama de corpo livre.

Efetuando o equilibrio de corpo rigido do elemento apresentado na Fig. (14.39)
obtém-se:

F,-FR=0 = F.=FK=F

Como ambas as extremidades estdo vinculadas, a seguinte condicdo de
compatibilidade pode ser proposta:

O = 5o

Portanto, utilizando os resultados apresentados nas Eq.(14.3) e Eq.(14.9) obtém-

S¢:

Capitulo 14 — Barras Carregadas Axialmente




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sé6lidos 285

oz-AT-L:E = F=a-AT-EA
EA

F=12-10°-60-200-10°-0,5° = F =36000kN
Assim, a tensdo normal média atuante na barra ¢ dada por:

-36000
O =

2 o =—144000kN/m’

A tensdo obtida ¢ compressiva, pelo fato da for¢a F considerada na Fig.(14.39)

ser de compressao.

14.12 — Exemplo 9

Sera analisada, neste item, a estrutura mostrada na Fig. (14.40). Trata-se de uma
estrutura formada por trés colunas, as quais sdo compostas por dois materiais diferentes,
onde, em seu topo, tem-se uma barra rigida sobre a qual atua um carregamento

uniformemente distribuido. Sabendo que as seg¢des transversais das colunas sdo

circulares macicas com diametros iguais a D, =40mme D, =60mm, e que as
propriedades dos materiais s3o iguais a E, =200GPa, ¢, =12-10°° % , E, =70GPae
a,=23-10"° % , determine as reacdes de apoio da estrutura quando esta ¢ também

submetida a um gradiente uniforme de temperatura de valor igual a AT =60°C .

150 kN/m
TS SSSSSSSSSSUSSISSISSSSsY] |
L’ Barra rigida
g
) a
/ A 4
3 0,300 m . 0,300 m R
< e >

Figura 14.40 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em m.
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Para a solucdo deste problema, deve-se, inicialmente, relacionar as reacdes de
apoio da estrutura ao carregamento atuante. Isto pode ser facilmente efetuado com o

auxilio do diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (14.41).

150 kN/m
NN\ N N N NN N
.’\D @j. @

F T

Figura 14.41 Diagrama de corpo livre.

Aplicando as equagdes de equilibrio de corpo rigido ao sistema mostrado na Fig.
(14.41) tém-se:

F+F+F -150-0,600=0 = 2FK+F,=90 (14.10)

Como a barra horizontal presente no topo da estrutura ¢ rigida, a equagao de
compatibilidade pode ser facilmente escrita considerando que o deslocamento das
colunas de material 1 e 2 deve ser o mesmo. Assim, a equagdo de compatibilidade pode

ser assim escrita:

6, =0,

Considerando que o deslocamento ¢ provocado por agdes mecanicas e térmicas,
a condi¢do de compatibilidade pode ser assim reescrita:

é‘lAT +é‘lF :é‘zAT +§2F

Utilizando as Eq.(14.3) e Eq.(14.9), a condicdo de compatibilidade pode ser

assim explicitada:

a1~AT~L+%=a2-AT-L+ FEZAL
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Substituindo os valores das propriedades dos materiais t€ém-se:
1210 600,250 - [:0250
200-10°-7+(20-10)

F,-0,250

23.107°-60-0,250 — -
70-106~7z~(30-10_3)

A qual resulta a seguinte equacao:
1,8:10*-F -9,947-107 =3,45-10* - F,-1,263-10°
F =-165,879+1,2697F, (14.11)
Resolvendo conjuntamente as Eq.(14.10) e Eq.(14.11) obtém-se:
2 1 F 90 F —-14,58
1 -1,2697 | |F, —-165,879 F, 119,16
Assim, com base no resultado mostrado para as reagdes F, eF,, verifica-se que

as colunas compostas por material 1 estdo tracionadas enquanto a coluna central esta

comprimida.

14.13 — Exemplo 10

Determine as reacdes de apoio horizontais da estrutura biengastada, axialmente
solicitada apresentada na Fig. (14.42). Além da for¢ca F de intensidade igual a 10 kN
aplicada no ponto B, a estrutura também esta sujeita a uma variagdo de temperatura

positiva igual a AT =30"C. A estrutura ¢ formada por dois materiais cujas

propriedades mecanicas sdo iguais a E,; =250GPa, a,; = 10-10°° % e
Eyc =75GPa, ay. =5-107° % . A estrutura ¢ formada por barras de se¢do transversal

circular maciga cujos didmetros sdo: D,; =50mm e Dy, =30mm.

Este exemplo sera resolvido empregando-se o principio da superposi¢do dos
efeitos. Assim, como existe apenas uma reag¢ao hiperestatica, deverdo ser resolvidos os

problemas O e 1.
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AN
NANNN

100 50

Figura 14.42 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em cm.

Problema 0

O problema 0 envolve a estrutura isostitica equivalente e as acdes externas
aplicadas. Para o problema em estudo, as a¢des externas sdo compostas pela forca F e
pelo gradiente de temperatura. A estrutura a ser considerada no problema 0 ¢ a
apresentada na Fig. (14.43). Assim, o objetivo deste problema envolve a determinagdo
do deslocamento axial do ponto C. Esse deslocamento ¢ composto pela parcela
correspondente a agdo da forca F, calculada pela Eq.(14.3), e pelo efeito da temperatura,
determinada pela Eq.(14.9). Para a utilizacao da Eq.(14.3), deve-se construir o diagrama
de esfor¢o normal da estrutura. Efetuando o equilibrio, facilmente determina-se este

diagrama, o qual esta apresentado na Fig. (14.44).

Figura 14.43 Estrutura considerada no problema 0.

@ 10

Figura 14.44 Diagrama de esfor¢o normal para o problema 0.
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Aplicando a Eq.(14.3) obtém-se:
55 = 10-1 :
250-10°7(25-107)

= O =2,03718-10°m

Empregando a Eq.(14.9) tem-se:
5 =10-10°-1-30+5-10°-0,5-:30 = &L =3,75-10"m
Dessa forma, o deslocamento objetivo do problema 0 ¢ dado por:

e =08 +6, = 62=2,03718-10"°+3,75-10" = ¢&2=3,95372-10"m

Problema 1

No problema 1, deve-se utilizar a estrutura isostatica equivalente, sendo a reagao
de apoio hiperestatica atuante sobre o ponto C, considerada como uma acgdo externa

aplicada. Esse problema esta apresentado na Fig. (14.45).

Figura 14.45 Estrutura considerada no problema 1.

Para a aplicagdo da Eq.(14.3), deve-se inicialmente construir o diagrama de

esforco normal para a estrutura mostrada na Fig. (14.45). Este diagrama esté

apresentado na Fig. (14.46).

Re

©

Figura 14.46 Diagrama de esfor¢o normal para o problema 1.

Assim:
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s -R. -1 L —R.-0,50
¢ 6 3)\2 6 3)\2
250-10 ;z(zs.lo ) 75-10 n(15-1o )

Como o ponto C do problema inicial, apresentado na Fig. (14.42), encontra-se

5L =—1,14686-10~R.

engastado, a seguinte condi¢do de compatibilidade deve ser escrita:
Se+0: =0
Utilizando os resultados previamente obtidos tem-se:
3,95372-10* -1,14686-10°R. =0 = R, =34,474kN
Verifica-se que o sentido arbitrado para a reagdo R. no problema 1 esta correto,

devido ao sinal positivo encontrado para sua intensidade. Portanto, para a determinagao
da reagdo atuante no apoio A, deve-se efetuar o equilibrio de forgas atuantes ao longo da
direcdo do eixo da estrutura. Arbitrando a reagdo do apoio A em sentido oposto ao da
reagdo do ponto C tem-se:

R,+10-34,474=0 = R, =24,474kN

14.14 — Exemplo 11

Determine as reacdes nos apoios da estrutura apresentada na Fig. (14.47)
utilizando o principio da superposi¢do dos efeitos (método das forgas). Esta estrutura ¢é
composta por dois elementos de barra simples axialmente solicitados e uma barra rigida.

O modulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de expansdo térmica dos

elementos de barra simples sdo iguais a E=200GPa e a:12-10_6%c,

respectivamente. Além disso, essas barras possuem area de secdo transversal igual a

0,10 m? e estdo sujeitas a um gradiente positivo de temperatura igual a 25 °C.
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Im
— Barra Rigida

Figura 14.47 Estrutura a ser analisada.

Problema 0

O problema 0 contempla a estrutura isostatica equivalente e todas as agdes
externas aplicadas, conforme anteriormente apresentado neste capitulo. No problema
em questdo, as agdes externas sdo compostas por forcas concentradas e distribuidas
atuantes nos elementos que compdem a estrutura e também por um aumento de
temperatura. Para transformar a estrutura hiperestatica em uma estrutura isostatica
equivalente, foi removida a vincula¢do do n6 E. Assim, a estrutura a ser considerada no
problema 0 ¢ a apresentada na Fig. (14.48). O objetivo do problema 0 ¢ a determinacao
do deslocamento correspondente a vinculagdo removida. Portanto, no problema 0,
objetiva-se a determinag¢do do deslocamento vertical do n6 E. Esse deslocamento ¢
composto por duas parcelas, as quais correspondem a agdo das forgas externas
aplicadas, calculadas pelas Eq.(14.2) e Eq.(14.3), e pelo efeito da temperatura,
determinado pela Eq.(14.9). Para a utilizacdo das Eq.(14.2) e Eq.(14.3), deve-se
construir o diagrama de esfor¢o normal das barras que compdem a estrutura. Impondo

as condig¢des de equilibrio de corpo rigido a barra apresentada na Fig. (14.48) obtém-se:
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1 kN/m

Barra Rigida

Figura 14.48 Estrutura considerada no problema 0.

M, =0 = -1.2:4+2-3+2:14+3-4:2+1:2.2-2-R =0 = R, =14kN

A partir da reagdo de apoio do nd C determinada anteriormente, pode-se

construir o seguinte diagrama de corpo livre para a barra BC, o qual ¢ apresentado na
Fig. (14.49).

14 kN

1 kN/m

Figura 14.49 Diagrama de corpo livre para a barra BC.
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Impondo sobre a barra apresentada na Fig. (14.49) a somatoria nula de forgas na

direcao vertical obtém-se:

2 F, =0 = 14-12-R; =0 = Ry =12kN

Portanto, a barra BC apresenta o diagrama de esfor¢o normal ilustrado na Fig.

(14.50).

14

12

Figura 14.50 Diagrama de esfor¢o normal barra BC.

Assim, o deslocamento do ponto B devido a agdo das forgas externas € igual a:

4—X

2
5;:]1—_6dx = S5=13-10"m
)200-10°-0,10

Ja devido aos efeitos de temperatura, o deslocamento nesse ponto ¢ dado por:

oy =12:10°.2.25 = &5 =6,0-10"'m

Dessa forma, o deslocamento do n6 B devido aos efeitos das forgas externas e da
temperatura ¢ obtido somando-se os dois deslocamentos anteriormente determinados.
Assim:

Sy =05 +05 = 0,=1310°+6,0-10" = &,=6,013-10"m

Deve-se ressaltar que o deslocamento J; calculado ¢é vertical para baixo.
Constata-se que o deslocamento da barra BC, calculado anteriormente, faz com que a
barra DE seja também deslocada. Isso ocorre devido a presenca da barra rigida, a qual
conecta as barras BC e DE. Como se trata de uma barra rigida, pode-se calcular o

deslocamento do ponto D, devido ao deslocamento da barra BC, por meio de uma

semelhanca de triangulos. Utilizando a ilustragdo apresentada na Fig. (14.51) tem-se:
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| 2m | 2m |
| [ |

Figura 14.51 Determinacgdo deslocamento ponto D.

0y =2

op >4

0y =20, = J,=1,2026-10"m

O deslocamento o, determinado ¢ vertical para baixo. Para que o deslocamento

do ponto E seja determinado, o qual é o objetivo do problema 0, deve-se determinar o
alongamento da barra DE devido a temperatura e a for¢a distribuida nela atuante.

Assim, devido a temperatura, o alongamento da barra € igual a:

o =12:10°-2:25 = 6! =6,0-10"m
O deslocamento &} ¢ vertical para cima, uma vez que decorre de uma expansio

térmica. J& o deslocamento da barra DE devido a da agdo da forca distribuida ¢
determinado utilizando-se seu diagrama de esfor¢o normal. O diagrama de corpo livre
da barra DE ¢ apresentado na Fig. (14.52). Impondo sobre as a¢des apresentadas nessa

figura o equilibrio de forgas verticais obtém-se:

ZFy:O = 1'2_RD:0 = RD:2kN
. B,
1 kN/m

Figura 14.52 Diagrama de corpo livre para a barra DE.
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Dessa forma, pode-se construir o diagrama de esfor¢o normal da barra DE, o

qual ¢ apresentado na Fig. (14.53).

2

Figura 14.53 Diagrama de esfor¢o normal barra DE.

O deslocamento da barra DE devido a for¢a distribuida pode ser assim

determinado:

2
j _ dx = &5=1,0-10"m
200-10°-0,10

0
O deslocamento &8¢ é vertical para cima. Assim, o deslocamento do né E devido
a temperatura e as forcas externas ¢ determinado efetuando-se um balanco entre os
deslocamentos &, d; e &g . Portanto:
Op=6,-6 -0 = &=1,2026-10"-1,0-10"-6,0-10" =
Sg =6,025-10"*m
O deslocamento 5 ¢ para baixo. Deve-se enfatizar que os deslocamentos &, e

L . . . .
og receberam sinal negativo por terem seu sentido (para cima) oposto ao deslocamento

Op (para baixo).

Problema 1

No problema 1, deve-se utilizar a estrutura isostatica equivalente, sendo a reacao
de apoio hiperestatica atuante sobre o ponto E, a qual foi removida para a obtencdo da
estrutura isostatica equivalente, considerada como uma acdo externa aplicada. Essa

estrutura estd apresentada na Fig. (14.54).

Capitulo 14 — Barras Carregadas Axialmente



Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 296

Q000 ¥
C E _
2m
A = D -
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Barra Rigida

Figura 14.54 Estrutura considerada no problema 1.

Impondo o equilibrio de momentos em relagdo ao ponto A, na estrutura
apresentada na Fig. (14.54), obtém-se o valor da rea¢do R, no apoio localizado sobre o
no C. Assim:

d>M =0 = -F-4-R-2=0 = R=-2F

Com base na reacdo de apoio determinada anteriormente, pode-se construir o

diagrama de esfor¢o normal da barra BC, o qual ¢ apresentado na Fig. (14.55).

2F

2F

Figura 14.55 Diagrama de esfor¢o normal barra BC.
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Assim, o deslocamento do ponto B, devido a F, possui a seguinte intensidade:
—2F -2

= = 5. =-2-10"F
®200-10°-0,10 ®

O deslocamento J; determinado anteriormente é para cima. Assim como

apresentado para o problema 0, o n6 D ¢ deslocado em fungao do deslocamento da barra
BC. A intensidade do deslocamento do n6 D pode ser obtida por meio de uma simples
semelhancga de tridngulos. Tal procedimento ¢ valido devido a presenca da barra rigida

que conecta as barras BC e DE. Com base na Fig. (14.56) pode-se escrever que:

Op

Figura 14.56 Determinagao deslocamento ponto D.

05 =2

op >4

S5y =28, = 6,=-4-10"F

O deslocamento calculado anteriormente ¢ para cima. O ponto E desloca-se
também em fun¢do do alongamento da barra DE devido a acdo da forca externa F. Com
base na ilustragdo apresentada na Fig. (14.54), constata-se facilmente que o diagrama de
esforco normal da barra DE ¢ o apresentado na Fig. (14.57).

F

Figura 14.57 Diagrama de esfor¢o normal barra DE.
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Assim, o alongamento da barra DE devido a F possui a seguinte intensidade:

EL:200-1F0'62-0,10 = % =LO107F

O deslocamento do n6 E ¢ obtido efetuando-se o balangco de deslocamentos
envolvendo &, e 8¢ . Dessa forma:

S =—0, -0 = 0p=-4,0-10"F-1,0-10'F = &L =-5,0-10"F

O deslocamento & determinado anteriormente é vertical para cima. Por esse

motivo esses deslocamentos receberam sinal negativo. Portanto, pode-se impor a

seguinte condi¢do de compatibilidade com base nos resultados dos problemas 0 e 1.
Sg+6:=0 = 6,025-10°-5,0-10"F=0 = F =1205kN
Dessa forma, pode-se construir o diagrama de corpo livre para a estrutura

analisada neste exemplo, o qual ¢ ilustrado na Fig. (14.58).

R 1205 kN

1 kN/m 1 kN/m

"'.r T -
R: 1kN 12 kN
Figura 14.58 Diagrama de corpo livre da estrutura.

Impondo sobre o corpo apresentado na Fig. (14.58) as condi¢des de equilibrio de
corpo rigido obtém-se:

ZMAzo =-1-2-4+2-3+2-1+3-4-2+1:2:2-4-1205+R,-2=0 =

R = 2396 kN

ZFV:O = -2-2-3.4-1-2+1-2+1205-2396+R, =0 = R, =1207kN
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15. — Torcao em Elementos de Barra

15.1 — Introducéo

Conforme apresentado nos capitulos anteriores, a agdo dos esforgos solicitantes
normal e cortante produz tensdes normais e de cisalhamento, respectivamente. Neste
capitulo serdo mostrados os efeitos (tensdes e deformagdes) provocados em uma
estrutura quando esta ¢ submetida a um esfor¢o de tor¢ao.

Estruturas submetidas a esforcos de tor¢cdo sdo de grande importancia no
cotidiano da engenharia, sendo muito utilizadas em equipamentos ¢ manufaturas para a
transmissdo de poténcia, entre outros. Sendo assim, as tensdes e as deformacdes
atuantes nesse problema devem ser cuidadosamente estudadas e mensuradas para
possibilitar o funcionamento estrutural seguro e econOmico. Serdo tratados,
inicialmente, barras de se¢do transversal circular submetidas a tor¢do. Em seguida,
barras de sec¢des transversais retangulares e quadradas macicas e vazadas serdo também
estudadas.

Para a compreensdao dos fendomenos envolvidos nesse importante problema
estrutural, deve-se considerar a barra mostrada na Fig. (15.1), a qual estd submetida a

um estado de tor¢ao puro.

Circulos Yy~
permanecem ——_ 4
circulares

4 As retas
7 “—longitudinais
ficam torcidas

As retas radiais
permanecem retas

Antes da deformagio Apés a deformagio
(a) (b)

Figura 15.1 Deslocamentos da barra submetida a esforco de tor¢ao.
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Sob a agdo dos momentos de tor¢ao, os elementos que compdem a barra serdo
deslocados seguindo o padrao mostrado na ilustracao b da Fig. (15.1). Assim, as linhas
que definem os circulos perpendiculares ao eixo da barra permanecerdao com sua forma
inicial apds a atuacdo da tor¢do, e as retas, originalmente paralelas ao eixo da barra,
apresentardo uma configuracdo deformada semelhante ao de uma hélice. Dessa forma,
assume-se que os efeitos do empenamento da secao transversal podem ser desprezados.

Com base no ilustrado na Fig. (15.1), verifica-se que o momento de tor¢do
aplicado provoca na barra deslocamentos (giros) relativos entre cada elemento de sua
secdo transversal. Portanto, deformagdes surgirdo em decorréncia deste deslocamento

relativo.

15.2 — Deformacao de um Eixo Circular

Para a determinacdo da variagdo das deformagdes ao longo do comprimento de
uma barra submetida a esfor¢os de tor¢do, deve-se considerar uma barra engastada em
uma de suas extremidades sendo submetida a um momento de tor¢do aplicado a sua
extremidade oposta, como mostra a Fig. (15.2). Com base no ilustrado nessa figura,

verifica-se que a medida que a secdo analisada afasta-se do engaste, o angulo de giro,

¢(X) , também denominado de dngulo de tor¢ao, aumenta. Esse fato pode ser facilmente

observado considerando os planos sombreados mostrados na Fig. (15.2), os quais

afastam-se a medida que X cresce.

plano
deformado

— plano sem
deformacao

O dngulo de tor¢io ¢(x) aumenta a medida que x aumenta.

Figura 15.2 Barra submetida a torcao.

Capitulo 15 — Torcdo em Elementos de Barra




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 301

Para que a variagao do angulo de tor¢do ao longo do comprimento da barra seja
determinada, deve-se isolar um elemento de comprimento AX desta barra, o qual esta
localizado em uma dada posi¢ao radial, p. Esse procedimento ¢ mostrado na Fig. (15.3).
Devido a variagdo do angulo de tor¢do ao longo do comprimento da barra, as faces
anterior e posterior deste elemento observardo uma rotagdo diferencial. Em razao desta
rotagcdo diferencial, constata-se que o elemento em andlise estard submetido a uma
deformacdo distorcional. Consequentemente, pela lei de Hooke, barras submetidas a

esforcos de tor¢ao estardo sujeitas a tensdes de cisalhamento.

Plano
deformado

deformado

Deformagio por cisalhamento
do elemento

Figura 15.3 Analise de um elemento de comprimento AX .

Para mensurar esta deformacgdo, deve-se determinar a variagao do angulo y ao
longo do comprimento da barra. Utilizando a definicdo de deformagdo distorcional e a

ilustragdo apresentada na Fig. (15.3), constata-se que:

T ,
=2 ¢
773

Assumindo que o elemento analisado possua dimensdes infinitesimais, pode-se

considerar que AX — dX, consequentemente A¢ — d¢ . Portanto, y pode ser facilmente
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relacionado a ¢ por meio da seguinte equagdo, a qual nada mais expressa que uma

compatibilidade geométrica:

pdog=dxy = 7/=p% (15.1)
X

Portanto, como mostra a Eq.(15.1), verifica-se que a deformacao distorcional y

ird variar linearmente de acordo com a distancia radial do ponto analisado em relacdo ao
~ . d . .
centro da sec¢do transversal circular. Como o valor de ¢ X’ conhecido como modulo

de deformacao por cisalhamento, ¢ o mesmo para todos os pontos da secdo transversal,
constata-se que a intensidade da deformacdo distorcional irda depender diretamente da
localizag¢do radial do ponto analisado. Entdo, a deformacdo distorcional serd minima
quando o ponto analisado estiver sobre o centro da secdo circular e maxima quando o

ponto analisado encontrar-se no limite da sec¢do transversal, ou seja, quando p=c.

Portanto, para os pontos contidos na se¢do transversal circular, a deformacao

distorcional obedecerd a seguinte variacao:

;/:%;/max (15.2)

Como a deformacao distorcional varia linearmente segundo a posi¢ao radial do
ponto analisado, a tensdo de cisalhamento associada, apresentara a mesma variacao,
assumindo a validade da lei de Hooke para o material que compde a estrutura. Portanto,

para as tensoes de cisalhamento, observa-se a seguinte variagao:

=L (15.3)
C

Como mostrado na Eq.(15.3), as tensdes de cisalhamento serdo maximas quando
o ponto analisado pertencer a superficie da estrutura. Assim, em problemas envolvendo
esforcos de torgdo, espera-se que a falha da estrutura ocorra no exterior do elemento e se

propague para o seu interior.

15.3 — F6rmula da Torcao

Assumindo que as condi¢des de equilibrio sejam satisfeitas, o momento de
torcao aplicado sera equilibrado pelas tensdes de cisalhamento atuantes nos diversos

elementos infinitesimais que compdem a secdo transversal do elemento estrutural.
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Conforme mostra a Fig. (15.4), verifica-se que em um elemento infinitesimal de area
dA, surgira uma forg¢a dF, a qual decorre da integragdo das tensdes de cisalhamento, 7,
sobre seu dominio. Ao multiplicar esta forca por sua distdncia em relacao ao centro de
gravidade da se¢do transversal, obtém-se 0 momento de tor¢ao resistente do elemento
infinitesimal. Somando-se os momentos de tor¢do resistente de todos os elementos
infinitesimais que compdem a se¢do transversal da estrutura, este devera ser igual ao

momento de tor¢ao aplicado, para que a condicao de equilibrio seja observada.

Figura 15.4 Equilibrio de um elemento torcido.

Assim, 0 momento de tor¢ao resistente do elemento infinitesimal ¢ dado por:
Integrando a Eq.(15.4) ao longo da area da se¢do transversal do elemento

estrutural e lembrando que o momento resistente deve ser igual ao momento externo

aplicado tem-se:

deT =jrpdA (15.5)
A A

Sabendo que t ¢ dado pela Eq.(15.3), pode-se reescrever a equacdo anterior

como:

Mszfprmadi = M =2 [pkA (15.6)
A

O termo integral remanescente no segundo membro da Eq.(15.6) ¢ uma

propriedade geométrica da se¢do transversal denominada momento polar de inércia.
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Para segdes transversais circulares macicas, esta integral ¢ igual a:

27 C

4
I =J.p2dA = J.J.,o2 pdpdd = I, =%. Para secdes transversais vazadas o
A 00

4 4
(el —c)
s 7 . & e 1 ~ .
momento polar de inércia é igual a |, = K , onde Ce € Ci s30 0s raios externo

e interno da se¢do transversal, respectivamente.
Portanto, com base na inser¢do do momento polar de inércia, a Eq.(15.6) pode
ser reescrita como:

M.c
T =—

max

(15.7)

IT

Sabendo que as tensdes de cisalhamento variam linearmente segundo sua
distancia em relacdo ao centro de gravidade da secdo transversal, como mostrado na
Eq.(15.3), pode-se reescrever a Eq.(15.7) para qualquer ponto pertencente a secao
transversal do elemento estrutura considerado. Nesse caso, obtém-se a formula da

tor¢do, a qual ¢ apresentada abaixo:

M
r=—1P (15.8)
IT
Com base na utilizagdo da Eq.(15.8) pode-se efetuar o pré-dimensionamento de
estruturas submetidas a torcdo, bem como determinar as tensdes de cisalhamento

desenvolvidas por momentos de tor¢do aplicados.

15.4 — Exemplo 1

A estrutura de barra geral mostrada na Fig. (15.5) suporta uma placa de transito
retangular cujas dimensoes sao 2,5 x 1,5 m. Sabendo que sobre esta placa atua um vento
que gera uma forca distribuida igual a 5,0 kN/m?, determine o diAmetro minimo da
secdo transversal desta barra para que ndo ocorra a falha em tor¢do. O material que

compde a barra possui tensdo de proporcionalidade igual a 7, =250MPa.

Deve-se, em primeiro lugar, determinar o momento de tor¢cdo que solicita a

barra. Este é facilmente calculado como:

M, =(2,5-1,5-5)-3 = M, =56,25kNm
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Aplicando a formula da tor¢do, Eq.(15.8), sabendo que a tensdo maxima deve ser
igual a tensao de proporcionalidade tem-se:

oM M 25625
I 7~ 7-250-10

2

£=5,23-10"m

Portanto, o didmetro minimo ¢ igual a 2p = 10,46 cm.

5 kN/m?

X &
& &

1,5m

L‘
r‘

¥ &
X X

h 4

2,5m

4 m

. A

3m

Figura 15.5 Estrutura a ser analisada.

Considerando agora que o material seja substituido por outro comz, =300MPa,

calcule a economia de material se uma secdo vazada for utilizada. Assuma que o

didmetro externo seja o calculado anteriormente.

-2
T:_MITP = =1l Mip Z[(5,23.102)4_ i4}:56’25033f(3)310
T *(P: _Pi4) .
2
P =3,336-10°m
Assim, observa-se uma economia significativa quando uma secdo circular

vazada ¢ adotada, embora o material analisado seja um pouco mais resistente. Isso

ocorre pelo fato de que proximo ao centro de gravidade da secdo transversal as tensoes
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de cisalhamento possuem baixa intensidade. Portanto, o material nao ¢ utilizado em sua
maxima capacidade nessa regido. Consequentemente, o material nessa regido contribui

com pouca efetividade para a resisténcia mecanica do elemento estrutural.

15.5 — Exemplo 2

Uma barra, cuja se¢do transversal ¢ circular de raio igual a r, estd submetida a
um momento de tor¢do, M;, como mostra a Fig. (15.6). Esse esfor¢o deve ser

transmitido através de uma ligacdo parafusada, como mostrado nessa mesma figura.
Determine a quantidade de parafusos necessaria para que a tensdo de cisalhamento
maxima no eixo seja igual a tensdo de cisalhamento nos parafusos. Admita tensao
cisalhante uniforme nos parafusos e diametro dos parafusos igual a D.

A tensdo de cisalhamento provocada no eixo pode ser determinada utilizando-se

a formula da tor¢do, Eq.(15.8). Assim:

Mep M 2M (15.9)
I; zr r
2

®

Figura 15.6 Estrutura a ser analisada.

Para que o equilibrio ocorra, 0 momento Mr deve ser equilibrado pelo momento
de tor¢do gerado nos parafusos. Portanto:

M, =nF, .. R (15.10)

parafuso
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sendo: N o numero de parafusos e F a forca resistente de cada parafuso. Porém, a

parafuso
forca que cada parafuso suporta pode ser determinada por meio da tensdo de
cisalhamento atuante em sua se¢ao transversal. Assim:

F =T A (15.11)

parafuso parafuso :

Do enunciado do problema, verifica-se que a tensdo dada na Eq.(15.9) deve ser

igual a7, - Utilizando esta informagéo e substituindo a Eq.(15.11) na Eq.(15.10)
tem-se:
2 3
MT:n.%.Q.R = n= 2r2
zr 4 RD

Assim, o nimero de parafusos ndo depende do momento de tor¢do aplicado e

sim da configuracdo da ligacao.

15.6 — Distribuicdo das Tensdes de Cisalhamento

Conforme apresentado previamente neste capitulo, as tensdes de cisalhamento
apresentam variagdo linear segundo a posi¢do radial do ponto analisado. Quao mais
distante o ponto considerado estd do centro de gravidade da secdo transversal maior sera
a tensdo de cisalhamento atuante. A ilustragdo a da Fig. (15.7) mostra esta variacao.
Porém, ¢ interessante salientar que as tensdes de cisalhamento atuantes no plano da
secdo atuam também, por equilibrio, ao longo do comprimento da barra, como mostra a
ilustragdo b da Fig. (15.7). Essa constatagdo deve ser levada em consideragdo quando o
material utilizado na composicdo do elemento estrutural apresenta resisténcias
mecanicas diferentes em direcdes diferentes, como a madeira, por exemplo. Isso explica
o fato de alguns eixos submetidos a tor¢ao apresentarem danos mecanicos ao longo de

seu comprimento e ndo no plano de sua se¢do transversal.
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T

Tinax
@
/ A tensdo de cisalhamento
S/ T varia linearmente ao longo de cada
reta radial da secio transversal.
(

a) (b)

Figura 15.7 Fluxo de tensoes cisalhantes.

15.7 — Angulo da Torcéo

Quando um eixo estd submetido a um momento de tor¢do surgirdo tensdes de
cisalhamento no plano da secdo transversal, as quais equilibrardo o momento externo
aplicado. Estas tensoes podem ser utilizadas para, por meio da lei de Hooke, determinar
as deformacgdes distorcionais decorrentes da aplicagdo do momento de tor¢do. Além
disso, as deformacgdes distorcionais estao associadas a rotacdo relativa entre as secoes
transversais que compdem a barra, como mostrado na Eq.(15.1).

Da forma semelhante ao apresentado no capitulo 14, onde foram determinados
os deslocamentos de barras sujeitas a esforgos normais, pode-se também determinar a
rotacdo relativa, ¢, entre as segdes transversais de barras submetidas a tor¢dao. O angulo
¢ ¢ chamado de angulo da tor¢do. Para o célculo de ¢ deve-se retomar a Eq.(15.1), a

qual ¢ reescrita abaixo:

y=p o dp=T o (15.12)
dx P

Utilizando a lei de Hooke para as tensdes de cisalhamento, 7 =Gy, ¢ a formula

M. p

T

da tor¢do, 7 =

, pode-se reescrever a Eq.(15.12) da seguinte maneira.

dg=—"-—-—dx = dg= dx (15.13)
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Para a determinagao da rotacao do eixo submetido a agdo do momento de torgao,
deve-se somar as rotagdes de todas as secoOes transversais da barra. Essa operacdo ¢

efetuada integrando a Eq.(15.13) ao longo do comprimento da barra. Entao:

M M
dg=|—Ldx = ¢=|—Ldx (15.14)
J99=I1g i

Para o caso particular em que os termos integrandos sdo constantes em relagao
ao comprimento da barra, a integral apresentada na Eq.(15.14) transforma-se em uma
somatoria, sendo igual a:

ML

6= G (15.15)

Com base nos resultados apresentados nas Eq.(15.14) e Eq.(15.15) pode-se
determinar a rotacdo das barras e também uma condi¢do de compatibilidade extra para a

analise de problemas estaticamente indeterminados.

15.8 — Exemplo 3

Uma barra engastada estd submetida a um conjunto de momentos de torcao,
como mostra a Fig. (15.8). Sabendo que no ponto P existe uma engrenagem, determine

o deslocamento relativo do dente da engrenagem em decorréncia dos carregamentos

aplicados. Sabe-se que G =80GPa e p,,, =7,0mm.

280 N.m

Figura 15.8 Estrutura a ser analisada.
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O deslocamento do dente da engrenagem pode ser determinado a partir da
Eq.(15.15). Primeiramente, deve-se construir o diagrama de momento torcor utilizando
as equagdes de equilibrio de corpo rigido. Como a barra analisada € isostatica, este
diagrama pode ser facilmente construido, como indicado na Fig. (15.9).

Outra grandeza de interesse ¢ o momento polar de inércia da se¢do transversal

do eixo. Sabendo que o eixo possui raio igual a 7,0 mm tem-se:

4
z(7-107
I, :u:3,771-10‘9m4
2

150 N.m

D

130 N.m

170 N.m

Figura 15.9 Diagrama de momento torgor.

Portanto, a rotacao do ponto P ¢ dada por:
150-0,40 (-130-0,3) . (-170-0,5)

% = 80-10°-3,771-10°  80-10°-3,771-10”  80-10°-3,771-10”
O sinal negativo indica que o giro da se¢do transversal ocorre no sentido horario.

=-0,212rad

Assim, o deslocamento do dente da engrenagem pode ser determinado com base na
rotagdo do ponto P como mostra a ilustragdo apresentada na Fig. (15.10). Entdo, Sp ¢
igual a:

S,=¢r = $,=0212:100 = S =212mm

Figura 15.10 Rotagéo do ponto P.
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15.9 — Problemas Estaticamente Indeterminados

A equagdo que permite a determinagdo do angulo de giro na tor¢do possibilita
também a inser¢ao de uma condicdo de compatibilidade de rotacdo para a analise de
problemas estaticamente indeterminados. Nesses problemas, pode-se escrever a
condi¢do de compatibilidade diretamente, quando facilmente visualizada, ou
alternativamente utilizar o método das forgas, superpondo os diversos problemas que o
compdem. O leitor pode consultar o conteudo apresentado no capitulo 14 para relembrar

os procedimentos e etapas associados ao método das forgas.

15.10 — Exemplo 4

Determine as reagdes de apoio da estrutura mostrada na Fig. (15.11).

800 N.m

Figura 15.11 Estrutura a ser analisada.

Para a determinagao das reagdes de apoio nesta estrutura, deve-se, inicialmente,
construir o diagrama de corpo livre da estrutura. Este diagrama ¢ mostrado na Fig.
(15.12). Para o sentido dos momentos de tor¢ao reativos arbitrados, pode-se construir o

diagrama de momento torgor, o qual ¢ apresentado na Fig. (15.13).
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500 N.m

Figura 15.12 Diagrama de corpo livre.

Figura 15.13 Diagrama de momento torgor.

Assim, com base na ilustracdo apresentada na Fig. (15.12), pode-se escrever a

equacao de equilibrio do problema, a qual resulta em:
M; -800+500+M,=0 = M; +M, =300
Como ambos os apoios sao do tipo engaste, a condi¢ao de compatibilidade pode

ser facilmente expressa por ¢, =0. Entéo:

M, - M, +500)L5 .
o =0 M 0.2, (M, +300)L3  My:03

I;-G I; -G I;-G
-0,2-M;+1,5-M,+750+0,3-M, =0 = L8 M,—-0,2-M;+750=0

Resolvendo conjuntamente as equacdes que resultaram das condigdes de

compatibilidade e equilibrio obtém-se:
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M, +M, =300
1,8-M, —0,2-M, =750

Que matricialmente podem ser escritas como:

I 1 ](M,] [300 Ml _[-345] o
1,8 —0,2||M,[ |-750 M, | | 645

O autor sugere ao leitor que resolva este mesmo problema utilizando o método

das forgas.

15.11 — Exemplo 5

A barra mostrada na Fig. (15.14) é composta por dois materiais diferentes cujos

moédulos  de elasticidade  transversal sdo iguais a G, =3,8-10°kN/m’e

G, =1,2-10°kN/m? . Sabendo que a estrutura esta submetida a um momento de torgo

igual a 250 kNm, mostre a distribui¢do de tensdes de cisalhamento atuantes na se¢do

transversal da barra.

—> 250 kN.m

Figura 15.14 Estrutura a ser analisada.

Este problema ¢ hiperestatico, uma vez que apenas com a equagdo de equilibrio
ndo ¢ possivel determinar as parcelas do momento de tor¢do que sdo resistidas pelos
materiais 1 e 2. Para isso, deve-se utilizar uma equagdo de compatibilidade, a qual ¢
escrita em termos de giros. Sabendo que o momento de tor¢ao € resistido por ambos os
materiais, a seguinte equacao de equilibrio pode ser escrita:

T +T,-250=0

Para que ndo ocorra falha no plano da secdo transversal, a deformacao

distorcional de ambos os materiais deve ser igual. Portanto, o giro deve ser continuo no
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plano da se¢do transversal. Assim, como indicado na Fig. (15.15), a equacdo de

compatibilidade para o problema em questao ¢ a seguinte:

¢:¢1 :¢2

Figura 15.15 Condigdo de compatibilidade.

Portanto, a condi¢dao de compatibilidade pode ser explicitada como:

T, L _ T.L
’2”[(10-102)4—(5-102)4]1,2-108 %(5-10’2)4-3,8-108
L __ T T, = 4,73684T

17671,459  3730,641

Resolvendo as equacdes de compatibilidade e equilibrio conjuntamente obtém-

Se:
T,+T, =250
4,73684T, -T,=0

Matricialmente este sistema fica assim definido:

1 1T, 250 T, 43,578
4,73684 1T, 0 T, 206,422
Sabendo que a variagdo das tensdes de cisalhamento ¢ linear no plano da secdo
transversal, tem-se que a tensdo de cisalhamento maxima no material 1 ¢ dada por:

_ 43,578-5-107"
’;(5-10—2)4

r =221940,93kN/m? = 221,940MPa

max
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A tensdo de cisalhamento minima no material 1 ¢ igual a zero e atua no centro
de gravidade da secdo transversal. Para o material 2, deve-se determinar as tensdes de
cisalhamento maximas e minimas atuantes. Assim, a tensdo de cisalhamento minima €

dada por:

-2
__ 206,422-5-10 = r_ =70086,574kN/m> =70,086MPa

T 2\4 o 4:|

—((10-107) —(5-10

2110107 ~(5-107)

J& a tensdo de cisalhamento maxima ¢ dada por:

-2
__ 206,422-10-10 = 7 =140173,148kN/m> =140,173MPa

7;[(10-10-2)4—(5-10-2)4}

Assim, a distribui¢dao das tensoes de cisalhamento para o problema em analise ¢

Tmin

a mostrada na Fig. (15.16).

A descontinuidade da tensdo de cisalhamento observada na interface entre os
materiais ¢ esperada devido a diferenca entre os valores dos modulos de elasticidade
transversal dos materiais envolvidos na constituigdo da estrutura. Apesar da
descontinuidade em 7 na interface, a deformagdo neste conjunto de pontos ¢ a mesma,
indicando, portanto, a continuidade do corpo. A continuidade nas deformagdes indica
que os materiais deformam-se conjuntamente sob a acdo do carregamento externo. A

deformacdo na interface ¢ dada por:

=Gy

. 221940,0 B
=2t T 1 25,84052-10

Y 35100 7

,  70086,0 5 B
=00 5% = 5.84052-10

4 1,2-10° r

140,173 MPa

70,086 MPa

221,940 MPa

Figura 15.16 Distribuicdo das tensdes cisalhantes.
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15.12 — Torcédo em Barras de Secdo Transversal Retangular e Quadrada

Até o presente momento, foram obtidas as equagdes que relacionam as tensoes
de cisalhamento ¢ a rotagcdo da se¢do transversal ao momento de tor¢ao atuante em
barras de secdo transversal circular. Estas equacdes foram obtidas assumindo-se que as
secOes transversais localizadas ao longo do eixo da barra mantém-se planas e com a
mesma forma apds a atuagdo do momento de tor¢do. Portanto, assume-se que os efeitos
do empenamento da se¢do transversal sdo despreziveis. Essa hipotese ¢ valida gracgas a
axissimetria da se¢do transversal (simetria em relagao ao eixo da barra). Porém deve-se
perguntar: o que ocorre em sec¢des transversais ndo axissimétricas submetidas a esforgos
de tor¢ao?

Para ilustrar os efeitos da auséncia de axissimetria, deve-se considerar uma barra
de secdo transversal quadrada submetida a um momento de tor¢ao, conforme mostrado
na Fig. (15.17). Verifica-se que as linhas que definem as diagonais da se¢do transversal
da barra e as linhas que ligam os pontos médios dos lados dessas diagonais mantém-se
retas apos a deformagdo. No entanto, qualquer outra linha do corpo se deformaré. Dessa
forma, os efeitos do empenamento da se¢do transversal ndo podem ser desprezados,

como apresenta a Fig. (15.18).

Deformado

Figura 15.18 Empenamento da secdo transversal.
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Assim, novas equacdes devem ser deduzidas para a determinacdo da tensdao de
cisalhamento e do angulo de giro para barras de sec¢ao transversal retangular e quadrada.
Ao contrario das barras de se¢do transversal circular, nas barras de secao transversal
retangular e quadrada as tensdes de cisalhamento sdo nulas nos pontos mais distantes do
centro de gravidade da sec¢do. Para compreender esse fato, deve-se considerar,
inicialmente, um elemento de dimensodes infinitesimais localizado no vértice da se¢ao
transversal de uma barra retangular submetida a um momento de tor¢cdo. Esse elemento
esté ilustrado na Fig. (15.19), sendo que adota-se um sistema de coordenadas cartesiano,

onde cada eixo cartesiano ¢ perpendicular a uma das arestas do cubo.

A
T

Tmax

Figura 15.19 Elemento infinitesimal e estado de tensdo atuante.

Como essas arestas estao na superficie da barra e nenhuma forga de superficie ¢
aplicada sobre a barra, as tensdes de cisalhamento nessas regides devem ser nulas.

Portanto, o estado de tensdo nessa regiao ¢ dado por:
7,=0 7,=0
7,=0 7,=0 (15.16)
7y=0 7,=0
Com base na observagao da configuragdo deformada da barra, Fig. (15.17) e Fig.

(15.18), intuitivamente percebe-se que as maiores tensoes de cisalhamento estardo
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atuando no centro de cada uma das faces da barra, uma vez que ¢ nessa regido onde
observam-se as maiores distor¢des.

A demonstragdo da equagdo que relaciona as tensdes de cisalhamento ao
momento de torcdo em barras de secdo transversal retangular e quadrada requer
conhecimentos apresentados em teorias mais avangadas como a Teoria da Elasticidade,
sendo, portanto, além do escopo desse curso. Como a dedu¢ao do equacionamento desse
problema requer um conhecimento mais avangado, apresentam-se neste texto as
expressoes para o calculo da tensdo maxima de cisalhamento e do angulo de tor¢do de
uma barra de eixo reto com sec¢do transversal retangular constante atuando em regime
elastico, como mostra a Fig. (15.20). Essas expressoes estao escritas nas Eq.(15.17) e

Eq.(15.18).

M (15.17)
c,ab
b C'\SBL—G (15.18)
2

sendo que os coeficientes c1 € c2 dependem da relagdo a/b, podendo ser encontrados na
Tabela 15.1. Os pardmetros a e b referem-se a maior ¢ a menor dimensdes da se¢ado

transversal, respectivamente.

Figura 15.20 Barra de secdo transversal retangular constante.
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Tabela 15.1 Determinagdo dos coeficientes c; e ca.

a/lb C1 C2
1,0 0,208 | 0,1406
1,2 0,219 | 0,1661
1,5 0,231 | 0,1958
2,0 0,246 | 0,229
2,5 0,258 | 0,249
3,0 0,267 | 0,263
4,0 0,282 | 0,281
5,0 0,291 | 0,291
10,0 | 0,312 | 0,312
00 0,333 | 0,333

15.13 — Exemplo 6

319

As duas barras ilustradas na Fig. (15.21) estdo submetidas a agdo de um

momento de tor¢do de intensidade igual a M, =1800N -m. Sendo G =26GPa,

determine as tensdes de cisalhamento méximas em cada uma das barras e o angulo de

rotag¢do dessas no ponto B.

(a)

(b)

Figura 15.21 Barras a serem analisadas.
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A barra a ¢ uma barra de segdo transversal quadrada. Assim, nessa barra

a=b =60, que segundo a Tabela 15.1 conduz a:
yzl . ¢, =0,208
b ¢, =0,1406
Aplicando as Eq.(15.17) e Eq.(15.18) obtém-se:

M, = 7 = 1800 = 7, =40,06MPa

"™ 0,208-60-10°-(60-10°)

cab’

max

oML 4 1800-300-10°
c,ab’G 0,1406-60-10 -(60-10‘3)3 .26-10°
$=0,0114rad =0,653°

¢

Ja na barra b, observa-se que a =95 e a=38. De acordo com o apresentado na

Tabela 15.1 tem-se:

¢, =0,258
a — 95 — 2 5 = 1 ’
4 48 ’ {cz =0,249
Utilizando-se as Eq.(15.17) e Eq.(15.18) tem-se:
M, 1800

2 = Tmax: P = Tmax:50,86MPa
0,258-95-10‘3-(38-10‘3)

" cab

max

M. L 4 1800-300-10°°
c,ab’G 0,249-95.10 -(38-10’3 )3 .26-10°
¢=0,016rad =0,917°

=

15.14 — Eixos Vazados de Secdes Transversais de Paredes Finas

Apoés serem determinadas as equacdes que resultam a tensdo de cisalhamento
maxima ¢ o angulo de rotagdo de barras com segdes transversais retangulares e
quadradas solicitadas a tor¢ao, pode-se estudar o caso onde estas estruturas sao
formadas por se¢des transversais compostas por elementos de paredes finas, conduzindo
ao estudo de sec¢oes transversais vazadas.

Com o objetivo de deduzir as equagdes que permitem a determinagdao da

variacdo das tensdes de cisalhamento nesse problema, deve-se considerar uma barra de
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secdo transversal nao circular vazada de paredes finas, mostrada na Fig. (15.22), cuja
espessura da parede seja t. A espessura da parede pode variar nas diversas paredes que
compdem a secdo transversal. Porém, esta deve ser pequena o bastaste se comparada a
altura da parede (aproximadamente 10 vezes menor ¢ suficiente).

Assumindo que a barra esteja em equilibrio, cada componente material que
forma a barra devera também estar em equilibrio. Assim, isolando um elemento
infinitesimal dessa barra, como mostrado na Fig. (15.22), cujo comprimento

circunferencial ¢ igual a s, comprimento longitudinal igual a dX e espessura t, este
elemento estard submetido a duas forgas equivalentes de intensidades iguaisa F, ¢ F;,

atuantes em suas faces A e B, as quais decorrem das tensdes de cisalhamento atuantes

nessas faces. Estas que devem estar em equilibrio estatico. Portanto:

ZFx:O = Fa—F=0 (15.19)

Figura 15.22 Barra de segdo ndo circular vazada de paredes finas. Equilibrio elemento AB.

De acordo com o apresentado na Fig. (15.22), verifica-se facilmente que as areas

das faces A e B do elemento infinitesimal sdo dadas por t,dX e t;dX, respectivamente.
Sendo 7, e 7yas tensdes de cisalhamento atuantes nas faces A e B, respectivamente,
pode-se exprimir as for¢as F, e F; da seguinte forma:

Fy =7, (tadx) Fy =75 (tzdx) (15.20)

Substituindo o resultado obtido na Eq.(15.20) na Eq.(15.19) obtém-se:

T (60X) =75 (tdX)=0 = 7,t, =74ty (15.21)

Portanto, o produto entre a tensdo de cisalhamento e a espessura da parede ¢
constante ao longo da barra. Por conveniéncia, define-se que esse produto seja igual a g,

grandeza denominada fluxo de cisalhamento. Assim:
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g=rt (15.22)

Tomando agora uma por¢ao do elemento AB apresentado na Fig. (15.22), pode-
se chegar a uma interessante conclusdo. Separando uma por¢do de AB, conforme
indicado na Fig. (15.23), observa-se que as tensdes de cisalhamento nas faces superior e
inferior do elemento sdo nulas, uma vez que estas faces fazem parte da superficie da
barra, sendo, portanto, livres de for¢as de superficie aplicadas. Portanto, a tensdao de
cisalhamento em qualquer ponto de uma barra de se¢do transversal vazada de paredes
finas submetida a tor¢ao € paralela a superficie da parede, como mostra a Fig. (15.23), e

seu valor médio, 7,,;, ¢ calculado pela Eq.(15.22).

Limite sem tensio
(parte superior)

Limite sem tensio
(parte inferior)

Figura 15.23 Porc¢do de AB. Tensdo de cisalhamento em um ponto qualquer da se¢do transversal.

Para a obtengdo da relagdo entre o momento de tor¢do, M;, e o fluxo de

cisalhamento, g, deve-se considerar um elemento infinitesimal pertencente a parede da
se¢do transversal, como indicado na Fig. (15.24). Sendo ds o comprimento do elemento,
t sua espessura, dF a for¢a exercida nessa por¢do material e h a distincia perpendicular
entre dois eixos passando pelo centro de gravidade do elemento e um ponto O, que
indica o centro de gravidade da secdo transversal, determinam-se a area dessa por¢ao
material e a for¢a nela atuante da seguinte maneira:

dA=tds (15.23)
dF=rdA = dF=r(tds) = dF=qds (15.24)
J4 0 momento gerado pela for¢a dF em relagdo ao ponto O é dado por:

dM =hdF = dM=h(qds) =  dM =q(hds) (15.25)

Com base no conhecimento de identidades trigonométricas basicas, constata-se

que o produto hds ¢ igual a duas vezes o valor da area delimitada pelo tridngulo
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definido pelos extremos do elemento ds e pelo ponto O. Portanto, pode-se reescrever a

Eq.(15.25) como:
dM =q(2dA,) (15.26)
sendo dA igual a drea média contida no contorno da linha central da espessura da segdo

transversal de paredes finas vazada. Esse parametro pode ser visualizado na Fig.

(15.25).

Figura 15.24 Elemento infinitesimal da parede da sego.

Para que a condi¢do de equilibrio seja satisfeita, 0 momento de tor¢ao aplicado
deve ser igual ao somatdrio dos dM atuantes em todos os elementos que compdem a

se¢do vazada de parede fina. Assim:
MTz[_ﬂdM = MTz[J]q(2dAn) (15.27)
Como ( ¢ constante ao longo da espessura da parede fina, pode-se simplificar a
equagdo anterior da seguinte forma:
M; =20A, (15.28)
Substituindo a Eq.(15.22) na Eq.(15.28) determina-se a tensdo de cisalhamento

em qualquer ponto localizado ao longo da parede fina da secdo transversal por meio da

seguinte equagao:

M, =2tA, = 7= (15.29)
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O giro da secdo transversal ¢ calculado com base na hipdtese de que a tensao de
cisalhamento seja constante ao longo da espessura da parede fina. Assim, pela lei de
Hooke, a deformacao distorcional paralela a parede final ¢ definida como:

MT

y = = y (15.30)

T2AG

z
G

Figura 15.25 Area definida pelo contorno médio de uma segdo transversal de paredes finas vazada.

Assumindo a validade do regime de pequenos deslocamentos, o arco de

comprimento dS, apresentado na Fig. (15.24), é dado por: ds = ydx ou dg¢h, sendo d¢

o diferencial de giro da se¢do transversal. Esta constatacdo decorre da compatibilidade
geométrica apresentada pela Eq.(15.3), a qual tem como base a condi¢do apresentada na
Fig. (15.3). Portanto, com base nessas duas constatacdes, pode-se relacionar o giro da

secdo transversal ao momento de tor¢ao da seguinte forma:

MO Gomdgh o dgh=Ma®
2A G 2A G

Integrando a Eq.(15.31) ao longo do perimetro da se¢do transversal obtém-se

ds =ydx =

(15.31)

uma expressdo que permite a determinagdo do giro médio da se¢do transversal em

fun¢do do momento de tor¢do aplicado. Assim:

M. dx ¢ 1 M_dx ¢ 1
dghds = —T —ds = dg[]] hds =— —ds 15.32
JLaghas = 22 1l; dlf s = g lls (15.32)

Como mostrado anteriormente, tem-se que[j]3 hds =2A, . Portanto:
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_ M;dx +ds
ANG 7 t

dg (15.33)

sendo G o modulo de elasticidade transversal.
Finalmente, o giro de uma barra solicitada por um momento de tor¢do ¢ obtido
somando-se os giros de todas as seg¢des transversais que a compdem. Portanto,

integrando a Eq.(15.33) ao longo do comprimento da barra obtém-se:

M. (¢d
¢={4AiG [[j]Tsjdx (15.34)

A integral apresentada na Eq.(15.34) deve ser calculada levando-se em

considera¢do a varia¢ao das dimensoes da secao transversal ¢ a variagdo do momento de
tor¢do atuante na barra. Caso todas as grandezas envolvidas no problema sejam
constantes, a ultima integral torna-se igual a:

M;L ¢ds

¢:4A§G t

(15.35)

Assim, as Eq.(15.34) e Eq.(15.35) permitem a determinacdo de giros em barras

vazadas compostas por elementos de paredes finas.

15.15 — Exemplo 7

Um momento de tor¢do de intensidade igual a 6,8kKNm esta aplicado em uma
barra de secdo transversal vazada composta por elementos de paredes finas. A
geometria da secdo transversal assim como suas dimensdes estdo apresentadas na Fig.
(15.26). Com base nessas informacoes, determine as intensidades das tensdes de
cisalhamento atuantes nos pontos a ¢ b mostrados na Fig. (15.26).

Para a solugdo deste exemplo, deve-se, inicialmente, determinar o valor de A,,.
Sabe-se que esta variavel refere-se a area da se¢do transversal calculada considerando-

se as dimensoes médias dos elementos de paredes finas. Dessa forma:

%:(150—2122’7j(100—26‘:23j = A =1286501mm* =

A =1,286501-10"m’
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6,3 mm

!

T -] &= 12,7 mm

100{mm =] fe=12,7 Mm
6,3 mm

)

“— 150 mm —

Figura 15.26 Secao transversal analisada.

I O

Para o ponto a, a tensdo de cisalhamento ¢ dada por:

6,8
T, = - ~
2:6,3-107-1,286501-10

7, =41,949 MPa

Ja para o ponto b, a tensdo de cisalhamento ¢ igual a:

6,8
o= 3 >
2-12,7-107-1,286501-10

= 17, =20,809 MPa

15.16 — Exemplo 8

Determine o momento de tor¢do maximo que pode ser aplicado a barra
apresentada na Fig. (15.27), a qual ¢ uma barra de se¢do transversal triangular vazada
com espessura de parede igual a 5 mm e modulo de elasticidade transversal igual a 75
GPa, sabendo que a tensdo de cisalhamento admissivel do material que a compde ¢
igual a 90 MPa. Para esse valor de momento méaximo, determine o angulo de rotagdo da
se¢do transversal localizada na extremidade da barra.

Para a resolucao desse exemplo, deve-se, inicialmente, determinar o valor da
area definida pelo contorno médio das paredes finas que compdem a se¢do transversal

da barra em analise.
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Figura 15.27 Estrutura a ser analisada e secdo transversal.

Segundo as dimensdes apresentadas na Fig. (15.27) tem-se:
A, :200[2003en(60°)]% = A, =17320,51mm’> = A =1,732051-10">m’

Aplicando a Eq.(15.29) obtém-se:
M T

90-10° = ~ ~
2-5:1071,732051-10

M, =15,558kNm

Ja o angulo de rotacao da secao ¢ dado pela Eq. (15.33). Como a espessura das
paredes que compdem a secdo transversal da barra ¢ constante, a integral de contorno
que surge nessa equagao resulta simplesmente no perimetro médio da se¢do. Assim:
M;L ¢ds M. L

T T mds

—_ j— =
ANG ¥ t ? 4A’Gt

=

¢ =

) 15,5583 (3.200.10—3) = $=6,2355-10"rad

4-(1,732051-10‘2)2 75-10°-5-107

15.17 — Exemplo 9

Determine a tensdo de cisalhamento média atuante nos pontos A e B da secao
transversal vazada simétrica mostrada na Fig. (15.28) sabendo que a espessura da
parede ¢ igual a 5,0 mm. Em seguida, considerando que a barra esteja submetida a um
momento de tor¢do constante ao longo de seu comprimento, determine o angulo de
rotacdo da se¢do transversal da extremidade dessa barra sabendo que seu comprimento é

igual a 3,0 m e que o mddulo de elasticidade transversal do material ¢ igual a 75 GPa.
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Figura 15.28 Estrutura a ser analisada.

Para a determinacdo da tensdo de cisalhamento atuante nos pontos desejados
deve-se calcular o valor de A . Com base nas dimensdes apresentadas na Fig. (15.28)
obtém-se:

A =160-160-4-60-60 = A =11200mm’> = A =1,12:10"m’

Aplicando a Eq.(15.29), as tensdes de cisalhamento nos pontos A e B sdo iguais

devido a espessura uniforme da parede que compoe a secao transversal. Assim:

o 40
® 2.5.107-1,12-107

Ty = = 1,=1,=357,142kPa

O angulo de rotagdo da sec¢do ¢ calculado considerando-se a Eq. (15.33). Assim
como no exemplo anterior, a espessura das paredes que compdem a secao transversal da
barra ¢ constante. Portanto, a integral de contorno que surge nessa equagdo resulta
simplesmente no perimetro médio da se¢do. Dessa forma:

M;L ¢ds M, L

?=incit T Tt

[ﬂds =
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¢ = 40-3 (8-60-10’3+4-40-10’3) =

4-(1,12-10*2)2-75-10"-5-10*3
$=6,3776-10"rad

15.18 — Exemplo 10

Para a montagem de uma estrutura que vai receber o momento de tor¢ao igual a
1000 kN.cm, estdo disponiveis barras de aco de didmetros iguais a 19 mm, 25 mm e 38
mm. Qual o menor diametro de barra de aco que pode ser utilizado. Dados: Eixo: G =
8000 kN/cm?, Tmax = 10 kN/cm?, espessura dos elementos de parede fina 0,5 cm. Barras:

E = 21000 kN/cm?, omax = 15 kN/cm?.

A -
\\ VAN

A B| - :
—_ N

; 1000 kNem £ g

EE—. = =

4 ™~
= I

£ 6 cm) £

z 2
) | N

S0 c¢m 50 ¢m A = COI‘te AA

Figura 15.29 Estrutura a ser analisada.

Para a resolugdo deste exemplo deve-se expressar a intensidade do esforco
solicitante no eixo (momento de tor¢ao) em funcao dos esforcos normais presentes nos
elementos de barra simples. Assumindo que a secdo transversal onde estdo conectados
os elementos de barra simples apresente rotacao no sentido anti-horario (mesmo sentido
do momento de tor¢do externo aplicado), serdo observados esfor¢os normais de tragdo
nos elementos de barra simples, conforme apresentado na Fig. (15.30), uma vez que
estes elementos serdo alongados. Consequentemente, pela terceira lei de Newton, estes
elementos estruturais introduzirdo um momento de tor¢ao negativo de intensidade igual
a MB na secdo transversal do extremo direito do eixo, como indicado na Fig. (15.30).

Pode-se a determinagdao do momento de tor¢ao atuante nesta se¢do transversal,
assim como o valor de seu giro, pode-se utilizar a ilustragdo apresentada na Fig. (15.30).

Assim;
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N

YN

Figura 15.30 Giro na secdo transversal do extremo direito. Esfor¢os normais nas barras de treliga.

M,=2-N-3 = M,=6N

AL NL
AL=¢y-3 = ¢B=T = ¢B=3E

Portanto, o seguinte diagrama de corpo livre ¢ obtido:

M, 1000 kNem Mg

- = -1

Figura 15.31 Diagrama de corpo livre.

Deve-se enfatizar que o momento de tor¢do reativo do apoio A foi escolhido
com o sentido apresentado na Fig. (15.31) (sentido positivo) para que seja possivel
observar uma rotacao no sentido anti-horario das se¢des transversais do eixo analisado,
conforme a hipdtese assumida anteriormente, na construcdo das ilustracdes da Fig.
(15.30). Com base no diagrama de corpo livre apresentado na Fig. (15.31) pode-se
construir o seguinte diagrama de momento de tor¢ao do eixo, o qual ¢ ilustrado na Fig.

(15.32).
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MA= | OOO-MB

®

©

Mp

Figura 15.32 Diagrama de momento de tor¢do.

A equacdao de compatibilidade do problema pode ser facilmente escrita

considerando que a somatoria das rotagcdes das seg¢des transversais do eixo deve ser

igual a ¢, . Portanto, pode-se escrever que:

¢eixo=¢B
M;L +ds  NL
ANG Y t  3EA
(IOOO—MB)50(6 12 6 12)
> —t—t—+—
4(5,5-11,5)" 80001 0,5 0,5 0,5 0,5
M, -50 [6 2 6 1

: —+—+—+—j = 2,8121-102-5,6242-10°M,
4(5,5-11,5)°800010,5 0,5 0,5 0,5
N-21
3

~3.21000- A

Lembrando que M; =6N tem-se:

¢eixo -

N
=3,333-10" —
e A

2,8121-10-2—5,6242-10‘5-6-N=3,3>33>-10“‘ﬂ =
A
2,8121-10% —3,3745-10*N =3,333.10*‘%

Assumindo que o diametro dos elementos de barra simples seja igual a 19 mm,

obtém-se:

2,8121-10*2—3,3745-10*4N:3,333-104‘L2 = N =61,803kN
7z(0,95)

Para esta intensidade de esfor¢o normal obtém-se o seguinte valor para a tensao

normal nos elementos de barra simples:

N 61,803
oc=— = o=——"—

- o=21,798kN /cm*
A 7(0,95)
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Como a tensao normal maxima nos elementos de barra simples ¢ igual a 15
kN/cm?, constata-se que a barra simples de didmetro igual a 19 mm ndo atende ao
requisito de resisténcia mecanica. Portanto, esta opcao ¢ descartada.

Considerando que o diametro dos elementos de barra simples seja igual a 25
mm, obtém-se:

2,8121-107-3,3745-10*N =3,333-10"" Lz = N =069,375kN

7r(1, 25)

Para esta intensidade de esfor¢o normal obtém-se o seguinte valor para a tensao

normal nos elementos de barra simples:
N 69,375

oc=— => 0=—">5 = o =14,133kN /cm®
A 7(1,25)

Portanto, a resisténcia mecanica dos elementos de barra simples ¢ atendida para

esse diametro. Resta verificar se o eixo resiste. Lembrando que M; =6N, pode-se

determinar os valores dos momentos de tor¢do atuantes na barra da seguinte forma:
M; =6:69,375 = M, =416,25kNcm
M,=1000-M, = M, =1000-416,25 = M, =583,75 kNcm
Tomando o méximo valor de momento de tor¢do, pode-se calcular a tensdo de

cisalhamento maxima como:

M., 583,75

= 7= 7=9,23kN /cm’
2, 2:0.5(5,5-11,5)

T =

Portanto, a condi¢do de resisténcia mecanica ¢ também atendida no eixo. Dessa
forma, conclui-se que o menor didmetro de barra simples a ser adotado, dentre as

opgdes fornecidas, ¢ o igual a 25 mm.
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16. — Formulaciao Geral da Torcao. Analogia de Membrana

16.1 — Formulacdo do Problema Geral de Torcao

O problema mecanico que sera descrito na sequéncia deste capitulo envolve a
torcdo simples de elementos de barra geral compostos por segdes transversais de
geometria ndo circular. Para tal finalidade, considera-se um elemento de barra geral,
com sec¢do transversal prismatica, submetido apenas a acdo de momentos de tor¢ao,

como mostra a Fig. (16.1).

Figura 16.1 Elemento de barra geral submetido a torg¢ao simples.

Conforme estudado no capitulo 15, a cinematica desse problema mecanico

envolve a rotacao relativa, H(X), entre as sec¢Oes transversais da barra considerada,

provocando deformagdes distorcionais e, consequentemente, tensdes de cisalhamento.

Para a formulagdo que serd apresentada a seguir, assume-se que o elemento de barra

geral obedeca ao regime de pequenas rotagdes O(X), de tal maneira que a condi¢do de
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equilibrio da estrutura possa ser efetuada, sem perda significativa de representatividade,
na configuragdo indeformada.

Assumindo que o elemento de barra geral considerado esteja submetido a acao
de um momento de tor¢do de intensidade constante ao longo de seu comprimento,
verifica-se que o angulo de rotacdo das sec¢des transversais depende linearmente da

posi¢do da secdo transversal em andlise em relagdo a origem do sistema de referéncia,

. d d .
ou seja, 6 (X) =—¢X, sendo d—¢ a taxa de rotag¢do da se¢do ao longo do comprimento.
X

dx

Tal conclusdo foi obtida no capitulo anterior.

Ainda nesse complexo problema mecéanico, observa-se a presenca do
empenamento da se¢do transversal devido a acdo do momento de tor¢do. Esse efeito faz
com que secdes transversais, inicialmente planas, deixem de ser planas apds a atuagao
dos carregamentos externos. Assim, deslocamentos orientados na dire¢do paralela ao
eixo da barra estardo presentes. Porém, assume-se que o problema seja de tor¢ao livre,
ou de Saint-Venant, onde tais deslocamentos axiais sdo permitidos, ndo gerando,
consequentemente, esfor¢o interno. Para essa condigdo, as seguintes hipoteses sao
consideradas:

a) O giro relativo de uma secdo transversal em relacdo a uma sec¢do de referéncia ¢
diretamente proporcional a distancia entre elas. Assim, ¢ valida a seguinte relagdo:
0(x)= 9 .

dx

b) O empenamento, caso ocorra, podera apresentar intensidades diferentes para cada
ponto que compde a secao transversal da barra em andlise. Portanto, o deslocamento
axial, U, de cada ponto pertencente a sec¢do transversal devido ao efeito do

empenamento dependera unicamente de sua posi¢do no plano da secdo transversal,
podendo ser escrito como u(y, Z) .

Com base no sistema apresentado na Fig. (16.2), pode-se determinar os
deslocamentos vV e W, ao longo das direcdes Yy e z, respectivamente, da seguinte
maneira:

V =—¢Xz W = @gXy (16.1)

Assim, as componentes de deslocamento dos pontos materiais da secdo

transversal sdo conhecidas se os valores de u(y,z)e ¢ forem determinados. O
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problema pode ser ainda simplificado se estas duas fungdes forem relacionadas. Assim,

u(y, Z) pode ser definida como uma fungéo de ¢. Sem perda de generalidade, pode-se
considerar que u(y,z) seja igual ao produto kz//(y,z), sendo k ¢ uma constante e

l//(y,z) uma fungdo, ndo singular, relacionada a geometria da se¢do transversal. Por

facilidade, assume-se que K =¢.

Figura 16.2 Deslocamentos no plano da secéo transversal provocados pelo empenamento.

16.2 — Componentes de Tensdo e Deformacdo do Problema de Tensao de

Saint-Venant

No problema em estudo, como apenas deformagdes distorcionais e tensdes de

cisalhamento possuem componentes ndo nulas, suas intensidades podem ser definidas

como:
Vg = %+%J = Yy :¢(%//—Z]
Vi = Z_lzj+;_9\;v) = 7, :¢(%—lz/j+ yj (16.2)
Y= %+%] = ¥y, =—9X+gx=0

Deve-se destacar que as unicas componentes de deformagdo ndo nulas estdo

contidas nos planos Xy e Xz.

Assumindo que o material que compde o elemento de barra geral analisado

possua comportamento mecanico elastico linear, pode-se expressar as tensdes de
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cisalhamento em fungdo do modulo de elasticidade transversal do material, G , ¢ das

deformacdes distorcionais usando a lei de Hooke. Dessa forma:
0
7,=CGyy, = 7= G¢(—W— z]

r,=Gy, = 1, =G¢[a—"”+y] (163)

ryZ=G}/yZ = 7,=0

16.3 — Equacédo de Equilibrio no Problema de Torcéo de Saint-Venant

Quando um elemento de barra geral ¢ submetido a uma tor¢do de Saint-Venant

surgirdo tensdes de cisalhamento atuantes nos planos Xy e Xz, como anteriormente

apresentado. Se um elemento de dimensdes infinitesimais pertencente a uma dada se¢do
transversal dessa barra geral em equilibrio for isolado, as condi¢des de equilibrio sobre
ele deverao ser observadas. Uma secdo transversal geral ¢ um elemento infinitesimal

caracteristico estdo apresentados na Fig. (16.3).

Figura 16.3 Elemento infinitesimal e tensdes de cisalhamento. Imposi¢do das condigdes de equilibrio.

Considerando que os efeitos do empenamento ndo gerem esforco solicitante
normal, o qual possui orientacdo paralela ao eixo da barra, X, pode-se entdo impor a

seguinte equacdo de equilibrio:
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DFE=0=

62’ 62— X
7, +—2dz |dxdy — 7, dxdy +| 7, +—2dy |dxdz -7, dxdz =0 (16.4)
oz oy ’
az-)'><+6sz — %4_%:()
oy oz o oz

Com base no resultado apresentado na Eq.(16.3), pode-se reescrever esta

equacgdo de equilibrio da seguinte maneira:

%Jr%:() N E{G¢(8_‘//_zj}+ﬁ{6¢(a—w+ yﬂ =0
oy oz oy oy 0z 0z

2 2
81//+6w_0

ayZ 822 -

Deve-se destacar que esta ultima equagao depende unicamente da fungdo ¥, ou

(16.5)

seja, um unico parametro.

16.4 — Relacéo entre Esforcos Solicitantes e Tensdes de Cisalhamento no

Problema de Torcdo de Saint-Venant

No problema mecanico da tor¢cdo de Saint-Venant, o unico esforco solicitante
ndo nulo ¢ o momento de tor¢do. Portanto, as seguintes equagdes de equilibrio,

referentes ao esforgo cortante, deverdo ser atendidas:

jrxydA =0
A (16.6)
_[szdA =0

A
sendo A a area da se¢do transversal do elemento de barra geral submetido a torgao.
Utilizando as expressdes apresentadas na Eq. (16.3), pode-se reescrever a

Eq.(16.6) na seguinte forma:

jG¢£%—l/;—zjdA=O N j(%"—zjdA:o

oy oy
G| — dA=0 — dA=0
'[ ¢(az +y) - -,[(az +yj

Deve-se enfatizar que as expressoes mostradas na Eq.(16.7) envolvem apenas

(16.7)

parametros relacionados a geometria da se¢do transversal, sendo de grande utilidade na
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determinagdo das coordenadas de seu centro de cisalhamento. Quando o centro de
cisalhamento coincide com o centro de gravidade da se¢do transversal, os valores Y e z
sdo nulos.

Considerando agora a condi¢do de equilibrio para o momento de tor¢ao, pode-se

escrever, com o auxilio da ilustragdo apresentada na Fig. (16.4), que:

M, = [(7,y—7,2)dA (16.8)
A
Considerando as expressoes apresentadas na Eq. (16.3) tem-se:
oy oy
M, =|| Gg| —+ -G¢g| —-z|z|dA =
| I{ %) ¢[ay j }

(16.9)

oy oy _ 5
M, =G¢ {—y——z+y +2 }dA
‘ -[82 oy

Y
M, =
Txy

TXZ
< /

Figura 16.4 Condicao de equilibrio em termos de momento.

Os parametros contidos na integral apresentada na Eq. (16.9) dependem apenas
da geometria da se¢do transversal do elemento de barra geral submetido a torgao.
Destaca-se a presenca dos dois ultimos termos dessa integral, os quais referem-se aos

momento de inércia da se¢do transversal em torno dos eixos Y e z, respectivamente. A

soma desses dois momentos de inércia define uma grandeza denominada de momento
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polar de inércia, |, a qual foi j& utilizada ao longo do capitulo 15. Assim, pode-se

to
definir que:

oy Oy 2}
| =||—y——2z+y +z |dA (16.10)
‘ ﬂé‘z oy

Assim, uma vez determinado o valor de |,, pode-se calcular a rotagdo da segdo

transversal, por unidade de comprimento, utilizando a Eq. (16.9) da seguinte maneira:

Mt
=— 16.11
T (16.11)

¢
Deve-se mencionar que a rotacdo apresentada na Eq.(16.11) envolve uma secao
transversal especifica. Caso seja de interesse na andlise a determinagdo do giro de uma
barra geral torcida, a Eq.(16.11) deve ser integrada ao longo do comprimento da barra.
Com base no equacionamento apresentado até o presente momento constata-se que para

a resolucao do problema de tor¢ao de Saint-Venant devem ser determinadas a fungdo i
¢ a constante ¢.¥ pode ser obtida por meio da Eq. (16.5). No entanto, a integragdo

analitica dessa equacdo diferencial nem sempre € possivel, especialmente se segdes
transversais de complexa geometria forem consideradas.

Essa fun¢do podera ser obtida indiretamente se a distribuicdo das tensdes de
cisalhamento no plano da secdo transversal for imposta, como no caso das secdes
transversais de geometria circular. Porém, uma maneira alternativa para a resolugdo
desse problema mecanico envolve a utilizagdo da analogia de membrana, a qual decorre
de uma correspondéncia formal entre a equacdo diferencial do problema da tor¢do,
Eq.(16.5), e a equagdo diferencial que descreve o equilibrio de uma membrana,
submetida a uma pressdo positiva distribuida em seu interior, em sua configuragdo
deformada. No item seguinte sera descrita esta analogia. Membrana ¢ um elemento
estrutural submetido a acdes externas aplicadas perpendicularmente a seu plano,
resistindo apenas a esforgos paralelos a seu plano médio. Para maiores detalhes, sugere-

se que o leitor consulte o capitulo 1 deste texto.

16.5 — Analogia de Membrana

Para que a analogia existente entre o equacionamento dos problemas de

equilibrio de membrana e as tensdes de cisalhamento no problema de tor¢do de Saint-
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Venant seja determinada, deve-se considerar uma lamina delgada que ocupa uma dada

regido no plano Yz tendo seu contorno fixo, como mostra a Fig. (16.5).

Assume-se que a lamina considerada possua rigidez nula na dire¢do transversal
ao seu plano e resista somente a esforcos de tragdo. Nessa situagdo, a lamina ¢
denominada membrana. Assume-se ainda que essa membrana esteja submetida a uma
pressdo interna positiva de intensidade P, a qual faz com que, em sua condicdo
deformada, a membrana exiba a forma geométrica de uma bolha. Para que o equilibrio
dessa bolha seja observado, deve atuar, ao longo de toda a sua superficie, um esforco de

tracao de intensidade k, de tal forma a equilibrar a pressdo interna atuante.

Figura 16.5 Configuracdo geometria da membrana.

Considera-se que este esfor¢o de tragao seja uniformemente distribuido ao longo
do comprimento da superficie da membrana. Impondo que a somatodria de forgas na
direcdo de atuagcdo da pressdo interna seja nula, sobre um elemento de dimensdes

infinitesimais dA=dydz pertencente a esta membrana, como mostra a Fig. (16.6),

obtém-se a seguinte equacao de equilibrio:
Pdydz — 2kdysen (d%j—%dz (dTﬂj =0 (16.12)

h(z,7) h(z,y)
A } dz A

N
y

Figura 16.6 Equilibrio na membrana.
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Sendo h(y,z)a fungdo que descreve a geometria assumida pela membrana em

sua configuracdo deformada, as inclinagdes de sua superficie segundo as direcdes Y e

Z sdo definidas como:

_on(y.z) _
o Z (16.13)

5o oh(y,z) __n

ay y

Assumindo que os deslocamentos presentes na membrana sejam pequenos, por
consequéncia também o serdo suas inclinagdes, pode-se aproximar o valor do seno dos

angulos de inclinag@o pela propria magnitude do angulo. Assim:

2
sen(c}l—wj:d—a:—8 h(y’z)dz _ =N, dz

2 2 207° 2
, (16.14)
(dﬂj dp  o°h(y,z) —h, dy

sen| — |=—=— —dy =

2 2 20y 2
Portanto, com base nessas consideracdes, a Eq.(16.12) pode ser assim reescrita:

o’h o’h
Pdydz + 2kdy%dz cokgr M) g
z

) ) (16.15)
) h(y,z)+6 h(y,z) P

oz’ oy’ k
A Eq.(16.15) ¢ a equacgdo diferencial fundamental do problema do equilibrio de
uma membrana submetida a uma pressdo interna, sendo que a fungao h(y, Z) deve ser
nula para todos os pontos pertencentes ao contorno da membrana.
A analogia do problema de tor¢do pode ser mostrada admitindo-se que exista
uma fungao CI)( Y, Z) tal que:

o0

oD
Ty =——— =——
Y 0z

Xz ay

Deve-se salientar que as expressdes apresentadas na Eq. (16.16) atendem a

T (16.16)

equacdo de equilibrio apresentada na Eq.(16.5). Lembrando-se das defini¢des
apresentadas na Eq. (16.3), pode-se escrever que:

: : or, &
Dy _g| Y| = L OO0 (16.17)
oz oyoz 0z 0z
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GTXZ:G¢{62V/ +1} = arxzzaz? (16.18)
oy ozoy oy oy

Com base nos resultados apresentados nas Eq.(16.17) e Eq.(16.18), pode-se
subtrair estas equacdes de forma a obter uma nova equagao diferencial para o problema,

a qual nao tem a dependéncia da fun¢do . Assim:

o, 0t oD oD
N, — a2 tTa7
oz oy oy oz

Deve-se salientar que as equagdes diferenciais apresentadas nas Eq. (16.15) e

=2G¢ (16.19)

Eq.(16.19) possuem forma semelhante. Ambas envolvem derivadas de segunda ordem
uma dada funcdo. Além disso, seus resultados sdo iguais se a condi¢ao seguinte for

atendida:
CD(y,z):—2G¢%h(y,z) (16.20)

A analogia existente entre as formulagdes dos problemas de tor¢do e membranas

se completa impondo-se condi¢des de contorno para a equacao diferencial Eq.(16.19).

Com base no apresentado na Eq. (16.20), lembrando que h(y, Z) deve ser nula sobre o

contorno da membrana, constata-se que CD( Y, Z) deve também ser nula nessas posigoes.

Portanto, pode-se reescrever a Eq. (16.16) na seguinte forma:

k oh(y,z) k oh(y,z)
= Loy == 2Gp—2") .
Ty 5 o p T, 5 @ Y (16.21)

Constata-se que, por meio da analogia de membrana, a distribui¢do das tensdes
de cisalhamento no plano da secdo transversal possui relagao direta com a inclina¢ao da
superficie deslocada de uma membrana submetida a uma pressao interna positiva.

Com base na distribuigdo das tensdes de cisalhamento apresentada
anteriormente, pode-se relacionar o momento de tor¢ao aplicado a se¢do transversal em

andlise as tensdes de cisalhamento por meio da Eq. (16.8). Assim:
M, = [(r,y-7,2)dA = Mtzj.[ﬁi)y+8£)zjdA (16.22)
A 2\ Oy 0z

De forma a tornar esta dedugdo mais conveniente, pode-se reescrever a equagao

anterior na seguinte forma:
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M, j(ai)w—z +20 - 2(DjdA:>
A (16.23)

M, J(—y+—z+2®jdA—j2(DdA
A A

Em seguida, pode-se aplicar o teorema da divergéncia sobre a primeira integral
apresentada na Eq. (16.23), objetivando transforma-la de uma integral de drea em uma

integral de contorno. Assim:

M, j[@ ycos (1, y)+®(T)zcos(n,2) |dT - [ 20dA (16.24)

sendo I"o contorno da area considerada e 77 a direcao de seu vetor normal.

Como a fun¢do @ possui valor nulo ao longo do contorno da area da membrana,
verifica-se que esta integral de contorno resulta valor nulo. Portanto, utilizando o
resultado apresentado na Eq. (16.20), pode-se reescrever a Eq.(16.24) na seguinte

forma:

M, =—[20dA = M, =—2'[—2G¢%h(y,z)dA =
A (16.25)
M

t

A

O termo integral apresentado na Eq.(16.25) representa o volume contido na parte
interior da membrana em sua configuracdo deslocada, a qual inicialmente ocupa uma
area igual a da secdo transversal da barra geral submetida a tor¢do. Denotando por V
este volume, pode-se reescrever a Eq.(16.25) da seguinte maneira:
4Gk PM,

M, = 5 = Pp=—" 1GKY ¢——| (16.26)

onde I, =4(£jV :
P

Deve-se enfatizar que a rotacdo obtida na Eq.(16.26) envolve uma secdo
transversal especifica. Caso seja de interesse na andlise a determinagdo do giro de uma
barra geral, os giros das seg¢des transversais que compdem esta barra devem ser
somados. Portanto, a Eq.(16.11) deve ser integrada ao longo do comprimento da barra
para tal finalidade.

Assim, os resultados decorrentes do estudo da configuracdo deslocada da

membrana podem também ser uteis para a determinagdo do momento polar de inércia
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da se¢do transversal. Sendo esta propriedade de area proporcional ao volume deslocado
pela membrana, constata-se que secdes transversais de mesma area poderao resistir a
diferentes valores de momento de tor¢cdo, dependendo de sua geometria, o que

conduziré a diferentes valores de |, .

Finalmente, utilizando o resultado apresentado na Eq.(16.26), pode-se reescrever

a Eq.(16.21) na seguinte forma:

,Xzz_%mm . szz_M%
- % - 2 (16.27)

r —Kogyr2) (M,

P oz oz 2V

E importante perceber que, de acordo com o apresentado na Eq.(16.27), as
tensdes de cisalhamento possuirdo maior intensidade nas regides onde a inclinagdo da
tangente a superficie da membrana for maior. Portanto, cuidados especiais devem ser
tomados em cantos e entalhes geométricos para que concentracdes de tensdo nao
causem o colapso de elementos estruturais submetidos a torcao.

Deve-se também destacar que, com base nas Eq.(16.26) e Eq.(16.27), se for
possivel a determinagdo, para uma dada geometria, da inclinagdo da membrana em
qualquer ponto ¢ do volume por ela contido, ndo ha a necessidade de se resolver a
equagao diferencial de equilibrio do problema da tor¢dao de Saint-Venant. A dificuldade
na resolucdo dessa equacdo ¢ a grande motivacdo para a realizacdo da analogia de
membrana.

Sera mostrado, a seguir, que em diversos casos de interesse pratico ¢ possivel

determinar o volume, V , e as inclinacdes da membrana, hy e h,, aplicando-se um

simples equilibrio a membrana solicitada pela pressdo interna positiva, sem, contudo,

resolver a equagao diferencial do problema.

16.6 — Barras de Secdo Transversal Vazada de Paredes Finas

A primeira aplicacdo da analogia de membrana refere-se a andlise de elementos
de barra geral de se¢do transversal fechada, vazada, composta por paredes finas de
espessura variavel, submetidos a tor¢do. Objetivando a melhor compreensao fisica do

problema, deve-se considerar uma caixa de geometria paralelepipedal, onde observa-se,
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em sua face superior, uma abertura cuja forma seja igual a das paredes que compdem a
secdo transversal da barra submetida a torcao. Introduz-se, no lugar dessa abertura, uma
membrana de igual geometria. Havendo pressdo positiva no interior dessa caixa, a
membrana desloca-se em relacdo a caixa, assumindo uma configuragdo geométrica na
qual esta apresenta-se tracionada e em equilibrio com a pressao interna aplicada, como
indicado na Fig. (16.7). A analise do equilibrio da membrana realiza-se por meio do

digrama de corpo livre da regido deslocada, como mostra a Fig. (16.7). Assim, a

resultante da pressdo interna deve ser igual a resultante da forca de tragdo na membrana.

o=h;/t;

k

Figura 16.7 Membrana em sua configurag¢do deslocada. Configuracdo de equilibrio.

Assumindo que a barra solicitada obedeca ao regime de pequenos
deslocamentos, e consequentemente pequenas rota¢des, pequenos valores para o
deslocamento da membrana, h, e para suas inclinagdes serdo observados. Assim, a

equagao de equilibrio do problema podera ser escrita como:

h P
PA, =[flk=ds = heP A (16.28)
t k[jlds
t
sendo que [ﬂ indica uma integral ao longo de um contorno fechado s, que define o

contorno da se¢ao transversal da barra.
Com base no apresentado na Eq.(16.28), o volume da parte deslocada fica

definido como:

/?i (16.29)
m{ds

Portanto, o momento polar de inércia da secdo transversal, segundo o

V=Ah = V:E

apresentado na Eq.(16.26), pode ser calculado por meio da seguinte equagao:
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2 4 2
-

| =
[_ﬂ ds t [ﬂids

Deve-se salientar que a area tratada na Eq.(16.30), A, refere-se a area da segdo

k
It: E

(16.30)

~|o

transversal considerando suas dimensdes médias, ou seja, as dimensdes definidas pelos
pontos geométricos contidos na espessura média dos elementos de paredes finas.

De forma a tornar mais conveniente a andlise do problema da tor¢do usando a
analogia de membrana, as tensdes de cisalhamento, até entdo descritas no sistema

cartesiano, 7, et,,, devem ser descritas assumindo um sistema de coordenadas paralelo

Xz 2
ao contorno dos elementos de paredes finas. Assim, as tensdes de cisalhamento serdo

expressas em funcdo da coordenada s em lugar de Y e z. Lembrando que

l=1, + Tfy e usando o resultado apresentado na Eq.(16.27) tem-se:
LM,
Toot v

sendo t a direcdo tangente ao contorno da parede fina considerada.

(16.31)

Assumindo que a barra analisada obedega ao regime de pequenos
deslocamentos, tanto os deslocamentos quanto as rotagdes possuirdo pequena
magnitude. Portanto, a tangente a superficie deslocada da membrana poderd ser
aproximada por:

oh, h
—q=— (16.32)
ot t

Assim, a expressdao que relaciona as tensdes de cisalhamento a0 momento de

tor¢ao nesse problema ¢ a seguinte:

t t h M’[
T=0— = T= - = T=
Y 2A Nt 2At

(16.33)

Deve-se ressaltar que para segdes transversais com uma Unica célula, ou septo,

esse resultado coincide com a equacdo de Bredt, apresentada no capitulo 15.

16.7 — Apresentacdo da Analogia de Membrana de Forma Expedita

Até esse momento, a analise do problema geral da tor¢do foi efetuada por meio

de um processo formal, onde foi mostrada a analogia existente entre as equagdes
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diferenciais que governam o problema da tor¢do e o equilibrio de uma membrana.
Porém, pode-se apresentar também a analogia de membrana por meio de um
procedimento menos formal, mas igualmente consistente.

Para apresentar tal procedimento deve-se considerar o equilibrio da membrana
apresentado na Fig. (16.7). Impondo que seja nula a somatorio das forgas horizontais

tem-se:
_4.h Y 1. PA,
PA, _mk?ds = PA = kh[_'l;ds = [_ﬂsfds =gh (1634

Substituindo a Eq.(16.34) na Eq.(15.34), apresentada no capitulo anterior,

obtém-se:
¢:I Mzt mldedX = ¢:I Mth (16.35)
" 4A G5t " 1.G
2
sendo I, = 4?“ .
[J]—ds
st
Assim
_4A _AA ok
l, = lds = l, = % = I, —4VE (16.36)
st kh

M
Como da Eq.(15.29) 7= 2tA; , pode-se escrever que:

az? = h=at .. V=atA, = 1A _V (16.37)
o
Portanto, com base na Eq.(16.37) pode-se reescrever a Eq.(15.29) como:
Mt
T=—n
vV (16.38)

Que foi 0 mesmo resultado obtido com a abordagem formal. A determinagdo dos
giros relativos entre as segdes transversais de barras torcidas pode ser efetuada
utilizando o valor do momento polar de inércia apresentado na Eq.(16.36) e a

Eq.(16.11), a qual foi apresentada anteriormente neste capitulo.
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16.8 — Exemplo 1

Determine as expressdes que resultam a tensdo de cisalhamento ¢ o angulo de
giro para a se¢ao transversal mostrada na Fig. (16.8), considerando analogia de
membrana, sabendo que a espessura da parede ¢ igual a t. Esta se¢do transversal compde
uma barra de comprimento L, a qual é uniformemente solicitada por um momento de
tor¢ao M, .

Com base no equacionamento apresentado anteriormente neste capitulo, pode-se
determinar o valor do momento polar de inércia da se¢do transversal apresentada na Fig.
(16.8) calculando-se o volume contido abaixo da membrana delimitada pela geometria
desta se¢do. Assim:

nl
oA =3I = () <Maeg) = h-

Figura 16.8 Seg¢do transversal considerada.

Portanto, o volume contido abaixo da membrana ¢ igual a:
r
2Pt szf(rmf’t
k 2 k 2
Utilizando a Eq.(16.26) ou a Eq.(16.36) obtém-se:
k k\Px 3 3

l,=4=|V = =4 =|——=(r,)t = |, =27(r,)t

t (P] t (ij Z(m) t (m)

O giro da se¢do ¢ dado pela expressdo apresentada na Eq.(16.26) ou pela

Eq.(16.35). Assim:

V=Ah = V=z(r,)
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M,L M,L
=

< “G2r(r )t

¢

Jé as tensoes de cisalhamento podem ser obtidas utilizando a Eq.(16.31) ou pela

Eq.(16.38). Dessa forma:

m

2 M, 1_M
IT=—— = 7= = ; = TZE >
tav Coa () 7 ()t

Pt
k

Deve-se ressaltar que as respostas obtidas sdo compativeis com aquelas

fornecidas pela abordagem classica anteriormente apresentada, via formula de Bredt.

16.9 — Exemplo 2

Calcule o mddulo de resisténcia a tor¢ao, W, ¢ o momento polar de inércia da
secdo transversal mostrada na Fig. (16.9). Todas as paredes finas que compdem esta
secdo possuem espessura igual 0,5 cm. Sabendo que a tensdo de cisahamento admissivel
do material seja igual a 26 MPa, determine 0 madximo momento de tor¢ao que pode ser

aplicado sem a observagao da falha estrutural.

15 cm
—
™,
=
—

2 h2

10 cm

30 cm

Figura 16.9 Sec¢do transversal considerada.

O primeiro dado a ser calculado para a resolucdo desse problema refere-se a area

de cada um dos septos (placas) dessa se¢ao. Assim, a area do septo 1 ¢ igual a:

A =30-15 = A =450cm’
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Ja para o septo 2 tem-se:
A =30-10 = A =300cm’

O equilibrio de cada um dos septos deve ser efetuado para a determinacdo da
altura, h, de cada uma das membranas. O valor de h conduzira a determina¢do do
volume contido no interior de cada uma das membranas em sua configuragdo deslocada.

Para o septo 1 tem-se:

nl ~
PA:Z_;k%L = P-450=%(15+15+30)+W30 -

i : >3 (16.39)

P-450 =120kh, +60kh, —60kh, = 180h —60h, = 450%

Para o septo 2, o equilibrio conduz a:

nl —
PAZ:Z_:‘k%Ii = P-300=%(10+10+30)—M30 =

P-300 =100kh, —60kh, +60kh, = —60h1+160h2=300E
k (16.40)
Resolvendo o sistema de equagdes composto pelas Eq.(16.39) e Eq.(16.40)

obtém-se as alturas das membranas. Portanto:

180 —60 || h, 450 | P h, 3,571 |P

= —_ - = J—

—60 160 || h, 300 | k h, 3,214 |k
Com base no resultado obtido para as alturas das membranas, o volume contido

abaixo de sua superficie fica definido como:

V=Ah+Ah = V=450~3,57IE+300~3,214E = V=2571’15gcm4

Com base no apresentado na Eq.(16.26), e com o valor do volume da membrana
em sua configuracdo deslocada calculado, o momento polar de inércia da secdo pode ser

determinado. Dessa forma:
l, EPLIVENN I, =452571,15E = 1,=10284,6cm’
P P k
Portanto, o0 modulo de resisténcia a tor¢ao, W , ¢ dado por:
M, M

— _ t
T—C{Msz— = T=—

W

sendo oy = % que conduz ao maximo valor de « para a se¢do transversal. Assim:
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oY 2~2571,ISE
W= W=——8 = W=720cm’
Oyviax 3’571E
__k
0,5

Portanto, o méximo momento de tor¢cdo que pode ser aplicado a esta secdo

transversal para que a falha no seja observada ¢ igual a:

r=—t = M,=26-10°-720-10° = M, =18,72kNm

16.10 — Exemplo 3

Determine o médulo de resisténcia a tor¢do, W , e 0 momento polar de inércia da
secdo transversal apresentada na Fig. (16.10) utilizando a analogia de membrana.
Sabendo que a tensdo de cisalhamento admissivel do material seja igual a 40 MPa,
determine o méaximo momento de tor¢cdo que pode ser aplicado a esta se¢do sem a
ocorréncia da falha. Além disso, sendo o comprimento da barra geral que contém esta
secdo transversal igual a 3,0 m, determine o giro maximo da sec¢do transversal quando a

barra ¢ submetida a0 momento de torcdo maximo calculado anteriormente. Todas as

paredes finas que compdem esta se¢do possuem espessura igual alO .

\ 1 2 1 / ‘::_3
10a 20a L 40 a L 20 a , 10a
“1 7 71 7
Il I Il Il
II I I I
| I I I
| I I I
I | | |
< o <
-

\* 1 1 “
K Ky
1k 2 4 k

Figura 16.10 Secdo transversal analisada.
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Para a resolucao deste problema, deve-se inicialmente determinar o valor da area
média de cada um dos septos que compdem a secdo transversal em analise.

Considerando o septo 1 tem-se:

10a-10a

A =20a-10a+ = A =250a’

J& para o septo 2 obtém-se:

A =40a-10a = A =400a’

Em seguida, o equilibrio de cada um dos septos deve ser efetuado para que o
valor da altura, h, de cada uma das membranas seja determinado. O valor de h conduz
a determinagdo do volume contido no interior de cada uma das membranas em sua
configurac¢ao deslocada. Para o septo 1 tem-se:

nl h
PA = Zkt—'li =
=t
k(h,—h
P-250a :m(20a+10a+20a+ 200 )—M(ma)
a a
10 10
P-250a’ =(500-+ 105200 ) kh, ~100kh, +100khy, =

(16.41)

(600 + 10\/200) h, —100h, = 250a’ E
Para o septo 2, o equilibrio conduz a:

nl —
F>AZ=Z|<%|i = P-400a2=%(4Oa+40a)+w(10a+10a)

i=1 —_ —_
10 10 (16.42)

P-400a = 800kh, +200kh, —200kh, = —200h, +1000h, = 400a’ E

Resolvendo o sistema de equacdes formado pelas Eq.(16.41) e Eq.(16.42)
obtém-se as alturas das membranas. Portanto:

600 +10~/200 —100}{h]}:[250}p SN {hﬂ{o,mwg}p ,

2200 1000 || h, | | 400 h 0,48040 |k

k k

2

A partir do resultado obtido para as alturas das membranas, o volume contido

abaixo de sua superficie possui o seguinte valor:
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V=2Ah+Ah = V=2.250a -0,40198%312 +400a’ .0,480405a2
v =393,15%a4

Assim, considerando o resultado apresentado na Eq.(16.26), o momento polar de
inércia da sec¢ao pode ser determinado da seguinte maneira:
Kk k P
l,=4—V = 1,=4-393,15—a" = I,=1572,6a"
P P k
Dessa forma, o modulo de resisténcia a tor¢ao, W , ¢ dado por:
M

PRy T TSy

sendo ayuy = % que possui maior valor na se¢do transversal. Assim:

v 2.393,15" a*
W = - W=—I‘§ — W =163,676a°
Fnaax 0, 48040Ka2
a
10

Portanto, o méximo momento de tor¢cdo que pode ser aplicado a esta secdo

transversal ¢ igual a:
r=—Lt = M, =40-10’-163,676a° = M, =6,547-10°a’

O giro maximo da se¢do transversal ¢ dado pela expressdo apresentada na
Eq.(16.26). Assim:

_ ML ¢_6,547-106a3-3 ¢_12489,508

@ = — =
Gl, G-1572,6a Ga

16.11 — SecBes Transversais Abertas de Paredes Finas

Para sec¢des transversais compostas por elementos de paredes finas de geometria
aberta, assume-se que a configuracdo deslocada da membrana, cuja projecdo possua a
geometria da secdo transversal, seja aproximada por uma parabola do segundo grau,

como indicado na Fig. (16.11).
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Considerando esta aproximacdo, o volume contido abaixo da superficie da
membrana em sua configuracdo deslocada, a qual ¢ aproximada por uma parabola, ¢
dada pela integral da area da parabola ao longo do comprimento definido pela espessura

média da parede fina da seguinte forma:
v=] 2 fids (16.43)
L3

sendo f a flecha da parabola como indicado na Fig. (16.11).

Parabola 7

i
kds kds
/2 2

Figura 16.11 Segoes transversais de paredes finas de geometria aberta.

Impondo o equilibrio de forgas sobre a membrana em sua configuracdao

deslocada obtém-se:

Ptds = (2kds)sen() = Ptds =2kdsg =

Ptds = zkdsﬂ f o F;L (16.44)

2
Substituindo a Eq.(16.44) na Eq.(16.43) obtém-se:

Vv =j3ftds - V= J%P—ttds = V =ijt3ds (16.45)
73 12k ¢

Consequentemente, o momento polar de inércia passa a ser escrito como:

=42 = ] —4E—jt ds = |t=§!t ds (16.46)

Lembrando que a tensdo de cisalhamento é proporcional a inclinagdo da tangente
a superficie da membrana, constata-se que sua variacao ¢ linear ao longo da espessura
da parede fina. Assim, a tensdo de cisalhamento possuird valor maximo ao longo de sua
linha média. Com base na ilustracdo apresentada na Fig. (16.11), a inclinagdo maxima ¢

dada por:
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2f 4 Pt? Pt
_ — LI - 16.47
IBmax 1 ﬂmax t Sk leax 2k ( )
2

Finalmente, a partir do apresentado na Eq.(16.31), a tensdo de cisalhamento
maxima atuante ¢ dada por:
M Mt

7 (16.48)
lJ't3ds
3 S

— t
max max max
2V

16.12 — Exemplo 4

Determine a intensidade do momento de tor¢dao distribuido aplicado a barra
abaixo sabendo que a tensdo de cisalhamento admissivel no problema seja igual a 125
MPa e que os modulos de elasticidade transversal de cada uma das barra seja igual a

G, =80GPae G, =100GPa.

/111777

%

71
%
|

50 cm
v 50 cm

|

Corte AA Corte BB

Figura 16.12 Estrutura a ser analisada.
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Para que este problema seja resolvido, deve-se determinar os momentos polares
de inércia de cada uma das sec¢des transversais que compdem a barra geral em analise.

Assim:

|§:1th3ds = |§:123(30+50+30) = 1, =120000cm* = 1/ =1,2-10"m*
30 3

s 4(30-50)’ )

;= l = 2 = 4 2 _ 103 m4

I[ _Eﬂlds = W =30 30750 450 — | =112300em” = 17 =1,125-10"m
t 2

Problema 0

O problema 0 ¢ composto pela estrutura isostatica equivalente e o carregamento
externo aplicado. Neste problema, o objetivo ¢ a determinagdo da rotacdo na se¢do
transversal onde o apoio foi removido para a transformagdo da estrutura hiperestatica
em uma isostatica equivalente. A barra a ser analisada no problema 0 ¢ a apresentada na

Fig. (16.13).

|

\\ \\.

\ \\\

20m 1,5m

Figura 16.13 Estrutura a ser analisada no problema 0.

Impondo sobre a estrutura apresentada na Fig. (16.13) a condi¢do de equilibrio

de corpo rigido, o seguinte diagrama de momento de tor¢ao € obtido.
35T 3,5 T-Tx

®

Figura 16.14 Diagrama de esforco solicitante. Momento de torgao.

Assim, a rotacdo da secdo transversal da extremidade direita da barra € igual a:
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"M, ¢ (3,5T-Tx)dx % (3,57 —Tx)dx
h=1g™ ¢°:-[12-10’3-80-106+I1125‘10’3-100-106
0t 0 2 b
72 235
3.5Tx+ 2 35Txe
4 = ZE 2 = 4,=6,2083-10"T rad

96000 o 112500 »
Problema 1
O problema 1 ¢ formado pela estrutura isostatica equivalente e a reacdo de apoio
inicialmente removida para a transformagao da estrutura hiperestatica em isostatica
equivalente. Neste problema, assim como no anterior, o objetivo ¢ a determinacdao da
rotagdo na se¢do transversal onde o apoio foi removido. A barra a ser analisada no

problema 1 ¢ a apresentada na Fig. (16.15).

R

——

2,0m 1,5m

Figura 16.15 Estrutura a ser analisada no problema 1.

Impondo sobre a estrutura apresentada na Fig. (16.15) a condi¢do de equilibrio

de corpo rigido, o seguinte diagrama de momento de tor¢ao € obtido.

R ®

Figura 16.16 Diagrama de esforco solicitante. Momento de torgao.

Assim, a rotacdo da secdo transversal da extremidade direita da barra ¢ igual a:
L
M “R. “R.
6=(Migy o 4- 52 4 331,5 :
5 1,G 1,2-107-80-10° 1,125-107-100-10
$, =-3,4167-10°R rad

Impondo a condi¢@o de compatibilidade ao problema obtém-se:

$+é=0 = 6,2083-10°T -3,4167-10°R=0 = R=1,8170T
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Portanto, com base na reacdo de apoio da extremidade direita da barra

determinada anteriormente, obtém-se o seguinte diagrama de corpo livre:

_____ T - 1817T

/ 20m 1,5m

Figura 16.17 Diagrama de corpo livre para a barra analisada.

Impondo a condi¢do de equilibrio de corpo rigido a barra apresentada na Fig.

(16.17) obtém-se:
ZI\/Itzo = —-R,-1L8170T +3,5T =0 = R, =1,683T

Considerando as reacdes de apoio anteriormente determinadas, o seguinte

diagrama de momento de tor¢ao pode ser construido:

1,683 T

@

(=) hs17T

Figura 16.18 Diagrama de esforco solicitante. Momento de torgao.

Portanto, considerando a barra 1, o valor maximo de T ¢ igual a:

=My LB S 125108 = T =4456 3kay

™ 1,2:10°

Ja para a barra 2, o valor maximo de T ¢ igual a:

M, 1,8170T
= - T = =)
2AL 2-(0,3-0,5)-2-10

_ 108 _ kNm
—125.1° = T =412,76 /n

16.13 — Exemplo 5

Um elemento de barra geral em balango, com secdo transversal aberta de paredes

finas, estd submetido a uma for¢a concentrada atuante em sua extremidade livre como

Capitulo 16 — Formulagao Geral da Tor¢do. Analogia de Membrana




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 359

indica a Fig. (16.19). Sabendo que a tensao de cisalhamento admissivel do material que
compoe esta barra ¢ igual a 20 MPa e seu mddulo de elasticidade transversal igual a 72
GPa, determine o maximo valor de P para que a falha por cisalhamento devido a tor¢do
ndo seja observada. Além disso, para o valor maximo de P, calcule o deslocamento
vertical do ponto A devido apenas a tor¢do. A espessura da parede da se¢do transversal
¢igualal cm.

Para que esse problema seja resolvido deve-se, inicialmente, determinar as
coordenadas do centro de gravidade da secdo transversal. Assim:

. (6-1-12)2+(12-l-6)2

0 (6-1)2+(12-1)2

= Z,=38cm

A localizagdo do centro de gravidade da secdo ao longo do eixo Y, Y,

encontra-se na metade de sua altura devido a simetria da se¢dao em relagao a este eixo.

- <

Py
! y
|
/ 2=
7 Zra
200 A
lo
12 |/ <

Figura 16.19 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em cm.

O momento de inércia da se¢cdo em torno do eixo z ¢ igual a:

3 3 3
L= 1 e e 2z p M2 o S 7346emt
12 12 12

A forca equivalente atuante em cada um dos elementos de paredes finas que
compdem a se¢do transversal pode ser obtida integrando-se o fluxo de cisalhamento ao
longo do comprimento da parede. Observando os sentidos das forgas ilustrados na Fig.

(16.20), estas podem ser obtidas da seguinte maneira:
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6 6
F:Vle.x.[12+(6—x)+§}dX = FI:VT'[X {18——}dx = F 288VT
0

12 12
z\ij(6.1.ls+1.x.12)dx = FZ:VTI(90+12x)dx = F2:1944\T/
0 0

V12 X
F, =ZTJ‘{6‘1-15+12'1-12+1-x-((lZ—x)JrEﬂdx =
0

12 2
F, :2VTI234+12-X—X7dX - F :6768VT
0
Com base nas forcas equivalentes determinadas anteriormente constata-se que o

equilibrio em termos de forgas pode ser assim expresso:

D2.F, =0 = V=2FR+F

Figura 16.20 Sentido de atuagdo das forgas equivalente e posicionamento do centro de torgo.

A posi¢ao do centro de cisalhamento resulta da condi¢do de que na secdo exista
somente um esforgo cortante estaticamente equivalente, passando por um ponto sobre o
eixo de simetria distante € do eixo de reducdo. A condicdo de equivaléncia pode ser

expressa como:
dYM=0 = V-e+2(F-12)-2(F,-12)=0 = V-e=24(F,—-F)
Do equilibrio de forgas na dire¢do Y foi mostrado que: V =2F +F,. Assim, a

equagdo anterior pode ser assim reescrita:
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24(F, - F
V-e=24(F,-F) = (2R +F)e=24(F,-F) = e= 2(F12+F31)

Substituindo os valores das forgas equivalentes obtém-se:

\ V
241944 — —288 —
24(F2_F1) ( I j
e=—= 7 = e=

2F +F 2(288\I/j+6768\|/

Dessa forma, o momento de tor¢do atuante na se¢do sera igual a:

= e=5,41cm

M, =P(e+z,) = M,=P(541+8) = M,=13,41P

Como a secdo transversal utilizada ¢ aberta de paredes finas, seu momento polar

de inércia ¢ assim determinado:
_l 3 _l 3 3 3 3 3 _ 3
|t_3jt ds = |t_3[1 6411241244 1°-12+1 6] = I, =20cm

Por meio da Eq.(16.48), a tensdo e cisalhamento maxima atuante ¢ igual a:

My o, g 1341P

- ;!ﬁds

ma;

P=2,98kN

O giro da secao transversal pode ser assim calculado:

M. L 13,41-2,98-200
= ¢= >
1,.G 20-72-10

¢= = ¢=0,0555rad

O deslocamento vertical do ponto A pode ser determinado da seguinte forma:

va=¢(e+12) = v,=0,0555(5,41+12) = v, =0,966cm

16.14 — Exemplo 6

Determine o giro do ponto A, o qual pertence a uma se¢do transversal formada
por elementos de paredes finas que estd localizada no extremo direito de um elemento
de barra geral submetido a flexo-tor¢do. A estrutura e suas dimensdes estdo
apresentadas na Fig. (16.21), sendo que o modulo de elasticidade transversal do material
que a compde ¢ igual a 72 GPa. A espessura das paredes da se¢do transversal ¢ igual a

0,5 cm.
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10 kN

10

[

10

200 ¢cm

AN\
7

Figura 16.21 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em cm.

Como o centro de gravidade da sec¢do transversal encontra-se localizado ao
longo de seu eixo horizontal de simetria, o momento de inércia da se¢do, em torno do
eixo Z, assume o seguinte valor:

0,5-10° 0,5-20° 10.0,5
+ + +
12 12 12

3
IZ{IO 0.5 +10-0,5-102}2

|, =1375,31cm*

Para que o momento de tor¢do atuante na estrutura seja definido, deve-se
determinar a localizagdo do centro de cisalhamento da se¢do transversal. Assim, o
momento de tor¢do atuante sera igual a intensidade da forca aplicada multiplicada pela
distancia entre seu ponto de aplicagdo e o centro de cisalhamento da secdo transversal.
A integragdo do fluxo de cisalhamento ao longo dos elementos de paredes finas conduz

as seguintes forcas, as quais estdo apresentadas na Fig. (16.22):

10 10
Flz\lij‘o,S.x.[lo]dx = FI:VTISde = FI:ZSOVT
0 0

10 10 2
F2:¥JO,5-10-10+{0,5-x((lO—x)+§ﬂdx = F, =¥J50+5x—%dx =
0 0

F2:1333,33\T/
5 5 2
F3=2\ij O,S-X~((5—x)+5j dx = F3=2\ij 2.5x— | |dx =
I3 2 |9 4
F, :41,667\T/
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Figura 16.22 Sentido de atuag@o das forgas equivalente e posicionamento do centro de cisalhamento.

A posicdo do centro de cisalhamento resulta da condicdo de que na secdo
transversal exista somente um esforgo cortante estaticamente equivalente, passando por
um ponto sobre o eixo de simetria, distante € do eixo de reducdo. A condicdo de
equivaléncia pode ser expressa como:

20F, -10F,
e=—=> 3
Vv

Substituindo os valores das forgcas equivalentes e do momento de inércia

dYM=0 = V-e=(F-10)2—(F,-10)=0

determinados anteriormente obtém-se:

20( 250 v —10| 41,667 v
20F -10F, 1375,31 1375,31
e="—1 3 = e=

\ \
e=3,333cm

Dessa forma, o momento de tor¢do atuante na se¢ao serd igual a:
M,=P-e = M,=P-3,333 = M, =33,33kNcm

Como a secdo transversal empregada ¢ aberta e de paredes finas, seu momento

polar de inércia ¢ assim determinado:
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Itzljﬁds = |t:1[0,53-10+o,53-20+0,53-10+0,53-10+0,53-10] =
3 3

I, =2,5cm’

Por meio da Eq.(16.48), a tensdo e cisalhamento méxima atuante ¢ igual a:
M.t :

Tmax = 1 e :> Tmax = 33’33 O’ 5 :> Tmax = 6’ 666 kl\%mz
- jt3ds 2,5

O giro da secdo transversal pode ser calculado utilizando a Eq.(16.26). Portanto:

M, L 33,33-200
= g
1,G 2,5-72-10

P = = ¢=0,3703rad

O giro ocorre no sentido horario em relagdo ao plano da secdo transversal. Além
disso, o giro ocorre com o polo localizado no centro de cisalhamento da sec¢do

transversal, como apresentado na Fig. (16.23).

,333! 10 |

Figura 16.23 Sentido do giro da na secéo transversal. Dimensdes em cm.

O deslocamento vertical do ponto A pode ser determinado da seguinte forma:

v,=g(e+10) = v,=0,3703(3,333+10) = v, =4,9373cm
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17. — Tensoes Normais na Flexao

17.1 — Introducéo

Neste capitulo sera apresentado um tépico de grande importancia no dominio da
mecanica dos solidos / resisténcia dos materiais. Trata-se do estudo do comportamento
mecanico de elementos estruturais submetidos a esfor¢os de flexdo. Em especial, no
desenvolvimento das tensdes normais geradas por esse tipo de esforgo solicitante em
elementos estruturais de se¢do transversal prismatica.

Elementos de barra geral submetidos a esfor¢os de flexdo sdo largamente
empregados no cotidiano da engenharia. Destaca-se a utilizacdo desse elemento
estrutural em edificagcdes, maquinas e manufaturas diversas, como mostrado nas Fig.
(17.1), Fig. (17.2), Fig. (17.3) e Fig. (17.4). Assim, a determinacdo das tensdes geradas

na flexdo ¢ de grande importancia na avaliagdo da seguranga bem como da concepgao

econOmica dessas estruturas.

s ) H'_j‘

Figura 17.1 Ponte em multiplos vaos. Figura 17.2 Barras de suporte de edificio.

Porém, antes da formulagdo para a determinacao das tensdes normais na flexao
ser apresentada, devem ser estudadas algumas propriedades geométricas de figuras

planas. Essas propriedades serdo necessarias na formulacdo do problema da flexdo e
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serdo utilizadas com frequéncia ao longo deste capitulo. Dentre essas propriedades,

atencao especial serd dada ao centroide, ao momento estatico € a0 momento de inércia.

Figura 17.3 Ponte JK, Brasilia. Figura 17.4 Ponte de Millau, Franca.

17.2 — Propriedades Geométricas das Secdes Transversais

Para a analise das tensOes normais na flexao, ¢ necessaria a determinacao dos
momentos de inércia da se¢do transversal da barra em relacdo a seus eixos principais.
Essa propriedade ¢ determinada conhecendo-se o centroide da secdo transversal, o qual
¢ determinado a partir do calculo do momento estatico. Embora se¢des compostas por
elementos geométricos simples tais como retangulos, quadrados e circulos, apresentem
expressoes simples para o momento de inércia, secdes transversais formadas por
elementos geométricos compostos sdo frequentemente utilizadas nas aplicacdes de
engenharia. Assim, a determinacdo destas propriedades, para esses casos, deve ser

efetuada seguindo a metodologia apresentada a seguir.

17.2.1 - Centroide de uma Area
O centroide ¢ o ponto que define o centro geométrico de uma figura plana.
Assumindo que a figura plana seja definida no plano cartesiano Xy, as coordenadas do

centroide podem ser determinadas por meio das seguintes relacdes:

) jdi ) jydA
= /]_dA y= AJ.dA (17.1)
A A
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Para ilustrar a aplicacdo das relagdes apresentadas na Eq.(17.1), pode-se
considerar a area retangular mostrada na Fig. (17.5). A area do elemento diferencial

hachurado, de altura dy e largura igual a b, constante nesta figura, pode ser escrita como:

dA=hdy .

\

Figura 17.5 Area retangular.

Assim, a coordenada y do centroide pode ser calculada como:

I ydA jl ybdy y22b "
y =4 = S/ = Oh y hO y=—
dA b 2

J/; !’ bdy v,

Analogamente, para a coordenada do centroide em relagao ao eixo X, toma-se um

elemento diferencial vertical de area igual adA = hdx. Assim, pode-se escrever que:

b

b 2
jdi Ixhdx th b
X =2 = x=- = Xx=—3" = X=—
[dA h|, 2

b
jhdx
0

A

Deve-se destacar que o centroide de uma figura plana encontra-se posicionado

sempre ao longo de eixos de simetria da area considerada, caso estes existam. No caso
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de a figura considerada apresentar dois eixos de simetria, 0 encontro entre estes eixos

define o centroide da figura.
17.2.2 — Determinacdo do Centroide de Areas Compostas

Em aplicagdes correntes na engenharia de estruturas, as se¢oes transversais das
barras sdo compostas por figuras planas bésicas. Assim, a determinagdo do centroide
deve ser efetuada considerando ndo apenas uma area, mas um conjunto de areas. Nessa
situacdo, as integrais apresentadas na Eq.(17.1) permanecem validas. No entanto, elas
devem ser aplicadas a cada uma das areas regulares/basicas que compdem a figura plana
total.

Portanto, no caso de 4reas compostas, a Eq.(17.1) deve ser reescrita
considerando as diversas subareas. Assim, esta equacdo deve incorporar uma somatoria
ao longo das n subareas consideradas. Entdo, para este caso, as coordenadas do

centroide ficam assim definidas:

3 [ xdA 3 [ y.0A

>

X = ‘:LA— y= ':ln— (17.2)
2] aA JaA
i=1 A i=1 A

Como exemplo de aplicagdo da Eq.(17.2), deve-se determinar as coordenadas do

centroide da drea composta apresentada na Fig. (17.6), sabendo que as dimensdes estao

apresentadas em cm.

. 25
10
CG il
30
y 27,5
L’x ¥ ¥
20 Li0) 2 |

Figura 17.6 Area composta. Dimensdes em cm.
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Como as areas consideradas sdo regulares, as integrais de area transformam-se

em somatodrias simples. Assim, a coordenada y do centroide ¢ dada por:
50-10-35+10-30-15

AVitAY, 3 =27,5¢cm
A+A 50-10+10-30

y=

Ja a coordenada X ¢ obtida por:

< A-Xi+A X _ 5_50-10:25+10-30-25 _
A+A 50-10+10-30

25cm

Conforme discutido no item anterior, o eixo que define o centroide da figura

plana estara posicionado ao longo de um eixo de simetria desta area, caso ele exista. O

resultado obtido anteriormente comprova esta afirmacdo, ou seja, o termo X estd

localizado ao longo da simetria vertical da area.
17.2.3 — Momento de Inércia de Figuras Planas

O momento de inércia indica o segundo momento da area em relagdo a um eixo
de referéncia escolhido. Normalmente, essa grandeza ¢ referenciada aos eixos que
passam pelo centroide da area analisada. Essa grandeza ¢ definida matematicamente por
meio das relacdes apresentadas abaixo, assumindo que a area analisada seja definida

pelo sistema cartesiano Xy:

| =jy2dA l, =jx2dA (17.3)
A A

Para geometrias simples tais como: retangulos, quadrados, circulos, entre outras,
a determinacdo de expressoes para o0 momento de inércia pode ser facilmente efetuada.
Com o objetivo de exemplificar a aplicagao das Eq.(17.3), deve-se considerar a area
retangular apresentada na Fig. (17.7).

Nessa figura, observa-se a presenga de um elemento infinitesimal, de altura dy e

largura igual a b, cuja area pode ser escrita como dA=Dbdy. Como o momento de

inércia € referenciado ao centroide da area, pode-se escrever que:

P 3

b . bh

I: sz - I: 2bd - I:— 3172 = I:_
x {y . Jy y =3V, =5

2
Analogamente, pode-se também determinar uma expressdo para o momento de

inércia em relacdo ao eixo Y. Para tal fim, deve-se tomar um elemento infinitesimal ndo
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mais horizontal como ilustrado na Fig. (17.7), mas sim vertical, cuja area seja definida

por dA=hdx. Nesse caso tem-se:

% b 3
l,=[xdA = 1 = [ xhd = |y=Dx3\4 S
30 b2
A oz
L=

A A A

b

Figura 17.7 Area retangular.

Figura 17.8 Relagdes do momento de inércia para areas regulares.
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De maneira semelhante, pode-se determinar expressdes para os momentos de
inércia de figuras geométricas basicas. Para geometrias correntemente utilizadas na
engenharia de estruturas, essas expressdes encontram-se tabeladas ndo sendo necessaria
sua deducdo. Nessas notas destacam-se as geometrias apresentadas na Fig. (17.8).

Porém, pode-se perguntar: como determinar o momento de inércia de figuras
planas compostas por diversas areas regulares? Nesses casos deve-se utilizar o teorema
dos eixos paralelos, também conhecido como Teorema de Steiner, o qual serd

apresentado a seguir.
17.2.4 — Teorema dos Eixos Paralelos

Por meio deste teorema ¢ possivel a avaliagdo das inércias da area analisada em
relagdo a quaisquer eixos de interesse. Em particular, a utilizagdo desse teorema permite
a avaliacao das inércias de figuras planas compostas por um conjunto de subareas
regulares em relacdo ao centroide da area composta.

Para apresentar o equacionamento deste teorema, deve-se considerar a area
retangular mostrada na Fig. (17.9). Deseja-se calcular o momento de inércia em torno
do eixo X desta area. Porém, essa grandeza nao devera ser avaliada em relagdo ao

centroide da area, mas sim ao longo de um eixo distante de Yy, do centroide.

\\

y
oo |

P r P F I I I T I T ITIT

X0

Figura 17.9 Aplicagdo do teorema dos eixos paralelos.

Capitulo 17 — Tensdes Normais na Flexao




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 372

Nesse caso, a inércia ainda poderd ser avaliada por meio da Eq.(17.3). No
entanto, o valor de y, referenciado ao centroide da area, deve considerar a distancia em

relacdo ao novo eixo de referéncia. Assim:

L=[ydA = L =[(y,+y)dA = 1 =[(y;+2y,y+y’)dA (17.4)
A

A A
Os termos da ultima integral podem ser separados e analisados isoladamente.

Separando-os tem-se:

I, =jy§dA+2y0jydA+jy2dA (17.5)
A A A

O primeiro termo da Eq.(17.5) leva em consideragao a influéncia da area e a
distancia do centroide da area isolada ao novo eixo de referéncia. Portanto, este termo
deve ser calculado. O segundo termo integral apresentado na Eq.(17.5) € nulo, uma vez
que avalia a somatoria das areas multiplicadas por sua distancia em relagdo ao centroide
da 4rea analisada. Para demonstrar que este termo ¢ realmente nulo, este pode ser
avaliado considerando a estrutura apresentada na Fig. (17.7). Como a éarea do elemento

diferencial analisado pode ser escrita como dA =hdy, a integral é dada por:

h y? P
jydA - jybdy = Lp - jydA=o
A ,% 2 7% A

Finalmente, o ultimo termo integral nada mais ¢ do que o momento de inércia da
area analisada calculado em relacdo ao seu proprio centroide. Esta integral pode ser
obtida por meio das expressdes apresentadas na Fig. (17.8).

Assim, a expressao do teorema dos eixos paralelos pode ser reescrita como:

L=y JdA+ 15 = 1, =y A+ 1% (17.6)
A

Este teorema serd utilizado com frequéncia nessas notas sendo também de
grande importancia no estudo dos topicos da mecanica dos solidos/resisténcia dos

materiais.
17.2.5 - Exemplo 1
Determine o momento de inércia em torno dos eixos X € y que passam pelo

centroide da drea composta mostrada na Fig. (17.10). As dimensdes estdo apresentadas

€m Cml.

Capitulo 17 — Tensdes Normais na Flexao




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 373

As coordenadas do centroide desta figura foram calculadas anteriormente neste

capitulo, sendo iguais a (X,Yy)., =(25;27,5). Assim, aplicando o teorema dos eixos

paralelos, a inércia em torno do eixo X ¢ assim determinada:

50-10°

| ~10-30°

X

+10-30-(27,5-15)" + +50-10-(35-27,5)" =

I, =101666,67cm*

Ja para a inércia em torno do eixo Yy tem-se:

3 3
1, =20 04 2%0% 1o = 1, =106666,667cm’
12 12
25 |
|
Ya ,,10
G x
30
27,5
.20 10 20 ,{

Figura 17.10 Area composta analisada. Dimensdes em cm.
17.2.6 — Exemplo 2

Determine o momento de inércia em relagdo aos eixos X € Yy que passam pelo
centroide da area composta mostrada na Fig. (17.11). As dimensdes mostradas nesta
figura estdo em cm.

Para a resolucdo deste exemplo deve-se inicialmente determinar as coordenadas
do centroide da area. Assim:

= 100-400-50+400-100-300+100-400-550
100-400+400-100+100-400

100-400-500+400-100-350+100-400-200
100-400+400-100+100-400

X =300 cm

y= y =350 cm
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As inércias referenciadas ao centroide da area composta sao obtidas aplicando-se

o teorema dos eixos paralelos. Assim:

| _ 100-400°

X

400-100° 100-400°
+ +

+100-400-(500-350)" + >

100-400-(200-350)° = 1,=2,90-10°cm*

3 3 3
| Z400100° 00 400-(300— 50)" + 100400 +4001;00 N
100-400-(300-550)" = 1, =5,60-10"cm’
300
100
300
\I

X

7100 400 100 |

Figura 17.11 Area composta analisada. Dimensdes em cm.
17.2.7 — Exemplo 3

Determine a inércia, em relagdo ao eixo horizontal, da area mostrada na Fig.
(17.12). Trata-se de uma érea retangular de dimensdes iguais a 15x60 cm, onde observa-
se a presenca de um furo, de didmetro igual a 2 cm, posicionado como mostrado na
figura a seguir.

O primeiro passo para a resolucdo deste exercicio ¢ a determinacao da posicao
vertical do centroide da area resultante. Assim:

15-60-30—7-1*-10

15-60—7-1° y=30,07cm

9:

A inércia em torno do eixo horizontal é determinada utilizando-se o teorema dos

eixos paralelos. Sabendo, da Fig. (17.8), que a inércia de uma area circular em relagao

ao seu proprio centroide € igual a |

circular

T 4
=—r", tem-se:
4
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| _15-60°

X

+15~60-(30,07—30)2—%-1‘*—;;-12.(30,07—10)2 =

I, =268738,175¢cm*

60

Figura 17.12 Area retangular com furo. Dimensdes em cm.

17.3 — Problema da Flexdo. Hipo6teses Assumidas

Para compreender os efeitos mecanicos da acdo de um momento fletor sob um
elemento de barra geral, pode-se considerar a barra abaixo, a qual ¢ prismatica e esta

solicitada apenas por um momento fletor M.

As retas horizontais
tornam-se curvas

As retas verticais
permanecem retas, mas giram

Antes da deformagao

Apés a deformagao

(a) (b)

Figura 17.13 Elemento prismatico fletido.

Com base na ilustracdo apresentada na Fig. (17.13), observa-se que, em

decorréncia da acdo do momento fletor, as fibras que compdem a barra apresentardo um
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padrao deformado que tende a alongar as fibras inferiores da barra e encurtar as fibras
localizadas na parte superior da barra. Consequentemente, constata-se que uma parte da
secdo transversal estard tracionada e a parte complementar comprimida. Esta
constatacdo pode ser também facilmente observada aplicando um momento fletor a um
dos dedos de nossa mao. Verifica-se que as rugas dos dedos em um de seus lados irdo se
aproximar (compressao), enquanto no lado oposto estas irdo se afastar (tragao).

Assumindo que a barra seja continua, haverd, portanto, na interface entre as
regides tracionada e comprimida uma superficie cujo comprimento ndo variard em
decorréncia da aplicacdo do momento fletor. Essa superficie recebe o nome de
superficie neutra, uma vez que os pontos nela posicionado nao sofrem deformagao.

Para o equacionamento do problema da flexao quatro hipdteses sdo assumidas:

1) Existe uma superficie neutra na se¢do transversal da barra, a qual ndo observa
variagdo em seu comprimento devido a agdo do momento fletor.

2) As segOes transversais da barra, que sdo originalmente planas e
perpendiculares ao eixo longitudinal da barra, permanecem planas e perpendiculares ao
eixo longitudinal da barra ap6s a deformacdo. Efeitos de empenamento ndo sdo
considerados.

3) Toda e qualquer deformagdo da se¢do transversal ocorre em seu proprio
plano. Assim, os efeitos de empenamento sdo desprezados.

4) O material que compde a barra ¢ elastico linear, isétopo, continuo e
homogéneo.

Para formular a varia¢ao das deformagdes ao longo da secdo transversal, deve-se
considerar a barra mostrada na Fig. (17.14), a qual estd submetida a um momento fletor.

Assumindo que a barra seja analisada no regime de pequenos deslocamentos (¢
uma hipotese plausivel uma vez que as estruturas sdo analisadas na condi¢do de
comportamento mecanico elastico linear), pode-se aproximar a configuracao deformada
da barra por um arco de circulo. Dessa forma, o elemento de comprimento AX
apresentado na Fig. (17.14) apresentard a configuracdo deformada mostrada na Fig.
(17.15).

Para analisar a variagdo da deformacdo ao longo da altura da secdo transversal,
deve-se estudar a variacado do comprimento de uma fibra localizada a uma distancia y da
superficie neutra, como indica a Fig. (17.15). Inicialmente, esta fibra apresenta

comprimento igual a AX, isto é, antes da deformagdo. Apds a deformacdo, o seu
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comprimento inicial ¢ alterado, passando a ser igual a AS’'. Aproximando a

configuracdo deslocada da barra por um arco de circulo, este comprimento deformado,

AS', pode ser expresso em fun¢io do raio do circulo que aproxima sua deslocada.

eixo
neutro

eixo
longitudinal neutra
x

(b)
Figura 17.14 Elemento prismatico fletido. Varia¢ao das deformagdes ao longo da segdo transversal.

Or

As = Ax
eixo y Y f‘fixo_
— longitudinal
longitudinal Ax
Ax
Elemento nao-deformado Elemento deformado
(a) (b)

Figura 17.15 Configuragio deformada de um elemento de comprimento AX que compde a barra.
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Usando a defini¢do de deformagdo especifica, pode-se avaliar a deformagao

deste segmento da seguinte forma:

' —V)AG - pAB
AS —AS i LTYAOZPAO Y 7
AS—0 AS AO—0 pAg Yo,

U
[>°1
i

5

I

Assim, conclui-se que a deformagdo normal ¢ dependente da distancia entre a
fibra analisada e a superficie neutra. Além disso, esta dependéncia ¢ linear. A
deformacdo normal sera maior qudo mais distante o ponto analisado estiver da
superficie neutra. A deformacdo normal serd nula quando o ponto analisado estiver
sobre a superficie neutra, conforme uma das hipoteses consideradas. Dessa forma, sendo
C a distancia entre a superficie neutra e a fibra mais distante da superficie neutra, pode-
se escrever a deformagdo normal, para qualquer ponto ao longo da altura da secdo
transversal, em fun¢cdo da deformacdo méxima e desta distancia, como mostra a Fig.

(17.16). Assim:

g=-Jg (17.8)

C max
y
(T € mix

ot 3

/_ max
)
¢ e
K
y
]

e Axe—

Figura 17.16 Deformagdo maxima na segao.

Figura 17.17 Deformagdes normais nas dire¢des da se¢do transversal.
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A deformagdo apresentada na Eq.(17.8) refere-se a deformagdao normal atuante

perpendicular ao plano da segdo transversal, normalmente referenciado como ¢, . Para

avaliar as deformacdes normais presentes ao longo das duas dire¢cdes que formam a
secdo transversal, como mostrado na Fig. (17.17), pode-se utilizar a definicao do
coeficiente de Poisson. Assim:

&£, =—Ug,

=-v¢ (17.9)

17.4 — Férmula da Flexao

Uma das hipoteses assumidas para o desenvolvimento da formulagdo do
problema da flexdo ¢ que o material que compde a barra apresente comportamento
mecanicos elastico linear. Nesse caso, o comportamento mecanico do material ¢
governado pela lei de Hooke. Segundo essa lei, as tensdes normais sdo diretamente
proporcionais as deformacdes normais atuantes no ponto em andlise.
Consequentemente, por meio dessa lei, constata-se que as tensdes normais atuantes ao
longo da altura da segdo transversal apresentardo variagdo semelhante a das
deformagdes normais, como mostra a Fig. (17.18).

¥y y

[~ Cmix “mﬁ-‘-\

7__ ! =
A Bt W PO
A Y-

Variacio da deformagio normal Variagao da tensao de flexao
(vista lateral) (vista lateral)

Figura 17.18 Variacao das deformacdes e tensdes ao longo da altura da secao.

Portanto, por meio dessa consideracdo, a variacdo das tensdes normais ao longo

da altura da secdo transversal da barra pode ser escrita como:

max

o=-2 (17.10)
C

Com base no apresentado na Eq.(17.10), pode-se efetuar o equilibrio de um

elemento de area infinitesimal OdA pertencente a se¢do transversal da barra, como
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indicado na Fig. (17.19). Sabendo que a multiplicagdo da tensdo normal atuante nesse
elemento infinitesimal por sua area resulta uma componente de forga, o equilibrio de

forcas pode ser verificado da seguinte maneira:

YF=0 = [odA=0
A

Variacio da tensio de flexao

Figura 17.19 Equilibrio do elemento infinitesimal de area.

Sabendo que a variagdo da tensdo normal ao longo da altura da se¢do ¢ dada pela
Eq.(17.10) tem-se:
[-Lo,,00=0 = ~Tm[yda=o
c c -

A

Como o, ¢ C sdo diferentes do zero, o equilibrio ¢ verificado apenas se

.[ydA =0. Como mostrado anteriormente nesse capitulo, essa integral é nula desde que
A

seja avaliada em relagdo ao centroide da se¢do transversal. Portanto, através desse
equilibrio, verifica-se que € sob o centroide da se¢do que estara posicionada a superficie
neutra, no caso da atuacao de um inico momento fletor.

Deve-se também verificar se o equilibrio em termos de momentos ¢ atendido. O
momento externo aplicado deve ser equilibrado pelas tensdes linearmente dispostas na

secdo transversal para que o equilibrio ocorra. Assim:

M = J' yodA
A
Sabendo que a tensdo ao longo da altura da secdo ¢ dada pela Eq.(17.10) tem-se:

M :J;y(—%amaxjdA = M =—%£y2dA
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A integral J y*dA ¢ denominada momento de inércia de uma figura plana, como
A

mostrado anteriormente, sendo uma propriedade geométrica de area. Essa grandeza ¢

normalmente designada pela letra I. Assim:

(X
M=-"mx| = g =_"¢
c |

A expressdo anterior relaciona as tensdes normais maximas presentes na se¢ao
transversal ao momento fletor atuante. Para uma fibra qualquer da secdo, nao
necessariamente a mais distante da superficie neutra, a tensdao normal pode ser obtida
por meio da Eq.(17.11), uma vez que se sabe que as tensdes normais variam linearmente
com a distancia do ponto analisado a superficie neutra. Assim:

a=—¥ﬁ (17.11)

A relagdo anterior ¢ denominada férmula da flexdo, j4 que relaciona o momento

fletor atuante a tensdo normal presente em qualquer ponto da se¢do transversal.

17.5 — Exemplo 4

Calcule as tensdes normais maxima e minima que ocorrem na viga mostrada na

Fig. (17.20) e ilustre a distribuicdo das tensdes normais ao longo da altura da secao

transversal.
20 mm l
\" | |
5 kN/m f B~ lSOTmm
o 1%
y r v y ¥ Y Y Y N . A
20 mm— j« 150T
J:‘, mm
- }
= ! ~
‘1 D
6m 20 mm
@ 250 mm
(b)

Figura 17.20 Estrutura analisada.

Para o cdalculo das tensdes normais mdaximas atuantes na viga, deve-se

determinar a se¢do transversal mais solicitada pelo carregamento atuante. Para tal fim, o
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diagrama de momento fletor deve ser construido. Para a estrutura analisada, este
diagrama ¢ mostrado na Fig. (17.21).

Como a secdo transversal € simétrica ao longo das duas diregdes que a definem,
sabe-se que o centroide da secdo estara localizado na intersec¢@o entre seus eixos de

simetria. Porém, o leitor pode determinar a posicao do centroide utilizando os conceitos
apresentados no item 17.2.

3m

T— o

25 kNm

Figura 17.21 Diagrama de momento fletor.

Com base nessa informagdo, o momento de inércia da se¢ao pode ser obtido,

sendo igual a:

20-300°
+—

3
I :{M | =3,01333-10°mm*

+250-20~(150+10)2]2

Para que o problema seja resolvido utilizando unidades compativeis, 0 momento

de inércia sera determinado na unidade metro. Fazendo esta conversao de unidades

obtém-se:
| =3,01333-10*m*

Assim, as tensoes normais, maxima e minima, ficam determinadas como:

M 2.5 .
__ My 3 20 4701070 = —_12,7MPa
T ==Y TMN =3 01333-10 Twi
M 22.5 B
P =Y 2 O =y g (T1T0107) = o =12.7MP

A distribui¢do das tensdes normais ao longo da altura da secdo transversal ¢ a

mostrada na Fig. (17.22).

Capitulo 17 — Tensdes Normais na Flexado




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos

\%:

12,7 MPa

12,7 MPa

Z I 11,2 MPa
PR M=22,5kN-m
et [—"
B L
s
—-\.\
-
oL N 12,7 MPa
(d)
11,2 MPa
-
iR
BN
B 112MPa

383

12,7 MPa

~ l\
>
p 127MPa

Figura 17.22 Distribuigdo das tensdes normais ao longo da altura da se¢ao

17.6 — Exemplo 5

Sabendo que o material que compde a viga mostrada na Fig. (17.23) ¢ capaz de

suportar a uma tensao de tra¢ao igual a 25 MPa e a uma tensdo de compressao de 130

MPa, determine se nessa estrutura a falha serd observada ou nao. As dimensdes da se¢ao

transversal estdo apresentadas em mm.

A

2 [

Z .,

}‘ 3m

Para que esse problema seja resolvido, deve-se determinar a se¢@o transversal

mais solicitada da viga. Esta se¢dao ¢ facilmente identificada por meio do digrama de

¥

10 kN
20
180
140,9
e a—r [mm]
15 250 15

Figura 17.23 Estrutura analisada.

momento fletor. Tragando este diagrama, o qual ¢ apresentado na Fig. (17.24), constata-
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se que a se¢ao mais solicitada ¢ a do engaste, cujo momento fletor atuante ¢ igual a 30

kNm.
30 kN.m

Figura 17.24 Diagrama de momento fletor.

Na sequéncia, as propriedades geométricas da se¢do transversal devem ser
determinadas. Portanto, as coordenadas do centroide da secdo transversal ¢ seu
momento de inércia devem ser calculados. Assim:

— 15-180-90+15-180-90+280-20-190 -
y = = y=140,90mm
15-180+15-180+280-20

Com base na posicao do centroide, 0 momento de inércia pode ser calculado

como:

3 3
| {15 180 +15.180.(140390_90)2}2+%+(190—140,90)2 28020 =

| =42,257-10°mm* = 1=42,257-10°m"*
A maior tensdo de tragdo ocorrerd nas fibras localizadas na parte superior da

secdo transversal. Assim, utilizando a formula da flexdo, Eq.(17.11), tem-se:

30
Oy = —| ——————(200-140,90)-107 | = 0,5 =41,957MPa
M [42, 257-10°° ( ) } M

A maior tensdo compressiva ocorrerd nas fibras posicionadas na parte inferior da

secdo transversal. Por meio da férmula da flexao obtém-se:

=30 _
(VI :—[m(—140,90)10 3:| = OmiN :—100,03|\/|Pa

Portanto, com base nas resisténcias do material informadas, verifica-se que serd

observada a falha do material. Além disso, a falha estard localizada na parte tracionada

da secao.
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17.7 — Momento Fletor Aplicado com Orientacdo Arbitraria

Nos itens anteriores foi estudada a distribui¢do das tensdes normais ao longo da
altura da secdo transversal de um elemento de barra geral submetido a a¢do de um
momento fletor orientado ao longo de um de seus eixos principais de inércia. Porém, no
dominio da engenharia de estruturas, ¢ comum, na concep¢ao de estruturas, a utilizagao
de elementos de barra geral submetidos a a¢ao nao mais de um, mas de dois momentos
fletores, os quais sdo orientados ao longo dos eixos principais de inércia da segao.

Neste item, serdo estudadas as tensdes normais, em um elemento de barra geral,
produzidas pela acdo de um momento fletor com orientacdo arbitraria no plano da secdo
transversal, como mostrado na Fig. (17.25).

Assumindo que o material que compde a estrutura obedeca ao regime de

comportamento mecanico elastico linear, pode-se aplicar o principio da superposi¢do

dos efeitos para adicionar as tensdes normais produzidas pelos momentos M, eM , os

quais sdo resultado da decomposi¢do do momento aplicado em uma direg¢do arbitraria
em relacdo a estes eixos de referéncia. A superposi¢ao dos efeitos, nesse caso, pode ser
visualizada na Fig. (17.26). Com base nessa figura, constata-se que a superficie neutra

encontra-se inclinada em relagdo aos eixos que definem o plano da secdo transversal.

""/5'_. Msin &

= + AL
=
~ )
<
7 M, = Moos {:h""- ~T g
Figura 17.25 Atuagdo de dois momentos fletores.
B (0w .
IL\'-_\‘-' il :-j 6. ) — (T Y] ~, .:"‘*w, i+ (020
+ 3 N 4N
.. 2 3 =
= < ;
S, ) ~ .\1
o] R PR
N

(LB 4 h e

Figura 17.26 Sobreposicdo dos efeitos.
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Sabendo que as tensdes normais na flexao sdo determinadas pela férmula da

flexdo, Eq. (17.11), a qual ¢ valida para a aplicagdo de um momento M,, pode-se
reescrever esta equacdo para considerar a presenga do momento fletor M. Com base

no principio da superposicdo dos efeitos, as tensdes normais na flexdo, na presenca
desses momentos fletores, podem ser obtidas com base na seguinte relacao:
M M,z
_ zy + y
I I

z y

O =

(17.12)

A partir da Eq.(17.12), verifica-se que quando dois momentos fletores estdo
atuando, a superficie neutra passa pelo centroide da secdo, ou seja, pelas coordenadas

o=0em(y,z)=(0,0). No entanto, esta encontra-se inclinada com relagdo aos eixos

coordenados. Sabendo que na superficie neutra as tensdes normais sdo nulas, a equagao

que define sua posi¢do pode ser obtida a partir da Eq.(17.12). Assim:

M,z |
My M2y o M (17.13)
| | Y

Z y y z

Portanto, a Eq.(17.13) define uma reta no sistema de coordenadas yz.

17.8 — Exemplo 7

Uma barra geral de secdo transversal retangular estd submetida a acdo de dois

momentos fletores, cujas intensidades sdo iguais a M, =9,6kNm ¢ M, =7,2kNm,

como mostra a Fig. (17.27). Determine as tensdes normais maxima e minima atuantes e

posicione a superficie neutra.

A B g
47
7| M, | 0.4 m
M,
C D
0,2 m

Figura 17.27 Segao transversal considerada ¢ momentos fletores aplicados.
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Utilizando a Eq.(17.12) tem-se:
7,2-0,2 -9,6-0,1

o =— + = o, =-4950kN/m?
" 0,2:(0,4)  0,4-(0,2) § /
12 12
. 7,2.0,23+—9,6-(—0,13) = o, =2250kN/m?
0,2:(0,4) 0,4-(0,2)
12 12
0(32_7,2.(_0,23)Jr —9,6-0,13 o, =—2250kN/m?
0,2:(0,4)" 0,4-(0,2)
12 12
O_D:_7,2-(—0,23)+—9,6-(—0,£) o, =4950kN/m’
0,2-(0,4)  0,4-(0,2)
12 12

Com base nas tensdes normais calculadas anteriormente nos pontos extremos da
secdo transversal, obtém-se a distribui¢do das tensdes normais no plano da secdo

transversal mostrada na Fig. (17.28).

-4950. .2250
-
-2250 4950

Figura 17.28 Distribui¢do das tensdes no plano da segao.

A orientacdo da superficie neutra pode ser obtida com base na Eq.(17.13).

Assim:
0,4-(0,2)’
| Oab2)
Z:Mz_yy N 2:7’2 12 _y — z=-0,1875y
M, I, —9,6 0,2-(0,4)
12
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A ultima equacao resulta uma reta que depende apenas das coordenadas y e z.

Quando o ponto analisado encontra-se no centroide, ou seja, em y =0, tem-se z=0.
Portanto, a superficie neutra passa pelo centroide. Quando y=0,2, ou seja, quando
ponto analisado encontra-se sobre a reta AB, tem-se z =-0,0375. Assim, o ponto em

que a superficie neutra corta a reta AB esta distante de 0,0625 do ponto B. Portanto, a

superficie neutra estd posicionada como mostrado na Fig. (17.29).

0,0625 |,
filt

-4950) /2250

-

2250 4950

L[] 00625

I

Figura 17.29 Posicionamento da superficie neutra.

17.9 — Exemplo 8

Determine as tensdes normais nos pontos extremos da se¢do transversal
mostrada na Fig. (17.30) e indique a posi¢do da superficie neutra. A estrutura ¢

solicitada por dois momentos fletores cujas intensidades sdo iguais a M, =7,5kNme
M, =—13kNm.

Para a resolugdo deste exemplo, deve-se, inicialmente, determinar as
coordenadas do centroide da se¢do transversal para que, em seguida, os momentos de
inércia em torno dos eixos Y e Z sejam calculados. Posicionando o centroide tem-se:

30-200-115+40-100-50
30-200+40-100

~30-200-100+40-100-100
30-200+40-100

?z 89mm

y

z=100mm

N |
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C C' J D' D t
P

100

}‘ 80 40 80 ’{
- Pt >t =
Figura 17.30 Secdo transversal considerada. Dimensdes em mm.

Com base nas coordenadas do centroide, as inércias podem ser assim

mensuradas:

~40-100°

, +40-100-(89-50)" +
12

3
%uoow-(ns—w)z

l,=1,3923-10"mm* = l,=13,923-10°m*

_30-200° +100-4o3

|
Y 12 12

l, =20,533-10°mm* = I, =20,533-10°m*

Assim, utilizando a Eq.(17.12), as tensdes normais nos pontos extremos podem

ser assim determinadas:

A

_~13-(130-89)-10°  7.5-(100-10°)

~ — = 0, =74808,55kN/m’
13,923-10 20,533-10

-13:(130-89)-107 7,5-(~100-107)

Oy = — — = o, =1755,41kN/m’
13,923-10 20,533-10

~ -13:(100-89)-10° 7,5-(100-10°)

o. = + = 0.=46797,34kN/m?
¢ 13,923-10°° 20,533-10°° ¢ /
~13-(100-89)-10° 7,5-(20-107°
o -1 L + ( _6) = o_=17576,09kN/m’
c 13,923-10 20,533-10 c
~13-(100-89)-10° 7,5-(-20-107°
o =— ( L + ( 6) = o =2965,46kN/m?
D 13,923-10 20,533-10 D
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~13-(100-89)-10°  7,5-(~100-10"
op=- ( L + ( — ) = o, =-2625579kN/m’
13,923-10 20,533-10

“13.(—89)-10° 7,5-(20-10
~ —-13:(-89)-10 N ( ) = o, =-75794,60kN/m’

o
. 13,923-10°° 20,533-107°

~13.(=89).10° 7,5-(-20-107
__T13(-89)107 7.5 ) . o. =-90405,22 kN /m”

o
- 13,923-10°° 20,533-10°°

De acordo com a distribui¢do das tensdes normais determinada anteriormente,
verifica-se que existe uma mudanca no sentido da tensdo (de compressdo a tragdo) ao

longo dos pontos BD e C'E. Portanto, a superficie neutra intercepta as retas definidas

por estes pontos.
Utilizando a Eq.(17.13), a equagao da superficie neutra ¢ definida como:

-6
BB sy

Avaliando a equacdo da superficie neutra para a coordenada z =—-100mm, tem-

se:
-100=-2,5562y = y=39,12mm
Avaliando a equacgdo da superficie neutra para a coordenada z =20mm, tem-se:
20=-2,5562y = y=-7,823mm
Com base nas duas coordenadas determinadas anteriormente, verifica-se que a

superficie neutra encontra-se posicionada como mostrado na Fig. (17.31).

18,823 mm

Figura 17.31 Posigdo da superficie neutra.
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17.10 —Flexdo com Momento Fletor Arbitrario e Esforco Normal Nao Nulo

Conforme apresentado anteriormente nesse capitulo, verificou-se que a presenga
de momentos fletores gera no plano da segdo transversal tensdes normais. Porém, como
estudado no capitulo 12, esfor¢os normais geram também tensdes normais no plano da
secdo transversal. Portanto, o problema da flexdo pode ser formulado, de maneira geral,
considerando a presenga de um momento fletor arbitrariamente orientado e de um
esforco normal ndo nulo. Nessa situacdo, a formula da flexdo, Eq.(17.11) e Eq.(17.12),
passa a ser escrita em sua forma completa como:

o N My N M,z

A I

z y

(17.14)

Com base na Eq.(17.14), verifica-se que quando o esfor¢o normal atuante ¢ ndo
nulo, a superficie neutra nao passa pelo centroide. Nesse caso, a equacdo que contém o0s
pontos cuja tensdao normal ¢ nula ¢ dada por:

M,z |
N My Mz o o [ N My L (17.15)
A I A

z y

17.11 —Exemplo 9

Para a segdo transversal e carregamentos apresentados no Exemplo 8, determine
as tensdes normais nos pontos extremos da secdo e a reta que contém a superficie
neutra, se uma forga axial trativa de 10 kN for aplicada.

A érea da secdo transversal ¢ dada por:
A=200-10"-30-10"+40-107-100-10° = A=0,01m’
Assim, utilizando a Eq.(17.14), as tensdes nos pontos extremos podem ser assim

determinadas:

5 10 _—13-(130—89)-10‘3+7,5-(100-10’3)
*70,01 1392310 20,533-10°

= o, =75808,55kN/m?

10 -13-(130-89)-10" 7.5-(~100-10")

Op = —— — = 0, =275541kN/m’
0,01 13,923-10 20,533-10
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10 —13-(100-89)-10° 7,5-(100-107)
Oc = - — + —
0,01 13,923:10 20,533-10

= o0, =47797,34kN/m’

10 —13-(100-89)-10° 7,5-(20-107)
O-C' = - -6 + -6
0,01 13,923:10 20,533-10

_ 2
= o, =18576,09kN/m

10 —13-(100-89)-10° +7,5-(—20-10*3)
o.= -
° 0,01 13,923:10°° 20,533-10°°

= o, =3965,46kN/m’

10 -13-(100-89)-10° 7.5-(~100-107)
Op = — = + s
0,01  13,923-10 20,533-10
10 —13-(-89)-107 7.5:(20-107)
O = - . 5
0,01  13,923-10 20,533-10

= 0, =-25255,79kN/m’

op =—74794,60kN /m”

L 10 _—13-(—89).10-3+7,5~(—20~10‘3)
F70,01  13,923-10° 20,533-10°

o =-89405,22kN/m’

A equacdo que descreve a superficie neutra ¢ obtida avaliando-se a Eq.(17.15).

Assim:

_ 10 N —-13y 20,533-10°°
0,01 13,923-10°° 7,5

z=-2,7377-10" -2,5562y (emm)

De acordo com a distribui¢ao das tensdes normais apresentada anteriormente,
constata-se uma mudanga no sentido da tensdo (compressao para tragdo) ao longo dos
pontos BD e C'E. Portanto, a superficie neutra intercepta as retas definidas por estes
pontos. Avaliando a equacdo da superficie neutra para a coordenada z =-100mm, tem-
se:

—-100-107° =-2,7377-10° - 2,5562y =  y=3850mm

Avaliando a equacgdo da superficie neutra para a coordenada z =20mm, tem-se:

20-107° =-2,7377-10° =2,5562y =  y=-8,8905mm

Assim, a superficie neutra ¢ posicionada como mostrado na Fig. (17.32).
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19,895 mm

Figura 17.32 Posi¢do da superficie neutra.

17.12 —Barras Compostas por Materiais Ndo Homogéneos

A utiliza¢do de estruturas compostas por diferentes materiais vem sendo cada
vez mais frequente em aplicacdes de engenharia. Por meio das estruturas ndo
homogéneas, pode-se conceber uma dada estrutura posicionando os materiais mais
adequados segundo o nivel de tensdo despertado pelo carregamento atuante.

Considerando o problema da flexdo apresentado anteriormente nesse capitulo,
verifica-se que a formulagcdo mostrada ¢ valida para uma estrutura formada por um
unico material. No entanto, esta formula¢ao permanece valida no estudo de materiais
nao homogéneos, desde que um processo de homogeneizagao seja considerado, com o
objetivo de transformar a secdo transversal ndo homogénea em uma homogénea
equivalente.

Dessa forma, sera apresentado neste item um procedimento para a
homogeneizacdo da secdo transversal, de forma a considera-la como formada por um
unico material de referéncia. Embora a estrutura seja constituida por diferentes
materiais, a deformacdo ao longo do plano da secdo transversal devera ser continua. A
continuidade das deformagdes devera ser observada ja que assume-se que a se¢do
transversal nao apresenta falhas ou vazios, ou seja, que ela seja continua. Além disso,
assume-se que a secdo transversal permaneca plana e ortogonal a seu eixo durante a

flexdo. Em decorréncia dos diferentes modulos de elasticidade dos materiais que
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compdem a secdo transversal, as tensdes normais no plano da se¢do transversal nao
serdo continuas, pela lei de Hooke. Assim, a contribuicao para o equilibrio de forcas e

momentos fornecido por cada material ¢ diferente, como mostra a Fig. (17.33).

Y
Y

E M
— 1 ¥ —X

[ ]

Varia¢ao da deformacio normal Variagao da tensao de flexao

Figura 17.33 Variacao das deformagdes e tensdes normais ao longo da altura da secdo.

Para efetuar o processo de homogeneizacgdo, deve-se calcular a contribui¢do que
cada material fornece para o equilibrio de forcas. Admitindo que a secao seja formada
por um unico material, qual seria a 4rea necessaria para que a mesma contribuicdo em
termos de for¢a seja dada? Para responder a essa pergunta, deve-se considerar a se¢ao
transversal mostrada na Fig. (17.34), a qual ¢ formada por dois diferentes materiais.

Para transformar todo o material estrutural que compde a se¢do transversal em
material 2 equivalente, a forga resistida pelo material 1 devera ser convertida, em

termos de 4rea, para o material 2. Entdo, assumindo que E, >E,, a nova érea de

material 1 devera ser maior.

\y
Material

rigido 1 dzdy N /(
3 M h

Material - ‘@
menos rigido 2 Y = J

/

: _

L/ b Viga transformada em material (2)

Figura 17.34 Segao transversal composta.
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Assim, utilizando a defini¢ao de tensao normal média e a lei de Hooke tem-se:

F=cdA = F, = E,edA (17.16)

Como as forgas resistidas pelo material 1 e pelo material homogeneizado
deverdo ser as mesmas tem-se:

F =F, = E,edA=E,endA (17.17)

O termo n ¢ denominado fator de homogeneizacgao. Este fator ¢ utilizado para a
determinagdo da proporc¢ao de area homogeneizada que serd utilizada para que as forcas
nos materiais de referéncia (1) e homogeneizado sejam as mesmas. Como a deformagao
¢ a mesma no ponto analisado, a Eq.(17.17) pode ser simplificada como:

EcdA=E,endA = n :5 (17.18)

E2

Com base no fator de homogeneizacao definido anteriormente, obtém-se a nova
base (ou area) da sec¢do transversal e consequentemente suas novas propriedades
geométricas. Deve-se salientar que este fator deve alterar sempre a base da segdo
transversal, jamais sua altura (a homogeneizagdo deve ser efetuada de forma a manter a
linearidade do problema). Isto ocorre, pois a continuidade das deformagdes ao longo da
altura da secdo transversal deve ser preservada.

Alternativamente, ao invés de se determinar uma base homogeneizada, pode-se
determinar as propriedades geométricas da seg¢do transversal considerando
simplesmente a ponderacdo pelo fator de homogeneizacao sobre suas subareas e suas
inércias. Apos a determinagdo das tensdes normais na se¢ao homogeneizada, as tensoes
reais sdo obtidas multiplicando as tensdes homogeneizadas pelo fator de
homogeneizagao.

Para sec¢oes transversais compostas por mais de dois diferentes materiais, o fator
de homogeneizagdo ¢ obtido dividindo-se a 0 modulo de elasticidade longitudinal do
material a ser homogeneizado pelo modulo de elasticidade longitudinal do material de

referéncia, o qual comporé a secdo homogeneizada.

17.13 —Exemplo 10

A se¢do transversal mostrada na Fig. (17.35) é composta por dois diferentes

materiais, cujos modulos de elasticidade longitudinal sdo E, =12GPae E, =200GPa.
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Esses modulos correspondem a madeira (parte superior) e ago (parte inferior). Com base
nessas informagdes, determine as tensdes normais nas fibras mais distantes do centroide
da secao.

Para que este problema seja resolvido, deve-se, inicialmente, determinar o fator
de homogeneiza¢ao. Considerando que a se¢do transversal seja homogeneizada pelo
material 2 tem-se:

E, 12

n=—L=—-=0,06
E, 200

20 mm

Figura 17.35 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em mm.

Assim, a nova base para o material 1 seré igual a:

b =150-0,06 = Db

homog

=9,0mm

homog

Portanto, a secao transversal homogeneizada apresenta a configuragdo mostrada
na Fig. (17.36). A partir de agora, a se¢do transversal mostrada na Fig. (17.36) pode ser
analisada considerando a formulag¢do classica do problema da flexdo discutida
anteriormente.

Assim, determinam-se as propriedades geométricas da secdo e em seguida
aplica-se a féormula da flexao. Portanto:

- ~9-150-95+150-20-10

Yhomes = 150204 9-150

3
| homog =%+150-2O-(36,38—10)2 -

=36,38mm

9-150°

+9-150-(95-36,38)°

Izhomog :99358'106mm4 = Izhomog :9,358'10_6m4
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20 mm 150 mm

Figura 17.36 Segao transversal homogeneizada. Dimensdes em mm.

Assim, a tensdo méaxima de tragdo ocorre no material de referéncia, a qual pode

ser calculada como:

2-(-36,38-107) .
o=- — = 0=777517kN/m
9,358-10

E a tensdo méaxima de compressdo, no material homogeneizado, ¢ igual a:

o __2:(170-36,38)-107 = Opymeg = 28557,38kN/m’
homog -6 homog ’
9,358-10

Assim, a distribuicdo das tensdes normais na se¢do homogeneizada ¢ a
apresentada na Fig. (17.37). Para transformar o problema homogeneizado no problema
real, deve-se multiplicar as tensdes normais atuantes no material 1 pelo fator de
homogeneizagao.

Portanto, a tensao normal na fibra superior mais distante do centroide ¢
calculada como:

0=0,06-28557,38 = o =1713,44kN/m’
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Figura 17.37 Tensdes normais na se¢do homogeneizada.

Dessa forma, a distribui¢do das tensdes normais, para o problema real, é a
mostrada na Fig. (17.38). Embora as tensdes normais sejam descontinuas ao longo da
interface entre os dois materiais, verifica-se que nessa interface as deformagdes sdo
continuas, indicando que os materiais resistem ao momento fletor aplicado

monoliticamente.

0,210 MPa
3,50 MPa

)
-
-~
=
-

M=2kN'm
|

e
778 MPa ] N
(d)

Figura 17.38 Tensdes normais na segao real.
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17.14 —Exemplo 11

Resolva o problema apresentado no item 17.13, exemplo 10, aplicando o fator de
homogeneizagao diretamente sobre as propriedades geométricas da secao.

Para que a andlise das tensdes normais na flexdo em materiais ndo homogéneos
seja efetuada pode-se aplicar o fator de homogeneizacdo diretamente sobre as
propriedades geométricas da segdo. Assim, considera-se a equivaléncia de forcas
utilizada para a determinagao do fator de homogeneizagao.

Dessa forma, inicialmente, deve-se determinar o fator de homogeneizacao.
Tomando o material 2, ago, como referéncia tem-se:

E, 12

—L=—=-0,06
E, 200

A coordenada 9 do centro de gravidade da secdo fica assim determinada:

0,06-(150-150)-95+150-20-10
0,06-(150-150)+150-20

y= =36,38mm

Portanto, o momento de inércia da se¢do em torno do eixo Z fica igual a:

_150-20°

3
L == +150-20-(36,38-10)° +0,06- 20120,

0,06-(150-150)(95-36,38)" =
l,=9,358-10°mm* = 1, =9,358-10"m*

Assim, a tensao normal maxima de tracdo, que ocorre no material 2 que ¢ a

referéncia, pode ser calculada como:

2-(-36,38:107) .
o=- — =  o=7775,17kN/m
9,358-10

J4 a maxima tensdo normal de compressdo ocorre no material 1. Portanto, para
que a tensdo real nesse material seja determinada, deve-se multiplica-la pelo fator de
homogeneizagdo. Assim:

2-(170—36,38)-10’3
9,358-10°°

020,06-(— J = o =1713,44kN/m’

Deve-se enfatizar que os resultados obtidos por meio dessa metodologia, que ¢
mais expedita, foram os mesmos encontrados homogeneizando a base da secdo

transversal, exemplo anterior.
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17.15 —Exemplo 12

A se¢do transversal mostrada na Fig. (17.39) é composta por dois diferentes

materiais: aco e madeira. Sabendo que a geometria da secdo transversal e os materiais

que a compdem apresentam as seguintes propriedades o =24ksi, E Ao =29 10° ksi,

lao =20,3in*, A, ) =8,79in* ,opm™™ =3ksi e  Eygus =1,6-10°ksi, determine o

maximo momento, M _ , que pode ser aplicado a viga abaixo considerando e

z

desprezando a presenca do reforco de madeira.

Figura 17.39 Estrutura a ser analisada.

1° abordagem. Sem a presenca da madeira.

Quando a presenca da madeira ¢ desprezada, a se¢do transversal ¢ composta por
um unico material. Nessa condigdo, pode-se aplicar a formula da flexdo diretamente.
Assim:

T i S Moy o g M40 '04’320 = M =116 Kip-in

Ago ’
2° abordagem. Considerando a presenc¢a da madeira.

Nesse caso, a se¢do transversal ¢ formada por dois diferentes materiais. Assim,
deve-se inicialmente homogeneizar a se¢do transversal, calcular as tensdes normais
maximas para a secdo homogeneizada e, finalmente, transformar as tensdes do material
homogeneizado para o material real. Assim, o fator de homogeneizacdo pode ser

calculado homogeneizando a se¢do para o ago:
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3
_ 1,6 103 =5.517-10
29-10

Portanto, a dimensdo da base homogeneizada da secdo transversal que contém a

madeira fica determinada como:

b nb, = Bigpeg =N-12° = By =0,662 in

homog = mad homog
A geometria da secdo transversal homogeneizada ¢ a apresentada na Fig.
(17.40).
0,662 pol
B ) P
. sy _
4 pol —— A
g [
l 0,200 pol

Figura 17.40 Seg@o transversal homogeneizada.

Para a secdo mostrada na Fig. (17.40), tém-se as seguintes propriedades

geométricas:
Yiomog = 8.79:4,20+0.662-4-6.9 _ 7093 in
8,79+0,662-4
3
lhomog = 20,3+8,79-(4,7093—4,20)2 +M+0,662'4'(4,7093—6,4)2
lhomeg = 33,679 in*

Assim, para a fibra de aco mais solicitada tem-se:

Gﬁﬁr‘;:ﬂy = 24:33'\2794,7093 — M =171,638 Kip-in

Aco b

Para a fibra de madeira mais solicitada, a tensdo normal, considerando o fator de
homogeneizagao pode ser calculada por:

Adm nM y 3:5,517-10*2-|\/| _

O = —— =
Madeira | 33’ 679
M =496,21 Kip-in

(8, 4-4, 7093) =
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Assim, o momento fletor ¢ limitado pela tensdo normal no ago, o qual rompe

primeiro que a madeira. A presenca da madeira eleva o momento resistente em:
171,08/116 =47,96% . O autor sugere que o leitor resolva este exercicio aplicando a

metodologia geral, ponderando diretamente as areas e inércias correspondentes aos

materiais homogeneizados pelo fator de homogeneizacao.

17.16 —Exemplo 13

Determine as intensidades das tensdes normais, decorrentes da flexdo, atuantes
nos pontos extremos das interfaces entre os diferentes materiais que compdem a se¢ao

transversal ndo homogénea mostrada na Fig. (17.41). Sabe-se que: E, =200GPa,
E,=100GPa e E,=20GPa. Além disso, atuam nesta sec¢do transversal dois
momentos fletores ndo nulos: M, =10kNm ¢ M, =—-4kNm.

Para que esse problema seja resolvido, deve-se aplicar o principio da
superposi¢cao dos efeitos. Assim, as tensdes normais atuantes nos pontos extremos das

interfaces devido a atuagdo isolada de M,e M serdo determinadas. Em seguida, as
tensdes normais obtidas com a atuagdo isolada de M, e M, serdo adicionadas. O

procedimento de andlise serd iniciado pelo momento M,. Assim, os fatores de

homogeneizagdo dos materiais sdo iguais a:

E 100
n,=—= = Nn,=—- n,=0,5
12 E, 27500 12
E 20
n,=— = N,=——o n,=0,1
13 E, 37500 13

Consequentemente, as dimensdes homogeneizadas das bases assumem os
seguintes valores:

b

homog 2

b,

=b,n, = Dn=15-0,5 = Db =75cm

omog3:b3n13 = bhomog3:15'0’1 = bhomog3:lﬂscm
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!
15

z4 [

Y
10

X5
02070

Figura 17.41 Secdo transversal ndo homogénea a ser analisada. Dimensdes em cm.

Com base nos valores das bases homogeneizadas obtidos anteriormente, a

seguinte secdo homogénea pode ser construida, a qual ¢ apresentada na Fig. (17.42):

1,5
——————————— N\
w
7,5 -
&
15

Figura 17.42 Segao transversal homogeneizada. Dimensdes em cm.
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A localizagao do centro de gravidade da se¢do ao longo do eixo Y pode ser assim

determinada:
~1,5-15-37,5+7,5-10-25+15-20-10

=14,3868cm
Ve L5-15+7,5-10+15-20 Ve

Assim, o valor do momento de inércia da se¢do homogeneizada em torno do
eixo Z assume o seguinte valor:

| _L5(15) 7,5-10°

z

+7,5-10-(25-14,3868) +

+1,5-15-(37,5-14,3868)" +

15-20°

+15~2O'(10—14,3868)2 = 1,=37288,0307cm’
Assim, as tensdes normais ao longo das interfaces, devido a M,, podem ser

assim determinadas:

10-(0,45-0,143868
oS = - ( _8) = o)"°=-8209,927kN/m’
37288,0307-10
. 10-(0,3-0,143868 .
oMl = (0.3-0, 78) = o' =-4187,188kN/m’
37288,0307-10
10-(0,3-0,143868 .
oS = - ( _8) = 0)"+°=-4187,188kN/m’
37288,0307-10
. 10-(0,2-0,143868 i
oMl = ( 78) = o' =-1505,362kN/m’
37288,0307-10
10-(0,2-0,143868 .
oM =— ( 78) o":* =-1505,362kN/m’
37288,0307-10
. 10-(-0,143868 .
oMl =— ( _)8 = o' =3858,280kN/m’
37288,0307-10

As tensdes normais determinadas anteriormente referem-se ao material
homogeneizado. Dessa forma, para que as tensdes normais reais sejam avaliadas, deve-
se multiplicar o valor da tensdao normal determinado no material homogeneizado pelo
fator de homogeneizagdo. Portanto:

ol =otn, = ol"°=-8209,927-0,1 = o"°=-820,9927kN/m’

oVl =gMin, = o'=-4187,188-0,1 = o' =-418,7188kN/m’

M

off=olin, = ol=-4187,188-0,5 = o!"*=-2093,594kN/m’

o)'=0)'n, = o'=-15053620,5 = o' =-752,681kN/m’
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oM =-1505,362kN/m’
o' =3858,289kN/m”
Para que as tensdes normais totais (devido a M, e M) sejam determinadas,

devem ser calculadas as intensidades das tensdes normais decorrentes da atuacado

isolada do momento M, . Assim, para que tais tensdes sejam determinadas, as

dimensdes homogeneizadas nessa dire¢do devem ser avaliadas. Assim, utilizando os
fatores de homogeneizagao calculados anteriormente obtém-se:

bhomogz = b2n12 = bhomogz = 100’5 = bhomogz =5cm

bhomog3 = b3nl3 = bhomog3 = 150’1 = bhomog3 :l,Scm

Portanto, a se¢do homogeneizada para a andlise das tensdes devido a M € a
apresentada na Fig. (17.43).

mf\

26,5
20

15

Figura 17.43 Segao transversal homogeneizada. Dimensdes em cm.

O momento de inércia para a se¢do transversal apresentada na Fig. (17.43) pode
ser facilmente determinado como:

~26,6-(15)

, - |, =7453,125¢cm*
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Assim, as tensOes normais nos lados esquerdo e direito da secdo sdo as
seguintes:
—4-(0,075)

o= o, =—4025,157kN/m?
7453,125-10

—4-(-0,075
o, =(—l o, = 4025,157kN/m?
7453,125-10
Consequentemente, as tensdes reais sdo determinadas multiplicando-se as
tensdes homogeneizadas determinadas nos extremos direito e esquerdo pelo fator de

homogeneizagdo. Assim:

M

o =on, = o, =-4025157-0,1 = o, =-402,5157kN/m’

d

oy =on, = oy" =4025157-0,1 = o, =402,5157kN/m’

o' =on, = oy °=-4025157-0,5 = o,"°=-2012,5785kN/m?
ol =on, = o =4025157-0,5 = o, =2012,5785kN/m>

o, =-4025,157kN/m?

o™ =4025,157kN/m?

Os pontos extremos das interfaces entre os diferentes materiais que compdem a

secdo transversal ndo homogénea considerada estdo apresentados na Fig. (17.44). Para

esses pontos, as tensdes reais sao as seguintes:
/‘3‘\

%S
RKS

G H

Figura 17.44 Localizagdo dos pontos extremos das interfaces.
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Mt p o) = o) =—1223,5084kN/m?
ol=c"+0,"" = o) =-418,477kN/m’
ol =o' 40" = o) =-821,2345kN/m?
3 __M,i M, d 3 _ 2
oo =o' 15" = o) =-16,2031kN/m
ol=cl 10" = ol =-4106,1725kN/m’
ol=ol 1o = o2 =-81,0155kN/m’
ol=c'1+0)" = ol =-27652595kN/m’
ol=0"+0)"" = o =1259,8975kN/m’
ol=cM"*+0"°= oL =-5530,519kN/m’
ol =M +0"' = oL =2519,795kN/m?
ol=c""+0"°"= oL =-166,868kN/m?
1 M, i M, d 1 _ 2
o, =0+ = o =7883,446kN/m
Deve-se mencionar que as tensdes normais atuantes nos pontos extremos das
interfaces assumem valores proporcionais as razoes dos modulos de elasticidade
longitudinal dos materiais em cada interface. Isso garante a continuidade de
deformagdes da secdo, indicando, portanto, a sua continuidade material.

Para que essa analise seja finalizada, pode-se assumir também que um esfor¢o
normal trativo de intensidade igual a N =50kN também atue na sec¢do transversal.
Nesse caso, deve-se determinar o acréscimo nas tensdes normais em decorréncia da

presencga desse esforco solicitante. Para que tal acréscimo de tensdes seja determinado,

deve-se determinar o valor da area homogeneizada da se¢do transversal. Assim:

A=A+An,+An, = A =15-20+15-10-0,5+15-15-0,1 =

A =397,5cm’
A tensdo normal decorrente de N no material homogeneizado ¢ igual a:
o=V J:L_A‘ = 0 =1257,861kN/m’

A 397,5-10

Assim, as tensOes normais reais atuantes nos materiais 1, 2 ¢ 3 sdo obtidas
multiplicando-se a tensdo normal atuante no material homogeneizado pelo fator de

homogeneizagdo. Dessa forma:
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o,=on, = 0,=1257,861-0,1 = o,=1257861kN/m’
o,=on, = 0,=1257,861-0,5 = o, =628,9308kN/m’
o, =1257,861kN/m’

De forma semelhante ao observado na atuacdo dos momentos fletores, o
acréscimo das tensdes normais devido a consideragao do esfor¢co normal nas interfaces ¢
proporcional a razdo dos modulos de elasticidade longitudinal dos materiais nas
interfaces. Isso indica a continuidade material, o que ¢ uma das hipoteses impostas
durante o processo de homogeneizagdo. Como a tensdo normal devido @ N ¢ constante
em cada um dos materiais que compdem a secdo transversal, sua intensidade,
respectiva, deve ser somada a todos os pontos da se¢do, segundo a localizagao do ponto

considerado nos diferentes materiais. Portanto:

o) =125,7861-1223,5084 = o3 =-1097,722kN/m’
o =125,7861-418,477 = o5 =-292,691kN/m’
o) =125,7861-821,2345 = o =—695,448kN/m’
op =125,7861-16,2031 = o7 =109,583kN/m’

ol =628,9308-4106,1725 = ol =-3477,241kN/m?
ol =628,9308—81,0155 = o2 =547,915kN/m?
ol =628,9308-2765,2595 = o2 =-2136,329kN/m’
ol =628,9308+1259,8975 = o =1888,828kN/m’
ol =1257,861-5530,519 = oL =—4272,658kN/m?
oL =1257,861+2519,795 = o} =3777,656kN/m’
oy =1257,861-166,868 = oL =1090,993kN/m’

oL, =1257,861+7883,446 = o, =9141,308kN/m?

17.17 —Exemplo 14

Resolva o problema apresentado no item 17.16, exemplo 13, aplicando o fator de

homogeneizagao diretamente sobre as propriedades geométricas da secao.
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Para que a analise das tensdes normais na flexdo em materiais ndo homogéneos
seja efetuada pode-se aplicar o fator de homogeneizagdo diretamente sobre as
propriedades geométricas da secdo. Assim, considera-se a equivaléncia de forcas
utilizada para a determinagdo do fator de homogeneizacao.

Portanto, inicialmente, os fatores de homogeneizagdo devem ser determinados.

Tomando o material 1 como referéncia tem-se:

E 100
”u:E? = n12:2_00 n, =0,5
E 20
n,=— = n,=—— = n.,=0,1
13 El 13 200 13

A coordenada Y, do centro de gravidade da se¢do fica assim determinada:

~0,1:(15-15)-37,5+0,5-(15-10)-25+15-20-10
Yoo = 0,1-(15-15)+0,5-(15-10) +15-20

Yoy =14,3868cm

O valor do momento de inércia da secdo em torno do eixo Z assume o seguinte

valor:

. } 103
, =0,1-(%Jm,l-(15-15)-(37,5—14,3868)2+0,5-(15 10 J+

3
1320 1 15.20-(10-14,3868) =

0,5-(15-10)-(25-14,3868)" +
|, =37288,0307cm’
J& o valor do momento de inércia da se¢do em torno do eixo Y assume o seguinte

valor:

15° 15%) 20-(15)°
l,=0,1- D> g5 205 1, (15) = 1,=7453,125cm*
12 12 12

Enquanto a area da se¢do transversal pode ser assim ponderada:
A=15-20+0,5-(15-10)+0,1-(15-15) = A=397,5cm’
Dessa forma, as tensdes nos pontos indicados na Fig. (17.44) podem ser assim

determinadas:

ol = 1{ 50 10-(0,45-0,143868) ~ —4-(0,075) }}

397,5-10%  37288,0307-10°  7453,125-10°
o) =—1097,722kN/m?
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10-(0,45—0,143868)

410

G;=0,1'{ >0

oy =-292,691kN/m?

1397,5-10°

37288,0307-10°°

10-(0,30-0,143868)

L ~4(=0,075) }

7453,125-10°°

Ué :0,1-{ >0

o3 =—695,448kN/m’

1397,5-10°

37288,0307-10°°

10-(0,30-0,143868)

50
o} =0,1- —~
e 397,5-107*

oo =109,583kN /m?

37288,0307-10°°

10-(0,30-0,143868) N

~4-(0,075) }}
+ =
7453,125-10°"

L ~4(=0,075) }

7453,125-10°°

50
ol =0,5- -
© {[397,5-104

ol =—3477,241kN/m’

37288,0307-10°°

10-(0,30-0,143868)

—4-(0,075) }

7453,125-10°°

50
o =0,5- -
i {397,5-10-4

ol =547,915kN /m?

37288,0307-10°°

10-(0,20-0,143868)

~4-(0,075) |

O'é:O,S-{ >0

ol =-2136,329kN/m?

397,510

37288,0307-10°°

10-(0.20-0,143868)

7453,125-10°" |

—4-(-0,075)

of =0,5-{ 20

o? =1888,828kN/m’

10-(0,20-0,143868)

1397,5-10°

37288,0307-10°°

|
e ]} -

}

}

7453,125-10™ |

50
oL = -
g {397,5-1041 37288,0307-10°°

oL =—4272,658kN/m?

10-(0,20-0,143868)

,_~4(0.075)
7453,125-10°"

or =0,5- 50 — -
397,5-10

oL =3777,656kN/m’

1

10-(—0,143868)

37288,0307-10°°

—4-(-0,075) }}
+
7453,125-10°°

—4-(0,075)

o =1090,993kN/m?
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oy = ) -8 -8
397,5-10*  37288,0307-10°  7453,125-10
o, =9141,308kN/m’

1 { 50 10:(-0.143868) ~ -4-(-0.075) }}

Deve-se ressaltar que o resultado obtido concorda com aqueles obtidos no item
17.16, atestando a corre¢do da resolucdo. O autor sugere que o leitor aplique a
metodologia utilizada neste exemplo para a resolucdo de exercicios semelhantes. Esta
metodologia ¢ mais direta, permite resolugdes mais rapidas e minimiza o erro

decorrente da realizacdo de operacdes algébricas.

17.18 — Flexdo em Regime Elastoplastico

Diversos materiais de uso corrente em engenharia de estruturas podem ser
classificados como ducteis. Tais materiais apresentam comportamento mecanico
elastico até que seja atingida sua tensdo de escoamento. Apos ultrapassado este nivel de
tensao, deformagdes permanentes, também denominadas plésticas, serdo desenvolvidas
no material. Este tipo de comportamento mecanico foi discutido no capitulo 12, sendo
0s acos e suas ligas exemplos tipicos de materiais ducteis.

Sabe-se, conforme apresentado anteriormente neste capitulo, que as tensoes
normais devido a atuacdo de um momento fletor variam linearmente ao longo da secao
transversal. Assim, € possivel que durante a flexdo tensdes normais superiores e
inferiores a tensdo de escoamento do material sejam desenvolvidas, ao mesmo tempo,
em uma dada se¢do transversal. Nesta condi¢do, diz-se que a estrutura estd sujeita a um
regime elastoplastico, uma vez que deformagdes normais elasticas e plasticas estardo
presentes simultaneamente na estrutura. Deve-se enfatizar que toda a formulagdo para o
problema da flexdo apresentada até entdo neste capitulo, considera apenas
comportamento eldstico linear para os materiais, sendo, portanto, flexdo em regime
elastico.

Neste item sera apresentada uma metodologia que permite a determinag¢do dos
valores dos momentos fletores resistentes de barras em regime elastopléastico. Assume-
se, nesta metodologia, que durante a flexdo em regime elastoplastico as deformacgdes

normais variam linearmente ao longo da secdo transversal. Dessa forma, as
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componentes de tensdao normal correspondentes podem ser determinadas por meio do
diagrama tensdo x deformacao caracteristico do material.

Conhecendo-se os valores das tensdes normais em cada ponto da secdo
transversal, as forcas equivalentes, de tracdo e de compressdo, devido a estas tensdes
sdo determinadas por meio da integral destas tensdes ao longo da area da secdo
transversal. Portanto, as forg¢as equivalentes correspondem ao “volume” destas tensdes.
Finalmente, multiplica-se estas forcas equivalentes pelo respectivo brago de alavanca,
para a determina¢do do momento resistente da se¢do transversal.

Deve-se ainda enfatizar que durante a flexdo em regime elastoplastico, o

equilibrio de forcas ¢ atendido, ou seja, Z F,=0= I odA. Além disso, o equilibrio de
A
momentos também ¢ atendido, ou seja, Z M,=0 = M,= I yodA . Com base nestas
A

hipoteses de equilibrio, existird uma superficie neutra, a qual dividird as regides
comprimida e tracionada da se¢do transversal.

Nestas notas serdo apresentados trés exemplos onde secdes transversais
simétricas sdo consideradas. Deve-se mencionar que a metodologia utilizada ¢ aplicavel
também a se¢Oes transversais assimétricas. Porém, neste ultimo caso, a determinagao da
distribuicdo das deformagdes normais ao longo da se¢do transversal ndo ¢ uma tarefa
facil. Deve-se aplicar, para tal finalidade, técnicas de andlise ndo linear, as quais estdo
além do escopo deste curso. Porém, caso estas sejam conhecidas, a metodologia ¢

aplicavel de maneira semelhante as se¢des simétricas.

17.19 — Exemplo 15

Determine a intensidade do momento fletor resistente eldstico e pléstico para
uma se¢ao transversal retangular de base b e altura h. O material que compde esta barra
possui comportamento elastoplastico perfeito, com tensdo de escoamento igual a o e

deformacgdo normal de escoamento igual a & .

Para a determinacdo do momento fletor resistente elastico, deve-se,
primeiramente, integrar as tensdes normais, que possuem distribui¢do linear, ao longo

da altura da secdo transversal. Nesta condi¢do, a maxima tensdo normal atuante na
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secdo transversal devera ser igual a o, e atuar na fibra mais distante de seu centro de

gravidade. O resultado dessa integragdo sdo as forcas equivalentes nas regides

tracionada, R;, e comprimida, R., da secdo transversal. Sabendo que esta integral nada

mais € que o “volume” das tensdes, pode-se calcular as forgas resultantes com o auxilio

das ilustragdes apresentadas na Fig. (17.45). Assim:

—€ —O'E

E EN, I
e RC

Figura 17.45 Distribuicdo das tensdes normais caso elastico.

h)1 b-h
SR |
Dessa forma, o momento fletor resistente elastico ¢ obtido multiplicando-se as

forgas equivalentes pelos respectivos bragos de alavanca. Portanto:

2h 2h b-h 2h b-h
M =Re3ytRrsy = MRE:z(T‘TE'_—j = VT

Como o material que compde a barra ¢ elastoplastico perfeito, ndo existe
aumento no valor da tensdo normal do material quando esta atinge a tensdo de
escoamento. O diagrama tensao x deformacdo do material, assim como a distribuicdo de
tensdo normal ao longo da altura da secdo transversal e as forcas equivalentes estdo
apresentados na Fig. (17.46). Portanto, com base nas ilustracdes apresentadas na Fig.

(17.46), as forcas resultantes assumem os seguintes valores:

-G -G

Figura 17.46 Distribuicdo das tensdes normais caso elastoplastico.
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h b-h
Re=R,=0-b-— = R.=R, =—o0;
2 2
J& o momento fletor resistente ¢ determinado multiplicando as forgas
equivalentes por seu respectivo brago de alavanca. Assim:

MRP:RCLD+RTlh = Mszz(%GEjlh = MRF,:%O'E

Dividindo-se os momentos fletores resistentes nos casos elastico e plastico
obtém-se:

h

b-

O¢
L - S
M b-h
RE I UE
6

Constata-se que o0 momento resistente plastico € 1,5 vezes maior que 0 momento

resistente eldstico. Assim, embora deformacdes plésticas surjam no regime plastico, o

aumento na capacidade resistente ¢ consideravel.

17.20 — Exemplo 16

Determine a intensidade dos momentos fletores resistentes eldstico e plastico
para uma sec¢ao transversal retangular de base igual a 50 cm e altura de 75 cm, composta

por um material cujo diagrama tensao x deformacao ¢ o apresentado na Fig. (17.47).

‘G(MPa)

1260
980

75 cm

0,01 0,04 €

50 cm

Figura 17.47 Seg¢do transversal e diagrama tensdo x deformacao a ser considerado.

O momento fletor resistente elastico pode ser calculado utilizando a expressao

determinada no exemplo anterior. Assim:
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MRE:%JE = MRE=%980-1O3 = Mg =61250kNm

Para a determinacdo do valor do momento fletor resistente plastico deve-se,
inicialmente, atribuir a distribuicdo das deformacdes normais no plano da segdo
transversal. Em seguida, com base na distribuicao das deformag¢des normais, obtém-se a
respectiva distribuicdo das tensdes normais (via diagrama tensdo x deformac¢do), as
quais devem ser integradas para a obtencdo das forgas equivalentes. Estas forcas devem
ser multiplicadas por seus respectivos bragos de alavanca, para que o momento fletor

resistente seja calculado. Assumindo que a deformacdo normal méxima na secao
transversal seja igual a |g|:0, 04, obtém-se a distribuicdo de deformacdo e tensdo
normais no plano da se¢do transversal apresentada na Fig. (17.48). Nessa figura, as

componentes de deformacao e tensdao na regido tracionada nao foram representadas por

simplicidade, devido a simetria destas distribuigdes.

—0,04 1 1260

2 R 2
0,01 : ) +—R03
o a 980 R

Figura 17.48 Distribui¢do de deformagdes, tensoes e forgas equivalentes no plano da secdo transversal.

Dimensdes em cm.

Portanto, as forgas equivalentes assumem os seguintes valores:

R¢ =Ry =[(1260-10° —980-103)0,28125-0,50}% = R.=R! =19687,5kN
RZ =R?=[980-10°-0,28125-0,50] = RZ=R’=137812,5kN

R: =R :[980-103-0,09375-0,50]% = R} =R}=22968,75kN

Dessa forma, o momento fletor resistente plastico € igual a:
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Mg = 2{19687, 5 [O, 09375+ %0, 28125}} +

2 {137812, 5(0, 09375 +%0, 28125)} +2 {22968, 75(% -0, 09375}} =

M ., = 78544,92 kNm

A razdo entre os momentos resistentes conduz a:

M g 78544,92
K=—% = K=———"—

xk=1,28
M e 61250
Dessa forma, o momento fletor que causa uma deformagdo limite na se¢do
transversal ¢ 1,28 vezes maior que o momento fletor elastico. Assim, o aumento na
capacidade resistente da secdo transversal cresce consideravelmente quando o regime

plastico ¢ considerado, apesar do surgimento de deformagdes permanentes.

17.21 — Exemplo 17

Determine os valores dos momentos resistentes elastico e plastico da secdo
transversal apresentada na Fig. (17.49). Para a determinacdo do momento resistente
pléastico considere o diagrama tensdo x deformagdo apresentado na Fig. (17.49) e

também a hipotese elastoplastica perfeita para o comportamento mecanico material.

=
!

Jn

0,01 0,05 €

Figura 17.49 Secao transversal a ser analisada. Dimensdes em cm.

Para a hipdtese eldstica, o momento resistente deve ser determinado
considerando a tensdao de escoamento igual a 120 MPa e a deformagdo elastica de 0,01.

Com estes valores, a distribui¢dao das tensdes normais no plano da secdo transversal e as
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forgas equivalentes podem ser atribuidas, como pode ser observado na Fig. (17.50).
Para estes valores de tensao e deformagdo normais, as intensidades das forgas
equivalentes assumem os seguintes valores:

R.=R! =[(120~103—96-103)0,40~0,05E — R! =R! =240kN

RZ =R7=[96-10"-0,40-0,05] = RZ =R} =1920kN

Rg=RT3=[96-103~0,05~0,20}% = R} =R’} =480kN
-0,01 -120 : 2
C———— . S 1S R'=<—=-Rc
-0,00 -96 c -1 _3
MgE R3
0008 N\ 9 =\ R,
C—— AN N R o R ——
0,01 120 T

Figura 17.50 Distribui¢do da deformacdo e da tensdo normal no plano da secdo transversal. Forgas

equivalentes para a determinagdo do momento resistente eldstico.

As forcas equivalentes determinadas anteriormente conduzem ao seguinte valor

de momento resistente elastico.
2 1
Mg = 2{240(0, 20 +§O, OSH + 2{1920(0, 20+ 50, OSH +
2
2{480(;0, ZOH = Mg =1104kNm

Quando a hipdtese elastoplastica perfeita ¢ assumida para o comportamento
mecanico material, ndo existird acréscimo no valor da tensao normal resistente quando a
deformacao normal presente no plano da secdo transversal ultrapassar o valor de 0,01.
Nesta condi¢do, as tensdes normais no plano da secdo transversal e as forgas
equivalentes assumem a distribui¢cdo apresentada na Fig. (17.51).

Com base nas ilustragdes apresentadas na Fig. (17.51), as forcas equivalentes

assumem os seguintes valores:

R¢ =R; =[120-10°-0,40-0,05 | = R’ =Rj =2400kN

RZ =R7 =[120-10°-0,20-0,05 | = RZ =R; =1200kN
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-120 1
[ ] T 1 RC ———
2
RC
RP 2
—— RT
| | e

120 R1
T

Figura 17.51 Distribuigdo da tensdo normal no plano da se¢do transversal. For¢as equivalentes para a

determinacdo do momento resistente plastico perfeito.

Considerando os valores das forcas equivalentes determinadas anteriormente, o

momento resistente plastico perfeito assume o seguinte valor:

Mg, = 2{2400(0,20+%0,05ﬂ + 2{1200(%0, 20]} = M, =1320kNm

Para os valores dos momentos resistentes elastico e plastico perfeito
determinados anteriormente, pode-se calcular sua razdo. Esta razdo permite avaliar a
intensidade percentual do esforgo solicitante que deve ser aplicado entre os instantes de

perda da condigdo elastica (M.) e colapso da secdo transversal (Mg, ). Para a segdo

transversal considerada e o comportamento mecanico material assumido, esta razdo ¢
igual a:

Mee = K—@ = k=120

K= =
M. 1104

Quando o comportamento material mecanico indicado na Fig. (17.49) ¢
considerado, a distribuicao das deformacdes e das tensdes normais no plano da se¢do
transversal assume o padrao apresentado na Fig. (17.52). Nesta figura, os valores das
deformacdes e das tensdes normais assim como das forcas equivalentes na regido
tracionada ndo foram ilustrados por simplicidade, devido a sua simetria em relagdo a
regido comprimida da secdo transversal.

Para os valores das tensdes normais apresentados na Fig. (17.52) os seguintes
valores de forgas equivalentes sdo obtidos:

R =Ry =[(250-10° —217,5-103)0,40-0,05]% = R =R! =325kN

RZ =R} =[217,5-10°-0,40-0,05 | = R =R} =4350kN
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1

R:=R} :[(217,5-103 —120-103)0,05-0,15]E = R! =R’ =365,625kN

R¢ =R{=[120-10°-0,05-0,15] = R{ =R{ =900kN

RS =R; =[120-10’ -0,05-0,05]% = R3 =R’ =150kN

Figura 17.52 Distribui¢do da deformagio e da tensdo normal no plano da sec¢do transversal. Forgas

equivalentes para a determinag¢do do momento resistente plastico com encruamento.

Dessa forma, o momento resistente plastico considerando o comportamento

mecanico material apresentado na Fig. (17.49) assume o seguinte valor:

Mg = 2[325(0, 20+ %0,05}} + 2{4350(0, 20 +%0, OSH +

2 {365, 625(0, 05 +§O,15ﬂ +2 {900(0, 05 +%0,15ﬂ +2 {150(%0, OSH =

Mg =2453,85kNm
Portanto, a razdo entre os valores dos momentos resistentes elastico e pléstico

assume o seguinte valor:

oMo 245385
M e 1104

k=222

Deve-se destacar que o valor obtido para x ¢ consideravelmente maior neste
caso se comparado as outras aplicagdes apresentadas neste texto. Isto indica que existe
uma capacidade resistente consideravel da secdo transversal apds a violagdo do limite

elastico do material.
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18. — Carregamentos Axiais Excéntricos e Flexao Assimétrica

18.1 —Introducédo

Durante o capitulo 17 foram estudados problemas mecénicos envolvendo a
avaliacdo das tensdes normais em barras gerais submetidas a esforcos de flexdao. Casos
onde barras homogéneas ou nao-homogéneas solicitadas por dois momentos fletores e
por um esforco axial (compressivo ou trativo) foram estudados, sendo apresentada uma
relacdo envolvendo a distribui¢do das tensdes normais e estes esforcos solicitantes.

Até o presente momento, estes problemas foram tratados assumindo-se duas
hipdteses. A primeira delas diz respeito a posicdo de aplicacdo da carga axial, a qual
deveria ser posicionada no centro de gravidade da secdo transversal. A segunda hipotese
refere-se a geometria da secdo transversal, a qual deveria obrigatoriamente possuir pelo
menos um eixo de simetria.

Para possibilitar a andlise de problemas gerais envolvendo tensdes normais
geradas por esfor¢os de flexdo, serdo apresentadas, na sequéncia dessas notas, as
hipdteses e as formulagdes necessarias para a determinagdo das tensdes normais em
problemas mecanicos onde as hipoteses citadas no paragrafo anterior ndo sdo atendidas.
Dessa forma, serdo estudados problemas onde a forga axial ndo serd aplicada no centro
de gravidade da secdo e também problemas onde as segOes transversais consideradas

sejam assimétricas.

18.2 —Carregamento Axial Excéntrico

A linearidade das distribuicdes das deformacdes longitudinais e tensdes normais

nos pontos que compdem uma secdo transversal de um elemento de barra geral de eixo
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reto submetidos a carregamento axiais e¢ de flexdo em regime de pequenos
deslocamentos, possibilita a aplicagdo do principio da superposicao dos efeitos. Por
meio deste principio, conforme apresentado no capitulo 1, pode-se determinar a tensdao
normal total atuante superpondo as tensdes normais geradas, isoladamente, pelos
esfor¢os normal e de flexdo. Considerando o caso em que atuam em uma dada se¢do
transversal um esforco normal de tragdo, atuante no centro de gravidade da secao, € um

momento fletor M, , conforme apresentado na Fig. (18.1), o principio da superposi¢io

dos efeitos pode ser aplicado, sendo, a tensdo normal final, obtida adicionando-se as

tensoes normais geradas pelo esfor¢o normal e pelo momento M, .

oyt o,

—
On

Mz N >

o, O+ O,

Figura 18.1 Principio da superposigdo dos efeitos aplicado ao problema da flexdo.

O valor da tensao normal, para o problema mostrado na Fig. (18.1), pode ser
determinado por meio da seguinte relacao.

N M,
o=—-

A

z

(18.1)

No entanto, em diversas aplicagdes de engenharia, elementos de barra geral
estardo submetidos a carregamentos axiais posicionados de forma excéntrica em relagao
ao centro de gravidade de sua se¢do transversal. Em muitas manufaturas e elementos
mecanicos, por exemplo, os carregamentos sdo transmitidos desta maneira.

Assumindo-se que a se¢do transversal considerada possua pelo menos um eixo
de simetria, os efeitos gerados pela carga axial excéntrica poderdo ser analisados
transportando-se a carga axial para o centro de gravidade da secdo transversal. Como
consequéncia desta translagdo, surgirdo momentos fletores que poderdo ser calculados

com base nas excentricidades da carga aplicada. Dessa forma, determina-se um
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carregamento equivalente com base nas agdes excéntricas aplicadas. As excentricidades
nada mais sao do que as distancias, nas dire¢des dos eixos coordenados, entre o ponto
de aplicacdo da carga e o centro de gravidade da secdo transversal. Para ilustrar a

determinagdo desses momentos, pode-se considerar as ilustracdes apresentadas na Fig.

(18.2).

y T”"'
A Lo

P

Figura 18.2 Transformagfo da carga excéntrica em um carregamento equivalente.

Na sec¢do transversal mostrada na Fig. (18.2), uma carga axial P ¢ aplicada de

forma excéntrica em relacdo ao seu centro de gravidade. A translacdo da carga P para o

centro de gravidade da secdo transversal introduz a a¢do de dois momentos fletores M,

e M, . Os momentos fletores decorrentes desta translagdo podem ser calculados por:
M, =-Pe M, =Pe, (18.2)

A carga P ¢ considerada negativa se atuar em compressao e as excentricidades

e, ¢ e, sdo calculadas levando-se em consideragdo o sinal dos eixos coordenados do

sistema de referéncia mostrado na Fig. (18.2). Assim, para o caso apresentado na Fig.
(18.2), ambas as excentricidades possuem valor negativo.
Para o caso geral de atuagdo de cargas axiais excéntricas, P, as tensdes normais

podem ser calculadas por meio da seguinte relagao:

P Pe,  Pe
=—+ +—27 18.3
o=tV (18.3)

z y

18.2.1 — Exemplo 1

Determine as tensdes normais atuantes nos pontos A, B C e D da secdo

transversal mostrada na Fig. (18.3). Em seguida escreva a equacdo da linha neutra
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sabendo que P =10kN . As dimensdes mostradas na Fig. (18.3) sdo apresentadas em

mm.
| 100 L
A
10 | |
B
¥
200 j
z
-
5
C
10 ! |
® D

Figura 18.3 Secdo transversal em andlise. Dimensdes em mm.

Como a secdo transversal considerada ¢ duplamente simétrica, constata-se
facilmente que seu centro de gravidade encontra-se localizado na intersec¢do dos eixos
de simetria. Assim tem-se:

e, =—110mm e, =50mm

Os momentos fletores introduzidos pela presenga da carga excéntrica podem ser

calculados como:

M,=-Pe, = M,=-10-(-110-107) = M, =L10kN-m

= M, =10-50-10" = M, =0,50kN-m

y z

Portanto, o carregamento equivalente a ser analisado ¢ o apresentado na Fig.
(18.4). Para a determinacdo das tensdes normais atuantes na se¢do transversal, geradas
pelos esforgos solicitantes mostrados na Fig. (18.4), devem ser calculadas as
propriedades geométricas da secdo transversal. A area e os momentos de inércia em

relagdo aos eixos Y e Z possuem os seguintes valores:

A=100-10+200-5+100-10 = A=3000mm’ = A=3,0-10"m’
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] 3 .

| = 100-(10) +100.10.(105)2].2+M |, =25400000mm*
12 12

| =2,54-10"m*

110-(100)" | . 200-(5)’ .
|y =| =y [ T = 1, =1668750mm’ =

1,66875-10°m*

0,5

1,1

Figura 18.4 Carregamento equivalente ao da carga excéntrica.

Utilizando a féormula geral da flexdo para o caso de carregamentos excéntricos,
Eq.(18.3), verifica-se que as tensdes normais em todos os pontos da se¢do poderdo ser
calculadas por meio da seguinte equacao:

10 1,10 0,50
o= 3 Syt % ¢
3,0-10 2,54-10 1,66875-10

Assim, para o ponto A tem-se:

Op= 10 — = L10 — -110-10_3+—0’50 — -50-107° =
3,0-10 2,54-10 1,66875-10

o, =13550,8kPa

Ja para o ponto B, a tensdo normal ¢ dada por:

Oy = 10 —— L10 — -100~10‘3+&_6-—50~10—3 =
3,0-10 2,54-10 1,66875-10

o, =—15978,6kPa

No ponto C a tensdao normal ¢ igual a:
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10 1,10 0,50

o = - _5-—100-10_3+—_6-50-10_3 =
3,010 2,54-10 1,66875-10

o. =22645,3kPa

Finalmente, a tensdo normal no ponto D ¢ dada por:

op=t® MO yygeey 00 500 o
3,0-107  2,54-10 1,66875-10

o, =—6884,2kPa
Constata-se que a tensdo normal atuante nos pontos A e B possuem sinais

opostos. Dessa forma, espera-se que a linha neutra passe pela fibra superior da se¢do. A

equagao da linha neutra ¢ dada por:

o 10 L 050 g N
3,0-10°  2,54-10° > 1,66875-10°
yo_ 10 254107 0,50 2,54-10°

= . —+
3,0-107° 1,10 1,66875-107° 1,10

y=0,0769+6,91862
Quando a equacdo anterior ¢ avaliada nas coordenadas y iguaisa 110 mm e -110

mm, ou seja, nos extremos da se¢cdo obtém-se:
y=110-10" = 110-10° =0,0769+6,9186z = z=4,784-10"m
y=-110-10" = -110-10"=0,0769+6,91862 = z=-27,014-10"m
Portanto, devido a presenga da carga axial, verifica-se que a linha neutra nao

passa pelo centro de gravidade da se¢do. A posicdo da linha neutra na se¢do transversal

¢ a indicada na Fig. (18.5).

]
L..-'-{

Figura 18.5 Posigdo da linha neutra.
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18.2.2 — Exemplo 2

Determine os momentos equivalentes devido a carga axial excéntrica aplicada na
se¢do transversal mostrada na Fig. (18.6). Além disso, sabendo que P =80kN,
determine a equagdo da linha neutra. As dimensdes mostradas na Fig. (18.6) estdo em
mm.

Como a secdo transversal considerada apresenta apenas um eixo de simetria,

eixo Y, deve-se determinar a posicdo do centro de gravidade em relacdo a este eixo.

Assim:
ycg=10-110~105+10~100~50 ycg=78,81mm
10-110+10-100
10 é
y P

- |l
100 -

o

|

|
M50 Mo 50 |

Figura 18.6 Secdo transversal em analise. Dimensdes em mm.

As propriedades geométricas da se¢do transversal podem ser calculadas como:

A=110-10+100-10 = A=2100mm’> = A=2,1-10"m’

3 3
I :%4_10.100.(50—78,81)2 +%+110-10-(105—78,81)2

z

|, =2427023mm* = 1,=2,427023-10"°m*

~100-(10)’ N 10-(110)’
Y12 12
Devido a posicao do centro de gravidade da secdo, as excentricidades do ponto

|, =1117500mm* = 1 =1,1175-10"m*

de aplicagao da carga sdo iguais a:

e, =100-78,81 = e, =2119mm e, =—55mm
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Assim, os momentos introduzidos pela presenga da carga excéntrica podem ser

calculados como:

M,=-Pe, = M,=—(-80)-21,19-10° = M, =1,6952kN-m

z y

M,=Pe, = M, =(-80):(-55-10") = M, =4,40kN -m

y z
A expressao da linha neutra pode ser facilmente escrita com base na equagdo
geral da flexdo para o caso onde cargas axiais excéntricas atuam, Eq.(18.3). Assim:
-80 1,6952 4,40
o= 3 Syt 6
2,1-10 2,427023-10 1,L1175-10
. -80 .2,427023-10‘6 N 4,40 . 2,427023-10°°
2,1-107° 1,6952 1,1175-107° 1,6952
y=-0,05454+5,6371z

y

18.3 —Nucleo de Ataque em Barras Curtas Comprimidas

Quando um elemento de barra geral esta solicitado por um momento fletor, sabe-
se que no plano de sua secdo transversal serdo desenvolvidas tensdes normais que
variam linearmente ao longo de seu dominio. Assim, parte da se¢do transversal estara
tracionada e a parte complementar comprimida. Quando uma forga axial excéntrica ¢
aplicada na se¢do transversal, a translacdo desta forca até o centro de gravidade da se¢do
gera a presenca de momento(s) fletor(es). Nessa situacdo, a distribui¢do das tensdes
normais no dominio da secdo transversal permanece linear, porém nio simétrica em
relagdo ao centro de gravidade da segao.

Em muitas aplicacdes de engenharia, ¢ de interesse do projetista que as tensdes
normais atuantes na se¢do transversal de barras solicitadas por cargas excéntricas
apresentem um sO sentido, ou seja, as tensdes devem ser apenas trativas ou
compressivas. Tal verificacdo tem especial importancia no projeto de estruturas de
concreto protendido e elementos de fundacdes, onde deseja-se que apenas tensdes de
compressdo sejam desenvolvidas. O conjunto de pontos possiveis onde a carga axial
excéntrica pode ser aplicada de forma a gerar tensdes que ndo mudam de sentido ¢
conhecido como nucleo de ataque.

Para se¢Oes transversais comumente utilizadas em estruturas, o nucleo de ataque

pode ser facilmente determinado. Pode-se considerar, por exemplo, uma secdo
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transversal retangular, de base b e altura h, mostrada na Fig. (18.7), submetida a agao de
uma for¢a axial excéntrica de intensidade P. Nessa situacdo, as tensOes normais

produzidas por P podem ser calculadas por meio da Eq.(18.3). Sabendo que as inércias

em relacdo aos eixos Y e Z sdo iguais a:

b-h’ h-b’
IZ= I:
12 S )
Pode-se reescrever a Eq.(18.3) como:
Pe Pe P 12Pe 12Pe
=— 4 Yy z_7 = -+ Y v4 Zyz 18.4
T2 Ton T TTA T Y Th (154
12 12
Z—T
h

| b |

‘1 A

Figura 18.7 Se¢do transversal retangular.

Para que a tensao normal ndo mude seu sinal no dominio da secao transversal, a
tensdo normal deve ser pelo menos nula em um de seus extremos. Assumindo que a
carga excéntrica esteja contida no eixo Yy, como mostrado na Fig. (18.8), pode-se

determinar a excentricidade limite €, a partir da Eq.(18.4). Nessa situagdo, a fibra

superior, maior Y positivo, devera apresentar tensdo normal nula. Assim:

Figura 18.8 Carga excéntrica atuante no eixoy.

12P(—e . 12P(—e
o=ty (3y)y+12P3Oz = 0=E+(—3y)D =
A b-h h-b A b-h* 2 (18.5)
h
ey:g
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Assumindo agora que a carga excéntrica esteja posicionada ao longo do eixo z,
como mostrado na Fig. (18.9), a excentricidade limite e, pode ser determinada por

meio da Eq.(18.4) sabendo que a tensdo normal deve ser nula nas fibras posicionadas ao

longo da maior ordenada z. Portanto:

P 12P-0_ 12P(-¢,) P 12P(-¢,)b
=—+ Y+ — 7 = 0=—t—-——"— =
A b-h h-b A hb 2
(18.6)
b
e, =—
6

Com base nos resultados apresentados nas Eq.(18.5) e Eq.(18.6), pode-se
intuitivamente perceber que quando a carga excéntrica estd contida nos eixos
coordenados e, além disso, esta apresenta excentricidades Y e z positivas, ao contrario do
efetuado anteriormente, as excentricidades limites ao longo dos eixos Yy e Z sdo as

mesmas apresentadas nas Eq.(18.5) e Eq.(18.6), respectivamente.

Figura 18.9 Carga excéntrica atuante no eixo z.

Assim, quando a carga excéntrica encontra-se posicionada ao longo dos eixos

coordenados, as excentricidades limites sdo as ilustradas na Fig. (18.10).

Figura 18.10 Pontos do nicleo de ataque ao longo dos eixos coordenados.

Para a determinacdao do contorno do nucleo de ataque entre os pontos limites
ilustrados na Fig. (18.10), deve-se considerar o caso em que a carga excéntrica
encontra-se localizada fora dos eixos coordenados. Esse caso ¢ ilustrado na Fig.(18.11)
onde a carga excéntrica atuante ¢ compressiva. As tensdes normais, para a solicitagao

apresentada na Fig. (18.11), sao dadas por:
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Figura 18.11 Determinagéo do contorno do nticleo de ataque.

P 12(-P)(e)  12(P) (e,

=+ +
“on W h-b’

Como a carga excéntrica atuante ¢ compressiva, toda a secdo transversal deve

(18.7)

estar comprimida. Assim, para que a tensdao atuante ndo mude seu sinal, ou seja, passe
de compressao a tracdo em qualquer ponto da se¢do, a tensao normal na regido mais

tracionada, no caso apresentado na Fig. (18.11) o ponto formado pelas coordenadas

(y, Z) = D,E , deve ser nula. Portanto:
2°2

-P 12Pe, h 12Pe, b 6e, 6e
= + T+ = —=0 = l=—+
b-h b-h" 2 hb 2 h b

( 6ezjh
e, =|1-—=% |-
b )6

Como mostrado na Eq.(18.8), verifica-se que e, varia linearmente com e, .

o

(18.8)

Dessa forma, para os casos de se¢des transversais retangulares o nucleo de ataque fica

delimitado pela regido hachurada mostrada na Fig. (18.12).

Figura 18.12 Nucleo de ataque para segoes retangulares.

De forma semelhante, pode-se também definir o nicleo de ataque de secdes

transversais circulares. Sabendo que nessas secdes o momento de inércia ¢ igual a

4 2

zd . zd .. . . ,
e a area igual a AzT, a excentricidade limite que delimita o ntcleo de

d :
ataque ¢ dada por € = 3’ sendo d o didmetro da segéo.
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18.4 —Flexdo em Barras de Secao Transversal Assimétrica

Durante o capitulo 17 foram estudados problemas mecanicos relacionados a
analise das tensdes normais atuantes em elementos de barra geral submetidos a esforgos
de flexdo cujas se¢des transversais apresentavam pelo menos um eixo de simetria.
Naquela oportunidade foi demonstrado que as deformagdes normais variavam
linearmente ao longo da altura da secdo. Como consequéncia, assumindo a validade da
lei de Hooke, as tensdes normais variavam também linearmente ao longo da altura da

secdo, como ilustrado na Fig. (18.13).

Emax Omax

7 =
ey L\ 5 oNE- 7

—

- | <

Figura 18.13 Tensdes e deformacdes atuantes em problemas de flexao.

As variagdes das deformagdes e tensdes normais ao longo da altura da secdo

podem ser expressas em fungdo das tensdes e deformagdes maximas atuantes. Assim:

gz—(ngMAx Gz_(leMAX (18.9)
C C

Com base nas hipdteses de equilibrio do elemento estrutural, ¢ possivel
relacionar a tensao normal no plano da se¢do transversal ao momento fletor atuante. Das
condi¢cdes de equilibrio tem-se, inicialmente, que a somatodria das forcas em relagdo ao
eixo da barra deve ser nula. Assim, assumindo por simplicidade que a barra possua

se¢do transversal retangular, como apresentado na Fig.(18.14), tem-se:

YF=0 = [dF=0 = [odA=0 = G""%IydA:O (18.10)
A A A

Figura 18.14 Tensdes e deformagdes atuantes em problemas de flexo.
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A Eq.(18.10) ¢ atendida uma vez que a integral mostrada representa 0 momento
estatico da secdo, o qual ¢ nulo em relacao ao centro de gravidade da se¢do. Para que as
condi¢des de equilibrio sejam atendidas, deve-se também verificar se a somatoria dos
momentos fletores € nula em relacao aos eixos Z e y. Assim:

YM,=0 = [ydF-M,=0 = M, =[oydA =

§ * (18.11)

z

M, = - s [y
¢ A

Sabe-se que a integral Iysz representa o momento de inércia da se¢do em
A

relagdo ao eixo z. Portanto, a Eq.(18.11) pode ser reescrita como:

M, = —Zwax | (18.12)
C

As Eq.(18.10), Eq.(18.11) e Eq.(18.12) foram apresentadas e aplicadas aos
problemas discutidos no capitulo 17. Porém, naquela oportunidade, ndo foi verificado se
a somatoria dos momentos fletores em relacdo ao eixo Yy era atendida. O equilibrio dos
momentos em relacao ao eixo Yy pode ser efetuado como:

>M, =0 = [2dF=0 = M, =0=[ozdA =

A A (18.13)

y

M :O:_Mj‘ysz
c A

A integral J. yzdA apresentada na Eq.(18.13) é denominada produto de inércia de
A

uma area, sendo uma propriedade geométrica de area assim como o sdo o momento de
inércia € 0 momento estatico. O produto de inércia apresenta valor nulo quando a area
considerada possui pelo menos um eixo de simetria. Dessa forma, para os problemas
estudados no capitulo 17, esta integral era nula e consequentemente a somatoria dos
momentos em torno do eixo Y era automaticamente atendida.

No entanto, o produto de inércia ndo ¢ nulo em secdes transversais assimétricas.
Dessa forma, para o estudo de problemas envolvendo a avaliagdo das tensdes normais
em barras de secoes transversais assimétricas submetidas a flexao deve-se considerar o
termo dependente do produto de inércia. Este estudo sera apresentado neste capitulo.
Porém, antes de mostrar a formulacdo e as hipoteses assumidas para este problema
deve-se estudar um pouco mais sobre a determinagao das propriedades geométricas das

segoes, em especial o calculo do produto de inércia.
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18.4.1 — Propriedades Geométricas das Se¢Ges. Produto de Inércia

Conforme apresentado na Eq.(18.13), se a secdo transversal for definida pelos

eixos Yz, o produto de inércia € definido por:

l,, = j yzdA (18.14)
A

Quando o produto de inércia € calculado para uma area que possua pelo menos
um eixo de simetria seu valor torna-se nulo. Para a avalia¢do do produto de inércia em
relacdo a um eixo qualquer, pode-se aplicar o teorema dos eixos paralelos. Por meio
desse teorema, obtém-se que o produto de inércia em relagdo a eixos distantes Ay e Az
de um eixo de referéncia qualquer é dado por:

L, =I(y+Ay)(z+Az)dA =
A (18.15)

I, = j yzdA + AyJ' ZdA + AZJ. ydA + AyAz_[ dA
A A A A

O primeiro termo apresentado na Eq.(18.15) refere-se ao produto de inércia da
area em relacdo ao seu proprio centro de gravidade. Os dois termos seguintes
representam o momento estatico da area, em relagdo aos eixos y e z respectivamente.
Estes termos serdo nulos, uma vez que sdo avaliados em relagdo ao centro de gravidade
da érea considerada. Finalmente, o Gltimo termo da Eq.(18.15) resulta no produto das
distancias envolvendo o eixo considerado e o centro de gravidade da area, e a area

analisada. De uma forma mais compacta, a Eq.(18.15) pode ser reescrita como:

l, = T, + AyAZA (18.16)

yz

sendo que o termo E representa o produto de inércia da area em relacdo ao seu

proprio centro de gravidade.
18.4.2 —-Exemplo 3

Determine o produto de inércia da area mostrada na Fig. (18.15), cujas

dimensdes estdo apresentadas em mm.
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L B

400
| 100 y

| A
100 Z<—l Be

400

1100,

[ Lyl

600

Figura 18.15 Area considerada. Dimensdes em mm.

O primeiro passo para a solucao deste exemplo ¢ a determinacdo do centro de
gravidade da area analisada. Assim:

~300-100-550+100-600-350+300-100-150

Yoo Yeg =350mm
300-100+100-600+300-100
300-100-550+100-600-300+300-100-50
oy = Z,, =300mm
300-100+100-600+300-100

A area considerada foi subdividida em trés subareas denominadas A, B e¢ C,
conforme indicado na Fig. (18.15). Assim, o produto de inércia da area total sera igual a

somatodria do produto de inércia de cada uma das areas isolada. Assim:
1A =(300-100)-200-250 = 1A =1,50-10"mm*
12 =(100-600)-0-0 = 15 =0mm*
15, =(300-100)-(-200)-(-250) = I, =1,50-10" mm*
Assim:

l, =1, +1,+1, = 1,=150-10"+0+1,50-10° = 1,=3,0-10"mm*

yz z
18.4.3 — Inércias Principais

Em diversas aplicacdes de engenharia, os projetistas desejam determinar os

valores dos momentos de inércia e do produto de inércia em relagdo a eixos
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coordenados rotacionados em relacdo a um sistema de referéncia previamente definido.
Nessa situagdo, as propriedades geométricas da area analisada sao definidas em relagdo
ao sistema de referéncia yz, por exemplo, sendo necessario o conhecimento dessas
propriedades em relagdo a um sistema rotacionado y’z’, conforme apresentado na Fig.
(18.16).

Para tal finalidade, os pontos definidos no sistema rotacionado y’z’ podem ser
escritos em fungdo de suas coordenadas no sistema Yyz. Por meio de fungdes
trigonométricas basicas e da Fig. (18.16), pode-se escrever que:

y'=ycos(0)+zsen(0) {y'}z{cos(ﬁ) sen(H)My} (18.17)

z'=—ysen(0)+zcos(6) z'| |-sen(8) cos(0) ||z

,%

Figura 18.16 Coordenadas dadas em sistemas rotacionados.

Assim, as propriedades geométricas da area, em especial os momentos de inércia
e o produto de inércia em relagcdo aos eixos Y’ e z’, podem ser obtidas avaliando estas
grandezas utilizando as coordenadas Yy’z’ mostradas na Eq.(18.17). Dessa forma,

sabendo que:
I, =[(z) dA L= {(y") dA I, =[y'z'dA  (18.18)
A A A

Os momentos de inércia e o produto de inércia, referenciados ao sistema

rotacionado y’Z’, podem ser escritos como:
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I, = yz -+ y2 ~cos(26)—1,sen(20)
S N
|, = y2 — y2 cos(26)+1,,sen(20) (13.19)

I, -1
- V2 ~sen(20)+ 1, cos(20)

I,

A dedugdo da Eq.(18.19) foi omitida nessas notas por simplicidade. No entanto,
para tal finalidade, basta substituir os valores das novas coordenadas y’e z’ apresentadas
na Eq.(18.17) na Eq.(18.18).

As expressdes mostradas na Eq.(18.19) relacionam os momentos de inércia e o
produto de inércia, definidos em relagdo ao sistema y’z’, com estas propriedades de area
calculadas em relagdo a um sistema de coordenadas previamente definido, yz. Deve-se
notar que estas expressoes dependem do angulo de inclinagdo entre os eixos y e y’, o
qual ¢ positivo se medido no sentido anti-horario. Devido ao carater periddico das
fungdes trigonométricas envolvidas, cosseno e seno, ¢ intuitivo perceber que haverdo
angulos particulares nos quais os valores das propriedades geométricas da area serao
extremos, ou seja, maximo ou minimo. Para a determinacdo desses angulos, devem ser
empregados os conhecimentos do cdlculo diferencial, o qual prevé que a fungdo
apresentara valores extremos quando sua derivada primeira for nula (ponto de inflexdo).
Assim, os eixos em relagdo aos quais os momentos de inércia apresentardao valores
extremos podem ser obtidos como:

GIR I, —1 21
dgyz— yz “2sen(20)-21,,cos(20)=0 = tan(29)=| yl (18.20)

y z

A Eq.(18.20) fornece dois angulos 6, €0, , os quais sdo defasados de 90°, que

definem dois eixos em relacdo aos quais os momentos de inércia apresentam seus
valores extremos. Os valores dos momentos de inércia em relag@o aos eixos dados pela
Eq.(18.20) podem ser facilmente determinados substituindo seus dngulos na primeira

das expressoes apresentadas na Eq.(18.19). Efetuando este procedimento obtém-se:

I, +1 -1y
Lviax i = y2 ~ ( y2 ZJ +|i (18.21)

As inércias extremas definidas na Eq.(18.21) sdo denominadas momentos
principais de inércia e os eixos onde estas atuam eixos principais de inércia. Os eixos

principais de inércia apresentam uma caracteristica importante e que deve ser
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enfatizada. Em relagdo a estes eixos, ou seja, nos eixos em relacdo aos quais as inércias
sd0 maxima ou minima, o produto de inércia ¢ nulo. Essa conclusdo, que sera omitida
aqui por simplicidade, pode ser facilmente obtida substituindo-se os angulos
determinados na Eq.(18.20) na expressdo que relaciona o produto de inércia a eixos
quaisquer, terceira equacao mostrada na Eq.(18.19).

Quando uma dada area apresenta dois eixos de simetria, os eixos principais de
inércia sdo os proprios eixos de simetria. Quando uma se¢do apresenta apenas um eixo
de simetria, um eixo principal de inércia encontra-se sobre o eixo de simetria enquanto
0 outro eixo encontra-se localizado perpendicularmente ao eixo de simetria. Quando a
secdo ¢ assimétrica, os eixos principais sao determinados por meio da Eq.(18.20) e seus

valores pela Eq.(18.21).

18.4.4 —Exemplo 4

Determine os momentos principais de inércia e a inclinagdo dos eixos principais
da secdo transversal mostrada na Fig. (18.17), cujas dimensdes estdo apresentadas em

mm.

L

400
| 100 y

s A
100 Z<—l Be

400
| 100,

*

600

Figura 18.17 Area considerada. Dimensdes em mm.

Conforme calculado no exemplo 3, tem-se que:

Yo =350mm Z,, =300mm l,, =3,0-10"mm*
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Assim, para a determinacdo dos momentos principais de inércia e das
inclinagdes dos eixos principais, devem ser determinados os momentos de inércia em

relagdo ao sistema yz. Portanto:

100- ’ (100)  100- }

1, = 100-000) (300) +1oo-3oo-(550—350)2+600 (100)" , 100-(300) ,
12 1 12
100-300-(150-350)° = 1,=2,90-10’mm* = 1,=2,90-10"m*
300-(100)’ 100-(600)" 300-(100)’
|y=1(—2)+100-300-(550—300)2+ (600) , 1(2 ),

100-300-(50—300)2 = Iy=5,60-109mm4 = Iy=5,60-10‘3m4

Assim, as inércias principais sdo calculadas com base na Eq.(18.21). Dessa forma:

2
| LT P (P PR
MAX /MIN 2 2 vz

5,60-10° +2,90-107° 5,60-10° -2,90-10"" ’ 32
Lyax v = B i\/E 2 ] +(350'10 3)

I vax min =4,25-107%3,290-10°"
lyax =7,54-10°m* Ly =9,60-10m*

As inclinacdes dos eixos principais sdo obtidas por meio da Eq.(18.20). Assim:

0] 9.3.0.10°
tan (20) = T tan (20) = 5.60 1203,021(9)»0 10°
o, 60.10" —2.90-

tan(20)=-2,22222 = 6, =-32,886° =

0,,=0,+90° = 6,=-32,886"+90° = 40 ,=57,114°

Para determinar em qual das inclinagdes atuam cada uma das inércias principais
encontradas, deve-se substituir os angulos calculados anteriormente na primeira das

expressoes apresentadas na Eq.(18.19). Assim:

. 5,60-107+2,90-10" s 5,60-10°-2,90-107
Y 2 2
~3-107sen[2(-32,886)] = 1,=7,54-10"m*

cos[2(-32,886)]

Dessa forma, em torno do eixo rotacionado de -32,886° atua a maior das inércias
principais calculadas. Consequentemente, em torno do eixo rotacionado de 57,114°
atuara a menor inércia principal. Conforme mostrado na Fig. (18.18), em torno do eixo

Imax encontra-se a maior por¢ao de area afastada do centro de gravidade, enquanto em
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torno do eixo ImiN, por outro lado, maior por¢do de area encontra-se proxima ao centro

de gravidade.

[100

400

400

100,

600

=

Figura 18.18 Orientagdo dos eixos principais.

18.4.5 -Exemplo 5

Determine os momentos principais de inércia e a inclinagdo dos eixos principais
da secdo transversal mostrada na Fig. (18.19), cujas dimensdes estdo apresentadas em
mm.

Para resolver este exemplo deve-se, inicialmente, determinar as coordenadas do
centro de gravidade da secdo. Assim:

.. = 200-10-100+10-90-5

0 200-10+10-90
, 200-10-5+10-90-55
« 200-10+10-90

Yeg = 70,517 mm

Z,, =20,517mm

Com base nas coordenadas do centro de gravidade da se¢do transversal podem
ser determinados os valores dos momentos de inércia em relacdo aos eixos Yy e z. Dessa

forma:

3 3
| =%+200-10-(100—70,517)2 +w+90-10-(5—7o,517)2

z

l,=1,2276-10'mm* = 1,=1,2276-10"m*
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~200-(10)

3
1, T+200-10-(5—2o,517)2+M

+90-10-(55-20,517)°
l,=2,1759-10°mm* = 1 =2,1759-10"m*

10

200 AY

NA

10

100 |
.

Figura 18.19 Area considerada. Dimensdes em mm.

J& o produto de inércia ¢ dado por:

l,, =200-10-(100—70,517)-(20,517—-5)+90-10-(5-70,517)-(20,517 - 55)
l,, =2,9483-10°mm* = 1 ,=2,9483-10"m*

As inércias principais podem ser determinadas utilizando a Eq.(18.21). Assim:

2,1759 107 + 1,2276- 107
MAX /MIN — *

2

\/( 2,1759-10° -1,2276-107
2

2
J +(2,9483-10°)’

Fvax min = 7a2260‘1076 * 5,8477'1076
lyax =1,3074-107m* Ly =1,3783-10°m*

As inclinacdes dos eixos principais sdo obtidas por meio da Eq.(18.20). Assim:

=21 9. 106
tan (20) = % = tan(20)= 2 2,2483 10 .
-1, 2.1759-10° —1,2276 10

tan (20) =0,583816 = 6, =15,138° =
0,,=6,,+90° = 6,=15138°190° = 6, =105,138°
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Para determinar em qual das inclinagdes atuam cada uma das inércias principais
determinadas, deve-se substituir os angulos calculados na primeira das expressdes

apresentadas na Eq.(18.19). Assim:

. 2,1759-10° +1,2276-107° N 2,1759-10° -1,2276-107°
Y 2 2
—2,9483-10°sen(2-15,138°) = I'y =1,3783-10°m*

cos(2-15,138°)

Portanto, em torno do eixo inclinado de 15,138° atua a menor inércia principal,

enquanto o eixo inclinado de 105,138° contém a maior inércia principal.
18.4.6 —TensGes Normais na Flexdo de Sec¢Bes Transversais Assimétricas

Os problemas envolvendo a determinacdo das tensdes normais na flexao
estudados até o momento assumiam que a se¢do transversal considerada apresentava
pelo menos um eixo de simetria. Isso simplificava sobremaneira o calculo, uma vez que
0s eixos principais de inércia localizam-se sobre os eixos de simetria da secao.

Para a andlise das tensOes normais em barras fletidas de secdo transversal
assimétrica, a equacdo geral das tensdes normais na flexdo, estudada no capitulo 17,
permanece valida. Porém, esta equacdo deve ser avaliada considerando os momentos
principais de inércias, de forma que o produto de inércia seja nulo e a Eq.(18.13) seja
atendida. Consequentemente, os momentos fletores atuantes devem ser decompostos
segundo os eixos principais de inércia, os quais sao determinados conhecendo-se os
valores das inércias em relagao a um sistema conhecido.

Dessa forma, as tensdes normais na flexdo de barras de secdo transversal

assimétrica podem ser determinadas por meio da seguinte relagao:
.M,
s=N_M M, (18.22)

onde as variaveis que contém ° referem-se aos eixos principais de inércia.

Portanto, com os eixos principais de inércia conhecidos e os valores dos
momentos fletores determinados segundo os eixos principais, a analise das tensdes
normais na flexdo pode ser efetuada utilizando-se a mesma metodologia aplicada no

capitulo 17.
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18.4.7 —Exemplo 6

A secdo transversal mostrada na Fig. (18.20) estd submetida a acdo de um
momento fletor atuante ao longo do sentido positivo do eixo z, cuja intensidade ¢ Mo.
Determine o maior valor de Mo de forma que a tensdo normal maxima atuante nesta

secdo seja igual a 82 MPa.
120 1

1 l

120 -

Mo

Figura 18.20 Area considerada. Dimensdes em mm.

O primeiro passo para a resolucdo deste problema ¢ a determinacdo das
coordenadas do centro de gravidade da se¢do. Assim:

1201260 +108-12-(108 +6)

=85,58mm
Yeg 120-12+108-12 Yeq
120-12-6+108-12-(54 +12)
ch = ch = 34,42 mm
120-12+108-12

A partir das coordenadas do centro de gravidade, as quais estdo ilustradas na Fig.
(18.21), os valores dos momentos de inércia e do produto de inércia ficam definidos

CcOomo:

3 3
l, =%+12-120-(60—85,58)2 +%+108-12-(114—85,58)2

l,=3,73257-10°mm* = 1,=3,73257-10"°m*

120-(12)’

y

3
+120-12-(6—34,42 )2+%+12-108-(66—34,42)2

I, =3,73257-10°mm* = 1, =3,73257-10°m*
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l, =12-120-(34,42-6)-(60-85,58)+108-12-(34,42 — 66)- (114 —85,58)
I, =-2,21002-10°mm* = 1, =-2,21002-10°m’

Dessa forma, as inércias principais podem ser avaliadas utilizando a Eq.(18.21).

Assim:
3,73257-10°+3,73257-10°
IMAX/MIN = T
2
-6 6 \?
\/{3,73257 10 -3,73257-10 j +(_2’21002'1076)2
2
Lunc oy = 3,73257-107°+2,21002-107°
Lyax = 5,94259-10°m* Ly =1,52255-10°m*
34,42
y
|
85,58
| 3442 | 8558 |

15 § I

Figura 18.21 Coordenadas do centro de gravidade. Dimensdes em mm.

Os eixos principais podem ser calculados utilizando a Eq.(18.20). Dessa forma:

21, ~2-(-2,21002-10"°)
tan (26) = 2 = tan(20)= — — =

I, -1, 3,73257-10° —3,73257-10
tan(20)=0 = 6, =45 =

0,,=0,+90° = 6,=45°490° = @ =135°

Deve-se utilizar a Eq.(18.19) para determinar em qual das inclinacdes

determinadas acima atuam cada uma das inércias principais determinadas. Assim:

. 3,73257-107°+3,73257-10°° 3,73257-10°-3,73257-10°°
= +

Y 2 2

—(—2,21002'10’6)sen(2-45°) = I'y =5,94259-10°m*

cos(2-45)

Portanto, verifica-se que em torno do eixo inclinado de 45° atua a maior inércia

rincipal, enquanto o eixo inclinado de 135° contém a menor inércia principal.
9
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Para que as tensdes normais sejam determinadas, deve-se agora decompor o
momento fletor aplicado ao longo dos eixos principais de inércia. Esse procedimento,

conforme ilustrado na Fig. (18.22), conduz a:

2

M, =M, cos(45°) = M;=7M0
M, =Msen(45°) = Méz%Mo

Figura 18.22 Sistema de eixos principais e decomposi¢do do momento aplicado.

Existem dois pontos criticos nesta secdo, os quais estdo apresentados na Fig.
(18.23). No ponto A atua a maior tensdao de tracdo, enquanto no ponto B encontra-se a
maior tensdo compressiva. Porém, pelo fato do ponto A encontrar-se mais distante do
centro de gravidade que o ponto B, verifica-se facilmente que a tensdo normal atuante
no ponto A sera de maior intensidade (ou em valor absoluto) que a tensao atuante no
ponto B. Consequentemente, o ponto a ser verificado nesta analise € o ponto A.

Por meio da Eq.(18.17) pode-se determinar as coordenadas do ponto A com

relacdo ao sistema de eixos principais. Dessa forma:

y' cos(45) sen(45)|[ 85,58 y' 0,7071  0,7071][ 85,58
= - =

z' —sen(45) cos(45)|| 22,42 z' -0,7071 0,7071 || 22,42

y' 76,367
= mm

z' —44,660

Sabendo que a tensdo normal atuante no ponto A pode ser calculada com a

Eq.(18.22) tem-se:
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/2 oy

7M0

Op= -t (~44,660-107 )+ —2———(76,367-10") =
1,52255-10 5,94259-10
o, =29828M,

Como a tensdao admissivel do material ¢ igual a 82 MPa, tem-se que 0 momento

aplicado deve ser no maximo igual a :

c,=29828M,=82-10 = M, =2,749kN -m

BY
i
I
‘j

Z

A

|
12 2242 |

Figura 18.23 Ponto a ser analisado.

18.4.8 —Exemplo 7

Determine a tensdo normal, atuante no ponto P da Fig.(18.24), gerada pela agao
de um momento fletor M, = -20,0kNm .

A secdo transversal apresentada na Fig. (18.24) ¢ a mesma analisada nos
exemplos 3 e 4 discutidos anteriormente neste capitulo. Das analises anteriores tem-se
que:

Yoo =350mm ;5 z, =300mm ; I, =5,60-10"m*; 1, =2,90-10"m*;

l,, =3,0-10°mm*; I, =7,54-107m* ; 1, =9,60-10"m* ;

0, =-32,886°;0,=57,114°

pr—

A posi¢ao dos eixos principais de inércia € apresentada na Fig. (18.25).
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400

-
=]
=]
=

' A
100 Eq—l

400
{100

. 600
I

Figura 18.24 Secdo transversal considerada. Dimensdes em mm.

A decomposi¢do do momento fletor atuante, M, = -20,0kNm, em relacdo aos

eixos principais y’z’ pode ser efetuada por meio da matriz de rotacdo apresentada na Eq.
(18.17). Portanto:

My | [ cos(-32,886°) sen(—32,886°)}[M } N

y
| —sen(-32,886°) cos(-32,886°) || M

z

M,
M| [0,840 —0,543] 0 M| [10,86
M| [0,543 0,840 |20 M. | [-16.8

As coordenadas do ponto P, em relag@o ao sistema de referéncia y’z’, podem ser
obtidas utilizando a Eq.(18.17). Dessa forma:

[y} { cos(-32,886°) sen(—32,886°)“350}

A —sen(—32,886°) cos(—32,886°) | 200
[y} {0,840 —0,543“350} {y} { 185,4 }mm
z' 0,543 0,840 || 200 z' 358,05
Portanto, a tensdo normal atuante no ponto P pode ser calculada por meio da
Eq.(18.22). Assim:

~16,80 L 10,86 ,3 KN
oo =———22" 185,410 +———""_358.05-10"° = o, =3760,20
P 9,60-10 7,54-107 P /nz
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I —

Figura 18.25 Localizacdo dos eixos principais.

18.5 —Flexao em Barras de Secdo Transversal Assimétrica considerando

Materiais Ndo-Homogéneos

A metodologia para a determinacdo das tensdes normais na flexdo apresentada
no item anterior foi desenvolvida considerando que o elemento de barra geral era
composto por um Unico material. Assim, a barra geral fletida possuia se¢ao transversal
assimétrica formada por um Unico material, o qual assumiu-se homogéneo. Porém, o
procedimento apresentado pode ser também aplicado ao caso onde a barra geral fletida
de secdo transversal assimétrica ¢ composta por materiais de diferentes modulos de
elasticidade longitudinal, formando um sistema ndo homogéneo.

Nos problemas de flexdao envolvendo barras de secao transversal assimétrica em
sistemas ndo homogéneos, a metodologia anteriormente apresentada pode ser aplicada
desde que um processo de homogeneizacdo seja considerado. Este processo de
homogeneizagdo foi mostrado e aplicado no capitulo 17, onde a flexdo de barras nao
homogéneas de secdo transversal com pelo menos um eixo de simetria foi estudado.
Assim, aplicando o processo de homogeneizacdo descrito no capitulo 17 junto a
metodologia apresentada no item 18.4 pode-se determinar as tensdes normais devido a

flexdo em barras ndo homogéneas de se¢do transversal assimétrica.
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18.5.1 —-Exemplo 8

Determine as tensdes normais méaximas devido a flexo-compressdo na secao
transversal ndo homogénea apresentada na Fig. (18.26). Nesta se¢do atuam

M, =10kNm, M =6kNme N =-2kN . Além disso, as propriedades materiais sdo as
seguintes: E, =100GPa, E, =150GPae E, =200GPa.

Para a solugdo deste problema devem ser, inicialmente, determinados os fatores

de homogeneizacdo. Tomando o material 3 como referéncia, estes fatores assumem os

seguintes valores:

E 100
n13_E—; = nBZT.O n13:(),5
E 150
n,, :E_j = N, =500 n, =0,75
® 1
VA
o 2
\ zq— ]
10 50 10

Figura 18.26 Secdo transversal considerada. Dimensdes em cm.

O valor da area homogeneizada da se¢do assume o seguinte valor:

A=0,5-(10-50)+0,75-(70-10)+10-50 = A=1275cm’

A coordenada Y, do centro de gravidade da secdo fica assim determinada:
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0,5-(10-50)-85+0,75-(70-10)-55+10-50-25
0,5-(10-50)+0,75-(70-10) +10-50

Yeg = = Y, =49,118cm

Assim, o valor do momento de inércia da secao em torno do €ixo Z assume o

seguinte valor:

z

3
| ={wﬂo-so-(ss—49,118)2]-0,5+

3

70-(10)’ 10-(50
{%4_70.10.(55_49,118)2}.0,75+%+10-50-(25—49,118)2 =
I, =7,91507-10° cm®
Ja a coordenada z,, do centro de gravidade da secdo fica assim determinada:

,_0.5:(10:50):5+0,75:(70-10)-35+10-50-65
“ 0,5(10-50)+0,75-(70-10)+10-50

z,, =40,882cm

Dessa forma, o valor do momento de inércia em torno do eixo Yy pode ser assim

determinado:

y

3
! ={wﬂo-so-@—40,882)2}-0,5+

50-(10)°

3
{%4#0-10-(35—40,882)2}-0,75+ +10-50-(65-40,882)" =

I, =8,51507-10° cm*

Para que as tensdes normais na flexdo de secdes transversais assimétricas sejam
avaliadas, deve-se também determinar o valor do produto de inércia. Para a se¢do
transversal ndo homogénea assimétrica apresentada na Fig. (18.26) o produto de inércia
pode ser assim calculado:

l,, =[10-50-(85-49,118)(40,882—5)]-0,5+

[70-10-(55-49,118)(40,882~-35)]0,75+10-50(25—49,118)(40,882 - 65) =

l,, =6,30882-10° cm*

Dessa forma, as inércias principais podem ser avaliadas utilizando a Eq.(18.21).

Assim;
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_8,51507-10° +7,91507-10°

| =
MAX /MIN
2

\/[8,51507-105 ~7,91507-10°
2

lyax =1,45310-10°cm* Ly =1,89912-10°cm*

2
j +(6,30882-10°)

A direcdo dos eixos principais de inércia podem ser calculados utilizando a

Eq.(18.20). Dessa forma:

=21 -2-(6,30882-10°
tan (26) = 2 = tan(20)= ( - ) -
-1 8,51507-10°-=7,91507-10

y z

tan(20)=-21,0294 = 6, =-43,639°
0,,=0,+90° = 0, =-43,639°190° = 0,, =46,361°

Para determinar em qual das inclina¢des calculadas anteriormente atuam cada
uma das inércias principais encontradas, deve-se substituir os angulos calculados

anteriormente na primeira das expressoes apresentadas na Eq.(18.19). Assim:

. 8,51507-10° +7,91507-10°
, = 5 +
8,51507-10° -7,91507-10°
2
6,30882-10%sen| 2(—43,639°)| = 1, =1,45310-10°cm*

cos| 2(—43,639°) |-

Portanto, em torno do eixo principal rotacionado de -43,639° atua a maior das
inércias principais calculadas. Consequentemente, em torno do eixo rotacionado de
46,361° atuara a menor inércia principal. Conforme ilustrado na Fig. (18.27), em torno
do eixo Y’ encontra-se a maior por¢do de area afastada do centro de gravidade, enquanto
em torno do eixo Z’, por outro lado, maior por¢do de drea encontra-se préxima ao centro

de gravidade.
Os momentos fletores atuantes estdo definidos em relagdo aos eixos yz. No

entanto, para que a analise seja efetuada, estes esforgos solicitantes devem ser definidos
em relagdo ao sistema y’z’. A decomposi¢do dos momentos fletores atuantes em relagdo
aos eixos principais y’z’ pode ser efetuada por meio da matriz de rotagdo apresentada na

Eq. (18.17). Portanto:

Capitulo 18 — Carregamentos Axiais Excéntricos e Flexdo Assimétrica




Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 451

M| [ cos(-43,639°) sen(-43,639°)|[M,
= =
M. | |-sen (—43,639°) cos(—43,639°) || M,
‘M1 [0,7237 -0,6901][ 6 M ] [-2,559
M| 10,6901 0,7237 ]|10 M| [11378
3 1
yA o
| Sh2e t3s; /‘
A Va“é\ —2dge
o < A
- TN 2
Z4— |
3 B

Figura 18.27 Localizagdo dos eixos principais de inércia. Dimensdes em cm.

Os pontos onde as maiores tensdes normais irdo atuar sdo os pontos A ¢ B
apresentados na Fig. (18.27). Estes pontos estdo localizados nas posigdes extremas do
eixo y’. Assim, para que os pontos A e B sejam descritos em relacdo ao sistema y’z’ a
matriz de rotacdo apresentada na Eq. (18.17) deve ser empregada. Assim, para o ponto a

tem-se:
z' —sen (—43,639°) cos(—43,639°) 40,882
y'T 10,7237 —-0,69017[60,882 y|_[15.848]
= s =
z' 0,6901 0,7237 || 40,882 z' 71,601

Ja para o ponto B pode-se escrever que:

{y} _ { cos (—43,639°) sen(—43,639°)} {1 10— 49,118}
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y'l cos(—43,639°) sen(—43,639°)|[ -49,118
2'] | —sen(-43,639°) cos(—43,639°) || 40,882 -70

y' 0,7237 -0,6901|| —49,118 y' —-15,452 om
= - =
z' 0,6901 0,7237 || 29,118 z' -54,969
Assim, a tensdo normal atuante no ponto A, pode ser assim calculada:

2 11,378-(0,15848) —2,559-(0,71601)
GA=O,5' 4 -3 + -2
1275-10 1,89912-10 1,45310-10

o, =—545,632kN/m’

Jé& a tensdo normal atuante no ponto B assume o seguinte valor:
-2 11,378-(—0,15452) .\ -2,559-(-0,54969)
Op = -
® 1275-10" 1,89912-107° 1,45310-107
o, =1006,877kN/m’

Deve-se ressaltar que como o ponto B pertence ao material de referéncia, a

tensdao nele calculada ndo necessita ser multiplicada por nenhum fator de

homogeneizagao.
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19. — Tensoes de Cisalhamento na Flexao

19.1 — Introducéo

Elementos de barra geral submetidos a esfor¢os de flexdo estdo, normalmente,
também expostos a esforcos cortantes. Isso ocorre pelo fato dos momentos fletores
serem originados, em sua grande maioria, por forcas distribuidas ou concentradas ao
longo do comprimento do elemento estrutural. Assim, no problema de barras fletidas,
além das tensdes normais decorrentes da flexdo, estardo também presentes tensdes de
cisalhamento.

O esforgo cortante ¢ o resultado da distribuigdo das tensdes de cisalhamento ao
longo da secdo transversal (integracdo das tensdes de cisalhamento ao longo da secdo).
Estas tensdes atuam no plano da se¢do transversal e também ao longo do comprimento
da barra, como mostra o equilibrio de um elemento infinitesimal apresentado na Fig.
(19.1).

Tensiao de
cisalhamento
transversal

Tensio de
cisalhamento T
longitudinal <]

Figura 19.1 Distribuicdo das tensdes de cisalhamento no plano de uma segéo transversal.
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Mecanicamente, este efeito pode ser verificado por meio de um conjunto de
tabuas sobrepostas submetido a uma forga concentrada. Quando as tabuas estdo somente
sobrepostas (sem conexao entre elas) estas deslizam umas sobre as outras, como mostra
a ilustragdo a da Fig. (19.2a).

I)
l)

Téibuas sem acoplamento Tabuas com acoplamento
(@) (b)

Figura 19.2 Representacgdo da existéncia do cisalhamento longitudinal.

Porém, se as tdbuas forem mantidas unidas por algum mecanismo, todo o
conjunto deforma-se uniformemente, como ilustra o desenho b da Fig. (19.2b). Se as
tdbuas forem coladas, estas ndo deslizaram pelo fato do cisalhamento presente ser
resistido pela cola. Considerando agora que a barra fletida seja ndo mais composta por
tr€s tdbuas, mas sim por uma Unica, a tensdo de cisalhamento gerada pelo esfor¢co
cortante devera ser resistida pelas fibras do material, por meio da coesdo existente entre
suas particulas.

Devido a presenca das tensdes de cisalhamento no plano da se¢do transversal,
serdo também observadas deformacgdes distorcionais nessa regido, as quais apresentam
um padrao consideravelmente complexo, como indicado na Fig. (19.3). Segundo esta
figura, verifica-se que a se¢do transversal, inicialmente plana, ndo permanece plana apos

a deformagao.

lv

lv
l (a) Antes da deformagéo '

(b) Apds a deformacio

Figura 19.3 Deformagdes na secdo transversal.

Essa constatagdo nao obedece a uma das hipoteses da formulagdo das tensodes
normais na flexao, a qual previa que as se¢des transversais inicialmente planas e

perpendiculares ao eixo da barra permaneciam dessa maneira apds a deformacao.
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Embora essa observacdo seja realmente verdadeira, a deformagdo distorcional
observada ¢ suficientemente pequena, podendo ser desprezada nas aplicagdes praticas.
Isso ocorre, especialmente se secdes transversais esbeltas (aquelas cuja altura ¢ bem
maior que a base) sdo utilizadas, como correntemente observado nas aplicagdes de

engenharia.

19.2 — Formulacédo do Problema do Cisalhamento na Flexdo

Para que o equacionamento do problema mecanico envolvendo as tensdes de
cisalhamento na flexdo seja desenvolvido, deve-se efetuar o equilibrio de forgas,
atuantes ao longo da direcdo do eixo da barra, de um elemento infinitesimal pertencente
ao elemento estrutural. Para tal fim, deve-se considerar um elemento de barra geral
submetido a um conjunto de carregamentos que causam, nos pontos que constituem a
estrutura, esfor¢os cortante e de flexdo, como mostrado na Fig. (19.4a). Isolando um
elemento de comprimento dx, que representa uma secdo transversal desta barra como
mostram as Fig. (19.4b) e Fig. (19.4c¢), verifica-se que devido a presenga do momento
fletor, existirdo tensdes normais nesse elemento cuja variagcdo ¢ linear ao longo da altura
da secdo transversal.

w

‘-— dx

(a)

L F, =0 satisfeita

Plano da sec¢io
1

<=
—_— e -
dF” \\_‘_E e dr’
]
3

| ' M+ dM
dr” dF’

1

(b)

(c)

Figura 19.4 Elementos submetidos a esfor¢os cortante e de flexao.
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O elemento infinitesimal mostrado na Fig. (19.4c) pode ser seccionado ao longo
de sua altura, como mostrado na Fig. (19.5). Verifica-se que o equilibrio do elemento
seccionado somente ¢ possivel devido ao surgimento das tensdes de cisalhamento

atuantes ao longo do eixo da barra.

M ‘ — |

jl Vi
T : "'JI ‘ d+ dM

—— i

|

I

I

I

|

:
Vista tridimensional Vista lateral

Figura 19.5 Seccao do elemento da secdo transversal.

Fazendo o equilibrio do elemento infinitesimal seccionado obtém-se:

ZF:O = J‘(a+d0)dA—J0'dA—r-t-dX:O (19.1)
A

A
A Eq.(19.1) pode ser reescrita aplicando a formula da flexao para o caso em que

apenas um momento fletor ¢ ndo nulo. Nessa situacdo, esta equacdo torna-se:

j—(MZTdMZ)ydA—j¥ydA—r-t-dx=o = jd'IV'ZydA=r-t-dx (19.2)
A

A z A "z z

O primeiro membro da Eq.(19.2) contém uma integral que depende da variagao
do momento fletor, da inércia em torno do eixo do vetor momento ¢ da ordenada Y.

Verifica-se facilmente que dM,el,, embora possam variar ao longo da estrutura, sdo

constantes para uma dada secdo transversal da barra. Dessa forma, essas varidveis
podem ser colocadas fora da integral. Assim, a Eq.(19.2) pode ser reescrita como:

— dMZ

T =
[,-t-dx

jydA (19.3)

A integral J'ydA ¢ conhecida como momento estatico. Essa grandeza ¢ uma
A

propriedade da secdo transversal e foi utilizada e definida no capitulo 17. Designa-se o
momento estatico, normalmente, pela letra Q. Além disso, foram mostradas no capitulo

5 as relagdes diferenciais que conectam o momento fletor ao esforgo cortante. Com base
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nas defini¢cdes apresentadas naquele capitulo, mais precisamente na Eq.(5.4), verifica-se

dM .
que d—=V . Portanto, levando-se em consideracdao essas duas observacdes, pode-se
X

reescrever a Eq.(19.3) da seguinte maneira:

V,-Q
T=
I, -t

z

(19.4)

A Eq.(19.4) permite a determinagdo das tensdes de cisalhamento na flexdo para
qualquer ponto localizado na secdo transversal de um elemento fletido. Por meio dessa
relacdo, verifica-se que a tensdo de cisalhamento ¢ maxima quando Q ¢ méaximo, uma
vez que os outros parametros dessa equacdo nao variam ao longo da altura da secao
transversal. Q sera maximo quando a area considerada para seu célculo for aquela
contida completamente acima ou abaixo do centroide.

Assim, a tensdo de cisalhamento ira variar conforme varie 0 momento estatico
ao longo da altura da secdao transversal. Para secdes transversais retangulares, o

momento estatico podera ser calculado com base no apresentado na Fig. (19.6).

L
b /{ (b)
7

Figura 19.6 Secg¢do do elemento da segdo transversal.

Portanto, utilizando a defini¢do de momento estatico tem-se:

h h 1 1(h
(] - ot s

Como V, t e | ndo variam ao longo da altura da secdo, constata-se que a tensao
de cisalhamento ir4 variar de forma quadratica ao longo da altura da se¢do. Seu valor

sera maximo no centroide e nulo nas extremidades da secao.
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Para o caso particular das se¢des transversais retangulares e quadradas, a tensao

- o . . L5V
de cisalhamento serd maxima no centroide, sendo iguala 7, = A

19.3 — Limitacdes do Uso da Formula do Cisalhamento

A tensdo de cisalhamento determinada pela Eq.(19.4) ¢ de grande importancia
no dominio da mecanica dos solidos/resisténcia dos materiais. Porém, esta apresenta
algumas limitagdes que precisam ser destacadas. A primeira delas refere-se a adogao da
condi¢do de tensdo de cisalhamento uniformemente distribuida ao longo da base da
secdo transversal. Considerando teorias mais avangadas (como a teoria da elasticidade)

que ndo estdo no escopo desta disciplina, pode-se mostrar que essa condi¢do ndo ¢

perfeitamente atendida. Quando a razao %é baixa, o erro fornecido pela Eq.(19.4) ¢

pequeno. Por exemplo, quando % =0,5, o erro fornecido ¢ de apenas 3%. No entanto,

quando essa razdo cresce para 2, o erro aumenta para 40%. Apesar disso, deve-se

destacar que nas aplicacdes de engenharia, as seg¢des transversais sdo projetadas para

apresentar baixa razﬁo% , € consequentemente alta inércia. Assim, essa equacao pode

ser aplicada desde que acompanhada de coeficientes de seguranca adequados.

Outro ponto de destaque deve ser dado as secdes transversais formadas por
diferentes elementos geométricos. Em especial, nos pontos de conexdo entre esses,
como observado na jun¢do entre mesa e alma de perfis do tipo I e T. Nessa regido
ocorre uma grande concentragao de tensdo de cisalhamento em decorréncia da mudanga
brusca da dimensdo da base. Assim, nessa regido a tensdo de cisalhamento ndo ¢
uniforme e coeficientes de seguranga devem ser utilizados para garantir a segurancga das
estruturas.

Além disso, se¢des transversais com contorno irregular, como mostrado na Fig.
(19.7) levam também a distribui¢cdes nao uniformes de tensdo de cisalhamento. Apesar
de todas essas limitagdes, para aplicacdes praticas devem ser empregados coeficientes
de seguranga, os quais sdo utilizados para garantir um nivel de seguranga adequado a
estrutura. Assim, imperfeicdes na modelagem do problema e nas resisténcias dos

materiais sdo levadas em consideragdo e “cobertas” por esses coeficientes.
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(d)

Figura 19.7 Tensdes de cisalhamento em se¢des de contorno irregular.

19.4 — Exemplo 1

Para a se¢do transversal mostrada na Fig. (19.8), determine as tensdes de
cisalhamento atuantes nos pontos A, B e C. Em seguida, mostre a variacdao das tensdes

de cisalhamento ao longo da altura da segdo.

A
i 4 3
12,5
1 ¢°
12,5
Y .C 50
5kN
A4
15
[ >

Figura 19.8 Sec¢do transversal considerada. Dimensdes em cm.

Para o problema considerado verifica-se que V =5,0kN e t =15cm. O momento

de inércia, em torno do eixo perpendicular ao sentido de atuacdo de V, ¢ facilmente

calculado como:
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_15-50°
12

I | =156250cm* = 1=1,5625-10"m*

Portanto, as tensdes de cisalhamento podem ser determinadas utilizando a
Eq.(19.4). Para o ponto B, a é4rea a ser considerada para a determinagdo do momento

estatico € a area hachurada mostrada na Fig. (19.9).

N,

Figura 19.9 Area considerada para a determinagio de Q no ponto B.

Entdo, a tensdo de cisalhamento atuante nesse ponto ¢ dada por:

5,0-{0,15-0,125-(0,25—O’I;SH

0,15-1,5625-10°°

= 7, =750kN/m’

TB:

J& para o ponto C, a area a ser utilizada para a determinacdo do momento
estatico ¢ a area hachurada mostrada na Fig. (19.10).

Portanto, utilizando a Eq.(19.4) a tensao de cisalhamento ¢ calculada como:

5-{0,25-0,15(0’225)}

T. = = 7. =100,0kN/m?
¢ 0,15-1,5625-10° ¢ /

A tensdo de cisalhamento atuante no ponto A ¢ nula, uma vez que nas
extremidades da secdo transversal o momento estatico ¢ nulo. Assim, no ponto A:

Q=0 .. 7=0

Portanto, a variacdo das tensdes de cisalhamento ao longo da altura da secao
transversal ¢ a mostrada na Fig. (19.11). Como mostrado anteriormente neste capitulo,

esta variacdo ¢ quadratica.
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Figura 19.10 Area considerada para a determinagio de Q no ponto C.

Ag

100

Figura 19.11 Variacdo das tensdes de cisalhamento ao longo da altura da se¢@o.

A tensdo de cisalhamento média pode ser calculada dividindo-se o esforgo

cortante atuante pela area da se¢do. Assim:

5,0
Tmed =
0,15-0,50

7.4 =66,667kN/m?

Como mostrado anteriormente nesse capitulo, para secdes retangulares e

quadradas, a tensdo de cisalhamento maxima atuante na se¢do transversal ¢ igual a uma
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vez ¢ meia a tensdo cisalhante média. Esse resultado foi verificado para o exemplo

analisado.

19.5 — Exemplo 2

Determine as tensdes de cisalhamento atuantes nos pontos A, B, C e D ilustrados
na Fig. (19.12) e mostre a variag@o dessas tensdes de cisalhamento ao longo da altura da
secdo transversal. O esforco cortante presente ¢ igual a 80 kN. As dimensdes

apresentadas na Fig. (19.12) sdo dadas em mm.

e

A A
20
B C' i
100
De¢ —x
100
20

A
h 4

300

Figura 19.12 Secdo transversal considerada. Dimensdes em mm.

Para que este problema seja resolvido, deve-se, inicialmente, determinar as
coordenadas do centroide da secdo transversal. Como a se¢do considerada ¢ duplamente
simétrica, verifica-se que o centroide encontra-se posicionado na intersecdo entre seus
eixos de simetria. Assim, 0 momento de inércia da area em torno do eixo perpendicular

ao sentido de atuagdo de V ¢ dado por:
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. . _3 3
| = 0,300 (20 10 ) +0,300-2o-10*3~(110-10*3)2 24
12

15-10°(200-107 )
12

| =1,556-10"m*
Para o ponto A, como este encontra-se posicionado no extremo da se¢do, o
momento estatico desse ponto ¢ nulo. Assim, 7 =0, pois Q, =0.
Ja para o ponto B, a tensdo de cisalhamento atuante ¢ determinada por meio da
Eq.(19.4). Assim:
80+ 0,300-20:107+(110-107) |
87 0,300-1,556-10"

= 7,=1131,105 kN/m’

No ponto C, as tensdes de cisalhamento podem também ser determinadas por

meio da Eq.(19.4). Porém, como este ponto pertence a alma da secdo, a dimensao de t

nao ¢ mais 300 mm, mas sim 15 mm. Dessa forma, a tensdo de cisalhamento nesse
ponto ¢ dada por:

80-0,300-20-10°+(110-107)

- — = 7, =22622,108 kN /m’
15-107-1,556-10

Tc

Finalmente, no ponto D observa-se o maximo valor de Q. Isso ocorre pelo fato
do ponto D estar posicionado no centroide da secdo. A tensdo de cisalhamento nesse

ponto é dada pela Eq.(19.4). Assim:

-3
80- 0,300-20-103-(110-103)+15.1o3.100.103.(100210ﬂ

’Z‘ =
° 15-107-1,556-10*

7y =25192,802 kN /m’
Assim, devido a simetria da segdo transversal em relagdo ao centroide, a

variacdo das tensdes de cisalhamento ao longo da altura da secdo ¢ a mostrada na Fig.

(19.13).
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/ 22622,108

A

1131,105 b__,_,.//
/ / 22622,108
/

Figura 19.13 Variacdo das tensdes de cisalhamento ao longo da altura da sego.

19.6 — Exemplo 3

Determine as tensdes de cisalhamento maximas que atuam nos materiais 1 e 2 da
secdo transversal ilustrada na Fig. (19.14). Sabe-se que esta se¢do transversal esta
solicitada por um esfor¢o cortante y de intensidade igual a 100 kN. Além disso, os

modulos de elasticidade longitudinal dos materiais 1 e 2 sdo iguais a E;, =200GPa e

E, =120GPa, respectivamente.

)|
40

15

Figura 19.14 Segao transversal a ser analisada. Dimensdes em cm.
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Para a resolu¢ao desse exemplo deve-se efetuar a homogeneizacdo da secgdo
transversal de forma semelhante ao apresentado no capitulo 17. Tomando o material 1
como referéncia tem-se:

E 120

n=—2 = n=———
E, 200

n=0,60

Assim, a dimensdo da base homogeneizada assume o seguinte valor:

b =bn = b =15-0,60 = b =9cm

homog homog homog

Portanto, a secdo homogeneizada assume a configuragcdo apresentada na Fig.
(16.15).

9

v
o
<r

<4

g A4 L
S

15

Figura 19.15 Segao transversal homogeneizada. Dimensdes em cm.

Para a se¢do homogeneizada apresentada na Fig. (19.15) obtém-se o seguinte
valor para a coordenada y do centro de gravidade.

V.. = 15-10-5+9-40-30
« 15-10+40-9

Yoy =22,647Cm

O valor do momento de inércia da secdo transversal homogeneizada em torno do

eixo z pode ser assim determinado:

3 3
|:%+15-10-(22,647—5)2+9'(1‘;0) +9-40-(22,647-30)°

| =1,1543-10° cm*
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A tensdo de cisalhamento maxima no material 2 ocorre no centro de gravidade

da se¢do transversal. Assim:

27,353

100‘[9-27,353‘

T, = - 2 } = 7,=0,3241kN /cm’ = , =3241kPa
1,1543-10°-9

A tensao de cisalhamento anteriormente determinada refere-se ao material
homogeneizado. Para a determinacdo da tensdo de cisalhamento no material 2 real,
deve-se utilizar o fato de homogeneizacao n. Assim:

Touax =NT, = Ty =0,60-3241 = 7,,,,, =1944,6kPa

A tensdo de cisalhamento no material 1 ¢ dada por:

100-115-10-(22,647 -5
7, = I ( - ) = 7,=0,1529kN/cm’* = 7, =1529kPa
1,1543-10”-15

Como o material de referéncia adotado para a homogeneizagdo da segdo
transversal foi o material 1, verifica-se que a tensdo de cisalhamento determinada
anteriormente ¢ a maxima tensao de cisalhamento no material 1, ou seja:

Tounx =0 = Tuax =1529kPa

De forma semelhante, o problema poderia também ser resolvido aplicando-se o
fator de homogeneizacdo diretamente sobre as propriedades geométricas da seg¢do e
sobre as tensdes homogeneizadas. Seguindo esta metodologia, a qual foi utilizada no
capitulo 17 tem-se:
B 15-10-5+0,6-(15-40)-30
Yoo = 15-10+0,6-(15-40)

= Y, =22,647Cm

| _15-(10)

, (15-40°) ,
+15-10(22,647-5) +O,6-T+0,6-(15-40)(22,647—30)
| =1,1543-10° cm*
Verifica-se que a tensdo de cisalhamento méxima no material 2 ocorre no centro

de gravidade da secdo transversal. Portanto:

27,353

100-[0,6][15-27,353-

7,=0,6 } = 7,=0,19446kN /cm* =

1,1543-10°-(0,6-15)
7, =1944,6kPa
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Ja a tensado de cisalhamento no material 1 ocorre na interface entre os materiais 1

e 2. Assim:

100-| 15-10-(22,647 -5
T, = [ ( - )] = 7,=0,1529kN/cm* = 7, =1529kPa
1,1543-10° -15
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20. — Fluxo de Cisalhamento em Sec¢oes Formadas por
Elementos Esbeltos

20.1 — Fluxo de Cisalhamento Perpendicular ao Plano da Secéao

Transversal

Em diversas aplicagdes de engenharia, as se¢des transversais de elementos
estruturais submetidos a esfor¢os de flexdo sdo formadas por componentes esbeltos, os
quais sdo fixados por meio de parafusos, cola ou solda. Essa solucdo ¢ comumente
empregada em estruturas de aco e madeira, onde chapas finas sdo soldadas/coladas,
pregadas/parafusadas, objetivando construir uma se¢do transversal com maior inércia,
de forma a melhor resistir aos esfor¢os de flexao.

Durante o capitulo 19 foi estudada a determinag¢do da variacdo das tensdes de
cisalhamento em elementos de barra geral submetidos a esforcos de flexdo. Naquela
oportunidade, foi possivel obter uma expressdo para a avaliagdo do valor da tensdo de
cisalhamento bem como de sua variacdo ao longo da altura da secdo transversal. Nesse

estudo foi mostrado que a seguinte relacao ¢ valida:

Ty = VIJ—?k (20.1)

k“k

onde os indices 1,j e k representam os eixos X,y e z. V indica o valor do esfor¢o cortante
na se¢do transversal em andlise, Q representa 0 momento estatico do ponto analisado, |
¢ o momento de inércia da secdo em relagdo ao eixo Kk e t ¢ a espessura da segdo
transversal, na dire¢do k, do ponto analisado.

Neste capitulo, uma variante do problema citado anteriormente, e estudado no
capitulo 19, serd apresentada. Considerando a existéncia de tensdes de cisalhamento em

elementos fletidos, serd apresentada a grandeza “fluxo de cisalhamento”, a qual

mensurara a variagdo do valor das tensdes de cisalhamento atuantes ao longo do
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comprimento do elemento estrutural. Com base nessa grandeza pode-se dimensionar o

espagamento dos parafusos/pregos bem como o valor da resisténcia da solda/cola para

elementos estruturais cujas se¢des transversais sejam compostas por perfis esbeltos.
Para a determinacao da expressdo do fluxo de cisalhamento deve-se considerar a

viga apresentada na Fig. (20.1), a qual estd fletida e em equilibrio sob a agdo de

carregamentos externos.

— —dx

Figura 20.1 Viga solicitada a flexdo na condic@o de equilibrio.

Isolando um elemento infinitesimal de comprimento dx desta viga, observa-se
que surgirdo esforcos solicitantes para que a condig¢do de equilibrio seja mantida. Dessa

forma, a configuragdo deste elemento infinitesimal ¢ a apresentada na Fig. (20.2).
M+dM

(1)

V+dVv

dx

Figura 20.2 Elemento infinitesimal da viga.

Seccionando o elemento infinitesimal apresentado na Fig. (20.2) ao longo de sua

altura e tomando apenas sua parte superior, obtém-se o elemento mostrado na Fig.
(20.3).

M
F
| @F M+dM
S | F+laF
‘--...__

Figura 20.3 Elemento infinitesimal seccionado ao longo de sua altura.
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Sabe-se que os momentos fletores geram tensdes normais no plano da secao
transversal. Se essas tensOes forem integradas ao longo da area da secdo, estas
transformam-se em forcas equivalentes de intensidade F, conforme ilustrado na Fig.
(20.3). Sabendo que o elemento apresentado nesta figura encontra-se na condi¢do de
equilibrio, podem ser aplicadas as equagdes de equilibrio de corpo rigido. Assim,

impondo o equilibrio de forgas ao elemento mostrado na Fig. (20.3) obtém-se:

F+?j—Fdx F-dF =0 (20.2)

Sabendo que o = M% yeque F = _[ odApode-se reescrever a Eq.(20.2) como:
A

j—ydA+Z—Fdx j— dA— j—ydA 0 =
A (20.3)

—d —j— dA

O momento fletor e 0 momento de inércia da sec¢do transversal dependem apenas

da se¢do transversal analisada, sendo, portanto, constantes com relagdo ao termo dA.

Além disso, sabendo que a integral jydA ¢ igual a0 momento estatico da se¢do, pode-

se reescrever a Eq.(20.3) da seguinte forma:

dF

9F 4= 'IV'jydA = —:dﬂg (20.4)
A

dx dx

O termo apresentado no primeiro membro da Eq.(20.4) ¢ denominado fluxo de
cisalhamento, g, uma vez que representa uma medida da intensidade da tensdo de

cisalhamento atuante ao longo do comprimento da barra. Lembrando, das relagdes
. . dM ~ .
diferencias, que V = v pode-se escrever a expressao do fluxo de cisalhamento como:
X

V,Q,

I

Qi = (20.5)

A aplicagdo da Eq.(20.5) segue os mesmos procedimentos ja estudados durante o
capitulo 19. A seguir, esta grandeza sera aplicada a analise da conexao entre elementos

esbeltos.
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20.2 — Exemplo 1

Determine a quantidade de parafusos e o espagamento entre eles para que uma
viga de comprimento igual a 3,0 metros, cuja secdo transversal esta mostrada na Fig.

(20.4), resista a um esfor¢o cortante V, =15kN . Os parafusos a serem utilizados

possuem didmetro igual a 3,175 mm e tensdo de escoamento igual a o =450 MPa.

60

10

: |}
80 -—

mm

0

Figura 20.4 Segdo transversal T.

Os parafusos serdo inseridos na ligacdo entre a mesa e a alma do perfil mostrado
na Fig. (20.4). Portanto, o fluxo de cisalhamento deve ser calculado nesta posi¢do. Para
que o fluxo seja calculado, devem ser determinadas algumas propriedades geométricas
da secdo transversal. Assim, o centro de gravidade da secdo estd posicionado na
seguinte coordenada y.

V:60-10-85+10-80-4O =y =59,286mm
60-10+10-80

Com base no resultado anterior, pode-se determinar o valor do momento de

inércia da se¢do transversal atuante em torno do eixo z, o qual ¢ igual a:

60-10°

3
== +60-10-(8559,286)° + 280

+10-80-(40-59,286)" =
|, =1,125952-10° mm*
J4 0 momento estatico na jun¢do mesa/alma sera igual a:

QZ=10-6O~(85—59,286) = Q, =15428,4mm’
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Assim, o fluxo de cisalhamento, baseado na Eq.(20.5), ¢ igual a:

v :
Ve g, = 13000 15428,64 g, =205.5380
| 1,125952-10 mm

z

Ay

Com base no valor da tensdo de escoamento do parafuso, sabe-se que cada

parafuso ¢ capaz de resistir a uma forga igual a:

= = . 6 .
Fparafuso =0¢ Aparafuso = I:parafuso =450-10"-7

(0,003175)2
- =

F =3562,6819N

parafuso
Para que o equilibrio seja observado, o fluxo de cisalhamento devido ao esforco
cortante deve ser menor ou igual ao fluxo de cisalhamento mobilizado pelos parafusos.

Dessa forma pode-se determinar o espagamento entre os parafusos da seguinte maneira:

I:parafuso 3562, 681 9
T = qx —

= esp=
esp 205,5380

qresistente = qatuante
esp=17,33mm

Consequentemente, dividindo-se o comprimento da viga pelo espacamento dos
parafusos obtém-se a quantidade necessaria de parafusos. Assim:

o _ 3000
17,33

n=173,07 = n=174 parafusos

20.3 — Exemplo 2

A se¢do transversal mostrada na Fig.(20.5) é composta por trés elementos

esbeltos de trés madeiras. Determine o valor do esfor¢o cortante maximo V, que esta

secdo podera suportar sabendo que sua tensao de ruptura ao cisalhamento ¢ igual a 400
psi. Além disso, determine o espagamento maximo que pregos, que resistem a uma
forca de 4001lb, devem ter para que a unido entre as mesas € alma seja seguramente
efetuada.

O valor do esfor¢o cortante maximo que a secao transversal poderd suportar sera
determinado com base no valor da tensdo de ruptura do material. Assim, o valor da
maxima tensdo de cisalhamento atuante devera ser igual a tensdo de ruptura do material.
Para que esse calculo seja efetuado, devem ser obtidos, primeiramente, os valores de

algumas propriedades geométricas da se¢do transversal.
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5 10.in N
A i
1,5in ]| |
12in
1in
1,5inT | |
L |
| ra |
6in

Figura 20.5 Segdo transversal 1.

A coordenada y do centro de gravidade ¢ igual a:

10-1,5-14,25+1-12-7,5+6-1,5-0,75

'y =8,625in
10-1,5+1-12+6-1,5

7:

Com base na posi¢do do centro de gravidade da se¢do transversal, pode-se
determinar o valor do momento de inércia da segdo transversal em torno do eixo Z.
Assim:

10-1,5° 1-12°

== +10-1,5-(14,25-8,625) +

z

6-1,5°

+1-12-(7,5-8,625) + +

+6-1,5-(0,75—8,625)2 = 1,=1196,4375in"
O momento estatico serda maximo quando o ponto considerado estiver

posicionado sobre o centro de gravidade da secdo transversal. Dessa forma:

QY :10-1,5~(14,25—8,625)+1-(12+1,5—8,625)-(12+1’52_8’625) =

Q"™ =96,2578in’
Assim, o esforco cortante maximo podera ser determinado com base na tensao
de cisalhamento maxima, a qual ¢ calculada utilizando-se a Eq.(20.1). Portanto:

V,Q, V, -96,2578
1, =L = 400=—2L
It 1196,4375-1

277

V, =4971,8041b

Com base no valor do esfor¢co cortante determinado anteriormente, pode-se
calcular os valores dos fluxos de cisalhamento nas conexdes entre a alma e as mesas

utilizando a Eq.(20.8). Para a mesa superior, o fluxo de cisalhamento ¢ dado por:
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s _vQ T 4971,804-[10-1,5-(14,25-8,625) |
' | * 1196,4375

q°>" :350,620!—b
* In

=

J& para a mesa inferior o fluxo ¢ dado por:

INF :Vsz — g = 4971,804'[6'1,5-(8,625—0,75)]
X I, : 1196,4375

q"" = 294,522!_b
! in

=

Considerando a mesa superior, o espagcamento dos pregos deve ser igual a:

F
prego _ qSUP eSp

Qresistente = Yaante = esp . = = m = esp=1L14in

J4 na mesa inferior, o espacamento dos pregos ¢ obtido de forma semelhante,

sendo igual a:

prego _ L INF

q =q = q = esp—ﬂ = esp=1,358in
resistente atuante esp X 294’ 522 >

20.4 — Exemplo 3

A secdo transversal mostrada na Fig. (20.6) ¢ composta por quatro polimeros
esbeltos colados nas quatro regides indicadas nesta figura. Sabendo que esta segdo

transversal deve resistir a um esforgo cortante V, =2000lb, determine a tensdo

cisalhante que devera ser resistida pela cola nas superficies a serem coladas.
Para a resolu¢do deste problema, deve-se determinar o valor do fluxo de
cisalhamento em cada uma das superficies a serem coladas. Assim:

_6-525" 5,5-4,75°

I
’ 12 12

|, =23,2311in*

Dessa forma, o fluxo de cisalhamento atuante na superficie A, com base na

Eq.(20.5), € o seguinte:

V.0 2000-{5,5-0,25-(4’2’754-0’225)} b
qA: y T2 = qA: = qA:295,9395_
" I * 23,2311 * In
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0,25 55

o
N
(3

|
|
Al ] —71o025

4,75

BM™ S __1025

Figura 20.6 Secao transversal caixdo. Dimensdes em in.

Ja o fluxo de cisalhamento atuante na superficie B ¢ dado por:
Ib

2000- [6 0-0,25- (4275 O;SH
= q° =322,8430—

<, 23,2311 x i

A tensao de cisalhamento que devera ser resistida pela cola € obtida dividindo-se
o valor do fluxo de cisalhamento pela espessura da regido a ser colada. Como em cada

regido a ser colada o fluxo ¢ resistido por dois pontos de cola, deve-se dividir o valor do

fluxo de cisalhamento por dois. Assim:

qA
~ { N 295,9395

= r, =222 7 =591,879 psi

A0,25 A 2.0,25 A P
q/ _322,8430

7, Ty = = 15 =0645,687 psi
0,25 2.0.25

20.5 — Exemplo 4

A viga mostrada na Fig. (20.7) ¢ construida com duas tdbuas presas uma a outra

na parte superior ¢ na parte inferior por duas fileiras de pregos espagados de 150 mm.

Capitulo 20 — Fluxo de Cisalhamento em Se¢des Formadas por Elementos Esbeltos



Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sé6lidos 476

Se um esforgo cortante de intensidade igual a 3 kN esta aplicado nesta viga, determine a

forga cisalhante a qual cada prego resistira.

Figura 20.7 Viga analisada.

Para que esse problema seja resolvido deve-se igualar o fluxo de cisalhamento
devido ao esfor¢o cortante ao fluxo de cisalhamento decorrente da presenca dos pregos.
Como existem dois pregos por linha de liga¢do, cada prego suportard a metade do fluxo
devido a esfor¢o cortante nestes pontos. Assim:

2F

prego
esp
3-(150-50-25
o0 = ( . ) 150 Forego = 3,375KN
150-100 2
12

= =0, =

qresistente = qatuante

20.6 — Exemplo 5

A viga mostrada na Fig. (20.8) ¢ construida com cinco tdbuas parafusadas.
Determine a forca cisalhante desenvolvida em cada parafuso se o espagamento entre
eles for igual a 250 mm e o esforco cortante aplicado for de intensidade igual a 35 kN.

Para que esse problema seja resolvido, devem ser determinadas algumas
propriedades geométricas da secdo da viga considerada. A coordenada y do centro de

gravidade ¢ igual a:
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(25 350- 3?)) 3+25-250-(350-25)-2

= 'y =223,387
g (25-350)-3+(25-250)-2 - e

Com base na posi¢do do centro de gravidade da secdo, pode-se determinar o

valor do momento de inércia da se¢do transversal em torno do eixo z. Assim:

3 2
-2 22 s asas0 (20 -amaw |+

3
2-{%&5-250-(350—25—223,387)2} = 1,=5,23597-10° mm*

25 mm
(QIS mm ,f

2)
lOO mm 250 mm

- 350 mm

~25 mm
A’I 25 mm
25 mm

Figura 20.8 Viga analisada.

Os momentos estaticos nos pontos de encontro entre as tdbuas sdo dados por:

Q. =25-350- [?—223 387] = Q! =4,23386-10’mm’

Q> =25-350- (%—223 387j+25-250-(350—25—223,387) =

Q> =2,11695-10°’mm’

Como a se¢ao transversal da viga é composta por cinco tabuas, surgirdo quatro

pontos de fluxo de cisalhamento. Dessa forma, a forga cisalhante nos parafusos pode ser

assim determinada:
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parafuso

: = = 4——= =
qre5|stente qatuante esp qx
35-2,11695-10° 35-4,23386-10° 250
Fparafuso = 3 2+ 3 -2 =
5,23597-10 5,23597-10 4
F =5,307kN

parafuso

20.7 — Fluxo de Cisalhamento Paralelo ao Plano da Secéo Transversal

Até o presente momento, foi estudada a determinagdo da varia¢do do fluxo de
cisalhamento atuante ao longo do comprimento de elementos estruturais fletidos
formados por segdes transversais compostas de partes esbeltas. Embora o estudo tenha
sido efetuado considerando que o fluxo de cisalhamento atue ao longo do comprimento
da barra, verifica-se que esse mesmo fluxo atua também no plano da se¢do transversal e
que sua intensidade ¢ dada pela Eq.(20.5).

Neste item sera estudado o comportamento do fluxo de cisalhamento que surge
no plano de secdes transversais compostas por elementos de parede fina (esbeltos).
Elementos de paredes finas s3o aqueles cuja espessura da parede ¢ pequena se
comparada com sua altura ou mesmo a sua largura. Conforme apresentado no capitulo
19, a tensdo de cisalhamento esta ligada ao esforgo cortante, em elementos fletidos, por

meio da seguinte relacao:

(20.6)

ij W ij

Igualando o resultado apresentado na Eq.(20.6) com a expressdo apresentada na
Eq.(20.5) obtém-se:

_ViQ q = ViQ

I I

(" = q =7 (20.7)

Assim como as tensoes de cisalhamento, o fluxo de cisalhamento atua nos
planos longitudinal e transversal da barra fletida. Como a secdo transversal ¢ formada
por elementos de parede fina, assume-se que o fluxo de cisalhamento possua
distribuicdo constante ao longo da parede (espessura) da se¢do transversal.

Para melhor compreender a variagdo do fluxo de cisalhamento no plano da se¢ao

transversal, pode-se considerar a viga apresentada na Fig. (20.9), a qual estd em
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equilibrio quando submetida a um conjunto de carregamentos externos que causa

flexdo.

Y Y ;
X
| | C |

— —dx

Figura 20.9 Viga solicitada a flexdo.

Como a estrutura mostrada na Fig. (20.9) encontra-se em equilibrio, cada
elemento que a compdem estard também em equilibrio. Isolando um elemento
infinitesimal de comprimento dx desta viga, observa-se o surgimento de esforgos
solicitantes, V e M, conforme indicado na Fig. (20.10), para a restauracdo da condi¢do

de equilibrio.

dx ~

Figura 20.10 Elemento infinitesimal em equilibrio.

Sabe-se que o momento fletor gera, no plano da secdo transversal, tensdes
normais. Se essas tensdes forem integradas ao longo da area desta secdo, estas dardo
origem a forgas orientadas ao longo do comprimento da barra. Se a regido hachurada 1,
mostrada na Fig. (20.10), for isolada da secdo transversal, observa-se que sua
configuracdo de equilibrio ¢ a apresentada na Fig. (20.11). Conforme mostrado nesta
figura, as forcas F e dF sdo o resultado da integra¢do das tensdes normais na area da

segdo transversal, as quais sdo decorrentes dos momentos M e dM , respectivamente.
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J4 a parcela dF representa o fluxo de cisalhamento atuante ao longo do comprimento

da barra, conforme estudado nos itens anteriores.

Figura 20.11 Elemento hachurado 1. Condigdo de equilibrio.

Sabe-se que o fluxo de cisalhamento atua ao longo do comprimento da barra. No
entanto, para que a condi¢do de equilibrio no elemento considerado seja mantida, deve
surgir, no plano da secdo transversal, um fluxo de cisalhamento de mesma intensidade
daquele atuante ao longo do comprimento da barra. O sentido desse fluxo no plano da
secdo transversal ¢ o mostrado na Fig. (20.12). O surgimento do fluxo de cisalhamento

no plano da secdo ¢ decorrente da condicao de equilibrio das tensdes de cisalhamento,

y
q_|> ¥

|

Figura 20.12 Elemento hachurado 1. Fluxo de Cisalhamento atuante no plano da segdo transversal.

conforme discutido no capitulo 12.

Andlise semelhante pode ser efetuada para o elemento hachurado 0 indicado na

Fig. (20.10). Isolando este elemento, surgirdo forgas de intensidade F e dF que estdo

associadas a atua¢io do momento fletor. Além disso, surgird uma for¢ca dF , decorrente
da presenca do fluxo de cisalhamento orientado ao longo do comprimento da barra,
conforme ilustrado na Fig. (20.13).

Assim como analisado para o elemento hachurado 1, o fluxo de cisalhamento do
elemento hachurado 0 ¢ orientado ao longo do comprimento da barra. Este pode ser

mensurado por meio da Eq.(20.5) e deve estar também atuando no plano da secdo
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transversal para que o equilibrio das tensdes de cisalhamento seja observado. Portanto,
para o elemento hachurado 0, constata-se que o fluxo de cisalhamento atuante ao longo
do comprimento da barra produz também um fluxo de cisalhamento orientado no plano

da se¢do transversal como indicado na Fig. (20.14).

dF

F+dF

Figura 20.13 Elemento hachurado 0. Condigao de equilibrio.

Nas mesas inferiores pode ser feita andlise semelhante. No entanto, como o
momento aplicado produzira tensdes normais de tragdo, as for¢as F e dF terdo sentidos
opostos ao apresentado na Fig. (20.11) e Fig. (20.13). Consequentemente, os fluxos de
cisalhamento atuantes no plano da sec¢do transversal possuirdo sentidos opostos aos

mostrados nessas figuras.

= C[

< N >

Figura 20.14 Elemento hachurado 0. Fluxo de Cisalhamento atuante no plano da secdo transversal.

Ao longo da alma, o fluxo de cisalhamento segue ao sentido do esforg¢o cortante
atuante. Portanto, com base nesta andlise, o sentido do fluxo de cisalhamento no plano
da se¢do transversal apresenta a configuracado ilustrada na Fig. (20.15).

Analise semelhante a efetuada anteriormente pode ser utilizada para a
determinagdo do sentido do fluxo de cisalhamento atuante no plano de secdes
transversais compostas por elementos de paredes finas com formato quaisquer.

Além da determinacdo do sentido do fluxo de cisalhamento no plano da secao
transversal, ¢ de grande importancia que seja também estudado o comportamento de sua

variacdo ao longo do comprimento dos elementos de paredes finas. Deve-se ressaltar
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que a relagdo que permite o calculo do fluxo de cisalhamento no plano da se¢ao,
Eq.(20.5), assume que os elementos que compdem a secao sejam de paredes finas e que

o esfor¢o cortante seja aplicado ao longo de um dos eixos principais de inércia.

Figura 20.15 Fluxo de cisalhamento no plano da se¢do transversal.

Considerando a Eq.(20.5), pode-se determinar a intensidade do fluxo de

cisalhamento ao longo da aba direita de um perfil I, como ilustrado na Fig. (20.16), da

seguinte forma:
b
2
4 x
T s

U gea

“— dx &

2

Eixo Neutro l

Figura 20.16 Fluxo de cisalhamento na aba de um perfil 1.
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V.Q V., (b d V. td (b
_ Vi (b 4 _ (__x] 20.8
a |qulz(2 jzjqzlz (208)

z

Como apresentado na Eq.(20.8), verifica-se que ao longo das mesas o fluxo de

cisalhamento apresenta variacdo linear, sendo nulo em X :% e igual a

V, tdb . ~
Quax = A em X=0. Para as demais mesas da se¢do transversal pode-se efetuar
z

analise semelhante. Porém, essas conduzirdo ao mesmo resultado apresentado na
Eq.(20.8). Portanto, ao longo das mesas da se¢do transversal, a distribui¢do do fluxo de
cisalhamento apresenta variagdo linear como apresentado na Fig. (20.17).

O fluxo de cisalhamento atuante nas mesas pode ser integrado para a

determinagdo de suas forcas equivalentes. Integrando a Eq.(20.8) ao longo da aba

obtém-se:
%2V td V. tdb?
Fmesa=j y (E—x)dx = F. =2 (20.9)
2 21, (2 161,

As forcas equivalentes atuantes em cada uma das mesas, bem como seus
sentidos, estao ilustradas na Fig. (20.17). Deve-se notar que embora o fluxo resulte em
forcas horizontais, estas sdo auto equilibradas de modo que a condi¢do de equilibrio

permaneca valida.

/ﬂ// _4 D inax FMESA FMESA
Fo T o s

: ’
l

'

l E F
‘L‘i\]\ MESA MESA

IaNUNY

qméx

Figura 20.17 Variacao do fluxo de cisalhamento e for¢a equivalente ao longo da mesa de um perfil 1.
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Para a determinacdo da variacdo da intensidade do fluxo de cisalhamento ao
longo da alma de uma se¢ado I, pode-se efetuar analise semelhante a feita para a aba do

perfil. Considerando a ilustra¢do apresentada na Fig. (20.18) e a Eq.(20.5) tem-se:

i‘ E= b
|
!

Eixo Neutro

Figura 20.18 Fluxo de cisalhamento na alma de um perfil I.

d t
V, v (“yj
-V :_LEE_(Q_l_ j 2.2 ).y (20.10)
I, I, | 2 2 2 2
Rearranjando os termos da Eq.(20.10) obtém-se:
Vﬂ{bd (d t jl(d t )}
=2 d—+|————-VY |=| =—=+Y =
l, [ 2 2 2 2\2 2
Vit(bd d*> dt £ ty y? 201
IL12 8 4 8 4 2

Como a se¢do analisada ¢ de paredes finas, assume-se que t ¢ muitas vezes

menor que as demais dimensdes da secao transversal. Dessa forma, esse termo pode ser

desprezado. Assim, a Eq.(20.11) pode ser reescrita como:

L2 204

Assim, com base no resultado apresentado na Eq.(20.12), constata-se que o fluxo

(20.12)

de cisalhamento varia parabolicamente ao longo da alma. Sua intensidade ¢ maxima

Vi t 2
quando y =0 sendo iguala q,_ =|—y(%+%J
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A forca equivalente decorrente da presenca do fluxo de cisalhamento na alma do

perfil ¢ obtida integrando-se o fluxo ao longo do comprimento da alma. Assim:

TVt : V td’
F = j—y ﬁ#[d——yz] dy = F, = (2b+9j (20.13)
gl 2204 41, 3

Para que o equilibrio se mantenha, a for¢a equivalente atuante na alma do perfil

deve ser igual ao esforgo cortante aplicado. Assim, a variagdo do fluxo de cisalhamento
e a forca equivalente atuante na alma do perfil podem ser ilustradas como apresentado

na Fig. (20.19).

/F 2 (q méx ) |
I | A\
' j\
'
- ¢_ ----------- (q méx )a;ma Fxma
v
| Y
I | 4
\ 2 (qméx)

Figura 20.19 Variacdo do fluxo de cisalhamento e for¢a equivalente ao longo da alma de um perfil 1.

Da analise apresentada anteriormente, trés pontos importantes devem ser
destacados. No primeiro deles, constata-se que o fluxo de cisalhamento, g, varia ao
longo da se¢do transversal, uma vez o valor do momento estatico, Q, também varia
conforme o segmento de area analisado. Em particular, ¢ variard linearmente ao longo
de segmentos que sejam perpendiculares a direcdo de atuagdo do esforco cortante, V, e
parabolicamente em casos contrarios.

O segundo ponto a ser destacado € que o fluxo de cisalhamento atuara sempre ao
longo da diregdo paralela as paredes finas do elemento. Sua contribui¢do na dire¢dao da
espessura ¢ desprezada. Isso decorre da analise apresentada anteriormente ¢ ilustrado na
Fig. (20.15).

Finalmente, no terceiro ponto, o sentido de ¢ tal que o fluxo de cisalhamento
parece "fluir" ao longo da secao transversal. Esse fluxo ¢ orientado das periferias para o

interior da secdo transversal, combinando-se e fluindo para baixo através da alma, e
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finalmente separando-se e fluindo do interior para as periferias. E importante destacar
que a visualizagdo desse fluxo simplificara sobremaneira o estabelecimento do sentido
de g e do correspondente T.

Outros exemplos de orienta¢dao do sentido do fluxo de cisalhamento ao longo de
se¢Oes transversais compostas de elementos de paredes finas estdo mostrados na Fig.

(20.20).

v
Vv
1 1
v ' '
| —l e—— —-|-|— mp—

Figura 20.20 Orientagdo do fluxo de cisalhamento para outras se¢des transversais.

20.8 — Exemplo 6

Determine a variacao do fluxo de cisalhamento para a se¢do transversal ilustrada

na Fig. (20.21) sabendo que esta ¢ sujeita a um esfor¢o cortante V, =20kN e que a

espessura da parede da se¢do ¢ igual a 10 mm.

Conforme apresentado anteriormente, sabe-se que ao longo das areas horizontais
o fluxo de cisalhamento apresentara variagdo linear e ao longo das areas verticais esta
variagdo sera parabdlica. Portanto, basta que sejam determinadas as intensidades dos
fluxos nos pontos A, B, C e no eixo do centro de gravidade para que a variagdo do fluxo
de cisalhamento seja determinada. Assim, a coordenada y do centro de gravidade ¢ dada
por:

2-(10-80-40)+400-10-85

V= = y=72,143mm
Y =5 (10-80)+ 40010 y
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400
mm

A B

10 | (Feem=ie==s e — o

80 i v

Figura 20.21 Secdo a ser analisada.

Com a posicao do centro de gravidade determinada, pode-se calcular o valor do

momento de inércia da se¢do. Dessa forma:

3 3
|Z=2-{10£0 +10-80-(72,143—40)2}+%+400-10-(7z,143—85)z:>

l,=3,20-10° mm* = 1,=3,20-10°m*

O fluxo de cisalhamento no ponto C ¢ nulo, uma vez que nesse ponto o
momento estatico da area ¢ nulo. Entao:

Q. =0

O momento estatico da darea avaliado no ponto B pode ser calculado
considerando a ilustragdo apresentada na Fig. (20.22). Com base nessa figura tem-se:

72,143 (17,857-5)

Qp =10-72,143- -10-(17,857-5)-

Qg =25196,55mm’ = Q, =2,519655-10"m’

17,857

L

72,143

SoutmE B

Figura 20.22 Momento estatico da area no ponto B. Dimensdes em mm.
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Ja o momento estatico da area no centro de gravidade ¢ dado por:

72,143

Q,, =10-72,143. Q,, =26023,06mm’ =
Qy = 2,602306-107° m’
Finalmente, o momento estatico da area, avaliado no ponto A, pode ser

determinado utilizando-se a ilustracdo mostrada na Fig. (20.23). Assim:

' — S gy / 17,857

N

72,143

SN

Figura 20.23 Momento estatico da area no ponto A. Dimensdes em mm.

72,143 17,857

Q,=10-72,143. —-10-17,857-
QA=O

Com os valores dos momentos estaticos avaliados em todos os pontos de

-190-10-(17,857-5) =

interesse, pode-se calcular a intensidade do fluxo de cisalhamento nesses pontos

utilizando a Eq.(20.5). Assim:

] _ViQ q, = 200 q _okN
S B A 3,20-10°° A m
V;Q 20-2,519655-107° kN
j <k s
= = = = (y =157,48—
e I e 3,20-10°° e m
q _ViQe g =200 o _okN
© o, ¢ 3,20-10° © m
V;Q 20-2,602306-107° kN
j <k s
- = = =162,64—
e I, e 3,20-10°° e m

Com base nos valores de fluxo de cisalhamento determinados anteriormente, sua

distribuicao no plano da se¢do transversal ¢ a apresentada na Fig. (20.24).
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A intensidade da for¢a na mesa pode ser obtida integrando-se o fluxo de
cisalhamento ao longo de seu comprimento. Sabendo que esta integral representa a area
da variacao do fluxo tem-se:

F :157,48-0’195

mesa

F _ =15,35kN

mesa

/‘157,48
157,48

' i

Figura 20.24 Variacdo do fluxo de cisalhamento no plano da segdo transversal.

Ao longo das almas da secdo, a intensidade da forca atuante deve ser igual ao
esforco cortante, de forma que a condic¢ao de equilibrio seja observada. Portanto, a forga
na alma ¢ dada por:

= 20

alma —

= F, . =10kN

alma

Dessa forma, a variacao das forgas no perfil pode ser ilustrada como apresentado
na Fig. (20.25):
15,35 15,35
é ( ‘ , \ Y

10 10

Figura 20.25 Variagdo da forga nas paredes finas da se¢do transversal.
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20.9 — Exemplo 7

Determine a distribuicdo do fluxo de cisalhamento para a segdo transversal
mostrada na Fig. (20.26), sabendo que esta ¢ submetida a um esforg¢o cortante igual a

V, =20kN .

o

mm L

2 1

Figura 20.26 Secao transversal a ser analisada.

Devido a simetria da se¢do transversal, basta que a intensidade do fluxo de
cisalhamento seja calculada nos pontos A, B e C ilustrados na Fig. (20.26) para que sua
variagdo seja determinada. Sabendo que nas areas horizontais o fluxo apresentara
variacdo linear e que nas dreas verticais esta variagdo € parabolica, devem ser
determinados os valores dos momentos estaticos nos pontos A, B e C. Devido a simetria
da se¢do verifica-se que seu centro de gravidade encontra-se localizado na intersec¢do

entre os eixos de simetria da figura. Assim, o momento de inércia da sec¢do € igual a:

3 3
IZ:68 _46 = |, =184mm*
12 12

O momento estatico da se¢do transversal avaliado no ponto A € nulo, uma vez

que nesse ponto Q, ¢ calculado considerando toda a area da se¢do. Portanto:

QA =0
Ja no ponto B, o momento estatico deve ser calculado considerando-se apenas a

area hachurada mostrada na Fig. (20.27). Considerando apenas as dimensdes médias da

secao tem-se:
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Q=5-1-3,5 = Q,=17,5mm’
Finalmente, no ponto C o momento estatico ¢ dado por:

Qe =6-13,5+2-(3-1:1,5) = Q. =30mm’

S

et ————

Figura 20.27 Area hachurada para o calculo do momento estatico do ponto B.

Com base nos valores dos momentos estaticos determinados anteriormente,
pode-se calcular as intensidades dos fluxos de cisalhamento. Utilizando a Eq.(20.5),

constata-se que o fluxo de cisalhamento no ponto A ¢ igual a:

] _ViQe o 100 q _okN
S A bo184 Y m

J& nos pontos B e C, o fluxo de cisalhamento deve ser dividido por dois, uma
vez que a area considerada para o cdlculo do momento estitico possui ambas as

extremidades seccionadas. Assim:

ViQ, 10-17,5
I 184 kN
= = Qg=—— = (;=0,475—
e =— Qs > s o
V;Q, 10-30
I 184 kN
- = .= = =0,815—
Qc > Qc > Qc mm

Com base nos valores calculados anteriormente, constata-se que o fluxo de

cisalhamento possui a variagdo mostrada na Fig. (20.28).
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I
. 4 I
~ s I

T
|
|

. 0,475
I
I
|

M -~ — = :

Figura 20.28 Distribui¢do do fluxo de cisalhamento para a se¢do analisada.

20.10 — Exemplo 8

Determine o valor do fluxo de cisalhamento nos pontos A e B e também o valor

do maior fluxo de cisalhamento atuante na secao transversal mostrada na Fig. (20.29).

B e e e e e i = 10 V=150N

' gl
¢ ¢ 40
' ' g

L..-‘;-‘i Al%__m E_T

!mm

30 ld 40 10 30

Figura 20.29 Secdo transversal a ser analisada.

Para que a Eq.(20.5) seja aplicada, deve-se determinar as coordenadas do centro
de gravidade da se¢do e também seu momento de inércia em torno do eixo zZ. Assim:
2~(40~10-5)+2~(10‘40-30)+60‘10~55

2-(40-10)+2-(10-40)+60-10

y= = y=27,7272mm

A partir da posi¢ao do centro de gravidade, pode-se calcular o valor do momento

de inércia da secao. Entdo:
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z

3
| :2.{401;0 +4o-10-(27,7272—5)z}+

60-10°

3
2-{10130 +1o-4o-(27,7272—30)2}+{ +60-10-(27,7272—55)2}:>

I,=9,81969-10° mm*
O momento estatico do ponto A ¢ dado por:
Q, =40-10-(27,7272-5) = Q, =9090,88mm’

J4 0 momento estatico do ponto B ¢ igual a:

Q, =40-10-(27,7272-5)+17,7272-10- 17’72272 -

40-17,7272)

40-17,7272 -10-( Q, =8181,76mm’
B

O momento estatico apresentara seu valor maximo quando o ponto analisado
encontrar-se sobre o centro de gravidade da se¢do. Assim, serd nesse ponto que o fluxo

de cisalhamento apresentara seu valor maximo. Portanto:

17,7272

Q,, =40-10-(27,7272~5)+17,7272-10- Q,, =10662,15mm’

Com base nos valores dos momentos estaticos calculados anteriormente,

conclui-se que os fluxos de cisalhamento atuantes nos pontos de interesse serdo iguais a:

V.Q 150-9090,88 N
j <k s
= = = = =1,380—
% I, % 9,81969-10° % mm
V.Q 150-8181,76 N
j <k )
= = = = =1,250—
e I e 9,81969-10° e mm
ViQ 150-10662,15 N
j <k s
- - it N =1,629—
ey [, e 9,81969-10° ey mm

20.11 — Centro de Cisalhamento

Até o presente momento, foram estudadas as variagdes e as intensidades dos
fluxos de cisalhamento atuantes no plano de seg¢des transversais compostas por

elementos de paredes finas onde o esforco cortante era aplicado ao longo de um de seus

Capitulo 20 — Fluxo de Cisalhamento em Se¢des Formadas por Elementos Esbeltos



Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Solidos 494

eixos principais de inércia. Porém, pode-se perguntar: o que ocorre quando esta
condicao nao ¢ atendida?

Esta pergunta serd respondida neste item, onde os efeitos mecanicos da
aplicacdo do esfor¢o cortante em um eixo que ndo seja um eixo principal de inércia
serdo apresentados. Serdo consideradas segdes transversais abertas formadas por
elementos de paredes finas. Dessa forma, as dimensdes da linha média dos elementos
esbeltos poderdo ser utilizadas para a determinagao do fluxo.

Um caso cldssico que enquadra-se na categoria dos problemas que serdo
estudados nesse item € o de um perfil do tipo C submetido a acdo de uma forca de
intensidade P aplicada ao longo de um eixo vertical que ndo seja principal, conforme
mostrado na Fig. (20.30). Embora a estrutura mostrada nessa figura seja isostatica e em
balancgo, nessa situagdo o perfil ndo serd apenas fletido, mas também sofrerd a acdo de
uma torgao.

Para compreender o motivo pelo qual o elemento de barra torce, sem que seja
aplicado nenhum momento de tor¢do, deve-se estudar a distribui¢do do fluxo de
cisalhamento nas mesas e na alma deste perfil. Para a secdo analisada, a distribui¢do do
fluxo de cisalhamento ¢ apresentada na Fig. (20.30). Quando integrado, o fluxo de
cisalhamento d4 origem a forcas resultantes nesses elementos. Impondo o equilibrio dos
momentos resultantes dessas forcas, constata-se que surge um momento que tende a
torcer a se¢do transversal. Observando a barra formada pelo perfil C, apresentada na
Fig. (20.30), verifica-se que a tor¢do ocorrerd no sentido horario, j4 que sdo as forcas

reativas internas que garantem o equilibrio.

( q max )mesa

A
-— — -—— -

!

( Irmax )a Ima

|

|—=— — =

(4 max)
llla:(mesa

Figura 20.30 Secdo aberta submetida a flexdo e a torgao.
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Em diversas aplicagdes de engenharia ¢ interessante que esforgos de torgao
sejam evitados em elementos de barra geral. Em especial, esfor¢os de tor¢ao devem ser
evitados quando segdes transversais "abertas" sao utilizadas, como em perfis do tipo C
e C enrijecido, uma vez que essas se¢Oes (abertas) possuem baixa inércia a torg¢ao
(sugere-se que o leitor relembre esta afirmacdo com os problemas estudados no capitulo
16). Nessas situagoes, os efeitos da torcdo podem ser evitados se a carga P for aplicada
em um ponto conveniente, conforme mostrado na Fig. (20.31). O ponto em questdo ¢

denominado 0 e dista e do eixo da alma do perfil.

Enesa P
T.H
A —_
d _— .
r'/ O A
V=F l
L == ]
' mesa

Figura 20.31 Ponto conveniente 0. Centro de cisalhamento.

Para a determinacdo da excentricidade e, deve-se impor as condigcdes de
equilibrio de corpo rigido. Efetuando a somatéria de momentos em relagdo ao ponto A,
mostrado na Fig. (20.31), tem-se:

d+F d—Pe:O = e:Fm;)Ad

mesa A
2

F

mesa -
2

O valor da forca equivalente na mesa, F,, ¢ obtido integrando-se o fluxo de

cisalhamento ao longo da mesa. Este fluxo depende diretamente da intensidade da carga
P. Portanto, a excentricidade e, que mede a distancia do ponto de aplica¢do da carga,
pode ser expresso unicamente em fun¢do de parametros geométricos da sec¢do
transversal. O ponto 0, no qual a carga P ¢ aplicada fazendo a viga fletir sem torcer, ¢
denominado centro de cisalhamento ou centro de flexdo. Em tabelas elaboradas por
fabricantes de perfis produzidos industrialmente, a posi¢do do centro de cisalhamento &,
normalmente, indicada.

Deve-se enfatizar que o centro de cisalhamento se apoiara sempre sobre os €ixos
principais de inércia da secdo transversal. Considerando o perfil C apresentado

anteriormente, porém rotacionado de 90°, com uma carga P aplicada ao longo de um de
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seus eixos principais de inércia, como mostra a Fig. (20.32), constata-se que a barra
fletira sem torcer. Isso ocorre devido a simetria do fluxo de cisalhamento nas mesas e
alma. Quando o esforco cortante ¢ aplicado ao longo de um dos eixos principais de

inércia a barra flete sem torcer.

Ewesa Enes a

® > ) s Py ™)

(-
A A
V== =

Figura 20.32 Ponto conveniente 0. Centro de cisalhamento.

N~y
NNy

Obviamente, se uma se¢ao transversal possuir dois eixos de simetria, o centro de

cisalhamento sera localizado na intersecdo desses eixos.

20.12 — Exemplo 9

Determine a posi¢ao do centro de cisalhamento do perfil C mostrado na Fig.
(20.33).

|
-
—~HF !

h
-

Figura 20.33 Secdo transversal a ser analisada.
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Sabe-se que a distribuicao do fluxo de cisalhamento no perfil C segue o padrao
apresentado na Fig.(20.34). Além disso, sabe-se também que a integracao do fluxo de
cisalhamento nos elementos de paredes finas conduz a determinacao das intensidades
das forcas equivalentes. Para que a posi¢do do centro de cisalhamento seja determinada,
deve-se efetuar a somatoria dos momentos em relagdo ao ponto A, envolvendo as forcas

equivalentes nas mesas € na alma e também a forga P aplicada.

=V
1 4

P
Fy
o - : .
h v —
T
Fr

Figura 20.34 Distribui¢do do fluxo de cisalhamento e forgas equivalente nos elementos de parede fina.

Portanto, o primeiro passo para a solucao do problema ¢ a determinagdo do fluxo

de cisalhamento nas mesas. Assim, o valor do momento de inércia da se¢do ¢ igual a:

3 2 3
l,=2. b-t +b-t-(n) +t'h
12 2 12

Como a secdo transversal ¢ composta por elementos de paredes finas, os termos

de alta ordem de t podem ser desprezados. Portanto:

2 3 2
Iz=2'{b-t-(nj :|+t‘h = |Z=t.h (b+hj
2 12 2 6

O momento estdtico da mesa do perfil, como anteriormente estudado neste

capitulo, ¢ igual a:

h
=b-t-—
Qmesa 2
Dessa forma, a intensidade maxima do fluxo na mesa, segundo a Eq.(20.5), é
igual a:
h
P.b-t-—
V. .
qmesa = JQk : qmesa = 2 P b

_2— = qmeSa:—
th (b+h) h(b+hj
2 U6 6
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Sabendo que a variacdo do fluxo de cisalhamento na mesa ¢ linear, pode-se

determinar a forca equivalente nesse elemento integrando o fluxo na mesa. Assim:

2
Free = [ Gneadd = F __Pb b ¢ P-b
b

h[b+hj 2 2h(b+hJ
6 6
De posse do valor da forca equivalente na mesa, pode-se aplicar a condi¢ao de

equilibrio de momentos em relagdo ao ponto A mostrado na Fig. (20.32). Dessa forma:

2 2
-F,..h+Pe=0 = Lh—Pe:O = e= b

2h(b+h] 2(b+hj
6 6

Assim, a excentricidade e depende unicamente das propriedades geométricas da
secdo transversal. Independentemente do valor da carga P aplicada, o perfil fletird sem

torcer se esta carga for aplicada na excentricidade determinada anteriormente.

20.13 — Exemplo 10

Determine a posi¢ao do centro de cisalhamento do perfil C enrijecido mostrado
na Fig. (20.35), sabendo que suas dimensdes estdo apresentadas em in.

Para que esse problema seja resolvido, devem ser determinadas as intensidades
dos fluxos de cisalhamento nas mesas ¢ nos enrijecedores. Em seguida, esses fluxos
devem ser integrados nos elementos de paredes finas, de forma a se obter suas forgas
equivalentes. Finalmente, impde-se o equilibrio em termos de momento em relagdo a
um ponto particular. Para esse problema, efetua-se a somatéria dos momentos em
relagdo ao ponto A mostrado na Fig. (20.36).

Para a determinagdo do fluxo de cisalhamento deve-se utilizar a Eq.(20.5), a qual
depende do momento de inércia da secdo transversal e do momento estatico das areas

consideradas. Assim:

3 3 3
|, =2- tl +t-1-1,5% |+2- L8t +1,8-t-27 +t 4
12 12 12

Desprezando os termos de alta ordem de t, uma vez que a se¢do ¢ composta por

elementos de paredes finas, tem-se:

Capitulo 20 — Fluxo de Cisalhamento em Sec¢des Formadas por Elementos Esbeltos



Resisténcia dos Materiais / Mecanica dos Sélidos 499

t'13 2 2 t'43
|, =2- +t11,5% |+2:[1,8-1-27 |+ = |, =244t

12 12

r —

4 !
t

1

i |

A 1

. —K

| 1,80
1 1

Figura 20.35 Secao transversal a ser analisada.

O valor do momento estatico dos enrijecedores ¢ igual a:
Qenrijecedor =t- l- 1’ 5 = Qenrijecedor = 1’ St
J& o valor do momento estatico das mesas ¢ igual a:

Qmesazt'1'1a5+1a8't'2 = Q =51t

mesa
Com base nos valores dos momentos de inércia e estatico das areas, verifica-se

que a intensidade méaxima do fluxo de cisalhamento nos enrijecedores € igual a:

V.Q P-1,5t
_ i<k _ > _
qenrijecedor - | } = qenrijecedor - m = qenrijecedor - O’ 061475P

E nas mesas, o valor maximo ¢ igual a:

ViQ, P-5,1t
qmesa = =

= = =
I ] Ormesa 24,4t Ormesa

=0,2090P

Assim, a distribuicdo dos fluxos de cisalhamento na secdo transversal ¢
apresentada na Fig. (20.36). A for¢a equivalente na mesa ¢ obtida integrando-se o fluxo

ao longo do comprimento da mesa. Sabendo que essa integral ¢ igual a area do fluxo

tem-se:

F.., =0,2434P

F - (0,2090P +20,O61475Pj1’8
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0,2090

:: 0,0601475 P

____________ T 1

b= ===

&
-~

)
|
! -

Figura 20.36 Distribuicdo do fluxo de cisalhamento nos elementos de parede fina.

P ¢ s
s+—ds =

1

P S

I:enrijecedor = J- 24 4t t-s (1 + —) ds = Fenrijecedor = m 5
b . 0

0
Fenrijecedor = 0, 0273P
Impondo a condi¢do de equilibrio de momentos em relagdo ao ponto A,

Ja nos enrijecedores, a forca equivalente ¢ obtida de forma semelhante. Assim:

apresentado na Fig. (20.36), obtém-se:
Fresa "4+ 2 Fovijecesor ‘L8 —P€=0 = 0,2434P-4+2-0,0273P-1,8—Pe=0
e=1,072in
Dessa forma, assim como no exemplo anterior, a excentricidade de aplicagdo da
carga que provoca apenas flexdo na barra depende somente das propriedades

geométricas da secdo transversal. Se comparado ao perfil C sem enrijecedor, analisado

no exemplo anterior tem-se a seguinte resposta:
b? 1,87 :
= e= = e=0,6567in

T 4
2(b+j 2(1,8+j
6 6

Assim, a presenca dos enrijecedores permite que a carga seja aplicada a uma

distancia maior.
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20.14 — Exemplo 11

Determine a posi¢ao do centro de cisalhamento da secdo transversal apresentada
na Fig. (20.37).
Para que esse problema seja resolvido deve-se, inicialmente, determinar as

coordenadas do centro de gravidade da se¢do. Assim:

(6-1-12)2+(12-1-6)2
Z, = = 1z, =38cm
5T (6-1)2+(12-1)2 °

A localizagdo do centro de gravidade da se¢do ao longo do eixo Yy, Y,
encontra-se na metade de sua altura devido a simetria da se¢do em relagdo a este eixo.

TN

12 -~

Figura 20.37 Estrutura a ser analisada. Dimensdes em cm.

O momento de inércia da se¢ao em torno do eixo z ¢ igual a:

3 3 3
|, = 1O s oo 2 pna o 122 o |, =7346cm*
12 12 12

A forga equivalente atuante em cada um dos elementos de paredes finas que
compdem a secdo transversal pode ser obtida integrando-se o fluxo de cisalhamento ao
longo do comprimento da parede. Observando os sentidos das forgas ilustrados na Fig.

(20.38), estas podem ser obtidas da seguinte maneira:
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6 6
Flszj'l.x-{12+(6—x)+ﬂdx = FlszJ' [18——}dx = K 288VT
0

V12 V12 V
== [(6-115+1-x-12)dx = F,==[(90+12x)dx = F,=1944—
0 I 0 I
Vi X
F, :ZTJ{6-1-15+12-1-12+1-x-((lZ—x)+§ﬂdx =
0

Vi X’ Vv
F, :sz234+12-x—7dx = F=6768—
0
Com base nas forcas equivalentes determinadas anteriormente constata-se que o

equilibrio em termos de forcas pode ser assim expresso:

2. F, =0 = V=2F+F

Figura 20.38 Sentido de atuacdo das forgas equivalente e posicionamento do centro de tor¢do.

A posicao do centro de cisalhamento resulta da condi¢do de que na se¢do exista
somente um esfor¢o cortante estaticamente equivalente, passando por um ponto sobre o
eixo de simetria distante € do eixo de redug¢do. A condi¢do de equivaléncia pode ser
expressa como:

dYM=0 = V-e+2(F-12)-2(F,-12)=0 = V-e=24(F,-F)

Do equilibrio de forgas na dire¢do y foi mostrado que: V =2F +F,. Assim, a

equagao anterior pode ser assim reescrita:
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24(F,-F,
V-e=24(F,-F) = (2R +F)e=24(F,-F) = e= 2(F12+ F3l)
Substituindo os valores das forcas equivalentes obtém-se:
\Y \Y
24| 1944 ——288—
24(F2 - Fl) ( | I j
e:ﬁ = €= Y, v = e=5,41cm
AR 2(288|j+6768|

20.15 — Exemplo 13

503

Determine a localizacdo e do centro de cisalhamento para o elemento de paredes

finas que tem a se¢do transversal mostrada na Fig. (20.39). Os segmentos t€ém espessura

t.

Figura 20.39 Sec@o transversal a ser analisada.

Para a determinagdo do centro de cisalhamento da secdo transversal mostrada na

Fig. (20.39) deve-se determinar o momento de inércia dessa se¢ao em torno do eixo Z.

Como existem porgdes da se¢do transversal que ndo estdo alinhadas com os eixos Yy e z,

o momento de inércia deve ser calculado utilizando a defini¢do, via integral, ou seja,

I, = j y*dA . Portanto:
A
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3 3 150
1, =110 +2[y'dA = 1, = 110 +2[t(s-sen(30°)+75) ds =
12 A 0
3 150 2
=1 1120 +2It(%+75~s+5625]ds = I, =281250t+3937500t
0
1, = 4218750t

A forga resultante do fluxo de cisalhamento na porcdo inclinada da secdo
transversal ¢ obtida integrando-se o fluxo de cisalhamento ao longo do comprimento da
secdo. Assim, o fluxo de cisalhamento, em fun¢do de uma ordenada S que se inicia na
parte superior do perfil, pode ser assim expresso:

qX:V_QZ = qx:\I/—st(75+150-sen(30°)—§sen(30°)) =

IZ z

\Y s
=—st| 150——
a, =5t 150-%

z

Portanto, a for¢ca na porc¢ao inclinada da se¢do transversal assume o seguinte

valor:
150
Frew =008 = Fmesaz\l/—jst(wo-%jds - Fmesa=¥1406250 =
S z 0 Z
F o= 4650 = F_ =Y
4218750t

mesa
3

Impondo o equilibrio de momentos em relagao ao ponto O obtém-se:

Ve = 2[\%003(30)75} = e=43,3mm

20.16 — Exemplo 14

Determine a localizacdo e do centro de cisalhamento para os elementos de
paredes finas que compdem a se¢do transversal mostrada na Fig. (20.40). Todos os
segmentos tém espessura t.

Para a determinacdo do centro de cisalhamento da se¢do transversal apresentada
na Fig. (20.40) deve-se calcular as for¢as equivalentes nos elementos de paredes finas

que a compdem. Como existem elementos de paredes finas que nao estdo alinhados com
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os eixos Y e Z, o valor da inércia da se¢do em torno do eixo z deve ser avaliado

ege R .o, . 2
utilizando-se a defini¢do de momento de inércia, ou seja, |, = j y-dA.
A

b

|
|
i

Figura 20.40 Sec¢ao transversal a ser analisada.

Por meio de simples constatacdo geométrica, verifica-se facilmente que estes

elementos de paredes finas podem ser descritos como:
y =5-sen(45°)

sendo S a coordenada paralela a maior dimensao do elemento de parede fina.
Portanto, |, pode ser calculado como:

I, = b_t3+bt[%d)2 2+Ht(s.sen(450))2ds}2

12

Como os elementos que compdem a se¢do transversal analisada sdo de paredes

finas, os termos de alta ordem de t podem ser desprezados. Assim:

|, =btd*+2[t=-ds = I, =btd’+—
) 3

A forga equivalente nas mesas da se¢do (elementos de paredes finas horizontais)

¢ dada por:

b
FmesazljydA = Fmesazljstﬁd-ds = Fmesazltdbzﬁ
IZA IZO 2 IZ 4

Substituindo o valor de |, obtém-se:
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V2

2
I:mesa = 3 = Fmesa = 5
3

Efetuando a somatoria de momentos em relagdo ao ponto onde os elementos de

paredes finas inclinados encontram-se obtém-se o valor de e. Assim:

V2 V2,32 3P

—d => Ve=2-—

Ve=2. . ==
T ey 2 4 (3bd+d?) - ° 2(3b+d)
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21. — Deslocamentos em Vigas. Linha Elastica

21.1 —Introducédo

Nos projetos de engenharia estrutural, o estabelecimento de limites para os
valores das deflexdes, ou deslocamentos, de elementos estruturais submetidos a
esforcos de flexao ¢ de grande importancia. Os valores dos deslocamentos dos pontos
materiais pertencentes aos elementos estruturais estdo diretamente relacionados ao bom
desempenho da estrutura e também ao conforto e bem estar de seus usuarios.

Embora a condicao de equilibrio seja atendida em diversas situagdes, ou seja, o
colapso mecanico nao ¢ observado, o deslocamento excessivo da estrutura pode causar
sua inutilizacdo. Como mostrado na Fig. (21.1), o deslocamento excessivo de uma viga,
pertencente ao sistema estrutural de um edificio, pode resultar no ineficiente
funcionamento de portas e janelas, além do descolamento dos revestimentos das paredes

e das lajes. Assim, nessas situagdes a estrutura nao atende as suas condigdes de servigo.

Figura 21.1 Deslocamentos excessivos em estruturas.
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Existem diversos métodos que permitem a determinagdo dos deslocamentos em
elementos de barra geral fletidos. Dentre estes, sera apresentado nestas notas, o0 método
conhecido como Linha Eléstica. A linha elastica refere-se a forma exibida pelo eixo de
um elemento de barra geral composto por material eldstico em sua configuracao
deslocada.

Para fins ilustrativos, podem ser analisadas, qualitativamente, as linhas elasticas
dos elementos de viga apresentados na Fig. (21.2). Nestes elementos atuam acdes
externas que produzem flexao, conduzindo a estrutura a uma configurac¢ao deslocada em
relacdo a sua posicdo original. A linha formada pela unido dos pontos pertencentes ao
eixo da viga na posi¢ao deslocada define a linha eléstica. Nas ilustragdes apresentadas

na Fig. (21.2), as linhas na cor azul representam as linhas elasticas.

F P
| v

A

Figura 21.2 Linha elastica em vigas.

O estudo da linha elastica que sera apresentado neste capitulo visa a avaliagdo
dos deslocamentos em elementos estruturais do tipo viga. Portanto, objetiva-se
determinar, para os pontos localizados sobre o eixo da viga, o deslocamento
perpendicular ao eixo da viga e suas rotagoes.

Para a determinacdo da(s) expressdo(des) que representa(m) a linha elastica,
deve-se considerar as condi¢des de vinculagdo atuantes na estrutura. Se em um dado

ponto, localizado na ordenada X ao longo do comprimento da viga, o deslocamento V

for nulo, como nos apoios fixo e movel e também nos engastes, tem-se V(X) =0. Por

outro lado, se a rotagdo for nula neste ponto, como ocorre nos engastes, tem-se que

dv(x%(:v'(x):o.

Além disso, os valores dos esforcos solicitantes (momento fletor e esforco
cortante) ao longo dos pontos da viga devem também ser considerados. Para as vigas
mostradas na Fig. (21.2), constata-se que o momento fletor nos pontos onde atuam os
apoios do tipo fixo ¢ nulo. Com relagdo ao esfor¢o cortante, verifica-se que seu valor €
igual a F, para a primeira das vigas mostradas na Fig. (21.2), no ponto localizado na

extremidade do balango, ou seja, no ponto onde a forga concentrada é aplicada.
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O conjunto formado pelos valores dos deslocamentos, das rotagdes e dos
esforcos solicitantes conhecidos ao longo dos pontos da estrutura analisada ¢
denominado condi¢des de contorno aplicadas a estrutura. As condi¢des de contorno
serdo utilizadas para a determinacdo das expressdes que definem a linha elastica.

Para encerrar a parte introdutéria deste capitulo, deve-se dedicar atencdo
especial aos pontos cuja rotacao seja nula. Estes pontos representam inflexdes na curva
de deslocamento, portanto, serdo nestes pontos em que os deslocamentos apresentardo
seus valores extremos, maximos ou minimos, locais ou globais. Dessa forma, os valores
extremos dos deslocamentos, que serdo utilizados para as verificagdes de projeto,
devem ser calculados nos pontos onde a rotagao ¢ nula. Para a segunda viga mostrada na
Fig. (21.2), constata-se que o deslocamento maximo ocorre no ponto A, localizado no
centro do vdo. Nao por acaso, nesse ponto a rotagdo ¢ nula.

Tal constatagdo pode ser também obtida matematicamente, uma vez que a

rotacdo ¢ igual a derivada primeira do deslocamento em relacdo ao comprimento do
. dv(x) : . :
elemento estrutural, ou seja, ax =V (X)zO. Utilizando os conhecimentos do

calculo diferencial, quando V' (X) =0 tem-se um ponto de extremo de V(X).

21.2 —Equacao da Linha Neutra

Para que o célculo dos deslocamentos em vigas via linha elastica seja possivel,
deve-se, inicialmente, formular o problema associando as deformagdes no plano da
secdo transversal aos carregamentos atuantes e aos esfor¢os solicitantes produzidos por
estes. Para tal fim, pode-se considerar a viga prismatica mostrada na Fig. (21.3), a qual

esta em equilibrio quando submetida a um conjunto de a¢des externas.
z )

Wﬂ\l 'lv (M

Figura 21.3 Viga submetida a um conjunto de a¢3es externas.
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Assumindo que a viga obedeca ao regime de pequenos deslocamentos, pode-se
aproximar sua configuracdo deslocada por um arco de circulo. Dessa forma, um
elemento infinitesimal de comprimento dX ird apresentar, antes e depois da deformagio,
as configuracdes geométricas mostradas na Fig. (21.4). Por meio desta figura observa-se

que a deformagdo normal no elemento varia conforme o ponto analisado percorre a

altura da se¢do transversal, como ja discutido nos capitulos 17 e 18.
v O’

p
-ds
] - - g H .'"I-’{
T e (1]
Antes da Apoés a
deformacao deformacio

Figura 21.4 Elemento infinitesimal da viga. Antes e apos a deformagao.

Utilizando a definicdo de deformagao normal, verifica-se que a deformagao
normal ao longo de uma dada fibra dessa se¢do pode ser calculada por:

E= gs —0s (21.1)
ds

Conforme mostrado na Fig. (21.4), verifica-se que antes da deformagio ds = dx.
Ap6s a deformagdo, a configuracdo deslocada da viga sera aproximada por um arco de
circulo. Assim, o conjunto de pontos que compde a fibra que permanece com
comprimento dX, isto é, a fibra que mantém-se indeformada, pode ser definido a partir
de um arco de circulo de raio p e centro O'. Uma vez que d@ define o angulo entre os

lados do elemento infinitesimal considerado (a abertura do arco de circulo), tem-se que:

ds = dx = pd@ (21.2)
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De forma semelhante, o comprimento deformado de uma dada fibra, ds’, pode

ser definido em fungdo do arco de circulo de raio p e centro O'. Assim, para as fibras

deformadas tem-se que:

dS':(p—y)dH (21.3)
Com base nas Eq.(21.2) e Eq.(21.3), pode-se reescrever a Eq.(21.1) como:
-y)d@ - pdo
o= lim (P=Y)4O-p S (21.4)
dé—0 pd@ p

Como o problema envolve apenas a flexdo em torno do eixo z, sabe-se que as
tensdes normais, neste caso, estdo associadas ao momento fletor atuante por meio da

seguinte relacdo, conforme apresentado no capitulo 17:

GZ_MTy (21.5)

Utilizando a lei de Hooke (0'=E8)e a Eq.(21.4), pode-se reescrever a

Eq.(21.5) da seguinte forma:

O-:_My = Eg:_My = _El:_My = l:M (216)
| | o, | p El

A Eq.(21.6) relaciona o valor inverso do raio do arco de circulo, também
conhecido como curvatura, ao momento fletor atuante. O préximo passo para a
obtencdo da formulacdo da linha elastica envolve a associagdo da curvatura ao
deslocamento da viga. Para tal fim, deve-se considerar um elemento representativo da

linha elastica de uma viga como mostrado na Fig. (21.5).

\Y O'

+p P

ds de
dv \\ +6
+V

- d x>

+X

Figura 21.5 Elemento representativo da linha elastica
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Conforme mostrado na Fig. (21.5), @ ¢ o angulo entre o eixo X e a tangente a
curva de deflexdo, ou linha elastica, em um dado ponto. O angulo & possui valor
positivo se medido no sentido anti-horario. Assumindo-se que a viga obedeca ao regime
de pequenos deslocamentos e pequenas rotagdes, o comprimento infinitesimal da linha

elastica ds pode ser assim calculado:

ds = pd@ (21.7)
Portanto, a curvatura pode ser escrita como:

1 de

—=— (21.8)
p ds

Com base na Eq.(21.8), admitindo-se o sistema cartesiano classico, a curvatura ¢
positiva se a concavidade da linha elastica estiver voltada para o sentido positivo do

eixo Yy, sendo negativa em caso contrario, como mostra a Fig. (21.6).

AY AY

NS /=N

> X > X

Figura 21.6 Sinais para a curvatura da linha elastica.

A inclinagdo da curva de deflexdo ¢ igual a sua primeira derivada, ou seja,

d%x' Com base na Fig. (21.5), verifica-se que, geometricamente, a inclinacdo da

curva de deflexio ¢ dada pela variagdo do deslocamento, dv, dividido pelo incremento
do comprimento da linha elastica ao longo do eixo X, dx. Como dv e dx sdo
infinitesimais, pode-se escrever que:

tan(9)=% (21.9)

Essa formulagdo assume que a viga obedeca ao regime de pequenos
deslocamentos, e consequentemente ao de pequenas rotacdes. Isso faz com que tanto os
deslocamentos 