A INTEGRAL DE RIEMANN EM UMA VARIAVEL (REVISAO)

1. INTRODUCAO

A ideia de integracao, como inversa do processo de derivacao, aparece
nos trabalhos revolucionarios de Isaac Newton e Gotfried Leibniz no
final do século XVII, embora muito das ideias centrais ja aparecam nos
trabalhos de Democrito e Eudoxo, com o método de exaustao para o
calculo de areas.

E apenas em meados do século XIX, que a integracao ¢ vista como
um processo independente, como limites de certas somas interpre-
tadas como aproximacao de areas sob o grafico de funcoes, conhecidas
desde entao como Somas de Riemann. As ideias de Riemann de-
ram origem a outras teorias de integracao, notadamente a de Henry
Lebesgue, ja no inicio do século XX.

A integral de Riemann (e suas generalizagoes) permanecem, porém,
como um dos assuntos mais importantes da Analise Matematica pela
sua aplicabilidade, natureza intuitiva e importéncia histoérica.

Para definir a integral de Riemann, precisamos de alguns conceitos
preliminares.

Definicao 1.1. Uma particao do intervalo fechado I = [a,b] é
um conjunto finito e ordenado P = {xg,x1, 1, - ,x,} de pontos
de I tais que

a=x0< T < Ty <---<x, =0

O intervalo I, = [x_1, xx_1] de comprimento Axy = v —xp_1 Serd
denominado o k-ésimo subintervalo da particao P.
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Definicao 1.2. O comprimento mdximo dos subintervalos da particao
P ={xg,x1, 21, ,Tn} dointervalo [a,b] é a norma da parti¢cao
e serd denotada por ||P||.

Ou seja, se Axp = xp — Tp_1 :

[P == max{Azy, 1<k <n}.

Definigao 1.3. Dizemos que a particio P = {xg,x1, 21, , Ty}
foi marcada se escolhemos um ponto (ou marca) t, em cada
subintervalo I, = [xp_1,xr_1]. Denotaremos por P esta particio
marcada, e usaremos a mesma notagio |P| para a norma desta
particao.

Definicdo 1.4. Se f : [a,b] = R e P € uma particdo marcada de
la, b], definimos a soma de Riemann de f relativa a P por

S(f;P) = Zf(tz')ﬁ%’-

>
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Podemos agora definir a integral de Riemann.
Definicao 1.5. Dizemos que a funcao f :[a,b] — R é Riemann
integrdvel no intervalo |a,b] P se existir um nmero real L tal que

para qualquer € > 0, existe 0 > 0 tal que a soma de Riemann de
f relativa a qualquer particao marcada P, com || P|| < § satisfaz

IS(f;P) — L <«

Usaremos a notacao f € Rla,b|, nesse caso.

Se f € f € Ra, b] usamos as notagoes:

/abf, /abf@s)das, /abf(t)dt

para o valor do limite L na definicao acima.
(A variavel usada na integragao é, obviamente, irrelevante).

Exemplos 1.6. 1) Se f(x) = k em [a,b], entio f € Rla,b] e
f flx)dx =k(b—a).

Y
fabf(x)dx:&

)L sexe(0,1]NQ
3)S€f($){07 sex €0, ]]NR\Q
1) Se f(x) = 2? em [0,1], entdo f € Rla,b] e ff ydx =1/3.

Nesse caso, € dificil mostrar que f € Rla,b], diretamente da
defini¢ao. Admitindo este fato, podemos calcular a integral, us-
ando uma sequéncia especial de particoes marcadas P definida por
x; =1i/n e marcas t; = x;. Para isto vamos usar a formula da soma
dos n primeiros quadrados: 1> +2°+---+n*=n’/3+n*/3+n/6.

entdo [ € Rla,b] e

entdo f ¢ Rla,b|.
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2. PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE RIEMANN

Dadas as dificuldades para o calculo da integral pela definicao é im-
portante obter propriedades que ajudem nesta tarefa. Comecamos com
as ‘propriedades algébricas”.

Proposicao 2.1. Suponhamos que f,g € Rla,b]. Entdo temos:
a) Se k € R, entio kf € Rla,b]

fo-sfs
[ro-frf

c) Se f(z) < g(x),Vx € |a,b] entdo

[= ]

Dem. Vamos demonstrar b), os outros itens sao semelhantes e ficam
a cargo do leitor.

Seja L = f fely= f g. Dado € > 0, sejam 97 e 52 tais que
[Pl <61 = [S(f,P) = L] < ¢/2 ¢ ||P|| < 2= [S(g,P) — Lo| <
€/2.

Se 6 — min{dy, oz} e 1P| < d, teremos entao [S(f + 9,P) — (L +
Lo)| <|S(f,P)— Li| +|S(g,P) — Lo| < €/2+¢/2 =¢. [l

O resultado seguinte destaca uma classe de fungoes que nao per-
tencem a R|a, b].

b) f+g€ Rla,b] e

Proposigao 2.2. Se f € Rla,b], entdo f € limitada. (Ou seja se
f nao é limitada em |a,b], entdo f nao € integrdvel neste intervalo

).
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Dem. Suponhamos que f é ndo limitada e integravel em [a, b]. Dado
e = 1, existe 0 > 0 tal que

1) H7>11<5:/rs<f,7>—/ f\<1:»\s<f,7>r<1+\/ /]

Seja P uma particdo qualquer com [|P]| < 6.

Entao existe um subintervalo |[z;_1, z;] da particao P no qual f nao
limitada.

Vamos marcar a particao P em dois passos da seguinte forma. Primeiro
escoolhemos um ponto qualquer ¢; no subintervalo |x;_1, x;], para todo

j7# 1

Temos entao, para qualquer escolha do ponto t; € [x;_1, x].

S(f,P) = f(t)Ax; + Z f(t)Az; =
J#i

S(FPI = [FE)|Az| — | Y f(t)Azy).
el
Escolhendo agora t; de tal forma que
b n
[FEDI A > 1+ [, fl+ 1375 f(t) Az, segue que
b
2) SGPN =1+ [ 1
em contradigao com ([]). O]
flx)=1/z se x #0 .

Exemplo 2.3. A funcdo f(x) := ) 0
se r =

integravel em nenhum intervalo contendo a origem.
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3. FUNCOES INTEGRAVEIS

Vejamos alguns resultados que permitem decidir sobre a integrabili-
dade de classes amplas de funcoes, como fungoes "em escada”, contin-
uas etc. ).

Proposigao 3.1. (Critério de Cauchy) Uma funcdo f : |a,b] — R
pertence a Rla,b] se e somente se para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que, para quaisquer particées marcadas P e Q com ||P| <0 e
19| < & temos

’S(f,P) _S(f7 Q)’ < €
Esboco da demonstracao.
(=)
Se f: [a b] — R pertence a R[a b] Entdo |S(f,P) — f fl <e€/2e
1S(f, Q f fl < €/2=1S(f,P)—S(f, Q)| < e, pela desigualdade

trlangular

(=)

Se f satisfaz o critério, escolhemos uma sequéncia o,, decrescente de
niimeros positivos tais que, se | P|| < 4, e || Q|| < 6, entdo |S(f, P) —
S(fQ)| < 1/n. . .

Escolhendo agora particoes marcadas P, com ||P,| < d,, segue
que S(f,P,) Sequéncia de Cauchy. Se L = lim,,_,o0 S(f, Pn), obtemos
entao, para qualquer particio marcada P com norma menor do que d,,
que

’S(ﬁP) o L’ < ‘S(f,P) o S(fapm” + ‘S(fapm) o L’ Fazendo
m — 0o, obtemos |S(f,P) — L| < 1/n. O

Teorema 3.2. Toda fun¢do continua em [a,b] pertence a R|a,b].

Dem. Sendo f continua em [a, b, ela é uniformemente continua, ou
seja: dado i > 0, existe § > 0 de tal forma que z,y € [a,b] e |[xt —y| <

0= [f(x) = fy)l <n.
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Vamos usar o critério de Cauchy acima. Sejam P e Q, particoes
marcadas. Suponhamos inicialmente, que Q é um refinamento de
P, ouseja, P C Q.

Dado um subintervalo [z;_1,z;| da particdo P, existe entao k =
k(i), m = m(7) tais que os pontos Yr_1, Yk, * - Yprm da particio Q,
satisfazem : x;,_1 = Yr_1, i = Yrrm, OU S€ja:

iy, 2] = U [y, ).

Dado € > 0, escolhemos § > 0 de tal forma que z,y € |a,b] e
[z —yl <6 =[f(2) = fW| <n=gp7

Temos entao, se ||P|| < J, escolhendo marcas ty,t9, -+ ,t,, em P e
1,52, " Sk(n)4n €M Q.

S(f,P) = Z fti)(zi — zi1)

n [ k()mli)
=> | > ry—yi-)
=1\ k)

S(f, Q) = Z Fsi) (@i — 1)

Nas somatorias acima, como ¢; e s; estao no mesmo intervalo [z;_1.2],
para k(i) < j < k(i) + m(i). obtemos |t; — s;| < 4 e, portanto,
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Dadas, agora particoes marcadas arbitrdrias com 1P| <6,]Q| <§
seja R = PUQ e 'R uma marcacao qualquer em K.

Como R é refinamento de P e Q, segue do que foi demonstrado acima
que

< €
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[]

Observacao 3.3. Com uma pequena modificacao dos argumentos
acima, podemos mostrar que toda funcao f limitada e continua,
exceto em um numero finito de pontos do intervalo |a, b], pertence
a Rla,b]. Mais geralmente, f € Rla,b|, se o conjunto dos seus
pontos de descontinuidade € ‘suficientemente pequeno’ (tem me-
dida nula). Isto vale, em particular, se ele € enumerdvel. Seque
dai que toda fungdo mondtona em [a,b| pertence a Rla,b|.

4. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O Teorema Fundamental do Calculo, em suas diversas formas permite
conectar a integracao e derivacao de funcoes. Ele mostra, a grosso
modo, que esses procedimentos sao inversos um do outro, dentro de
condicoe apropriadas.

Precisamos antes de alguns resultados preliminares, que também sao
importantes por si.

Proposigao 4.1. Seja [ : [a,b] = R ec € [a,b]. Entao f € R|a,b]
se e somente se f € Rla,c] e f € Rlc,b]. Nesse caso, fab flz)dx =

[Cf@)ydae+ [°flx)da.

Definicao 4.2. Seja f : [a,b] = R. Dizemos que f : [a,b] — R é
uma antiderivada ou primitiva de f em [a,b] se F'(z) = f(x)
para todo x € |a,b].

Teorema 4.3. (Teorema Fundamental do Cdlculo (1 forma). Seja
f :la,b] = R uma func¢do continua. Entao

F(x) = /xf(x)d:c Vr € [a,b]

¢ uma primitiva de f em la, b, continua em [a, b].
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Teorema 4.4. (Teorema Fundamental do Cdlculo . Seja f : [a,b] —
R uma fun¢do em Rla, b] e F' uma primitiva de f em]a, b|, continua
em [a, b].

Entao

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

(Observe que, nessa sequnda forma, ndo € necessdrio supor que
f seja continua).

flx)=1se —1 <z <0
Osel<z<1

integravel em |—1,1] pois s possui um ponto de descontinuidade.
A fungao F(x) = |x| € uma primitiva de f nos intervalos

] — 1,0[ e ]0,1] e é continua no intervalo [—1,1]. Portanto, do
Teorema Fundamental (2° forma) e da Proposi¢ao 4.1, obtemos

/1f(a:)dx—/1f(x)dx+/0 f(z)dx
= (F(1) = F(0))+ (FO—F(-1)=1+1=2.

(Observe, porém que f_ll f(x)dx # F(1) — F(0 =0, pois F nao é
primitiva de f em | —1,1]).

, €

Exemplo 4.5. A funcao f(x) = {
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