
Equação de Schrödinger 

Conteúdo básico: 
•  É consistente com de Broglie-Einstein; 
•  Consistente com E = p2/2m + V (portanto não-relativística); 

•  Linear em Ψ, de tal forma que, se Ψ1 e Ψ2 são soluções ⇒ 
⇒ Ψ = c1Ψ1 + c2Ψ2 também é solução (combinação linear). 
Interferência é possível. 
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Interpretação de Born para as funções de onda 
A ligação básica entre as propriedades da função de onda e o 
comportamento da partícula associada a ela é expressa em 
termos da densidade de probabilidade, P(x,t) = Ψ*(x,t)Ψ(x,t).  
P(x,t) é real e não negativa. 

A equação de Schrödinger independente do tempo  
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Método da separação de variáveis transforma uma eq. diferencial 
parcial em um conjunto de eqs. diferenciais ordinárias. Solução 
deve ser produto de funções: )()(),( txtx ϕψ=Ψ

Caso o potencial V(x,t) não dependa do tempo, seja apenas V(x): 
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Valores esperados 
Conteúdo básico: 

1.  Valor médio de uma função de x: 

 
2.  Desvio padrão de uma variável: 

3.  Momento da partícula: 

4.  Energia: 
 
 

f (x) = f (x) = ψ∗(x) f̂ (x)ψ(x)dx
−∞

+∞

∫

σ x = x2 − x 2
= Δx

p̂ = −i ∂
∂x

Ê = i ∂
∂t



4300375 - Física Moderna 1       Aula 20 4 

Propriedades das autofunções 

Condição de normalização: Ψ(x, t) 2 dx
−∞

∞

∫ =1

Densidade de corrente de probabilidade: 

J(x, t) = i
2m

∂Ψ*

∂x
Ψ−Ψ* ∂Ψ

∂x
$

%
&

'

(
)

Equação de conservação da probabilidade: ∂
∂t
P(x, t)+ ∂

∂x
J(x, t) = 0

A taxa de variação da probabilidade de se encontrar uma 
partícula num intervalo finito x2 – x1 = Δx é dada por: 
d
dt

P(x, t)
x1

x2

∫ dx = ∂
∂t
P(x, t)

x1

x2

∫ dx =

= −
∂
∂x
J(x, t)dx

x1

x2

∫ = − J(x2, t)− J(x1, t)[ ] = J(x1, t)− J(x2, t)
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Propriedades das autofunções 

ψ(x) deve ser finita      (1) 
ψ(x) deve ser unívoca  (2) 
ψ(x) deve ser contínua (3) 

dψ(x)/dx deve ser finita  (4) 
dψ(x)/dx deve ser unívoca  (5) 
dψ(x)/dx deve ser contínua (6) 

Por representarem propriedades de um sistema físico, as 
autofunções devem apresentar características que reflitam isso.  
Assim: 

Análise qualitativa do comportamento das autofunções para 
um potencial V(x): 

P(x) finita e unívoca ⇒ (1) & (2) 
Valores esperados finitos e unívocos ⇒ (4) & (5) 
(4) ⇒ (3) 
V(x), E e ψ(x) finitos ⇒ d2ψ/dx2 finita ⇒ (6) 
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d 2ψ
dx2 =

2m
2 V (x)−E[ ]  ψ

Se  V (x)−E[ ]  > 0 ⇒ d 2ψ
dx2

tem o mesmo sinal que ψ  
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Voltando ao oscilador harmônico 

[ ]ψψ  )(2
22

2

ExVm
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⎯→⎯
2ψ
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Soluções da Equação de Schrödinger 
O potencial nulo: V(x) = 0, ∀x. 
Partícula livre, pois F(x) = – dV(x)/dx = 0. 
−
2

2m
d 2ψ(x)
dx2 = Eψ(x) ;  e    Ψ(x, t) =ψ(x)e

−
iE

t

válido para qualquer valor de E ≥ 0.  

Porque não E < 0? 
Nesse caso d2ψ/dx2 tem 
mesmo o sinal que ψ ⇒ 

⇒ ψ → ± ∞ 

d 2ψ(x)
dx2 = −

2mE
2 ψ(x) = −k2ψ(x)

⇒ψ(x) = eikx  
Podemos escrever Ψ(x,t) = ei(kx-ωt) , que representa uma onda 
que se propaga para x → + ∞. Mas Ψ(x,t) = e–i(kx+ωt), que 
representa uma onda que se propaga para x → – ∞, também é 
solução. Assim: ψ(x) = Aeikx +Be–ikx deve ser a solução geral.  

)(2)()(
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Momento da partícula: 

p = p = ψ∗(x) −i ∂
∂x

$

%
&

'

(
)ψ(x)dx

−∞

+∞

∫

Mas  − i∂ψ(x)
∂x

= −i ∂
∂x
Aei(kx−ωt ) = −iikψ(x) = kψ(x) = + 2mEψ(x)

Portanto,  p = ψ*(x)
−∞

+∞

∫ 2mEψ(x)dx = 2mE ψ*(x)
−∞

+∞

∫ ψ(x)dx = 2mE

No outro caso, Ψ(x,t) = e–i(kx+ωt), teremos:  mEp 2−=

Posição da partícula: AAAeeA tkxitkxi *)()(** ==ΨΨ −−− ωω

x 

1 

|Ψ|2	

qualquer t Nesse caso, Δx = ∞. Mas Δp = 0.  
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O potencial degrau I  –  E < V0 

V(x) = 
 V0 , se x > 0 

  0 , se x ≤ 0 E 

x 

V(x)	

V(x) = V0 

V(x) = 0 

x < 0 :− 
2

2m
d 2ψ
dx2 = Eψ  ;        x > 0 :− 

2

2m
d 2ψ
dx2 +V0ψ = Eψ

Região x ≤ 0: solução para a partícula livre: xikxik BeAex 11)( −+=ψ


mEk 2

1 =com:  

Solução geral, para x > 0:  xkxk DeCex 22)( −+=ψ
Determinar as constantes A, B, C e D, que satisfaçam os 
requisitos para ψ e dψ/dx: finitas, unívocas e contínuas. 
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ψ(x) contínua ⇒ (1)  
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ψ(x) finita ∀x ⇒ C = 0.  As funções são unívocas.  
Continuidade no ponto x = 0: 
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O coeficiente de reflexão é definido por: 
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Portanto a partícula é sempre refletida. Na região x < 0, a soma 
das 2 ondas que se propagam em sentidos contrários produz 
uma onda estacionária.  
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O potencial degrau II – E > V0 
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V(x) = V0 

V(x) = 0 

V(x) = 
 V0 , se x > 0 

  0 , se x ≤ 0 
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21 Ψ*(x,t)Ψ(x,t), ∀t 
Caso k1 = 2k2 
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O potencial degrau II – E > V0 

E 

x 

V(x)	


V(x) = V0 

V(x) = 0 

V(x) = 
 V0 , se x > 0 

  0 , se x ≤ 0 
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temos que R + T = 1 

T = 4k1k2
(k1 + k2 )

2

R e T são simétricos pela troca k1 ↔ k2. Portanto, para reflexão/
transmissão, tanto faz se a partícula sobe ou desce o degrau.  
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A barreira de potencial: resultados e aplicações 
Para x < 0: xikxik BeAex 11)( −+=ψ
Para x > a: xikeAx 1ˆ)( =ψ

Para 0 < x < a: xkxk DeCex 22)( += −ψ
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Caso E > V0 Para x < 0: xikxik BeAex 11)( −+=ψ
Para x > a: xikeAx 1ˆ)( =ψ

Para 0 < x < a: xikxik DeCex 22)( += −ψ
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Transições Radiativas 
O momento de dipolo elétrico:  

e x = e x Ψ(x, t) 2 dx
−∞

∞

∫ = e x ψ(x) 2 dx
−∞

∞

∫
não oscila no tempo e não emite radiação, em acordo com a 
hipótese de Bohr para os estados estacionários. Se Ψ é dada 
por uma superposição de dois estados estacionários n e n’:  
Ψ(x, t) = cψn (x)e

−iEnt/ + #cψ #n (x)e
−iE #n t/

A densidade de probabilidade inclui termos dependentes e 
independentes do tempo.  
O momento de dipolo elétrico, então, fica:  

e x = e x cψn
2
+ c* !cψn

*ψ !n e
i(En−E !n )t/ + !c *cψ !n

*ψne
−i(En−E !n )t/ + !cψ !n

2{ }dx
−∞

∞

∫
Os produtos c*c’ e c’*c são chamados de amplitudes de 
transição para, respectivamente, transições n’ ⟶ n e n ⟶ n’.   



Ondas com a mesma amplitude nos 2 sentidos.  
A = B ⇒  ψ(x) = !B cosk1x⇒Ψ(x, t) =ψ(x)e−iEt/

A autofunção terá nós fixos nos pontos onde cosk1x = 0. 

Poços de potencial: E < V0  
Dentro, –a/2 < x < a/2: 

xikxik BeAex 11)( −+=ψ


1

1
2 pmEk ==com:  

A = – B ⇒    ψ(x) = !A senk1x⇒Ψ(x, t) =ψ(x)e−iEt/

Se ambas são soluções ⇒ solução geral será uma combinação 
linear:  xkBxkAx 11 cossen)( ʹ′+ʹ′=ψ
Regiões fora do poço: 

xkxk DeCex 22)( −+=ψ

20

2

)(2 pEVm
k =

−
=para x < –a/2 . Com:  

xkxk GeFex 22)( −+=ψ para x > a/2   
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A solução envolve equações transcendentais. 
Curvatura aumenta com E. Mais oscilações ⇒ > k. 
Notar que não existe um 4o estado ligado, pois E4 > V0. 
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Transição para poço infinito. 

V0 →∞⇒

⇒ k2 =
2m(V0 −E)


→∞

poço do fora 0)( →⇒ xψ

infinito. é  pois OK, mas a,descontínu é  0Vdx
dψ

⎩
⎨
⎧

<<−
>∞

=
2/2/,0

2/,)(
axa

axxV

Potencial capaz de manter ligada qualquer partícula com energia 
finita. Classicamente, qualquer E. Quanticamente, só 
determinados valores discretos, En. 
Solução mais simples que o finito. Boa aproximação para n 
pequeno. 
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ψn (x) = Bn cosknx  , com  kn =
nπ
a

 ,  n =1, 3, 5, ...

ψn (x) = An senknx  , com  kn =
nπ
a

 ,  n = 2, 4, 6, ...

!

"
##

$
#
#

n = 0 ⇒ψ0 (x) = A0 sen0 = 0 ⇒ /∃  solução.

Teremos então 2 tipos de autofunções: 

Como kn =
nπ
a

 , mas também  

k = 2mE


⇒ En =
2kn

2

2m
=
π 22n2

2ma2

O inteiro n atua como um número 
quântico, que indexa as autofunções 
permitidas e os números de onda (k) 
e, portanto, as energias permitidas. 
E En = n2E1. 
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Características importantes: 
1) energia quantizada; 
2) energia de ponto zero (não existe partícula com E = 0); 
3) paridade bem definida: 

)()(  :ímpares funções par  
)()(  :pares funções ímpar  
xxn
xxn

ψψ
ψψ
−=−⇒

=−⇒

Característica geral: grandezas mensuráveis de partículas 
ligadas a potenciais simétricos devem ser simétricas em relação 
ao eixo de simetria do potencial.  
Se a origem é colocada nesse eixo ⇒ função que descreve 
essa grandeza deve ser par.  
4) Limite clássico: n → ∞ 
ΔEn = En+1 −En = (n+1)2 − n2#$ %&E1 = (2n+1)E1

⇒
ΔEn

En

=
(2n+1)E1
n2E1

→
2
n

n→∞% →%% 0


