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Erro atuante V. Manipulada

Entrada —+—®—- Contr. |——| Sistema » Saida

Realim. |e
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Base Matematica — @

PRO
Transformada de Laplace T

0 Método operacional que pode ser usado para solugdo de  "{Uc™
sistemas de equacoes diferenciais lineares. 2

A Caracteristicas da Transformada de Laplace:

m Operacdes como diferenciacao e integragcao podem ser substituidas por
operacoes algébricas no plano complexo.

m A solucio da equacao diferencial (ED) pode ser encontrada atraves de
uma tabela de transformadas de Laplace ou pelo uso de técnicas de
expansao em fragdes parciais.

O Vantagens:

m Permite o uso de técnicas graficas para prever o desempenho de um
sistema sem necessidade de resolucao do sistema de EDs.
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Breve revisao sobre variaveis @

PRO
complexas T

UNIVERSIDADE DE

0 Seja s uma variavel complexa, que pode ser
representada como a soma de uma componente
real mais uma componente complexa, na forma:

S=0+ ]

Jjo
e * 31
Considere a figura 1 que se segue, |
ilustrando o plano s € um ponto
representativo ’
P . O 0 °
§) =0T J&W,

Fig. 1 Plano s € um ponto representativo
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Breve revisao sobre variaveis @
complexas i

Seja uma funcao G de s, com uma parte real e uma parte imaginaria, dada por E-bj

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

G(s)=G,+ jG, onde G, e G, reais @;@j
Considere o plano complexo mostrado na figura 2 onde ¢ ilustrado o angulo 6 de (G,+G,,), EPUSP
G ¢ suas componentes. O angulo 6 ¢ medido a partir do eixo real positivo € € dado por

Plano G(s)
G
6 = tanl(G—yj Im Ar
x G
Gy 7 U g
Uma rotacgao anti-horaria ¢ definida como a | Positivo
direcdo positiva para fins de medicdo de G. O 0 K .
angulos. ) G,
angulos i ) .
O modulo da grandeza $ |
complexa (G,#G,) é dado A Yo Negativo
por g
\/W Fig. 2 Plano complexo e duas grandezas
7 complexas representativas
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R

A Transformada de Laplace o
O H

UNIVERSIDADE DE

Considere as defini¢oes:

SAO PAULO
f(t) ¢ uma funcdo do tempo tal que f(z) = 0 para ¢ < 0 @3
s € uma variavel complexa EPUSP

A transformada de Laplace de f(?) ¢ definida por
cff®)]=F(s)= j f(t)eat

O processo inverso, para achar a f(t) da transformada de Laplace é dado por

1 c+ joo St~
L'F(s)|="f(t t)=—| - F(s)e" ds
FEl=ft)  S(t)=5 =) . F(s)
set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 1 1
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A Transformada de Laplace

O

PRO

Transformadas de Laplace para algumas funcoes encontradas com frequéncia

Exemplo 1 — Considere a fungdo exponencial f(t)= 0 Para t <0
Ae ! Pana t>0

Onde A e a sao constantes. A transformada de Laplace de f(t) € dada por

c[F)]= F(s ) = ije atg st = A jwe‘(“*s)tdt

: ~ z A —(s+a )t © .
cuja so[ugao e —F¢ |0 ou seja
S — o
A
F(s )=
S + o
set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO
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R

A Transformada de Laplace o
O H

Exemplo 2 — Fungao degrau ) = 0 para t <0 eNaEDE o
Considere a seguinte fungdo degrau A para t > 0 SAOPAULO
A transformada de Laplace é L[f(t)]: F(s)= jf(t)eSfdt — jAeStdt _ A EPUSP

0 0 S

Para A = 1 a fungcédo degrau é chamada funcdo degrau unitario, ocorrendo em t =1, é
frequentemente representada por u(t-t,) ou 1(t-t,).

A funcado degrau de amplitude A pode ser escrita como A.1(t-t,). A transformada de Laplace
da funcdo degrau unitario que é definida por

m):{O e édadapor  L[i]-"

I parat >0 J

Significado fisico de uma funcéo degrau em t = 0: corresponde a um sinal constante aplicado
subitamente ao sistema no instante t=0.

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 1 3

:coia Politecnica da Universidade de Sao Paulc | Departamento de Engenharia de Producao



R

A Transformada de Laplace o
O H

Exemplo 3 — Funcao rampa 0 para t < 0 ) UNIVERSIDADE DE
Considere a sequinte fungcdo rampa: f(t)= A mere 20 onde A éuma constante SAOPAULO
A sua transformada de Laplace ¢ dada por (integrando por partes) EPUSP
3 =St | 3 —st 3
clf(t)]=F(s)= Aj te~'dt = At —j AC gt - éje—“dt _£
0 —S o o —S S Jo S
set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 1 4
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A Transformada de Laplace

para t < ()

Exemplo 4 — Funcao senoidal f(t)=
Asen(wt) para t=0

Considere a seguinte fungdo senoidal:

Como

e’ =cos ot + jsen ot
e " =cos ot- jsen ot
et —e ' =2jsen ot

sen ot = 2Lj(ef‘“ —e )

Portanto  a transforma

clfe 1= %Lw(e ot _ g-iot )g ot gff —

da de Laplace pode ser escrita na forma

A 1 1 Ao
2jls—jo S+ jo s’+ o’

Similarmente a transformada de Laplace para f(t)=Acos(wt) fornece

As

s’+ o’
Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO
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Quadro de

transformadas de

Laplace

set-23

Fscola Politecnica da Universidas

Funcao f(t) Transformada de Laplace F(s) = L[f(t)]
1. 5(t) 1
Impulso unitario (Delta de Dirac)
2. 1(t) ou u(t) 1
Degrau unitario S
3. t 1
s
Rampa unitdria
4. t" n!
Sn+1
(ninteiro positivo)
5. et 1
Exponencial S+a
6. te™ 1
(s+a)’
7. the n!
(S+a)n+l
8. sen wt )
s+’
9. cos wt Ky
s +o’
10. e?'sen wt S
(s+a) +o°
11. e cos wt s+a
(s+a) +o’
12. tsen wt 2ws
(s* + a)z)2
13. t cos wt 2 — @?
(s* + a)z)2




Exercicios

B Obter a transformada de Laplace das

seguintes funcoes:

d.

b. f(
c. f(
d. f(t) =5 sen(3t)
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Propriedades da
Transformada de Laplace

O

PRO

Q 1.Linearidade ou homogeneidade

a 2.Aditividade

Q 3.Translacao no tempo

Q 4.Derivacao real

Qd S.Integracao real

d 6.Teorema do valor inicial

Q 7.Teorema do valor final

Q 8.Derivacao complexa

a 9.Multiplicacao pela funcao exponencial
Q 10.Mudanca de escala no tempo
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Propriedades da @
Transformada de Laplace it

ST
d1.Linearidade ou homogeneidade

UNIVERSIDADE DE
Seja uma constante independente de s e de ¢ e seja f(?) transformavel. Entao E#ﬁ sp

Llof (1)]=cl[f (1)]=aF (s)

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 1 9
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Propriedades da @
Transformada de Laplace it

LSH
d 2.Aditividade UNVERSIDADE DE

[FA
Se f,(t) e f,(t) sao ambas transformaveis, aplica-se o principio da superposicao QD
EPUSP

clf, ) £f,(t)]=cl A ()£ clf.(t)]=F(s)£F,(s)

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 20
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Propriedades da @

PRO
Transformada de Laplace T

~ UNIVERSIDADE DE
d3.Translacao no tempo @
@}
Funcao transladada: Seja a transformada transladada de Laplace f(-a)1(t- o) EPUSP
onde o >0
t-a)l(t-o
10} ferttee,
0 ‘ 0@ t
Fig. 3 - Funcdo f{?) Fig. 4 - Funcio f(t-a)

Seja f(t) = Oparat < 0e f(t-a) = 0 para t < ¢, representadas nas duas figuras acima

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 21
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Propriedades da @

Transformada de Laplace l%;
d3.Translagao no tempo (cont.) "L

Como f(t)1(t)=0 para t<0, podemos trocar o limite inferior de integracéo de -a para 0
j f(@Ur)e* " dr = jo f(ol(r)e* " dr
24

= [ f(D)eTedr = f(r)e T dT = e F(s)

Esta equacao mostra que a translacao de f(z) de um valor de a
unidades € equivalente multiplicar F(s) por e¢®

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 22
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Propriedades da @
Transformada de Laplace i

LS H

d Exemplo: Funcao Pulso f(t)A i
A Saa 0<i<1 Alty @3
f(t): ly 0 EPUSP
0 Para t<0 et, <t g
ol %

onde A e t, sdo constantes. A fungao pulso aqui pode ser considerada uma fungao
degrau de altura A/t, comegando em t=t,. Matematicamente:

f(t)=210) =21t -1,)
0 0

A transformada de Laplace de f(t) é obtida como

A A A A A
clf(t)|l=c| —=1t)|—c]| —(t-t ) |=—-—"—eF="—(1-e™"
[F(t)] LO ()} LO( 0)} T el )
set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 23
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Propriedades da
Transformada de Laplace

d Exemplo: Funcao Impulso

0(1)
Trata-se de um caso limite especial de uma funcao pulso l

lim 4 @ara 0 <t<t,

fle)=qn0"

O

PRO
LS H

UNIVERSIDADE DE
SAO PAULO

®

EPUSP

0 Para t <ty, ty) <I

: . , A ~ . .
Como a amplitude da funcdo impulso € — e a duragdo € 7, a area sob o impulso
Lo
¢ 1igual a 4. Como a duracgdo ¢, tende a 0, a altura 4 tende ao infinito. O tamanho
Lo
de um impulso ¢ medido pelo sua area.

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO
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Propriedades da @

PRO
Transformada de Laplace T

~ UNIVERSIDADE DE
d Exemplo: Funcao Impulso (cont.)
A transformada de Laplace da fungao impulso f(t) pode ser obtida como se segue EPUSP
d
A(l—e™
. @A)
clf()]=tlim A (1-e™°)=lim = 7 =22 A
° BN O

Portanto: a transformada de Laplace da fun¢do impulso ¢ area sob o impulso. A funcado
impulso cuja 4=/ denomina-se impulso unitario ou fun¢do delta de Dirac. A fungdao impulso

unitario, ocorrendo em ¢ = ¢,, € normalmente indicada por d(#-¢,) e satisfaz as seguintes
condicoes:

0 para t#t,

8(’f—fo):{

O para t =1,
j_oooos(t —ty)dt =1

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 25
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Propriedades da @

Transformada de Laplace Eg%
d4.Derivacao real i
Se a transformada de Laplace de f(t) € F(s) e se a primeira €

derivada de f(f) com relagao ao tempo Df(t) é transformavel, entao EPUSP
c|Df(t)|==sF(s)-f(0")

(. d
Demostrando, considere: < - Ef(t)dt —>u=f(t)
—St
dv=edt >v="
- -8

F(s)= 7 1@ = 10 = [ O =" (e a

Note que [ Df(t)e™"dt = L[Df (1)] portante £[Df (1)]=sF(s)- f(0)

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 26
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Propriedades da
Transformada de Laplace

d Derivacao real (cont.)

A transformada da derivada segunda D?f(?) é
LID3f(t)] = s°F(s)-sf{(0)-Df{0)

onde Df(0) ¢ valor do limite da derivada de f(?) quando a origem =0 ¢
aproximada pela direita. Para demonstrar este caso considere a definigao

Df(t)=g(t) portanto D’f(t)= Dg(t)

—St

Lle(0)]=], g(t)e “dl‘=g(l‘)e_s .

+ ljgng(t)e_Stdt cu seja
S

L[Dg (t)]=sL[g(¢)]- g(0)=sL[Df (¢)]- Df (0) e come
L[Df (1)]=sF(s)~ f(0) tem -se £|D?f(1)|=57F(s)~s£(0)~ Df (0)

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 27
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Propriedades da
Transformada de Laplace

d Derivacao real (cont.)

De forma similar obtém-se a transformada da derivada de ordem n,

D'{1):

£[p" (0)]= 57 F(5)- 5" £ @)+~ sD"2 £(0)~ D" £(0)

Nota: A transformada inclui as condicdes iniciais, enquanto que
no metodo classico as condicdes iniciais sao introduzidas
separadamente a fim de se calcular os coeficientes da solugao
da ED. A demonstracao segue a mesma linha da demonstracao

anterior.
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Propriedades da
Transformada de Laplace

d5.Integracao real

Se a transformada de Laplace de f(?) € F(s), sua integral ¢é transformavel:

} Frs) Dlrlpt) O termo DYff07) € igual ao valor da
B[D f(t )]= g / T {:( ) integral na origem, aproximada pela direita
Demonstracao:
d L e—st
duzj—f tdt >u=ft);dv=e"dt— v=
—s

-1

el re)]= D7 £ (6)]e " di = _ j f(t)—dt—

sty F(s) D"f( )
A

S

—D_]f(t + Ift)e

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 29
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Propriedades da @
Transformada de Laplace it

UI\Q;EQADE DE
dIntegracao real (cont.) O

EPUSP
A transformada da integral envolvendo derivada de segunda ordem ¢

F Dfc0) D2F(0
]: S(ZS)+ SJ;( ), Df(0)

A)

£lp=rt)

Para a integral envolvendo derivadas de ordem »

S

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 30
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Propriedades da @
Transformada de Laplace it

T H
d6.Teorema do valor inicial

UNIVERSIDADE DE
Este teorema permite achar o valor de f(t) em t = 0*. Se a funcao f(t) e sua
primeira derivada sao transformaveis, se a transformada de Laplace de f(t) é
F(s), e se
lim sF(s) existir, entdc

§—> 00

(07 )= lim sF(s)

§—> 00

Este teorema estabelece que o comportamento de f(?) nas vizinhangas
de 7=0 esta relacionado com o comportamento de sF(s) nas
vizinhancas de |s| = co. Nao ha limitacoes quanto aos polos de sF(s).
Provando o teorema:

B{%fﬁ)} —SF(s)- f(0")

Neste intervalo, quando s—>0 | Portanto:

31
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Propriedades da @
Transformada de Laplace it

IO
d7.Teorema do valor final
Se f(t) e Df(t) admitem transformada de Laplace, se a transformada de
Laplace de f(z) € F(s) e se existe o limite de f(#) quando t—o0, ou seja

lim f(t) existin, entdc

[{—> 0

lim f(t)=1IlimsF(s)

t—> 00 s—>0

Este teorema estabelece que o comportamento de f(?) nas vizinhangas
de ¢t = oo estd relacionado com o comportamento de sF(s) nas
proximidades de s = 0. Assim ¢ possivel € possivel obter o valor de
f(t) em igual infinito diretamente de F(s). Se F(s) possui polos
(valores de s para os quais F(s) se torna infinito) sobre o eixo
1maginario ou no semiplano s da direita, nao existe valor final de 7(?)
¢ 0 teorema nao pode ser aplicado.

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 32
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Propriedades da @
Transformada de Laplace i

1 8.Derivagcao complexa orai

Se a transformada de Laplace de f(z) é F(s), entdo £[tf(t)]= s clf(t)]= —:—SF (s) e

A multiplicacdo por 7 no dominio real implica a derivaciao com rela¢io a s no
dominio de s

Exemplo

fle)=e

LW@Fﬁmem—d(lj: !

ds ds\s+a (S+05)2

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 33
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Propriedades da @
Transformada de Laplace i

IV H
3 9.Multiplicacao pela funcao exponencial

UNIVERSIDADE DE
Se {(t) ¢ transformavel por Laplace, com sua transformada sendo F(s),
entdo a transformada de Laplace

Lle r()|= e f()e " dt =7 e f(1)di =F (s + )

A multiplicacao de f(?) por e tem o efeito de substituir s por s+« .
Esta relacao ¢ util para se determinar a transformada de Laplace de
funcoes do tipo e * senmt € e* cosmwt como mostrado a seguir

L[sen(wt)]= Iooosen(a)t)e_”dt =— 2 >=F(s)
S +O®
Considere agora e senwt
B[e_wsen (Q)t)]: L;O sen(ot)e T dt = > >=F(s+a)
(s+a) +o

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 34
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Propriedades da
Transformada de Laplace

3 10.Mudanca de escala no tempo

As vezes numa analise de sistemas fisicos ou analise dindmica muda-se
a escala de tempo ou normaliza-se uma dada fun¢ao do tempo. O
resultado normalizado ¢ 1mportante porque pode ser aplicado a
diferentes sistemas desde que tenham modelos matematicos similares.
Considere a mudanga de escala no tempo dada por

t para 13 Entao f(t) pode ser escrito em termos da nova
o escala de tempo de modo que

B[f(éﬂzj'gof(é)e_”dt Seja §=t1—> t=ot, as =S, entdc

L s

= j(:of(tl Je 1 d (at, )= ajgof(tl e 1dt, =aF(s,) eu

L f

t
o
t
a

=ofF(os)
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Propriedades da @
Transformada de Laplace i

USE
d Mudanca de escala no tempo (cont.)

UNIVERSIDADE DE
Considere o exemplo

f(t)=e' com a mudanca de escala f(é) = o021

Portanto

Llf(t)]=Lle|= F(s)=-
Note: B{f(iﬂzaF(ocs)

a

s+ 1

R

Este resultado pode ser verificado fazendo-se a transformada de e0-*

-0.2¢ 1 5
s+0.2 S5s+1
set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 36
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Transformada inversa de Laplace pro
TSH

O processo de passar de uma expressdo com variaveis complexas para — uiversbaoe oz

o dominio do tempo ¢ chamada transformac¢io inversa ¢ ¢ denotada
por L-!-Matematicamente

L[F(s)] = fi) ,t>0

Matematicamente f(t) ¢ determinada a partir de F(s) pela expressao

F(t)=——[TF (s )e™ ds

27[_] C— J©
Onde ¢ ¢ a abscissa de convergéncia, real, escolhida com valor real
maior do que as partes reais de todos os pontos singulares de F'(s). A
integracdo da equacao acima ¢ complicada. Se a F(s) estiver disponivel
numa tabela de transformadas ¢ facil determinar f(z). Caso contrario tem-
se que usar metodos de expansao para achar f(z)
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Transformada inversa de Laplace pro
TSH

M¢etodo de expansdo em fracdes parciais para determinar transformada  suversionoe oe

SAO PAULO

inversa de Laplace. Separando a F(s) em componentes Cﬁj
F(s)=F/(s)+F(s)+---+F,(s) EPUSP

Se as F.(s) sao conhecidas entao

LIF(s)]=L'[F(s))+ L' [Fy(s)]++ L[F,(s)]= fi(t)+ fo(t)++ f,(t)

onde as f; sdo transformadas inversas das F(s). Para problemas em controle
F(s) € frequentemente representada na forma:

B(s)
A(s)
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Transformada inversa de Laplace

Consideracoes sobre os polinomios 4(s) e B(s)
* O grau de B(s) nao ¢ maior do que o grau de A(s).
 E necessario conhecer de antemao as raizes de A(s) para se
aplicar o método (o método nao ¢ aplicado enquanto o
denominador nao for fatorado).
* A vantagem do meétodo € que as F(s) sao funcdes muito simples
de s. Considere F(s) escrito na forma fatorada:

B(s) k(s+z;)(s+zy) - (s+z,)
A(s)  (s+pi)(s+py)(s+py)
Onde os p; z; sdo grandezas reais ou complexas.

F(s)=

- E importante que a maior poténcia de s em A(s) seja maior do que

a maior poténcia de s em B(s).

» Caso o grau de s em A(s) nao satisfaca a condi¢cdo acima deve-se

dividir os polindmios.
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Transformada inversa de Laplace pro
TSH

UNIVERSIDADE DE

d Expansoes em fragoes parciais quando

F(s) tem apenas polos distintos
Se os polos sao distintos F(s) pode sempre ser expandida em
soma simples de fracoes parciais

F(S):B(S): a) 4 d) ot dy

A(s) s+p; s+p S+ Py
Onde B(s) e A(s) sao polinbmios em s, a, sao constantes
chamadas residuo no polo s = -p,. O valor de a, pode ser

encontrado multiplicando-se ambos os lados desta equacao por
(s+p,) e fazendo s =-p, .

B(s) _
A(S)(S+Pk)—

ay

612 Cln

(S+PR)+— 2 (s+p)+ -t —E (stp)tet— T (s+p )

S‘|‘p1 S+p2 S+pk S‘|‘pn 40
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Transformada inversa de Laplace pro
TSH

UNIVERSIDADE DE

d Expansoes em fragcoes parciais quando
F(s) tem apenas polos distintos (cont.)

B(s) Pois, nesse caso, todas as parcelas se anulam,
{ ( Pk)} =a; exceto a parcela do polo p,
A(S) S = _pk
Temos que
£|: ak :| — ake—pkf
S+ Dy
Como

LIF(s)]=L'[F(s)]+ LFy(s)]++ L[F,(s)]= (1) + fo(t)+-+ f,(1)

t)=ae’ +a,eP +. +ae ard t > ()
1 2 4
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Transformada inversa de Laplace pro

d Exercicio 1: Determinar a transformada
inversa de

F(s) s+ 3
S) =
(s+1)(s+2)
aq %)
F(s)=—— T ——
S+1 S+2
d Fazer ja
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Transformada inversa de Laplace pro
TSH

d Determinar a transformada inversa de R
F(s)= s+3 @3
(s+1)(s+2) EPUSP
: . .. 3 a a
Expandindo em fra¢des parciais: F = S+ — "l 2
P P (s) (s+1)(s+2) S-|-1+S-|-2
Usando a formula B(s) (s+pi) =ay
A(S) S = _pk
s+3
“ {(s +1)(s+2)(SJr )L —_1
s+3
“ {(s +1)(s +2)(S " )L -
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Transformada inversa de Laplace

d Exercicio 1 (cont.)

: . a _
Vimos que ! k=g P
S+ py

¥, ] _
. g . ; L ; 1
vfr’I_JZL1[Fr’S_J]=L1—|+L1 |
541 §.52]
Lf{t)=2et a7 {20
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Transformada inversa de Laplace pro
TSH

UNIVERSIDADE DE

d Exemplo 2: Achar a transformada inversa orais
de Laplace de ®

EPUSP

3 2
" +55“+9s+7
_S3+5S2+9S+7 B(s) _3_52_Qe_4 S+ 2)(5+2/

C (s+l)(s+2) | Als) T (5+2)

G(s)

3 2
Portanto ‘ G(s):S +5s +9S+7=S+2+ s+3
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

set-23 Mauro Spinola - Marcelo Pessb6a - EPUSP-PRO 45

itecnica da Universicdade ae 5ao Paulo Departamento de Engenharia de Producac



R

Transformada inversa de Laplace pro
Sy

1 Exemplo 2 (cont.) C
Note que o ultimo termo a direita se refere ao exemplo anterior El’;;?;P
Entﬁo — B—l G — B—l 2£—1 1 B—l s+3

= JS=elol= £l {(Hl)(ﬁz)

Cuja solugao ¢

t=>0

f(t)=2e" e

A transformada de Laplace do impulso unitario e do de sua derivada
sao respectivamente 1 e s. Portanto:

Portanto  mmmss  f(t)=D3(t)+25(1)+2e -
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Pontos Ordinarios e
Singulares - Polos e Zeros

O Pontos no plano s em que a funcao G(s) é analitica sao
chamados de pontos ordinarios. Os pontos do plano s em
que a funcao G(s) nao é analitica sao chamados pontos
singulares.

O Polos sao pontos singulares nos quais a funcao G(s) ou
suas derivadas se aproximam do infinito

0 Exemplo: G(s)= K(s+2) 5 Tem polos em s = -p, e s= -p,
(s+p Ns+p2)

Se lim G(s)—> w0 e se a fungdo G(s)(s+p)" (n=123,...)tem um valor finito

S—>-p

nao nulo em S = —p entdo — p ¢ chamado de pdlo de ordem n. Se n =10 podlo
¢ chamado de polo simples. Se n = 2,3,... o pdlo ¢ chamado de polo de

segunda ordem, terceira ordem e assim por diante.
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Pontos Ordinarios e @
Singulares - Polos e Zeros

Q Zeros sao pontos ordinarios nos quais a funcao G(s) é N SAOPAULG
zero

O Existem pontos no infinito e no finito que podem levar G(s) EPUSP
para zero. Se pontos no infinito sao levados em conta a
G(s) tera o mesmo numero de polos e zeros

_ K(s+2z2)
(S + D )(S + p2)2

Por exemplo, esta fun¢do tem um zero em s = -z. Se pontos no infinito sdo também
considerados G(s) tem o mesmo numero de polos e zeros. No exemplo acima G(s) tem 2
zeros no infinito em adi¢ao ao zero finito dado por —z. Note que:

G(s)

K(s+2z)
G(s)= 3
(s + o1 Ns + p2)
lim G(s)= lim (%)—) 0 Portanto temos 3 polos e 1 zero
S —» 00 §—»00 $
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Linearidade ou | [af[i["]] =al [fltl] = .F(S)

Homogeneidade 9
EPUSP

Aditividade Ll ()2 f,0) |=2[ £(2) |[£L[ £,O) ]= F(s) 2 Fy(s)

Translacao no

fempe 7 AU =dr = e ™ F(s)
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EPUSP
Derivacao p
L @)= FILFE) =7 ()= 70
Derivacao
de ordem n L[D”f(t)]: s"F(s)—s""f(¢t)=---—sD"? £(0)-D"" £(0)
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Teorema 4 . S
do valor £(07)=lmsF(s)

inicial §—300

Teorema . — 14

do valor hm f(t) T hn(} SF (S)

final Foke =
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EPUSP

Multiplicacao
pela funcao f[e—atf(t)} _ jwe_atf(t)e_Stdt :Iowe_(s+a)tf(t)dt ~F(s+a)

exponencial 0

L
Transformada 1 L

inversa de FNFE$)]=f(t)=—— | F(s)e"ds,t>0
Laplace 272'] c— joo
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