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1 Introducao

E comum ser necessério trocar a taxa de amostragem de uma sequéncia. Uma razio é o caso
de se ter um sinal gravado em um determinado padrao que precisa ser convertido para outro
padrao, por exemplo, um sinal amostrado por um aparelho de dudio profissional, a 48 kHz,
precisa ser convertido para a taxa usada em CDs, de 44,1 kHz, ou vice-versa. Como fazer a
conversao?

Converter o sinal original para analdgico e reamostrar na nova taxa funciona, mas in-
troduz intimeras distorcoes, além de ruido, no sinal convertido. Nao é uma boa alternativa.
E muito melhor fazer a conversio de maneira puramente digital [1,2]. Vamos ver nessa
experiéncia como isso pode ser feito.

2 Reducao da taxa de amostragem por um fator inteiro
(decimagao)

O problema mais simples é reduzir uma taxa de amostragem por um fator inteiro, por

exemplo, reduzir a taxa de um sinal de 48 kHz para 24 kHz. Para isso, em principio basta

jogar fora uma de cada duas amostras — ou nao? O sinal amostrado em 48 kHz, em principio

pode conter frequéncias até 24 kHz. Se a taxa for reduzida para 24 kHz, agora s6 teremos

frequencias entre 0 e 12 kHz — ou seja, todas as frequéncias entre 12 e 24 kHz serao rebatidas

sobre a faixa entre 0 e 12 kHz, e o resultado sera uma enorme distorgao (veja a Fig. 1).
Para ver o que acontece, considere o sinal

1
x(t) = sen(2nt) — 3 sen(427t), t em ms,

com harmonicas em 1 kHz e 21 kHz. Na figura, a esquerda, o sinal esta amostrado a uma
taxa f, = 48 kHz, resultando na sequéncia

x1[n] = x(n/48) = sen(2mn/48) — %sen(427m/48).
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Figura 1: Reducdo de taxa de amostragem. A esquerda, o sinal sen(27t) — 5 sen(42mt) (t em
ms) amostrado a 48 kHz. A direita, o sinal subamostrado para uma taxa de 24 kHz.

Quando a taxa é reduzida para f, = f,/2 = 24 kHz, obtemos o sinal
1
xoll] = x(€/24) = x1[20] = sen(27(/24) — 3 sen (427l /24).

Como a componente a 21 kHz ultrapassa a nova frequéncia de Nyquist de 12 kHz, o seno de
21 kHz é rebatido para a frequéncia 24—21 = 3 kHz (mas com a fase invertida, se vocé pensar
um pouco entende por qué). O resultado é que o sinal z3[n| fica distorcido: a componente
de alta frequéncia fica parecendo uma componente de baixa frequéncia (e nesse caso, faz o
sinal parecer uma onda quadrada filtrada, confira no lado direito da Fig. 1).

Para evitar o rebatimento, é necessario filtrar o sinal antes da reducao da taxa de amos-
tragem, o que se faz com um filtro passa-baixas com frequéncia de corte na metade da taxa
de amostragem de destino.

Importante: Repare que o filtro anti-rebatimento elimina informacao do sinal — isso é um
problema inerente a reduzir taxa de amostragem. No entanto, é melhor retirar as harmonicas
de frequéncia alta do que permitir que elas sejam rebatidas para frequéncia baixa. Depois
de passar o filtro anti-rebatimento, o sinal a 24 kHz do exemplo fica um tnico seno, como
mostra a Fig. 2.

Primeiro exercicio: Projete um filtro passa-baixas para o exemplo acima. Considere que
o ganho do filtro deve ficar perto de 1, com oscilagao menor que 0,02 na banda passante, e o
ganho na banda de rejeicao deve ser menor do que 0,01. A banda-passante deve ficar entre
0 e 11 kHz, e a banda de rejeicao deve comecar a 13 kHz.

1. Projete o filtro inicialmente usando janelas de Kaiser e minimos quadrados lembre que
a resposta ao impulso do filtro ideal é a anti-transformada da resposta ideal, ou seja,
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Figura 2: Reducio de taxa de amostragem. A esquerda, o sinal sen(27t) — 5 sen(42mt) (t em

ms) a

mostrado a 48 kHz. A direita, o sinal ¢ inicialmente filtrado (com frequéncia de corte

a 12 kHz) e em seguida subamostrado para uma taxa de 24 kHz.

4.

em que L é o atraso do filtro. A resposta ao impulso do filtro final é a resposta do
filtro ideal multiplicada pela janela, para 0 < n < N — 1, em que o comprimento do
filtro ¢ N = 2L + 1. Os parametros da janela de Kaiser sao

A = max{—201log;,(9,), —201log;,(6,)},

0,1102(A — 8,7), se A > 50, A—28
B =19 0,5842(A —21)>* 4 0,07886(A — 21), se21 <A <50, N = ST
0. se A < 21, a0

em que Aw = w, — w, é a diferenca entre o limite da banda de rejeicao e o limite da
banda-passante, 9, ¢ a oscilacao maxima tolerada na banda-passante, e 9, ¢ a oscilagao
maxima tolerada na banda de rejeicao.

Passe o sinal z[n] pelo filtro projetado. Forneca os graficos dos sinais obtidos.

Compare o ganho do filtro nas frequéncias do sinal de entrada calculado teoricamente
(isto é, H(e’*)), com os valores obtidos experimentalmente a partir do espectro dos
sinais de entrada e de saida, usando a TDF para estimar estes tltimos. Para obter o
espectro experimental, vocé precisa pegar um numero inteiro de periodos para calcular
a TDF, e nao levar em conta o transitério do filtro. Se o seu sinal de saida for y, L for o
atraso do filtro e N for um ntimero inteiro de periodos, vocé pode fazer isso calculando
a TDF com o comando fft (y(2*L:2*L+N-1)).

Reduza a taxa do sinal obtido para 24 kHz, e fornega os graficos dos sinais obtidos.



3 Aumento da taxa de amostragem por um fator in-
teiro — interpolacao

Imagine agora que voceé precisa aumentar a taxa de amostragem de um sinal, digamos que de
48 kHz para 48 x 3 = 144 kHz. Nesse caso, ¢ necessario achar duas amostras intermediarias
entre cada duas amostras do sinal original. Como fazer isso?

Suponha que vocé tenha um sinal x(¢), de tempo continuo, com transformada X (j€2).
Imagine que z(t) tem banda limitada, ou seja, o espectro é nulo para || > 2724 krad/s.
Vocé amostra o sinal a taxa f, = 48 kHz, obtendo a sequéncia xi[n] = 2(n/48.000). A
transformada de Fourier de x1[n] é Xi(¢’¥) = f,X(jwf.), para —7 < w < 7, com w = 7
rad/amostra correspondendo a frequéncia f,/2 = 24 kHz.

Considere que o sinal tivesse sido amostrado a f, = 3 x 48 = 144 kHz, resultando
na sequéncia w,[f] = x(£/144.000). Nesse caso, a transformada de x5[f] serd Xy(e*') =
fiX(ju'fl) para —1 < w' < 7, e agora w’ = 7 corresponde a frequéncia f!/2 = 72 kHz.
Lembre que a frequéncia w da transformada de tempo discreto é normalizada, ou seja, é
relativa a taxa de amostragem (por isso sua unidade é radianos por amostra).

Portanto, w’ = 7/3 do sinal amostrado a f! = 3 f, corresponde a w = 7 no sinal amostrado
a f,. Arelagao vale para as outras frequéncias também: como X (j€2) é nulo para 2 > 24.0007
rad/s, Xy(e’*) é igual a

3X1(6j3“")7 para — % <uW' < g,
0, para I < |w| < .

Xy(e?) = {

Entéao, o problema de aumentar a taxa de amostragem do sinal x1[n] é equivalente a achar
um sinal x9[f] com a transformada acima. Fazer isso ¢ relativamente simples: considere o
sinal

] = x1[n], se ¢ = 3n,
Y=Y 0, sel=3n+loul=3n+2

A transformada de y[/] é

V()= ) ylle
f=—00
Como y[¢] # 0 somente para ¢ = 3n, vamos fazer uma mudanca de varidveis e trocar ¢ por
3n na somatdria:
Y (e?¥) = Z y[3n]e‘j“?’" = Z x[n]e‘jgw" = X (7).

n=—0oo n=—oo

Vemos que Y (e’“) tem periodicidade 27 /3 rad/amostra, ja que X;(e’*) tem (como sem-
pre) periodo 27. Agora imagine que y[¢] passasse por um filtro passa-baixas ideal com ganho
3 e corte em w,. = 27/3 rad/amostra, e que a saida fosse chamada de 2/[¢]. A transformada
de 2'[(], X'(e’*), satisfaria a seguinte propriedade

: 3X1(e7), se —7m/3<w<7/3
1 Jw\ __ 1 ) = = )
X'e )_{ 0, se /3 < |w| < 7.



Mas essa é exatamente a transformada de z3[¢]! Ou seja, para obter um sinal a uma taxa
mais alta, basta colocar um niimero adequado de zeros entre cada par de amostras e passar
o sinal resultante por um filtro passa-baixas. Preste atencao apenas que o filtro deve ser
implementado na frequéncia mais alta. Vamos testar isso em um exercicio:

Segundo exercicio: Considere novamente o sinal z[n], obtido amostrando x(t) = sen(27t)—

ssen(42mt) (t em ms), a 48 kHz. Agora queremos achar o sinal 2'[(], que seria obtido se a

frequéncia de amostragem fosse de 144 kHz.

1. Projete um filtro passa-baixas com corte em 7/3 rad/s e ganho 3. Esse filtro deve
atenuar as partes indesejadas do espectro de Y (e/*) por pelo menos 40 dB, mas a
banda-passante deve ter um ganho de 3 £ 0,015.

(a) Ache a méscara (as especificagoes) para o projeto do filtro (frequéncias-limite da
banda-passante e da banda de rejeigao).
(b) Projete um filtro com as especifica¢oes acima usando janelas de Kaiser, como
antes.
2. Gere o sinal y[{] e passe o sinal pelo seu filtro.

3. Compare a saida com o sinal ideal, amostrado diretamente de x(t) a 144 kHz.

4. Calcule (usando a TDF) o espectro de 2/[¢], e compare os ganhos de cada raia impor-
tante com o ganho do filtro que vocé projetou, como no exercicio anterior.

Observacoes:

1. Os métodos acima valem para aumentar o reduzir a taxa de amostragem por um fator
inteiro. Para um fator de conversao ¢ = K /M, basta fazer uma interpolagao seguida
de uma decimagao (por que essa é a melhor ordem para as operagoes, em geral?)

2. Se o filtro de interpolacao for FIR, como vérias amostras do sinal de entrada y[{] sao
nulas, o numero de operagoes pode ser reduzido, evitando-se fazer multiplicacoes por
zero. Por que isso nao funciona para filtros IIR?

4 Aumento de taxa de amostragem usando interpolacao
linear

E possivel aumentar a taxa de amostragem usando interpolagao linear no sinal y[¢].

Terceiro exercicio: Escreva um programa para resolver o segundo exercicio usando um
interpolador linear. Compare o resultado com o resultado do exercicio anterior.

E possivel modelar a interpolacio linear como um filtro FIR também. Mostre qual ¢ a
resposta ao impulso do filtro, e ache a sua resposta em frequéncia. Compare com a resposta
em frequéncia do filtro usado no segundo exercicio.



5 Conversao A /D com sobreamostragem

Se voce for resolver o exercicio no Matlab, use a fun¢ao quantize2.m para criar um sinal sq
quantizado com 5 bits. Vocé pode usar o comando sound(sq, fa) para ouvir o sinal. Se
for usar Julia, use

using FixedPointNumbers

e o comando sq = Fixed{Int16,4}.(s) (o comando Fixed{Int16, k} especifica nimeros
em ponto fixo usando £ bits a direita da virgula - entao se vocé quer simular operagoes com
nimeros entre —1 e 1 com 5 bits, 1 bit é para o sinal e 4 para a parte fraciondria). Para
ouvir em Julia na linha de comando é necessario gravar o sinal de dudio usando o pacote
WAV e ouvir fora, mas é mais facil ouvir o som com o comando yq = SampleBuf (sq, fa) do
pacote SampledSignals (aparece uma janelinha para tocar o sinal, tanto em um notebook
do Jupyter, quanto em um arquivo no Atom).
Gere um sinal da forma

x(t) = 0,7sin((20 + 0,5A0¢)t) + 0,3 cos(§211),

com €y = 3.000 rad/s, AQ = 1.500 rad/s?, ; = 27750 rad/s, e amostre o sinal com uma
taxa f, = 40 kHz no intervalo de 0 a 2 s.

Gere um sinal z,(t) quantizado com 5 bits (como explicado acima), e escute os dois sinais.
Projete um filtro passa-baixas com as seguintes especificacoes:

8, = 0,0001, 5, = 0,0001, Wy = — Aw=—.

Veja que M ~ p+7.

Calcule o valor da potenma do ruido de quantizacao, e a relagao sinal/ruido (a poténcia
média de uma senoide é 7) de duas maneiras: (a) teoricamente, (b) pela definigao de
poténcia média (calculando + SV o 22[n], SV ~, €2[n]). Para o ruido, faca e[n] = wg[n] —

Depois, filtre o sinal quantizado e calcule a poténcia média do ruido de quantizacao na
saida e a relagao sinal /ruido. Repare que para calcular o ruido de quantizacao, filtre o sinal
limpo para fazer a subtracio: se yg[n] é o sinal zg[n| filtrado e y[n| é o sinal z[n] filtrado, o

ruido serd y.[n| = yg[n] — y[n]. Calcule o nimero de bits equivalente.

Boénus: Dois pontos a mais na nota (a experiéncia valerd 12) para quem implementar
também o conversor A/D com o método X — A (e fizer as andlises de relac¢ao sinal/ruido e
ntimero equivalente de bits).
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