PSI-3432 — Processamento de Audio e Imagem
Resolucao da Lista de Exercicios 1

Vitor H. Nascimento Thiago Yuji Aoyagi

Obs.: as duas primeiras se¢oes sao de assuntos que vocé provavelmente jd viu em alguma
outra disciplina. Converse conosco se vocé tiwer dificuldade nesses exercicios, ou se nao
lembrar de alguma coisa. As questoes da terceira secao dependem de alguns resultados dessas

primeiras Secoes.
Transformadas em tempo continuo

1. Calcule as transformadas de Fourier dos sinais abaixo.
Lot <3
t) = — 2
@) prtt) { 0, Itl>]
(b) z(t) = Ae " sen(Qot) H (t)
(H(t) é o degrau unitario: H(t) =1 parat >0, H(t) =0 para t < 0).
Resposta 1. (a) (lembre que sinc(x) = sen(wz)/(7x))
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2. Calcule a transformada de Fourier do impulso §(t — tg). A partir deste resultado, e
usando as propriedades da dualidade tempo-frequéncia, calcule a transformada de Fourier

de Acos(Qot + ¢).
(Dica: lembre a propriedade do impulso: [*°_6(t — to) f(t)dt = f(to)).



Resposta 2. A TF do impulso é dada por
/ §(t — to)e IMdt = e~ IMo

ou seja, uma exponencial complexa oposta em {2 com “frequéncia” constante ty,. Portanto
temos o par transformado §(t—t,) +— e *0. A propriedade da dualidade tempo-frequéncia
diz que, se existe o par x(t) «— X (j2), também vale X (t) «— 27x(—£2). Portanto, neste
caso, partindo de uma exponencial complexa oposta em ¢ com frequéncia fixa €2

eIl o o (—Q — Q) = 275 (Q + Q)
pois 0(—2) = §(2). Como a funcdo A cos(Qt + ¢) pode ser decomposta por:

Jo —jo
Aiejgot + Ae—eijgot

A o
Acos(Qot + ¢) = 3 (70110 o o= (iH0)) — 5 5

portanto sua transformada de Fourier é

Amed?5(Q — Q) + Ame795(Q + Qo)

3. (Oppenheim e Willsky 2010, Ex. 4.24 - modificado) Determine quais (se houver algum)
dos sinais reais representados na Figura 1 possuem transformadas de Fourier que satisfazem
cada uma das seguintes condigoes:

(a) Re{X(j)} =0
(b) Sm{X(j2)} =0
(c) Existe um a real tal que e/*?X (5Q) seja real.
(d) X (59) é periddico.
Resposta 3. (a) Fungoes (a) e (d), pois para X (j2) ser imaginario puro, z(t) deve ser real
e fmpar.
(b) Fungoes (e) e (f), pois para X (j€2) ser real, z(t) deve ser real e par.

(c¢) Fungoes (a),(b),(e) e (f), pois a condigao implica que deve haver uma funcao deslocada
x(t + ) que seja par.

(d) Funcao (b), pois X (j€2) sé é (idealmente) periédica quando é composta por impulsos
de Dirac.

4. Calcule as séries de Fourier dos sinais peridédicos:
(a) x(t) = cos(275t) + 0,2 cos(2m15t — w/4)
(b) ()= Y 6(t—kT)
k=—o00

Resposta 4. (a) 11 = 2_; = 1/2, 3 = 0,1e77™/* x_3 = 0,1¢//*. Todos os demais sdo nulos.
(b)

k= 1 / z(t)e! ot = 1 /T/2 §(t — kT)e* "t = Loraoo _ L
T Jr T J 1) T T

para todo k.



06

VYTV VI
TV

(©) (f)

Figura 1: Sinais z(t) da questao 3.

Transformadas em tempo discreto

5. Truncar uma sequéncia z[n] pode ser interpretada como multiplicd-la por uma janela
retangular
1, 0<n<N -1,
pnlnl = { 0, caso contrario.

(a) calcule a TFTD da janela py|[n|. Expresse-a em fungao de uma razao de senos.

(b) quais sao os efeitos espectrais de truncar uma sequéncia? Em que casos esses efeitos
sao mais notaveis? Explique com base nas propriedades da TFTD e no resultado do
item anterior.

Resposta 5. (a)

0o N-1
X (ej”) = Z x[n]e ™" = Ze’j“m
n=-—o0o n=0
Pela somatéria finita de uma P.G.:
" 1 — e~ JwN e—ij/Q (eij/Q _ efij/2) . N-1sen (%)
X (e] ) - 1 — e Jw - e—Jjw/2 (ejw/Z _ e—jw/?) =e vz m

(b) Multiplicando um sinal no tempo pela janela py|[n|, sua frequéncia fica convoluida pela
TFTD Py (¢/*). A convolucao identidade, que nao altera o sinal original, é a convolugao
por um impulso de Dirac. Note que Py (¢/*) tem um lobo principal em torno de w = 0
e lobos secundarios de menor amplitude, entao ele espalha o espectro do sinal original,



e causa oscilagoes devido aos lobos secundarios. Quando N é pequeno, o efeito do
espalhamento é mais perceptivel, pois o lobo principal é mais largo. Ja o efeito das
oscilagoes é mais perceptivel quando o espectro de z(t) tem descontinuidades.

6. O sinal zg[n], mostrado Figura 2a, tem comprimento 8 e vale zero em toda sua extensao
nao coberta pela figura, e tem TFTD dada por Xy(e/*). Calcule as TFTDs dos sinais das
Figuras 2b e 2c, em funcao de Xo(e/*).
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Figura 2: Sinais da questao 6.

Resposta 6.
xp[n] = mo[n] + zo[n + 8] +— X, (¢/¥) = X (/) + %X, (¢/)
ze[n] = 8[n] + zo[n — 1] + zo[—n — 1] «— X, (¢/¥) = 1+ e X, (/) 4+ X, (e77)
7. Seja z[n] = ae™u[n], em que b > 0 e u[n] = 0 paran < 0 e u[n] = 1 para n > 0.
Calcule X (e/v).
Resposta 7.

o\ a
X&) = o

8. A série de Fourier de tempo discreto (SFTD) de um sinal periédico Z[n], de perfodo
N = 8, tem apenas dois coeficientes nao nulos no intervalo [—5,5]: X[-2] = 3 e X[2] = 3.
Calcule o sinal Z[n] através da definigdo da inversa da SETD.

(Dica: lembre que, devido ao rebatimento, exponenciais complexas discretas tem a pro-
: 2m (v _i2n
priedade ¢/ ¥ (V=F) = oI %k),

Resposta 8. Pela propriedade da simetria conjugada:

X[6] = X[N —2] = X*[2] =3

Pela definicao da SF'TD inversa:

]_ ~ - 27 1 - 27 - 27 3
zln| = N X[kl vk = 3 3612 4 375 ED | — 7 608 (gn)
k=0 —e—i %2



9. (Oppenheim e Willsky 2010, Ex. 3.11 - modificado) Suponha que tenhamos as seguin-
tes informagoes sobre um sinal z[n]:
(a) x[n] é um sinal real e par.
(b) z[n| tem periodo N = 10.

(c) Sua SFTD, para k = 11, é X[11] = 5.
9

(@) Y IXIHP =50,

k=0
Qual é o sinal z[n]?
Resposta 9. Se o sinal é real e par, sua SF'TD também é real e par.

Se x[n| tem periodo N = 10, entao:
X[11]=X[N+1]=X[1]=5

Pela simetria conjugada:

X9 =X[N-1]=X*[1]=5

Como X?[1] + X2[9] = 50, estes sdo os tnicos coeficientes ndao nulos de X[k]. Assim, de
modo andlogo a questao anterior, aplicamos a SF'TD inversa e obtemos:

N T
z[n] = cos (—n)
5
10. Considere

, 2
y(e) = — 2

1 —e2eJw’

X(e) = 1

1 —eleiw’

Use as propriedades da TFTD para calcular a convolucao
. ) 1 4 ) .
X ()« Y (V) = 2—/ XY (@) d 2.
ﬂ— —T

(Dica: qual é o sinal correspondente no tempo? Qual é sua transformada?)
Resposta 10.

. . 0,5
X(ej )*Y(e] ):m

11. Calcule a resposta em frequéncia do filtro definido por
y[n] = 0,8y[n — 1] — 0,2y[n — 2| + 2z[n — 1].
Suponha que a entrada desse filtro seja z[n] = 0,2 cos(0,27n). Determine a saida y[n] em

regime permanente.

(Dica: lembre que exponenciais complexas, idealmente infinitas, sdo autofungoes quando
aplicadas na entrada de um sistema linear invariante no tempo)

Resposta 11.

, Qe Iw
H(el) = -

©1—0,8e3% + 0,22 y[n] = H(e’**)0.2 cos(0,27n)




12. Calcule a resposta em frequéncia do filtro definido por
y[n] = ay[n — 1] + a"z[n] — z[n — 1],
em que a* é o conjugado de a. Mostre que o modulo da resposta em frequéncia é sempre

igual a um para todo |a| < 1. Este tipo de filtro é chamado passa-tudo.

Resposta 12.

H(e™) = u.
1—ae v

Para ver que o médulo é igual a um, fatore o termo e~* no numerador:

H(ejw) = e_jw—a*e]“’ _,1 = —e_jw—(1 _ ae_ﬂ.u)*
1—ae v 1—ae v

Como |z| = |2*| para todo z € C, e | — e™7*| = 1 segue que o filtro tem ganho com médulo
unitario para toda frequéncia.

Relagoes entre as quatro transformadas

13. Considere os sinais periédicos de tempo continuo da questao 4. Calcule suas trans-
formadas de Fourier.

(Dica: use a relacao entre a SF e a TF)
Resposta 13. Pela relacao entre SF e TF, basta multiplicar cada coeficiente de Fourier x;

por 27 (2 — k).

14. O sinal da questao 4a foi amostrado com frequéncias de amostragem f, = 60Hz e
fa = 42Hz, resultando nos sinais z[n| e x2[n], respectivamente.

(a) qual o periodo do sinal z1[n]?

(b) calcule a SFTD de z4[n] (use a relagao com a SF).

(c) o que acontece se calcularmos a SFTD de x1[n] para quatro periodos do sinal?
)

(d) em quantas amostras de z3[n| estd contido um periodo do sinal z(¢)? Neste caso, é
possivel obter a série de Fourier a partir da SFTD de z2[n]?

Resposta 14. (a) Ao amostrar o sinal, temos:
t = nT, = n/60

Substituindo na expressao do sinal x(t), obtemos:

2 2
x[n] = cos(275n/60) 4 0,2 cos(2715n,/60 — 7 /4) = cos (1—72rn> + 0,2 cos (Zﬁn — 7r/4>

Portanto, o periodo do sinal é N = 12 pontos.
(b) A SFTD tem valores 12 vezes maiores: X[1] = 6 = X[11], X[3] = 1,2e77"/* = X*[9)],
todos os outros termos sao nulos.

(c) Teremos N = 4 x 12 = 48 pontos, onde os coeficientes sdo X[4] = 24 = X[44],
X[12] = 4,8e77"/* = X*[36], todos os outros termos sao nulos.



(d) Com T, = 1/42s, é impossivel tomar exatamente um periodo do sinal, ji que o
periodo do sinal é T = 1/5s, e T/T, = 42/5 = 8,4. Se aproximarmos o nimero de pontos
para calcular a SF'TD para N = 8, a SF'TD calculada sera

—0,2852
3,9509 — 0,5619;
0,2049 + 0,1011;
0,4417 — 0,7036;

0,2215
0,4417 + 0,7036;

0,2049 — 0,1011§

| 3,9509 + 0,56195 |

Repare que o fato de nao tomarmos um ntimero inteiro de periodos faz com que a trans-
formada nao se relacione mais de maneira simples com a série de Fourier. No entanto, é
possivel relacionar X[k] com a série de Fourier do sinal amostrado e truncado com uma
janela retangular de comprimento 7 = 8/42s, como visto em aula.

Para o caso de serem tomados trés periodos, vale 3T'/T, = 25,2, novamente um nimero
nao inteiro. O grafico da SFTD obtida usando N = 25 estd na Figura 3 (veja que as raias
pequenas nao sao exatamente nulas). Repare como, apesar de nao termos usado um nimero
inteiro de perfodos, aparecem raias mais significativas préximas de k = 3 (correspondente a
frequéncia 3/(NT,) = 5,04 Hz, bem proxima de 5 Hz), e k = 9, correspondente a frequéncia
de 9/(NT,) = 15,12 Hz, proxima de 15 Hz).

X[k

0 5 10 15 20 25

Figura 3: SEFTD (TDF) do sinal do exercicio com N = 25.

Para o caso de tomarmos cinco periodos, vale N = 5T/T, = 42 pontos, e nesse caso
a SF'TD vai recuperar exatamente a série de Fourier, com a primeira harmoénica do sinal
aparecendo para k = 5, como mostra a Figura 4.

15. Seja x[n] o sinal obtido amostrando o sinal da questao 1b a uma taxa f,.

(a) calcule o espectro de x[n], aplicando diretamente a definicdo da TFTD. Expresse em

funcao de T, = fi

(b) obtenha a TFTD de z[n] a partir de sua TF, calculada questao 1b (utilize o Matlab).
Considere os parametros A = 1, « = 0.4 e Qy = 0.47rad/s. Considere dois casos:
fa=5Hze f, =1 Hz Em qual dos dois é possivel recuperar razoavelmente o sinal de
tempo continuo? (lembre-se da relacdo entre as frequéncias w = T,(2)

7
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Figura 4: SFTD (TDF) do sinal do exercicio com N = 42.

Resposta 15. (a) Amostrando o sinal, temos:

A , A
x[n] = Ae—Tan sin(QoTyn)H[nT,] = 5 [e—(aTa—]QoTa)n _ e—(aTa-‘r]QoTa)n} H[nT,]
J

Aplicando a TFTD:

A
Jw _
(e 2

§ e —(aTa+j(w—Q0T%)) § e~ aTa—l—](w-i-QoTa))n]

n=0

.

J
A 1 1
5 1 —e— aTae j(erQoTa) 1— efaTaefj(wfﬂoTa)

A TF do sinal de tempo continuo z(t) da questao 1b, com os parametros especificados,
é apresentada na Figura 5. Obtemos a TFTD somando infinitas versoes deslocadas
da TF, multiplicadas pelo fator 1/7T, = f,. Tome cuidado com o fator e escala na
frequéncia! As TFs sao convertidas para frequéncia de tempo discreto por X ( jQ)|Q:Tia
e sao deslocadas por 27k, para k inteiro.

Nas Figuras 6 e 7 mostramos as TF'TDs dos sinais amostrados & f, =5 Hzea f, =1
Hz, respectivamente. Ambas foram obtidas somando 5 versoes deslocadas da TF, para
k= —2,—1,0,1e 2. Note que, para f, = 5, as TF's estao bem mais separadas e pouco se
deformam pela soma das outras, entao os sinais de tempo continuo podem ser obtidos
sem grandes distorcoes. Ja para f, =1 a TFTD tem uma forma bem diferente da TF
pois ha muita sobreposicao entre elas. Neste caso, é muito mais perceptivel o efeito do
aliasing.
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Figura 5: Transformada de Fourier do sinal da questao 1b.
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Figura 6: TFTD do sinal amostrado a taxa de f, = 5 Hz.
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Figura 7: TFTD do sinal amostrado a taxa de f, = 1 Hz.



