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PME 3100 – MECÂNICA 1 – Segunda Prova – 7 de Novembro de 2023. Duração: 120 min. 
(Não é permitido o uso de calculadoras, celulares, tablets e dispositivos similares) 

 
1ª Questão (3,0 pontos). O ponto P percorre o quadrante de 

uma elipse, com semieixos  4√2  e  3√2, de A até B : 
O movimento de P é definido pelas equações do movimento 
(em formulação adimensional): 

𝑥 = 4√2 cos 𝑡  e  𝑦 = 3√2 sin 𝑡, sendo  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋/2 
Determine, para o instante  t = π 4⁄  : 

a) A velocidade e a aceleração na base fixa 
b) Os versores do triedro de Frenet 
c) A velocidade e a aceleração intrínsecas, na base de Frenet 
d) O raio de curvatura da trajetória 
 

RESOLUÇÃO 

a) Velocidade e aceleração na base fixa 

r⃗ = √2 (4 cos t i⃗ + 3 sin t j⃗)        

∴      v⃗⃗ = ṙ⃗ = √2 (− 4 sin t i⃗ + 3 cos t j⃗)      e      a⃗⃗ = v̇⃗⃗ = √2 (− 4 cos t i⃗ − 3 sin t j⃗) 

No instante t = π 4⁄  temos:         v⃗⃗ = − 4 i⃗ + 3 j⃗       e      a⃗⃗ = − 4 i⃗ − 3 j⃗  

 

b) Versores da base de Frenet 

Temos: 𝑣 = √2√16 sin2 t + 9 cos2 t ⇒ 

⇒
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= √2

32 sin t cos t−18 cos t sin t

2√16 sin2 t+9 cos2 t
= 7√2

sin t cos t

√16 sin2 t+9 cos2 t
  

Em t = π 4⁄  teremos: 𝑣 = √2√16
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Sendo s o comprimento do arco medido sobre a curva, de A até P, usando a definição dos versores de 
Frenet, teremos: 

𝜏 =
𝑑𝑃

𝑑𝑠
=

𝑑𝑃

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

𝑣⃗⃗

𝑣
=

√2 (– 4 sin ti⃗+3 cos tj⃗)

√2√16 sin2 t+9 cos2 t
 ; em t = π 4⁄  teremos: 𝝉⃗⃗ =

− 𝟒 𝐢⃗+𝟑 𝐣⃗

𝟓
 

Para o versor normal: 

𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑠
=

1

𝜌
𝑛⃗⃗ ⇒ 𝑛⃗⃗ = 𝜌

𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑠
= 𝜌

𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

𝜌

𝑣

𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑡
⇒ 𝑛⃗⃗ =

𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑡

|
𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑡
|
  

Temos: 
𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
[

𝑣⃗⃗

𝑣
] =

𝑣̇⃗⃗∙𝑣−𝑣⃗⃗∙𝑣̇

𝑣2   

Em t = π 4⁄  teremos: 
𝑑𝜏⃗⃗

𝑑𝑡
=

(− 4 i⃗−3 j⃗ )∙5−(−4i⃗+3 j⃗)∙
7

5

25
=

24

125
(−3 i⃗ − 4 j⃗) ⇒ 𝒏⃗⃗⃗ =

−𝟑 𝐢⃗−𝟒 𝐣⃗

𝟓
 

 

Para o versor binormal, tratando-se de uma curva no plano xy: 𝒃⃗⃗⃗ = 𝒌⃗⃗⃗ 

ou 𝑏⃗⃗ = 𝜏 ∧ 𝑛⃗⃗ =
− 4 i⃗+3 j⃗

5
∧

−3 i⃗−4 j⃗

5
= 𝑘⃗⃗ 

RESOLUÇÃO ALTERNATIVA do item b): 

𝜏 =
𝑣⃗

𝑣
=

− 𝟒 𝐢⃗ + 𝟑 𝐣⃗

𝟓
 

b⃗⃗ =
v⃗⃗⃗∧a⃗⃗

| v⃗⃗⃗∧a⃗⃗ |
=

24 k⃗⃗⃗

24
      ∴         b⃗⃗ = k⃗⃗                              

n⃗⃗ = b⃗⃗ ∧ τ⃗⃗       ∴         n⃗⃗ = − 0,6 i⃗ − 0,8 j⃗                      
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c) Velocidade e aceleração intrínsecas 

v⃗⃗ = ( v⃗⃗ ∙ τ⃗⃗ ) τ⃗⃗         ∴         v⃗⃗ = 5 τ⃗⃗                              

 a⃗⃗ = ( a⃗⃗ ∙ τ⃗⃗ ) τ⃗⃗ + ( a⃗⃗⃗ ∙ n⃗⃗ ) n⃗⃗         ∴         a⃗⃗ = 1,4 τ⃗⃗ + 4,8 n⃗⃗  

 

d) Raio local de curvatura  

ρ =
| v⃗⃗⃗ |3

 | v⃗⃗⃗∧a⃗⃗ | 
=

 53

24
        ∴         ρ =

125

24
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2ª Questão (3,5 pontos). No sistema mostrado na figura, o disco de centro 

fixo O tem raio R e vetor de rotação k


 = , constante. O disco rola sem 

escorregar em relação à barra BC, que tem liberdade para mover-se 
verticalmente. A barra CD tem comprimento L, está articulada em C e desliza 
no ponto D, mantendo contato com a superfície horizontal. 
Para o instante considerado, pede-se: 

a) A velocidade do ponto A, localizado na periferia do disco, e de forma que 
o vetor (A – O) é paralelo a 𝑖. 
b) Os centros instantâneos de rotação (CIR) do disco e da barra CD. 
c) O vetor de rotação da barra CD. 
d) A aceleração do ponto A pertencente ao disco e do ponto C. 
 
 
 

RESOLUÇÃO 
a) Velocidade do ponto 𝐴 

  𝑉𝐴
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑉𝑂

⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝜔⃗⃗⃗ ∧ (𝐴 − 𝑂)   ⇒ 𝑉𝐴
⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗ + 𝜔𝑘⃗⃗ ∧ (𝑅𝑖)  ⇒ 𝑽𝑨

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝝎𝑹𝒋 
b)  CIR do disco 

O CIR do disco está no ponto O, que é um ponto fixo   
Para a barra CD, CIRCD está sobre o ponto P 

b) Vetor rotação da barra 𝐶𝐷 
A barra BC está em translação com velocidade 

igual a 𝑉𝐴
⃗⃗⃗⃗⃗ 

Portanto, 𝑉𝐶
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜔𝑅𝑗  

 
Para a barra CD: 

𝑉𝐶
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝜔𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ (𝐶 − 𝑃)    ⇒ 𝜔𝑅𝑗 = 0⃗⃗ + 𝜔𝐶𝐷 𝑘⃗⃗ ∧ (𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗)   ⇒ 𝜔𝐶𝐷 =
𝜔𝑅

𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃
 

⇒ 𝝎⃗⃗⃗⃗𝑪𝑫 =
𝝎𝑹

𝑳𝒄𝒐𝒔𝜽
𝒌⃗⃗⃗ 

c) Aceleração do ponto A do disco e do ponto C 

 Para o disco: 𝑎⃗𝐴 = 𝑎⃗𝑂 + 𝜔̇⃗⃗⃗ ∧ (𝐴 − 𝑂) + 𝜔⃗⃗⃗ ∧ [𝜔⃗⃗⃗ ∧ (𝐴 − 𝑂)] 

⇒ 𝑎⃗𝐴 = 0⃗⃗ + 0⃗⃗ + 𝜔𝑘⃗⃗ ∧ [𝜔𝑅𝑗]   ⇒ 𝒂⃗⃗⃗𝑨 = −𝝎𝟐𝑹𝒊 

Como 𝜔⃗⃗⃗ é constante, 𝑉𝐶
⃗⃗⃗⃗⃗ é constante ⇒ 𝒂𝑪⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗⃗ 

 

A 

 

i


 

j


 

D 

O 

 

B 

C 

θ 

C

D

P

0,5 
0,5 

0,5 

1,0 

0,5 

0,5 



 

ESCOLA POLITÉCNICA DA UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 
Departamento de Engenharia Mecânica 

 

3ª Questão (3,5 pontos). A placa quadrada 𝐴𝐵𝐶𝐷, de lado 2𝑎, gira em torno do eixo vertical 𝐴𝐷 

com velocidade angular 𝜔1𝑘⃗⃗ (𝜔1  constante). A barra delgada 
𝑂𝑃, de comprimento ℓ, é vinculada ao ponto 𝑂 (localizado no 
centro da placa)  por meio de um pino que a impede de mover-se 
fora do plano 𝑂𝑦𝑧. Sabendo que a barra 𝑂𝑃 gira com velocidade 
angular 𝜔2𝑖 (𝜔2 constante) em torno do eixo 𝑂𝑥 e denotando 
por 𝜃 o ângulo fomado entre −𝑧 e (𝑃 − 𝑂), pede-se determinar, 
em função dos dados do problema:  

(a) a  velocidade relativa, a velocidade de arrastamento e a 
velocidade absoluta de 𝑃; 

(b) a aceleração relativa, a acelEração de arrastamento, a 
aceleração de Coriolis e a aceleração absoluta de 𝑃. 
 

RESOLUÇÃO 
(a) A velocidade relativa de 𝑃 é: 

𝑣𝑃𝑟𝑒𝑙 = 𝜔2𝑖 ∧ (𝑃 − 𝑂) = 𝜔2𝑖 ∧ ℓ(sin 𝜃 𝑗 − cos 𝜃 𝑘⃗⃗)

= 𝜔2ℓ(sin 𝜃 𝑘⃗⃗ + cos 𝜃 𝑗)     (0,5) 

A velocidade de arrastamento de 𝑃 é: 

𝑣𝑃𝑎𝑟𝑟 = 𝑣𝐴 + 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ (𝑃 − 𝐴) = 0⃗⃗ + 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ [(𝑃 − 𝑂) + (𝑂 − 𝐴)] 

⇒ 𝑣𝑃𝑎𝑟𝑟 = 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ [ℓ(sin 𝜃 𝑗 − cos 𝜃 𝑘⃗⃗) + (𝑎𝑗 − 𝑎𝑘⃗⃗)] = −𝜔1(ℓ sin 𝜃 + 𝑎)𝑖           (0,5) 

A velocidade absoluta de 𝑃 é: 

𝑣𝑃 = 𝜔1(ℓ sin 𝜃 + 𝑎)𝑖 + 𝜔2ℓ(sin 𝜃 𝑘⃗⃗ + cos 𝜃 𝑗)                                                     (0,25) 

 
(b) A aceleração relativa de 𝑃 é: 

𝑎⃗𝑃𝑟𝑒𝑙 = 𝜔2𝑖 ∧ [𝜔2𝑖 ∧ (𝑃 − 𝑂)] = 𝜔2𝑖 ∧ [𝜔2𝑖 ∧ ℓ(sin 𝜃 𝑗 − cos 𝜃 𝑘⃗⃗)] 

⇒ 𝑎⃗𝑃𝑟𝑒𝑙 = 𝜔2𝑖 ∧ [𝜔2ℓ(sin 𝜃 𝑘⃗⃗ + cos 𝜃 𝑗)] = 𝜔2
2ℓ(− sin 𝜃 𝑗 + cos 𝜃 𝑘⃗⃗)                     (0,5) 

A aceleração de arrastamento de 𝑃 é: 

𝑎⃗𝑃𝑎𝑟𝑟 = 𝑎⃗𝐴 + 𝜔̇1𝑘⃗⃗ ∧ (𝑃 − 𝐴) + 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ [𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ (𝑃 − 𝐴)] = 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ [−𝜔1(ℓ sin 𝜃 + 𝑎)𝑖] 

⇒ 𝑎⃗𝑃𝑎𝑟𝑟 = −𝜔1
2(ℓ sin 𝜃 + 𝑎)𝑗                                                                                              (0,5) 

A aceleração de Coriolis de 𝑃 é: 

𝑎⃗𝑃𝑐𝑜𝑟 = 2𝜔⃗⃗⃗𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑣𝑃𝑟𝑒𝑙 = 2𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ 𝜔2ℓ(sin 𝜃 𝑘⃗⃗ + cos 𝜃 𝑗) = −2𝜔1𝜔2ℓ cos 𝜃 𝑖        (0,5) 

A aceleração absoluta de 𝑃 é: 

𝑎⃗𝑃 = 𝜔2
2ℓ(− sin 𝜃 𝑗 + cos 𝜃 𝑘⃗⃗) − 𝜔1

2(ℓ sin 𝜃 + 𝑎)𝑗 − 2𝜔1𝜔2ℓ cos 𝜃 𝑖 

⇒ 𝑎⃗𝑃 = −2𝜔1𝜔2ℓ cos 𝜃 𝑖 −  [𝜔2
2ℓ sin 𝜃 + 𝜔1

2(ℓ sin 𝜃 + 𝑎)]𝑗 + 𝜔2
2ℓ cos 𝜃 𝑘⃗⃗           (0,25)            

 


