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1. INTRODUGAO

Esta monografia resume as notas de aula deste autor na disciplina de Mecanica I (PME3100),
elaborada ao longo do seu aprimoramento didatico junto a equipe de dindmica do Departamento
de Engenharia Mecanica (PME) da Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo (EP-USP).
O texto pressupde que o aluno domine os conhecimentos elementares de algebra vetorial, algebra
linear e de célculo diferencial e integral, adquirido nas disciplinas dos primeiros anos basicos

(biénio) do curso de engenharia.

O conjunto de notas de aula se inicia pelo trato da Estatica, Cinematica e finalmente a Dinamica.
Na estatica sistemas estruturais sdo modelados e analisados. Na cinematica, os movimentos €
composicdo de movimentos sdo tratados. Em dinadmica os teoremas de energia (Teorema da
Energia Cinética - TEC), Newton (Teorema da Resultante - TR) e Euler (Teorema da Quantidade

de Movimento Angular - TQMA) sao apresentados.

A notagdo vetorial (Boulos, 1991) € utilizada sistematicamente ao longo deste texto.
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1.1. Espaco e Tempo

Segundo Newton (1687) o ESPACQO absoluto (referencial) permanece imével independente de
qualquer fator externo. O TEMPQO (absoluto ou Newtoniano) escoa uniformemente

independente de qualquer fator externo. A SIMULTANEIDADE ¢ a correspondéncia de

posicio de movimentos de dois ou mais pontos. RELOGIO ¢ a medida de tempo por

comparacao simultanea de movimento (ex.: movimento angular de ponteiros ou astros).

1.2. Principios Fundamentais

Primeiro Principio (Lei da Inércia) “Todo ponto material isolado no espago e tempo absolutos,

permanece num estado de repouso ou em movimento retilineo uniforme” (Lei da conservagdo da
quantidade de movimento p=m-V). O térmo isolado significa auséncia de contato e portanto

de forgas.

Segundo Principio (Lei Fundamental) “A variagdo da quantidade de movimento ¢ proporcional

a forca que age na particula ou ponto material, no espago e tempo absolutos, e se d4 na mesma

direcdo e sentido daquela for¢a” (para massa constante }3 =m-V+m-V=ma=F).

Terceiro Principio (Acao e reagdo) “As forgas de contato que dois corpos exercem entre si sao

sempre iguais e diretamente opostas”.

1.3. Referencial e Sistema de Coordenadas

Um corpo rigido pode ser considerado um referencial ou seja, de um de seus pontos se observa
movimentagdo de outros corpos, segundo um sistema de coordenadas. Os referenciais em geral
sdo associados a corpos (e se confundem com eles) e podem ser fixos ou moveis. A segunda lei
de Newton, que relaciona a variagdo da quantidade de movimento com as forgas ativas, ¢ valida

apenas em referenciais fixos (inerciais ou Newtonianos) ou referenciais com velocidade e
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orientacdo constante (Franga e Baruh). Nestes referenciais, os vetores de posicdo, velocidade e
aceleracdo tem formas simples. Entretanto, em alguns casos da dinamica é conveniente e

vantajoso expressar o movimento em um referencial movel.

Figura 1 — Referencial

A melhor aproximag¢ao de um referencial fixo ¢ considerar uma estrela fixa distante. Uma
aproximag¢do menos precisa ¢ considerar o sol como referencial fixo. Entretanto, dependendo do
tipo de fendmeno, a terra pode ser considerado um referencial inercial para descrever
movimentos de corpos na sua superficie. Descrever por exemplo, 0 movimento de um veiculo
utilizando o referencial mével solidario a terra ¢ simples conforme mostrado na Figura 1.
Entretanto, ndo se leva em consideracdo o pequeno efeito da rotacao deste referencial movel, que

no caso da descri¢cdo da sutil movimentag¢ao das marés, nao pode ser desprezado.

Note que o centro da Terra viaja em torno do sol com velocidade de 30.200 m/s (ou 108.720
km/h) e tem na linha do equador a velocidade relativa periférica de 465 m/s (1.674 km/h). A
aceleragdo centripeta na superficie do planeta (raio médio de 6.371 km) devido a sua rotacao
propria (0,2618 rad / hora) resulta em uma aceleracio centripeta de a. = V/R = 0,03 m/s” (ou

seja, 3 milésimos de g) que ¢ praticamente imperceptivel sendo uma simplificagdo plausivel para
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alguns fendomenos na sua superficie. A aceleragdo da gravidade nos tropicos ¢ cerca de 0,53%

menor que nos polos.

Sistema de Coordenadas: Um conjunto independente de versores unitarios constitui um sistema
de coordenadas. O sistema de coordenadas pode ser retilinear (aquele onde a direcdo dos
versores ndo se altera) ou curvilinear (aquele que incorpora a direcao da trajetoria que a origem

descreve).

Um sistema de coordenadas definida no espago Euclidiano R’ da geometria classica, ¢
composta por dois eixos ortogonais (portanto independentes), formando um plano, € um terceiro
eixo perpendicular ao plano (portanto independentes formando uma base positiva). A sistema de
coordenadas pode ser fixo Eejeye;, ou movel Oxyz, conforme apresentado na Figura 2. Um
sistema de coordenadas pode estar “soliddrio” a um corpo rigido e, portanto se movimentando

junto com ele.

Um vetor 7 pode ser descrito na base moével, segundo os versores unitarios i,je k (vetor
representado por uma seta sobre a letra) ou, representado no sistema de coordenadas fixo,

segundo os versores e,, e, € e, (letras em negrito identificando vetor).
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Figura 2 — Sistema de Coordenadas

O movimento de um corpo rigido e, portanto de um sistema de coordenadas mével Oxyz, pode
ser retilinear ou curvilinear. Pode ter orientagdo invariante ou ter, por exemplo, um de seus eixos

acompanhando uma trajetéria (sistema de coordenadas intrinseco - base de Frenet).

A descrigdo da distribuicdo de massa de um corpo ¢ facilitada quando se utiliza de uma sistema
de coordenadas solidario ao corpo (a matriz de inércia torna-se constante). Entretanto, quando se
utiliza uma sistema movel, deve-se ter um cuidado especial no calculo da derivada de vetores.
Deve-se distinguir a derivada local, feita com respeito a um referencial mével, da derivada

total (ou global) que ¢ calculada em relacdo ao referencial inercial fixo.
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2. DINAMICA DA PARTICULA

Os teoremas gerais da dindmica podem ser definidos para uma particula P, de massa m, com

posicdo espacial 7 = (P — 0) no instante de tempo ¢, submetido a forca (F(@,7, i ),P):

2.1. Quantidade Movimento Translacional

Defini-se QUANTIDADE DE MOVIMENTO p de um particula P de massa m com

velocidade V' no instante t, o vetor:

p=mV(t)

Derivando com respeito ao tempo e considerando a massa constante, obtém-se:

d . d — d - .
—p=—mV)+m-—V)=m-a(t
dtp dtm (t) mdt (tHy=m-a(t)

que resulta em:

p=F(@)

(1)

2)

€)

ou seja, a variagdo da quantidade de movimento de uma particula ¢ decorrente da forca a ela

aplicada (segunda lei de Newton).
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2.2. Momento da Quantidade Movimento

Defini-se MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO (ou Momento Angular) H o

de um particula P de massa m com velocidade V em relagdo ao polo O, o vetor:

H,=(P-O)Anp = H,=(P-0)rm-V (4)

2.3. Movimento Angular e Momento

De maneira muito simples pode-se correlacionar a quantidade de movimento angular /, com o
momento em relagdo a um poélo qualquer, fazendo a pré multiplicagdo da expressdo anterior

p=F vetorialmente por (P - G) obtendo-se de imediato:

(P-G)Ap=(P-G)AF (5)

ou seja, a taxa de variagdo temporal o momento angular, para uma determinada posi¢do, ¢ igual

ao momento em relacdo ao mesmo pédlo G. A dedugdo completa serd apresentada no item 7.

2.4. Equacao Fundamental

Existe um referencial fixo (ou inercial) em relagdo ao qual um ponto material se move com

aceleracdo d quando submetido a forca resultante F(¢) tal que:

m-a=F(t) (6)

Note que a forga pode ser de campo (proximidade) ou de contato entre corpos.
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Exemplo: Dindmica da Particula

Considere uma particula de massa m com movimento circular com velocidade tangencial V,

constante amarrada num fio ideal de comprimento L fixado na articulagdo no ponto O, conforme

ilustrado na Figura 3a (similar a uma boleadeira). Determinar a for¢a T no vinculo O.

Ql

=)
—

sl

mg

DFCL

Figura 3 — Dinamica da Particula

Resolucio: a) Sistema: particula de massa m. b) Diagramas: DVC e DFCL conforme Figura
3b. ¢) Referencial, base e¢ podlo: base movel intrinseca Put7 k solidaria a particula. d)
Teoremas: Campo de velocidade e aceleracdo e TR. Para a trajetdria circular tem-se:
V,=V,+&A(P-0)= O+a)l€/\L(—cosﬁf+sen6’lg):La)cos6’ﬁ
d,=d,+oOA(P-0)+@dA|[@A(P-0)|=0+0+Ler* cosO7

mi, =Y F = mLo’ cosH?=T(cos6’f+sen6’l€)—mgl€

mag; =0 ag; =0
mLo’ cos@=Tcosf = T=mLw’=mV;/Lcos’@ (Note que o fio tem inclinagio &)

T'sen@=mg 0= arcsen 5. = arcsen —=
T Lo

2
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2.5. Impulso

O Impulso de uma forca ( F(z,7, 7),P) ¢ definida como:

H%ﬂzfﬁﬁﬁh

2.6. Energia Cinética

12

(7)

A Energia Cinética de uma paticula P, de massa m, no instante de tempo ¢, ¢ definida como o

escalar:

1 2
Irt)y=—m-V
0)=7

2.7. Trabalho

ou

ng:%wﬁﬁ

(8)

O Trabalho Elementar realizado por uma forca (F(t),P) é dado por: dW =F-dF¥. O

Trabalho realizado por uma for¢a (F(¢),P) apenas funcio do tempo, entre os instantes de

tempo £, até ¢, que leva a particula da posigao ry até a posicao r ¢ o escalar definido por:

IW%OzEFdF

ou

W(to,t)zj;ﬁ-ﬁdt

)

pois: ¥ =d7/dt. Note entretanto que a forca (F (t,f,?),P) pode ser funcao do tempo, da

posicdo e da velocidade. Neste caso para a integral acima ser definida requer o conhecimento da

funcdo que descreve a sua variagao.
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2.8. Poténcia

Chama-se Poténcia da forca ( F(¢), P) para a particula com velocidade I7P no instante de tempo

t, o escalar definido por:

P=F-.V (10)

Note também que a variagdo do trabalho é: dW = F -Vdt = F - dF

2.9. Funcao Potencial

Se uma forcas F , atuante num ponto material for tal que o trabalho elementar dW = F-dP seja

igual a diferencial de um a fungdo tal que dW =dU(P), chama-se Funcido Potencial U(P) ¢ a

forca ¢ conservativa. Neste caso ao trabalho realizado pela forgas, ndo depende da trajetoria
percorrida pelo ponto material entre os pontos Py e P. Portanto quando existe a fungdo U(P) o

trabalho W ¢€ obtido pela integral de linha:

W:.[;F-dP:EdU(P):U(P)—U(PO) (11)

Exemplos: Forga Gravitacional e de Mola

Considere uma particula de massa m se movimentando num local com for¢a de campo do tipo

acdo da GRAVIDADE. Tomando o referencial Oxyz com a forga gravitacional orientada para

baixo na direcao Ok , conforme ilustrado na Figura 4a, tem-se: F“G = —mglg e
dP=dxi +dy j+dzk portanto

AW =-mgk - (dx i+dyj+dz IE)z —mg-dz cuja integral resulta em:
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W:jz —mg-dzz—mgrdzz—mgz\;:—mg(z—zo).

Figura 4 — Forca de Campo e Elastica

Considere uma particula ligada a extremidade de uma MOLA linear, de comprimento livre L

(comprimento da mola sem for¢a) que estd presa na outra extremidade em um ponto fixo O.

Tomando agora o sistema de coordenadas Ou 7 k movel e solidario a mola, conforme ilustrado

na Figura 4b, tem-se: F,, =—k(r—L)ii e trajetoria da particula descrita por: (P—0)=7=rii
cuja variagdo ¢: d(rii)=drii+rdii .

Portanto: dW =F-d7 =—k(r—L)i-(drii+r7)=—k(r—L)-d(r—L) (pode-se expandir d(r) =
d(r — L) pois L é uma constante). Portanto o trabalho realizado pela for¢ca da mola serad

determinado pela integral definida em (r - L):

Wiy = | Frdi=—k-["(r=L)-d(r~L)=k-—(r~L) (e —%k(rz ~LY +%k(rl ~Ly

2 i

Se a posicdo inicial da particula coincidir com o comprimento livre da mola (7, = L) ter-se-a:

Wi =—%k(r2 — LY. Se a posigdo da particula for medida a partir do comprimento livre

1
(x,=n—-L e x,=r,—L) ter-se-a: |W,,, :—Ek(xz2 —xf)
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2.10. Variacao da Energia Cinética e Trabalho

A variagao da Energia Cinética de uma particula ¢ igual ao Trabalho realizado pelas forgas

ativas externas, em um mesmo intervalo de tempo.

Demonstracao: Utilizando a definicdo de energia cinética e a equagao fundamental da dindmica

expressa em componentes intrinsecas, obtém-se projetando na dire¢ao tangencial, multiplicando

escalarmente por 7 :

—

m-i=F = mai+ai)=F = m-ai+ai)i=F7 (12)

Multiplicando cada lado pela velocidade V e lembrando que a variagdo da energia cinética ¢

dT /dt =mVV , obtém-se:

ma=m-V=Ff = mVV=FVi = T=FV
P (13)

AT = T_TO = I/V(to—n) (14)

que corresponde a variagdao da energia cinética T de uma particula de massa m, num intervalo de
tempo de ¢, até ¢, que ¢ idéntico ao trabalho W realizado pelas forgas resultantes que nele atuam,

durante a variacdo de posi¢ao no intervalo de P, até P.

2.11. Forcas Conservativas e Sistemas Conservativos

Forgas (ou Sistemas) conservativas(os) sdo aquelas que quando o sistema ¢ deslocado de uma
configuragcdo (posi¢do relativa entre suas partes) para outra, o trabalho realizado pelas forcas
dependem somente da posicdo inicial e final (portanto independente do percurso da

configuragdo/movimentacao do sistema).
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Principio da Conservaciao da Energia Mecanica: Para um sistema conservativo e sua variagao,
valem as seguintes expressoes de energia mecanica (cinética + potencial), uma vez que nenhuma

energia ¢ removida do sistema durante sua movimentagao:

d
T +V =cte = E(T*‘V):O (15)

Exemplos: Teorema da Energia Cinética:

Considere um sistema massa/mola deslizando sobre um plano sem atrito na dire¢do x. A energia

e : . .
cinética T do sistema ¢ dada por: T =Em-x2. O trabalho da forca da mola é expressa pela

integral do trabalho elementar realizado pela for¢a de mola (F,, , =—k(x—x,)) durante a sua

mola —

movimentagdo a partir da condigdo livre (x, = L) até a posi¢ao de equilibrio:

x 1 .
W= j F -dx= j —kx)-dx= —kj x-dx = —%xz 5= —Ekx2 substituindo na equacgdo do
e 1, |
Teorema da Energia Cinética resulta em: 7’7, =W, = Em-x = —Ek~x =

m-x>+k-x*=0 e derivando com respeito ao tempo: m-2¥x+k-2xx=0 = mi+kx=0
que ¢ a conhecida equacdo diferencial de segunda ordem do sistema oscilatorio massa/mola. A

solucdo da equacao diferencial de segunda ordem pode ser obtida de forma recursiva por dupla

. . k

integracdo da equacdo que ¢ funcdo do tempo, na forma: X(¢)=-—x(¢) obtendo
m

) . . . k predi ) - thdt
sistematicamente a velocidade  x(¢) = —j X-dt+x, e a posicdo x(¢)= J. X-dt+x,,
mt t

conhecidas as condigdes iniciais X, e X, .
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K
m

% _)

Ve

7 : -7

] lmg >
P
A

TN1 N, T Sistema Péndulo
Massa/Mola Simples

Figura 5 — Sistema Massa/Mola e Péndulo Simples

Outro exemplo interessante ¢ péndulo simples: A energia cinética da massa pendular com

. . 1., 1 .
comprimento L e variagdo angular 8 ¢é T :Em-x2 ZEm-(LE’)Z. O trabalho da forca

gravitacional da massa m é: W=mgh=m gL-(l—cos 9) e substituindo na equag¢do do TEC

resulta em: 7T -T,=W,

(rp—r)

= %m ’6* =m g L(1-cos @) derivando com respeito ao

tempo%BmLze.e'_mgL(l_cose)}o = Inp20GsmgLsen0i=0 =

(mL2 )é +mglsenf=0 para >0 = @ +%6 =0 que ¢ a conhecida equacdo do sistema

pendular para movimento angular com pequenas variagdes.

(Note que o trabalho realizado pela for¢a R no cabo sobre o corpo ¢ nula pois 0 movimento tem

dire¢do 7 perpendicular a forga u ).

Para determinar a tensdo no cabo R, considerando que a massa tenha sido abandonada com
velocidade nula a partir da posicdo h (0 < m/2), portanto, V> :2g(h—z) utiliza-se do TR
aplicado na massa com trajetéria circular de raio L:

mﬁ:ZF = m-(a,f—anﬁ):—mgé—Rﬁ.

Multiplicando escalarmente por u: —m-a, =—mg (lzﬁ )—R e considerando que:
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k-ii=cos@=-z/L e a,=-V’/L obtém-se: m-V’/L=-mgz/L-R =

R=(mg/L)-(2h-3z)

Exemplo: Conservagao da Energia Mecanica:

A particula de massa m ¢ abandonada a um altura & na pista de acesso de um LOOP, conforme
ilustrado na Figura 6, e desliza sem atrito ao longo do percurso circular de raio R. Determinar a

altura minima A, para que a particula complete o loop sem perder o contato no apice.

-

Figura 6 — Trajetoria em Loop de raio R

Resolucio: a) Sistema: particula de massa m. b) Diagramas: DVC e DFCL conforme figura
Figura 6. ¢) Referencial, base e polo: base movel intrinseca Gf7i. d) Teoremas: TR e Energia

Mecanica.

Para percorrer o loop sem cair, no apice (ponto D) a reacao normal (V) da pista na particula deve

ser em modulo maior ou igual a zero (para manter o contato). Utilizando o 7R € o DFCL obtém-

se: m-d, = N +mg . A aceleragio é obtida de: d, =V, 7 — (VD2 /R)ﬁ .
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Na posi¢do D tem-se m-a, =—Nn—mgn portanto: m:- (— v /R)ﬁ =—Nn—mgn e no limite
para N=0 tem-se: V; > R-g. A variagio da energia cinética ¢ igual ao trabalho das forcas de

campo. Para sistemas conservativos (a forca de contato nao realiza trabalho), nos pontos 4 ¢ D

resulta em:

considerando ¥, =0 e h, =2R no limite para > > R-g resulta em: |k, >2,5-R|
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3. DINAMICA DOS SOLIDOS

Um agregado de particulas com distancias internas invariantes, constituindo um corpo rigido,
quando submetido a forcas externas, no caso mais geral, descreve uma trajetdria com variagao de
posicao e atitude. Seu centro de massa G percorre uma translagao curvilinea associada com uma
variacdo angular da sua orientagdo. Na mecanica vetorial Newtoniana (Newton, 1687) o
movimento de translagdo ¢ identificado pelo Teorema da Resultante, baseado na segunda lei, e a
atitude estd associada com a proposicao de Euler (1757) para o movimento angular do corpo no
espaco. Na mecanica Analitica, que ¢ baseada em grandezas escalares relacionadas com a
Energia Mecanica total do sistema (Lagrange, 1788), esta combinagdo de movimentos ¢
superada utilizando as coordenadas generalizadas e as equagdes de movimento, sdo obtidas de
forma elegante e assertiva, mesmo para sistema com muitos graus de liberdade em roto-
translagdo. Neste texto serdo apresentadas apenas as equagdes de Newton-Euler. Para conhecer o

método analitico procure informacgdes sobre o curso de mecanica analitica (PME-3200).

4. TEOREMA DA RESULTANTE

A mecanica Newtoniana esta baseado em trés leis que sdo validas para referenciais fixos ou em

movimento uniforme. Estes referenciais sao chamados de inerciais ou newtonianos. A primeira

—

lei de Newton estabelece que uma particula conserva sua quantidade de movimento p=m-V se

ndo houver agdo de forgas sobre ela. Isso implica que para massa invariante F =0 —

V(t)=cte.

Para uma particula submetida a resultante de um sistema de forgas R(t) = Zﬁl observando a
segunda lei de Newton, tem variagao proporcional da sua quantidade de movimento:
d .

d( -\ d d
0 _E(m-V(t))_Em-V(t)mEV(t) —m

AVO _ o dy=F ooy (16)
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Para um agregado de particulas P; de forcas ativas e reativas F ;= -F ", (internas — Principio da

1

Ac¢do e Reagdo da terceira lei de Newton) e forgas externas somadas resultam em:

N
N
=

n
mi .&'[ — Eext +F;1nt = m. 5 — F;ext + Fmt —

i=1 i=1 i=1 i=1

F;ext (1 7)

Sm(B-G)=0 = Ym-7,)=0 = YmG-d;)=0 = > ma=m-ia,(8)
i=1 i=1 i=1 i=1
resultando finalmente o que ¢ chamado de Teorema da Resultante (7R).
m-dg =) F" =R (19)
ou na forma matricial:
0 an E‘c
0 m ag, r=1F, (20)
0 0 m| |ag F

Portanto, tudo se passa como se o centro de massa G se movesse em translacao curvilinea como

um ponto material de massa total m sujeito a resultante R das forcas externas a ele aplicada.

Pense sobre a similaridade com os momentos de binario ¢ a distribui¢ao de massa:

(4]
72 2@, =M, 1)
w
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4.1. Resolucao de Problemas

Uma forma de resolugdo dos problemas de mecanica recomenda seguir uma sequéncia de
atividades estruturadas para facilitar a compreensdo do problema, identificando as informagdes
fornecidas, obtendo informag¢des complementares e utilizar os conhecimentos/teoremas
disponiveis para a montagem das equagdes para resolugdo do problema. Como sugestdo,

recomenda-se seguir as seguintes etapas consecutivas:

e SISTEMA: Identificar qual(is) corpo(s) rigido(s) deve(m) ser tratado(s), quais as
informagdes disponiveis, quais vinculos sdo impostos e quais perguntas devem ser
respondidas ou incognitas a serem determinadas;

e DIAGRAMAS: fazer os diagramas de velocidades do corpo (DVC) e o diagrama de
forcas sobre o corpo livre (DFCL), facilitando a compreensdo dos vinculos e distribui¢ao
das forgas ativa. Identificar eventuais equagdes cinematica e/ou vinculares;

e REFERENCIAL e Polo: selecionar um referencial apropriado (fixo ou movel) para
expressar os vetores e escolher um polo conveniente para descrever os momentos;

e TEOREMAS: explicitar e aplicar os teoremas aplicaveis: Teorema de Resultante (TR),
Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) ou Teorema da Energia
Cinética (TEC). Montar as equagdes considerando os diagramas e resolver o sistema de

equacdes. Apresentar de forma clara os resultados obtidos.

Exemplo: Elevador

Um elevador de massa M parte com aceleragdo vertical de @ =a j =2 m/s. Determinar a forga

vertical que o passageiro de massa m (70 kg) sofre durante a aceleracdo. Determinar a for¢a no

cabo de tragao do elevador.
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Figura 7 - Elevador

Método de Resolucgio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido pelo elevador de massa M e sistemas
de guia que restringe o movimento na direcdo vertical e o passageiro com massa m. b)
Diagramas: Diagrama de velocidade do corpo (DVC) e das forgas sobre o corpo livre (DFCL).
c) Referencial e Pé6lo: Adotando o referencial em O com sistema de coordenadas Oxyz fixo. d)
Teoremas: Teorema da Resultante.

Para o passageiro, conforme ilustrado no diagrama de forcas da Figura 7 (centro), que ¢

acelerado junto com o elevador, tem-se:

m-dg =R :zﬁzﬁl +N2 +mg = m-aczlgle 1€+N2/€—mgl€ = (Nl +N2):m(aGZ +g)
Forca sobre o passageiro: (N, + N, )=m(a,. +g)="70-(2+9,81)=826,7N

Para o conjunto formado pelo elevador e passageiro, conforme ilustrado no diagrama de forgas
da Figura 7 (a direita), tem-se:

(M+m)-d,=F+(M+m)g = (M+m)-aG/€=Fl€—(M+m)g1€ = F=(M+m)-(a, +g)

Exemplo: Movimento Circular

A cruzeta OABP de massa desprezivel, restringe a massas m na extremidade P, a uma distancia
L do eixo, a girar com velocidade angular @, conforme mostrado na Figura 8a. Determinar as

reagOes dinamicas nos mancais 4 ¢ B.
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Figura 8 -Movimento Circular de Corpo Excéntrico

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por uma massa excéntrica vinculada
a cruzeta que gira em torno do eixo 4AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o
corpo livre (DFCL) a massa fica sujeita as forcas centripetas devido ao vinculo da cruzeta que
recebe a reagdo centrifuga e as reagdes dos mancais R, e R, . c) Referencial e Pélo: Adotando o
referencial inercial centrado no polo O com sistema de coordenadas Oxyz movel solidario ao
sistema (ou seja girando junto com o sistema), a posi¢do P da particula, fica definida pelas
coordenadas L na dire¢do z. d) Teoremas: Utilizando a férmula de campo de aceleragdes da
cinemadtica, obtém-se para o corpo P:

dp=ad, +cf)/\(P—0)+c?)/\[c?)/\(P—0)]:6+6+wa(waLi IE):—La)zlg que ¢ a aceleragdo
centripeta, conforme apresentado na Figura 8b.

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (7R) no corpo, observando o DFCL

apresentado na Figura 8c e desprezando a acdo gravitacional, obtém-se as reagdes dindmicas:

m-&:Zﬁ:ﬁA+RB+mg = -m-Lo*k=Ak+B.k-mgK = A =B =-m-Lo*/2

Note que a excentricidade da massa produz forgas em fase nos mancais. Tal forca pode ser
anulada compensando a excentricidade com a introdu¢do de uma massa idéntica mas em posicao

oposta (o centro de massa passa a coincidir com o eixo de rotac¢do), balanceando o sistema.
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Exemplos: Sistema Massa-Mola

Considere uma particula de massa m se movimentando sobre um plano sem atrito submetida a

uma forca externa F(t) e vinculada a extremidade de uma mola de rigidez k. Tomando o
referencial Oxyz com a forga gravitacional orientada para baixo na dire¢gdo Ok , conforme
ilustrado no Diagrama de Forcas sobre o Corpo Livre apresentado na Figura 9b, tem-se do

Teorema da Resultante (7R) que m-a, :Zﬁ “, sabendo que a forgas de mola ¢

F, = —k(x—x,) resultando em:
m-x=F({t)-F,,, mi+k(x—x,)=F(t)
m-y=0 = y=0
m-zZ=N,+N,-mg=0 N, +N,=mg

A expressdo mi+kx=0 quando xo ¢ o comprimento livre da mola, ¢ a conhecida como

equacao diferencial de segunda ordem em x do sistema oscilatério massa/mola livre.

7 — 7€> —

F N F

K G E— F, —>

—> S >

2

X 1

T ||t ul
N, N,

Sistema
Massa/Mola

Figura 9 — Sistema Massa-Mola

.

DFCL

A resolucdo de uma equagdo diferencial de segunda ordem, homogénea (sem for¢camento
externo) a termos constantes (escalares m e k) ¢ obtida pela observagdo de um movimento
oscilatério do sistema quando retirado da posi¢ao de equilibrio. Portanto considera-se que uma
possivel solucdo ¢ um movimento de oscilagdo harmdnica. Uma fung¢dao harmodnica oscilatoria

pode ser representada por x(¢) = X -sen(w¢?). Utilizando esta fungio e sua derivada segunda em
relagdo ao tempo ¥(7)=-w’ X -sen(a)t) na equacao diferencial obtém-se o valor da frequéncia

natural de vibrar do sistema, sendo portanto uma possivel solugdo:
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m)'c'+kxz—ma)szen(a)t)+szen(a)t)=0 = [—w2+£szen(a)t)=0 =

m
L S L a)=\/E
m m m

Exemplos: Sistemas de Corpos

Fundamento: Sistemas com varios corpos tem a variagdo da posicdo do centro de massa do
conjunto determinada pela ag@o apenas das forcas externas. Para sistemas ndo submetido a forgas
externas, a posicao do centro de massa do conjunto permanece inalterada. E independente das

forgas internas (se conservativas tem resultante nula — principio da acao/reagao).
Exemplo 1: Embarcagdo com dois tripulantes.

Dois tripulantes de massa m; € massa m; estao sentados na proa e na popa de um barco simétrico
de massa m3 em repouso sobre dguas calmas, conforme ilustrado na Figura 10a. Determinar o
deslocamento da extremidade do barco X na horizontal, apos a troca de lugares dos tripulantes

(desprezar o atrito com a agua).

posic¢ao inicial
my
L L
my @ O ’/\b @ X
$ . m DI )
XA N X6
troca de posicéo
ms oG K— posi¢
d? L P L x
; (m) ) 0
! G N my
X i posicéo final

Figura 10 — Barco com dois tripulates em repouso
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RESOLUCAO: a) Sistema: barco com dois tripulantes b) Diagramas: troca de posigio,
conforme Figura 10b; ¢) Referenical: cota horizontal X da extremidade do barco; d) Teoremas:

posicdo do centro de massa e Teorema da Resultante.

Considerando o sistema tripulantes/embarcacdo e ndo submetido a forgas horizontais externas (as
forgas internas de movimentacao dos tripulantes em contato com o barco sdo conservativas
internas e se anulam) a posi¢do horizontal do centro de massa do sistema apoOs a troca de
posi¢des permanece inalterado. Portanto a posi¢ao do centro de massa G do sistema com posi¢ao

X; permanece inalterado antes e depois da mudanga de lugar dos tripulantes.

Na posi¢do inicial considerando x; =X = 0 tem-se para a posi¢do do centro do massa G' do
conjunto tripulates+barco:

. _omy X my - X, +my X . = m,-0+m,-2L+m,-L _L(2m2+m3)
G~ G~ -
(m]+m2+m3) (m]+m2+m3) M

Total

m 2L+ X)+my-X +m,(L+X)

Apbs a mudanca de posicdo dos tripulantes: x;, = ( )
m, +m, +m,

Como s6 ha forgas internas durante a mudanga de posicdo o posi¢do do centro de massa ndo se

altera e a posi¢do final serd: xg=xc = L(2An;2 * m3) I (2L * X)+An;2 XA m3(L h X)
Total

Total

2L )
X=M (mz—ml) . Portantosem,=m; = X=0;sem,>m; = X>0 o barco vai
Total

para direita; se my; <m; — X <0 o barco vai para esquerda.

Exemplo 2: Particula em contato com Prisma

Considere uma particula P de massa m que desliza sem atrito sobre a aresta do prisma de massa
M, conforme ilustrado na Figura 1la. Determinar a velocidade do prisma em fungdo da
velocidade relativa da particula P. Considere que o sistema nao receba forgas externas e parta do

repouso (Franga, 2011).
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Figura 11 — Sistema Particula/Prisma e Sistema Carcaca/Rotor

RESOLUCAO: a) Sistema: considere a particula e o prisma; b) Diagramas: DVC e DFCL,
conforme Figura 12; ¢) Referencial e polo; d) Teoremas: imobilidade da posi¢cdo horizontal do

centro de massa do sistema e Teorema da Resultante.

%
y Mg

Figura 12 — Diagramas do Sistema Particula/Prisma

Considerando o sistema particula/prisma ndo submetido a forgas horizontais externas (as forgas
internas de contato sdo conservativas e portanto se anulam) a posi¢ao horizontal do centro de

massa do sistema permanece inalterado (possui derivada nula):

.=17“l.e’“+}7“iint 5 Xg =Zml.-xl./2mi =cte = x; =[M-(X+b)+m-(X+d)]/(M+m):cte

l

[l

m, -
Xo=[X-(M+m)+M -b+m-d]/(M+m)=cte  derivando com relagio ao  tempo:

[X'(M+m)+m-d]/(M+m):O rearranjando X =-m-d /(M +m) onde: d=V,cosb.

-d| e a posigdo X do prisma quando a particula atingir o

Portanto tem-se que: |X =—

final do prisma (quando d=1L) ter-se-a: X =—
(M + m)
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Exemplo 3: Rotor desbalanceado

Considere o rotor de massa m que gira dentro da carcaga estatora de massa M de um motor sem
atrito com velocidade angular @. O motor elétrico desliza sem atrito apoiado no plano e o rotor
tem excentricidade e , conforme ilustrado na Figura 11b. Determinar o deslocamento da carcaca

e a forga vertical N na base em fun¢@o da velocidade angular @ do rotor.

RESOLUCAO: a) Sistema: considere o rotor e estator (carcaca); b) Diagramas: DVC ¢ DFCL,

conforme Figura 13; d) Teoremas: posi¢ao do centro de massa e Teorema da Resultante.

DVC

Figura 13 — Diagramas do Sistema Rotor/Carcaca

Considerando o sistema rotor/carca¢a nao submetido a forgas horizontais externas (as forcas
internas de contato no mancal entre o rotor e a carcaga sdo conservativas internas e se anulam) a
posicao horizontal do centro de massa do sistema permanece inalterado (derivada nula). Portanto
para a carcaca com centro de massa G, e posi¢do horizontal X e para o rotor com centro de

massa G»: € posi¢ao horizontal (e - sen ) tem-se: M - X +m -(X +e-sen 9) =cte =

(M +m)-X +m-e-senf=cte derivando obtém-se: (M +m)-X +m-e-cos0=0 =

X :ﬁcos(wt).

A posi¢do vertical do centro de massa G, ¢ dado por:  y; =e-(1-cos(wt)) e

Ve, e’ -cos(a)t) e utilizando o TR: m-ye = N—(M+m)g =

m-e-w*-cos(wt)=N—-(M+m)g = |N=m-e @ -cos(wt)+(M+m)g
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A forca horizontal exercida, pelo rotor sobre o estator (for¢a interna) é aquela que produz

aceleracdo na carcaca. Portanto utilizando o TR: M-X =F_; derivando a velocidade

2 .
horizontal X =2-%"% _sen (wt) e substituindo = |F, =Mea)2 sen(wt)
(M +m) (M +m)




DINAMICA 31

5. TEOREMA DA ENERGIA CINETICA - TEC

5.1. Trabalho e Energia Cinética

A ENERGIA CINETICA de uma particula de massa m ¢ de um agregado de particulas sio
dadas por:

T:%sz e T==>ml’ (22)

cm:
—17 —l_ En Vz—lzn — V) —l En V..—V |- V.V ) —
. = ;4 my,; : t( i i) m; : 2( i ’ ij mi+( i i) tmi (23)

Assumindo a invariancia da massa do corpo rigido, o ultimo termo se anula resultando em:

=
=
N

. F A = d—T:P
dt

?ﬂ
Il
=i
Q
3
Il
=
~
Il
o

24)

=
0
0
i

que ¢ a poténcia P das forgas elementares aplicadas em cada particula. Relembrando da

expressao da poténcia:

av)
Il
'?jl
<
1l
it}

7 - Pdt=F-di=dw (25)

S

que é o trabalho elementar dW da forga F percorrendo o deslocamento d 7 . Integrando ao longo

do tempo e considerando o trabalho das forcas internas e forgas externas:
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ndT ] 4 4 g ext h int
I Edt: pdi=("aw = j dr =" aw* +|" aw (26)

Para o caso de forgas internas de acdo e reacdo a variagdo da energia cinética ¢ igual ao trabalho

realizado apenas pelas forgas externas entre os instantes considerados [#, #]:

I-T,= W(Z“:»tl) + VV(itzt:»t,) = W(ff:»q) (27)
AT =W (28)

Para o caso de um conjunto de corpos com vinculos conservativos (trabalho das forgas

vinculares nulo), obtém-se o escalar:

D= 2Ty = 2y + 2 Wiy = 2 Wi (29)

AT =W (30)

(ty—1)

Exemplo: TEC

Exercicio com resolucao utilizando o TEC: Dois corpos de massas ma € mp estao interligados
por uma fio ideal (inextensivel e massa desprezivel), passante por uma polia ideal C (mancal sem
atrito e inércia rotacional desprezivel), conforme ilustrado na Figura 14. O bloco A4 desliza com
atrito sobre o plano e estd preso a mola de rigidez k. Considerando que o sistema seja

abandonado em repouso na posi¢do de for¢a nula da mola (x =x,), determinar a velocidade e

aceleracdo do conjunto.
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N
—> Xp N mAgi DvC

Atrito: u

\1/ Xs DFCL

Figura 14 — Blocos Interligados

Método de Resolucdo: a) Sistema: dois blocos e mola; b) Diagramas: forcas externas:

gravidade e elastica da mola, forgas internas se anulam; c) Referencial e Pélo: ; d) Teoremas:
TEC.

Utilizando o TEC = AT =T-T,=W*" tem-se a Energia Cinética do sistema como:

1 1 . e
T= 5 Vi g V= E(m ,+my)-%*. O trabalho das forgas externas entre a posi¢ao inicial

o~ , . , X X X X
em repouso € a posi¢do genérica x ¢&: W = I F . 'dx+,f0 F,, dx+ IO T-dx+ L F_.-dx =
Xo

F

atrito

em movimento

=uN=pumg ;tensdonocabo 7'=-T" =

1
W:—Ek-(x—xo)z+mBg‘x—(,umAg)-x.

Para que haja movimento a partir de x, deve-se ter: m,g>u-m,g e |F

atrito

:/'lmAg:

1 ) 1
resultando portanto em: E(mA +mB)~x2 = —Ek-x2 +m3g‘x_(ﬂmAg)‘x =

o 2 - : k-x* : :
i = g(mB ad mA) Al al derivando dos dois lados e lembrando que:
(mA +m3) (mA +m3)

d~2-i(x.x):—x-x+x-ix=2xx = 2i¥=

4 2g(m8_:umA) k
dt dt

- i
dt dt (mA+mB) ¥ (mA+mB) >

)-C-:g(mB_,umA)_ k X

(mA +m3) (mA +m3)
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5.2. Energia Cinética do Corpo Rigido

Considere agora um corpo rigido com movimento genérico de roto-translacdo com velocidade
translacional do ponto O V, e velocidade angular @. Considere ainda um referencial movel

solidario ao corpo no ponto O, associado ao sistema de coordenadas tri-ortogonal xyz, conforme

ilustrado na Figura 15. A ENERGIA CINETICA T do ponto P; de massa m; localizado na

posicao (R. —O):Fi do corpo e para os P; pontos o corpo como um todo, sdo dados pelos

escalares:

T==—m-V’ e Tz—Zmi-V;z (3D

€1

Figura 15 — Movimento do Corpo

A velocidade de qualquer ponto é do corpo ¢ dado pela féormula de campo de velocidades

—

V.=V, +@&AF que substituindo na expressio anterior resulta em:
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T=13m (7, +an7f (32)

Note que a formula de campo de velocidade vale para qualquer ponto i pertencente ao corpo
rigido (ou extensdo ideal do corpo). Expandindo o termo quadritico entre paréntesis da

expressao anterior, obtém-se trés termos descritos a seguir:

T:(% y mi-V;j+(%imi-2VO(J)/\ﬁ)j+( y ml.-(c?)/\?i)zj (33)
i=1 i=1 i

1 1= 1 -
—Zm,-ngag m:Em-Vg (34)

que ¢ a energia cinética do corpo de massa total m devido ao movimento de translagdo V.

Para o segundo termo tém-se:

—
=
=
=

—Zmi-2l70((?)/\77;):0 ml.-(c?)/\ﬁ.):VO-c?)/\ m. -1 (35)

relembrando do momento de primeira ordem: (G—O)-m=2mi -7, correspondendo a

propriedade do centro de massa obtém-se para o segundo termo o escalar:

=

V-~ m-F=mV,-&AG-0) (36)

. 1 Z - ~\2 . -~ = irs = "N -
Para o terceiro termo —Zmi -(a)/\ ri) , considerando a posi¢do ¥ =xi +y j+zk e avelocidade
i=1

angular descrita na base mével como @ =w,i +®, j+®, k , realiza-se inicialmente o produto

vetorial do termo entre paréntesis:
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i ]k (a)y-zi—a)z-yi)17+
(C?)/\’;;): a)x a)y a)z :(a)z.xi_a)x.zi)jj_ (37)

Fazendo o produto escalar correspondente ao quadrado de cada termo, recuperando o somatorio

dos elementos de massa m; e rearranjando na forma matricial obtém-se:

e 2 2 2 2
(a) -zi—a)z-yi)z -(a)y-zi—a)z-yi)z =] -z —2-a)ya)z-yizi+a)z Y;

x4 = 2 2 2 2
(a)z-xi—a)x-zi)]-(a)z-xi—a)x-zi)] =, -Xx; -2-0.0, X2+ 2z (38)

z

(o -yi—a)y-xi)lg-(a)x-yi—a)y-x,.)lgza)f-yf—2-a)xa)y-xiyi+a)§-xi2

Zmi(yiz +Zi2) _Zmixiyi _Zmixizi o,
{a) , a)z}- =D my.x, Zml.(zf +x,.2) - myz, |, (39)
_Zmizixi _Zmiziyi Zmi(xiz +yi2) @,

=

Nomeando os termos quadraticos na diagonal principal da matriz como Momentos de Inércia
(Jx, Jy, J,) e os termos fora da diagonal principal da matriz como Produtos de inércia (Jy, Jy,,

Jx) em relagdo a pares de eixos coordenados, obtém-se na forma compacta:

X Xy Xz X

o, o o~ 1 - | e (= lllLi) @0

Este ¢ o termo de energia cinética devido a rotacdo do corpo. A matriz [J]o ¢ quadrada,
simétrica, de ordem 3, denominada Matriz de Inércia que retrata a forma como a massa ¢

distribuida no corpo em relagdo ao sistema de coordenadas Oxyz.

Finalmente montando os trés termos escalares denominados: energia cinética de Translagao,

termo cruzado e termo de Rotag¢fo, obtém-se a Energia Cinética do solido:
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TzémV02+mI70-@A(G—O)+%{a}}t[J]0{a)} (41)

Retomando a expressdo do trabalho AT =W*' para condigdes inicias nulas, escreve-se o

TEOREMA DA ENERGIA CINETICA (TEC) como o escalar:

1 — . 1 t ext
Eng+mVO-a)A(G—O)+§{a)} [T {0} =w (42)

Casos particulares:

a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de

massa (O = G), a expressao da Energia Cinética se reduz a:
1 > L v
T=omVi+ {0} [J],{o} (43)

ou seja, a Energia Cinética medida em relagdo ao centro de massa G, ¢ composta de duas

parcelas associadas ao movimento de translacdo e outra a0 movimento de rotagao.

b) Se o polo escolhido for fixo ¥, =0 entdo:

1 ) 1 x Xy Xz X
r=2 'V {e) ou T= 3 o, o, oll-J. J,  -J.| o, (44)
- er - Jzy Jz 0 a)z

ou seja, a Energia Cinética contem apenas o termo devido a rotacdo. A Energia Cinética ¢ uma
grandeza escalar e pode ser medida em relagdo a qualquer ponto do corpo ou extensdo ideal
(movimento solidario ao corpo) resultando sempre no mesmo escalar e, portanto, independe do

polo escolhido.
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Exemplo: TEC

Exercicio de dindmica de corpos rigidos com resolugado utilizando o TEC: Um disco homogéneo

de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, acionado por um momento

externo M . O bloco B massa m ¢ arrastando sobre a superficie com inclinagdo o, com atrito 4,
conforme mostrado na Figura 16, por um cabo ideal que interligado com o centro G do disco,

através da polia ideal P.

No instante inicial o disco possuia velocidade angular ay e estava na posi¢do xpo. Calcule a

velocidade angular @(¢) em fungdo da posigdo xp(t), a aceleragdo angular @ do disco.

Figura 16 — Disco Rolando sem Escorregar

Método de Resolucao: a) Sistema: O sistema ¢ composto por um disco de centro em G, com
rotagio @=-wk acionado pelo momento externo M e retido por uma for¢a externa
F

ext

=-Ti; do fio ideal passante pela polia ideal P sem atrito e massa desprezivel b)

Diagramas: Diagrama de velocidades e de forgas conforme Figura 17; c) Referencial e Pdlo:

Referencial xy e pélo em G. d) Teoremas: TEC e TR.
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={

bvc

Figura 17 — Diagrama de Velocidade e For¢camentos

Para determinar a velocidade do centro de massa do disco utiliza-se da formula de campo de

velocidades, considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C , sem escorregamento,
Vo=V.+@dr(G-C)=0+wj ARk =Roi .

S . . I = 1 .
A energia cinética do bloco B ¢ composta apenas do termo translacional: 7 = EmVBZ = meé

: I, 1
como x,=V,=Ro = T=§mx§=5mR2a)2.
A energia cinética do disco ¢ composta da parte translacional acrescida do termo rotacional

determinado por: T = %m V2+ 1 {0} [J],{o} ou

2
1 1 J, 0 0] (o 1 1
ngm(Ra)f)2+E{O o o0 J, 0 = T=_mRo’+ J 0 pim
0 0 J.|
JGyzémRz = T—TO:%mRz(a)z—wg)+%m(xz—X§)

O trabalho realizado pelas forgas externas ¢ determinado pelo somatorio: W = Z( " F“l -d?)

para deslocamento x.i e ponto C fixo:

we =["-mgj-dG+["N.j-dC+["F, i-dC+[ -Ti-dG+[ M-do+

t7

[ -mgj-aB+["N,7-dB+[ -F, ,i-dB+['T#dB
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como dG=dx,i ; dC=0 ; dB=duyii ; dB=dG e dl§=du3(cosaf+sena])
resultando em : W' =M -(0-6,)-mgsena-(x, —x,, )~ F,z - (x, —X5).

Utilizandoo TEC = AT =T-T,=W* e x=60-R, obtém-se usando x, =x; =R6:

%mRz(a)2 —w§)+%m(5c2 —x;):M-(H—HO)—mgsena-(xB — o) = Fp (x5 = Xp0)

a

2 2

4 (M
O =0, +——| ——mgsena—F,, -(xG—xGO)
SmR” R

Derivando com respeito ao tempo os dois lados da equacdo anterior e lembrando que

X;=V.=0R:

200 =0+

M . . 2 (M
[F—mgsena—FatBj-x = [0 [——mgsena—FatBj

SmR? " smR\ R

As forgas de contato no bloco B sdo determinadas utilizando o TR: ma, = ZF “" ¢ o diagrama

de forgas sobre o corpo livre:

m-ayii =(T—F,, —mgsena)i+(N, —mgcosa)f = |N,=mgcosa =

m-a,=T-F,,—mgsena considerando em movimento o atrito resulta em :

) 2 M
F,=u-Ny=u-mgcosa = |0=—— ——mg(sena—,ucosa)
5SmR| R

Exemplo de TEC

Um disco homogéneo de massa m e raio R rola sem escorregar sobre um plano, acionado por um

momento externo M e retido por uma forga externa F,, =—Fi , conforme mostrado na Figura

ext

16. No instante inicial o disco possuia velocidade angular ay e estava na posi¢ao xy. Calcule a

velocidade angular @(¢) em fungdo da posic¢do x(t), a aceleragdo angular @ e as forgas externas

que agem sobre o disco.
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ml

Xo X |

Figura 18 — Disco Rolando sem escorregar

Método de Resolucao: a) Sistema: O sistema ¢ composto por um disco de centro em G, com
rotagio &= acionado pelo momento externo M e retido por uma forga externa ﬁm =-Fi.

b) Diagramas: Diagrama de velocidades e de forcas conforme Figura 17. c) Referencial e Polo:
Referencial Oxz e polo em G. d) Teoremas: TEC. (Note que esse caso ¢ similar a roda de um

veiculo que recebe o torque do motor e arrasta o veiculo com a forca F.

AT

Figura 19 — Diagrama de Forcas
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Para determinar a velocidade do centro de massa utiliza-se da formula de campo de velocidades,

considerando que o rolamento ocorre em torno do ponto C sem escorregamento,
Vo=V.+@r(G-C)=0+wj ARk =Roi .
A energia cinética ¢ composta da parte translacional acrescida do termo rotacional por:

T= %mﬁé +%{a)}T [/],{®} para o polo em G ou

<

0

X

oS O

0
Jy

0

T:%m(Ra)f)2+%{O o O = T:%mRza)2+lJya)2

oS O
<

zlg
1 2 3 2 2
para J, =—mR = T=—-mRw
2 4
O trabalho realizado pelas forgas externas é dado por: W' = Z( :] 1:“, -ds,.) para deslocamento
i=l N0
— 51 — — 151 - — 1 — — t — — )
xi e ponto C fixo: W' =["—mgk-dxi +[ Nk-dC+| F,i-dC+[ -Fi-dGi+| M-d6

W =—F.x+M-0.Utilizando o TEC = AT=T-T,=W* e x=6-R, obtém-se:

4 (M
2 2
o =, +——| ——-F |-(x—x

* " 3mR? ( R j ( O)

Derivando com respeito ao tempo e sabendo que x =V, = @R

2wi=0+— (M _ply o e=2 (Y p
3mR*\ R 3mR\ R

As forgas de contato no ponto C podem ser determinadas utilizando o TR: ma, = ZI:“ “eo

diagrama de forgas sobre o corpo livre:

. e re " 2M F
m-a)Rl=(—F+Fat)z+(—mg+N)k = = Fm=_+?

3

Exemplo: Sistema Massa-Mola (Cl)

Considere novamente o sistema massa/meola deslizando sobre um plano sem atrito na dire¢ao x,
. . S . , 1,
conforme ilustrado na Figura 9a. A energia cinética T do sistema ¢ dada por: T = Em-x . O

trabalho da forca da mola ¢ expressa pela integral do trabalho elementar realizado pela forga de
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mola (F,, =—k (x—xo)) durante a sua movimentagao a partir da condi¢ado livre (x, =L ) até a

mola —

posicao de equilibrio:

x 1 o
W= j F -dx= j —kx)-dx= —kj x-dx = —%xz k= —Ekx2 substituindo na equacdo do
e 1., 1,
Teorema da Energia Cinética resulta em: 7T, =W, = Em-x = —Ek-x =

m-x>+k-x*=0 e derivando com respeito ao tempo: m-2¥x+k-2xx=0 = mi+kx=0

que ¢ a conhecida equacao diferencial de segunda ordem do sistema oscilatério massa/mola.

Para a determina¢do do movimento do sistema massa-mola descrito pela equagdo diferencial de
segunda ordem mi(¢z)+k x(¢t) = F(t), observa-se que o sistema quando retirado da posicdo de
equilibrio vai oscilar de maneira periddica. Portanto uma possivel solucdo da equacao
homogénea (sem forcamento externo) para condi¢des iniciais (C/) ndo nulas, pode ser obtida por
uma fungdo periddica de soma de senos e co-senos com diferentes magnitudes, do tipo:

x(t)= A sen(wt)+ B cos(wt) .
Obtém-se as derivadas de ordem superior da soma como: x(¢) = Awcos(wt)— B wsen(wt) e
¥(t)=—-Aw’sen(wt)— Bw’ cos(wt). Considerando as condi¢des iniciais (CI) de
t,=0; x(¢,) =x,; X(t,) =%, utilizadas nas duas equagdes anteriores para pode-se determinar os
parametros 4 e B da equagdo de x(?):
x(t)= A sen(wt)+ B cos(wt) para t,=0 —> x,=x(¢{,)=B —> B=x,
X(t)= Awcos(wt)- Bwsen(wt) para t,=0 — V,=x(t,)=4Ae0 — A :x—a‘;
onde as constantes dependem das condig¢des iniciais (CI) de posicao e velocidade, sendo B = x, ¢

A =V, / w. Substituindo na expressao da aceleracdao obtém-se:

X
x(t) ==Lsen(wt) + x, cos(wt)
®

que ¢ a solucdo da equagao diferencial homogénea do sistema massa-mola com frequéncia
natural @, =+k/m que determina a posi¢do x(t) para qualquer instante de tempo ¢ devido as

condi¢des iniciais ndo nulas x, € X,.
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Exemplo: Sistema Massa-Mola-Amortecedor

Considere novamente o sistema massa/mola, conforme ilustrado na Figura 9a, acrescido de um
amortecedor, que ¢ um elemento de forcas dissipativa, com constante de amortecimento c.

proporcional a velocidade. Nesse caso a equacao diferencial do sistema passa a ser:
.. . . .. c . k

mx(t)+cx(t)+kx(t)=F(t) que pode ser reescrita como: X(¢)=——x(t)——x(t)+ F(t) e ser
m m

integrada ao longo do tempo de forma recursiva, utilizando pequenos intervalos de tempo dr ,

o A~ e e e . . . t+dt .o . t+dt .
para consigodes iniciais conhecidas:  x(z+dt) = J. X@)dt+x, e x(t+dt)= J. x(t)dt+x,.
t t
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6. MOMENTO E PRODUTO DE INERCIA

A forma como a massa ¢ distribuida no corpo rigido influéncia seu comportamento angular,

conforme apresentado no item 5.2. Estas relacdes chamadas de Momentos e Produtos de

Inércia, quantificam essa influéncia. Os momentos e produtos de inércia, formam a chamada

Matriz _de Inércia. A defini¢do de cada propriedade de distribuicdo de massa ¢ apresentada,

quantificada e analisada individualmente a seguir.

6.1. Momento de Inércia em Relagao a Eixo

Defini-se Momento de Inércia da particula P; em relagdo a eixo 7, o escalar J; obtido do

produto da massa m; multiplicada pelo quadrado da distancia d; até o eixo, conforme mostrado
na Figura 20. Seja o sistema § de pontos materiais (P;, m;), i = 1, 2,..., n um agregado rigido de

particulas. O Momento de Inércia J; em relagdo ao eixo 7 =ru passante pelo ponto O, conforme

ilustrado na Figura 20a, ¢ dado pelo escalar:

J, :Zmi'diz (45)
i=1

(a) (b)

Figura 20 - Momento de Inércia em relacio a um eixo
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Portanto para cada particula P; de massa m; com distancia d; a reta ¥ =ru , conforme ilustrado na

Figura 20b, tem-se:

senai:L = d,=(P-0)sena, (46)
P-0

Que pode ser representada pelo produto vetorial:

N

d|=lE-0fi-sena, = @2 =[E-0)if = | =2m-[B-0)Ail )

Para um agregado indeformével de particulas (corpo rigido) os momentos de inércia descritos

num sistema de coordenadas cartesianas Oxyz resultam na seguinte forma:

n n

Jo=ym(iezl) s, =Ym o ex) s e =Y me(d o) @)

i=1 i=1 i=1

13 . — —

Propriedade: Chama-se Raio de Giragao i, 7 do sistema S em relagdo a reta ¥ =ru, o

escalar positivo, tal que:

J.=M-i’| onde M:Zmi (49)

ou seja, tudo se passa como se a massa total M do sistema, estivesse concentrada a uma distancia

“i.”doeixo 7 =ru em torno do qual se deseja medir o Momento de Inércia.

6.2. Momento de Inércia em Relacao a Coordenadas Cartesianas

O Momento de Inércia medido em relacdo a um sistema de coordenadas cartesianas, em torno de
um determinado eixo (por exemplo: eixo z), conforme ilustrado na Figura 21, utilizando

Pitagoras, ¢ dado por:



DINAMICA 47

=
=

T =Y m 7= m-(x2 + y2) (50)

X
>

Figura 21 - Momento de Inércia em relacio a Eixos Cartesianos

Por analogia, para os demais eixos coordenados, tem-se:

Jo = ml.-(yl.2+zi2) e JOyzimi-(xi2+zf) (51)
i i=1

Propriedade: para sistemas planos (z; = 0) obtém-se: J, = Jx + J,. Lembre-se que a forma como
os momentos de inércia foram organizados foi constituido na dedug¢do do Teorema da Energia

Cinética (TEC) apresentado no item 5.2.

Exemplos de Momento de Inércia

Determinar o momento de inércia de uma BARRA homogénea, esbelta de massa m e
comprimento L em relacdo ao seu eixo transversal z passante pelo centro da barra.
RESOLUCAO: Sistema: barra de massa m e comprimento L. Diagrama. Teorema: integral
definida dos elementos dx com de massa elementar dm dados por dm=A-dx (onde A ¢ a
densidade linear da barra homogénea em unidade de kg/metro) ao longo do comprimento L,

conforme ilustrado na Figura 22a. Assim tem-se o somatorio convertido para a seguinte integral:
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L/2 L/2 L/2 1 .
J :j dm - x* :I (A-dx)-x* = /lj x’dx=A-—x"|"]>, considerando a massa total da barra
2 -L/2 -L/2 3

1 (0 I 1 1
M=A-Lresultaem: J, =A-—x" "2, =4~ —+— |=1-—ml’ =— ML
3 318 8 12 12
y A yA b
am;
- _D h
L2 L2 X y,T X
0 S dm ~ 0] 3
Xi (@) | (b)

Figura 22 — Momento de Inércia de Barra Esbelta e Placa

Determinar o momento de inércia de uma PLACA de massa M, altura A , comprimento b e
espessura e, em relagdo ao seu eixo passante pela extremidade inferior da placa (Ox).
RESOLUCAO: Sistema: placa de massa m, altura h e comprimento b. Diagrama. Teorema:
integral dupla definida dos elementos de massa elementar dm dados por dm = u-dx-dy (onde p
¢ a densidade linear de area da placa homogénea em unidade de kg/metro®) ao longo do
comprimento b e altura h, conforme ilustrado na Figura 22b. Assim tem-se a seguinte integral

dupla em dx e dy:

Joo= [Jum " =[[,,, (- v)-? [ (war)[ y*-dy =

b 1 1 b 1 1 .
Jo. = J:) (- dx)(g y? |’(§j = guh3j0 dx = I W exl= g,ubh3 considerando a massa total da placa

1 o .
homogénea: M = u-b-h resulta em: J,, =§M h*. Por similaridade o momento de inércia em

relagdo ao eixo Oy & : J,,, :%sz e J,. :éM (h2 +b2)

Determinar o momento de inércia de um ANEL de massa M, espessura desprezivel e raio R em
relacdo ao seu eixo perpendicular z passante por seu centro, conforme ilustrado na Figura 23.

RESOLUCAO: Sistema: anel de massa M e raio R. Diagrama. Teorema: integral definida dos
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elementos d@ com de massa elementar dm, dado por dm =A-ds=A-Rd6 (onde A ¢ a densidade

linear do anel homogéneo em unidade de kg/metro) ao longo do comprimento 2z, conforme

ilustrado na Figura 23a. Assim tem-se a seguinte integral definida:

J. = j:”dm,- ‘R*=R’ LZ”/% RdO=1-R’R- j:”de =1-R*R-(07)=4-22R-R> considerando a

massa total do anel igual a: M = A-27 R resulta em: |J, =M R’

(@) | (b)

Figura 23 — Momento de inércia do Anel e do Disco

Determinar o momento de inércia de um DISCO de massa M , raio R e espessura e , em relacao
ao seu eixo perpendicular z passante por seu centro, conforme ilustrado na Figura 23b.
RESOLUCAO: Sistema: disco de massa M e raio R. Diagrama. Teorema: integral dupla
definida dos elementos d@ e dr com de massa elementar dm, dado por dm = u-dA= p-rd@-dr
(onde g é a densidade de area do disco homogéneo em unidade de kg/metro?) ao longo do

comprimento 277 ¢ R, conforme ilustrado na Figura 23b. Assim tem-se a seguinte integral dupla:

J, = Udmi-rzz ”(y-rd@-dr)-rz :ﬂ,[OR’”3d’”J-02ﬁd9zﬂ'[j7”3di"(6’|§”)=u-2ﬁj0Rr3dr N

Disco Disco

J, =y-27rJ.ORr3dr =y-2ﬂ-[%r4 |§j=y-2ﬂ%R4 =y-;zR2%R2 considerando a massa total do

. . 1
disco igual &: M = - A= -7 R* resulta em: |J_ ZEMRZ
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Efeito do Momento de Inércia

Determine a aceleragdo angular @ da cruzeta OABP, P, de massa desprezivel, com duas massas
m nas extremidades P; e P, quando submetido a um bindrio de for¢as externas F; e F, (portanto

momento M), conforme mostrado na Figura 24a.

-F; Py -V P, -F, m
V4
_aC1 L c 7
—)/ ;7'72_:5 Lo P8
w | LT
o . bpvc | DprFoL ‘If Re
X - | N 0
\ @ L Ra [~ I
A ’ ac ’ g
jf L 67 2 A Fep
P F Vio F>
(a) 2 Q 2 (b) P c ~m

Figura 24 — Exemplo de Momento de Inércia

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por duas massas vinculadas e pela
cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o
corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forgas centripetas devido ao vinculo da cruzeta e a
for¢a do binario. c) Referencial e Pélo: Adotando o referencial inercial centrado em O com
sistema de coordenadas Oxyz moével solidario ao sistema, a posicdo P; e P, de cada particula,
fica definida pelas coordenadas +L e —L na direcdo z. d) Teoremas: Utilizando a férmula de
campo de aceleragdes da cinematica, obtém-se para cada corpo P;:
iy =iy + DA (P-0)+ BA[GA(P-0)=0+ 07 ALK +0i Aloi ALK) )
- - - - - . - que sdo  as
ap =tLoj+win (—La)j)z i(La')j —La)zk): i(at j+a. k)
componentes de aceleracao tangencial e centripeta, conforme apresentado na Figura 24b.

d) Teoremas: Aplicando o teorema da resultante (7R) para cada corpo e observando o DFCL

apresentado na Figura 24c e desprezando a a¢do gravitacional, obtém-se,

m-a=F=-Fj-Fk e ma=YF=Fj+Fk



DINAMICA 51

Pré multiplicando vetorialmente os dois lados de cada expressdo por Li = (Pi — O), as forgas

centripetas se anulam, resultando em:

Lkam-G =Lk A=F)j+Lkn(-F)k=LFi

—LkAm-d,=—Lk AF,j—Lk AF,k=LF,i

Utilizando as aceleragdes de P; determinas anteriormente para o sistema completo, considerando
as duas massas e somando as equagdes:

LkamLoj-Lo’k)=LFT ¢ -Lkaml-Loj+La’k)=LF,7

(mP?)- &7 =2LFT = J, =M,

Portanto o momento de inércia Jx = 2mL* (de maneira similar & inércia da massa) é a quantidade
associada com a acelera¢do angular @ produzida devido a a¢do de um binario de forcas M 0, 0U

seja, a inércia rotacional.

6.3. Produto de Inércia

O produto de inércia em relacdo a pares de eixos cartesianos de um conjunto de particulas (P,

m;),i=1,2,...,n,por defini¢do ¢ dado por:
J :J = m,"(xi'yi) ; Jyz:'] = mi'(yi'zi) ;sz:'] = mi.(zi'xi) (52)

O significado fisico do produto de inércia estd associado com a simetria de distribuicao de massa
em torno do centro de massa. A forma como os produtos de inércia sdo organizados foi

constituida na dedug@o do Teorema da Energia Cinética, apresentado no item 5.2.

Propriedades: para sistemas planos (ex. z; = 0) os seguintes produtos de inércia sao nulos.

Jyz :Jzy :imi (yl .Zi):() ;sz :sz :imi '(Zi 'xi):() (53)
i=1
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Para sistemas planos (ex. z; = 0) com um plano de simetria, conforme ilustrado na Figura 25,
todos os produtos de inércia sdo nulos. J,, = Zm,. (x,-y,)=m,-xy—m,-xy=0 Para sistemas
i=1

tridimensionais com dois planos de simetria todos os produtos de inércia sao nulos.

y A
m; -Xj Xi m;
R e
| |
Yi i i Yi
| |
| |
| X
L N L >
oV

Figura 25 — Produto de Inércia para particulas simétricas

Exemplo de Produto de Inércia

Determinar o produto de inércia de uma BARRA homogénea, de massa M e comprimento L em
relacio ao par de eixos Oxy, conforme ilustrado na Figura 26. RESOLUCAOQ: Sistema: barra de
massa M e comprimento L. Diagrama. Teorema: integral definida dos elementos dx com de
massa elementar dm dados por dm=A1-dx (onde A ¢ a densidade linear da barra esbelta e
homogénea em unidade de kg/metro) ao longo do comprimento L, conforme ilustrado na Figura

26a. O somatorio pode ser substituido pela seguinte integral definida:

L L L 1 )L
Jy = Zmi XY, =J-0 dm,-x; -y, =bJ-0 (A-dx)-x= ﬂb.[o xdx =lb-5x lo
considerando a massa total da barra M = A4-L resulta em:

J, bl -yt
g 2 2
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Y A L YA L

1| | |

tdm, dm,
b | - m h

[}
i X yiT i X
of — - o -
' (@ | (b) '

Figura 26 — Produto de inércia de Barra Esbelta e Placa Retangular

Determinar o produto de inércia de uma PLACA RETANGULAR, esbelta de massa M,
comprimento L e largura A, em relagdo ao par de eixos Oxy conforme ilustrado na Figura 26b.
RESOLUCAO: Sistema: placa retangular homogénea, de massa M, comprimento L e largura
h,. Diagrama. Teorema: integral dupla definida dos elementos dx e dy com de massa elementar
dm dados por dm = y1-dx-dy (onde u ¢ a densidade de area da placa homogénea em unidade de
kg/metro®) ao longo do comprimento L, conforme ilustrado na Figura 26b. Assim tem-se a

seguinte integral dupla:

jj::hapadm = ”chapa pedx-dy)x-y = I - dx) I y-dy =

ok 1, h L )
ny—,uJ-O xdx-(gy |Oj ,u h J- xdx = ,u h (—x |Oj 55 considerando a massa

h L
total da placa homogénea: M = u-h-L resultaem:|J =M S5

Xy

Efeito do Produto de Inércia

Considere agora o sistema com duas massas m presas nas extremidades P, e P, com distancia 2L
do eixo AB da estrutura, deslocadas entre si de uma distancia 2d ao longo do eixo
(caracterizando uma assimetria) e girando com velocidade angular @ = wk constante, conforme

ilustrado na Figura 27a.
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| DvC DFCL c1
- P, I
I —
| VB =0
L T o B
0]
| |
- | | [
2 [ Aac2
|
AO L :
ﬁ
Vy=0 I P, Vie
|

Figura 27 — Efeito do Produto de Inércia

Método de Resolucio: a) Sistema: O sistema ¢ constituido por duas massas vinculadas e pela
cruzeta que gira em torno do eixo AB. b) Diagramas: Fazendo o diagrama de forgas sobre o
corpo livre (DFCL) cada massa fica sujeita as forgas centripetas devido ao vinculo da cruzeta e a
for¢a do binario. ¢) Referencial e Pélo: Adotando o referencial inercial centrado em O com
sistema de coordenadas Oxyz movel solidario ao sistema a posi¢ao P; e P, de cada particula, fica
definida pelas coordenadas +L e —L. na direcdo z. d) Teoremas: Utilizando a férmula de campo
de aceleragdes, obtém-se para cada corpo P;:

G, =i, +oOAN(P-0)+dA[@A(P-0)]|=0+0AL k+wi A [a)z?/\Ll. IEJ =

ap =i A(—Lia)j)ziLia)zk que ¢ a aceleracdo centripeta necessaria para cada particula
percorrer a trajetria circular em torno do eixo AB , conforme apresentado na Figura 27b. A

reagdo sobre a cruzeta ¢ obtida do TR: m,-a, =+m, -L,.a)zlg . Considerando a cruzeta OABPP,
em equilibrio e calculando o momento em relagdo ao pédlo O, utilizando o DFCL apresentado na
Figura 27c¢ e desprezando a ac¢do gravitacional, obtém-se,

My=S(P-OAF,=(di + LE)AF, k—(di +LE)A(-F,)k+Li AR, ~Li ARy =0 =

MO =—dF, j—d F, J+ (LAy k— LA, ])— (LBy k— LB, ]): 0. Tomando apenas a componente
do momento na direcio ;, obtém-se: 2mdLw’ j =—LA. j+LB.j que é o binario de forcas

reativas nos mancais A e B separados de 2L necessario para conter o movimento centripeto das

massas, separadas pela distancia 2d. Note que para que a posicdo das massas sejam fixas ¢
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necessario utilizar um sistema de coordenadas Oxyz auxiliar solidario ao corpo e girando com

ele.

Note que, apesar do centro de massa coincidir com o eixo de giro, a assimetria das massas
produz forcas reativas em oposicdo de fase nos mancais. Tal for¢a pode ser anulada
compensando a assimetria com a introdu¢cdo de duas massa idéntica mas em posi¢do oposta,
balanceando o sistema. Note ainda que a assimetria em relacdo ao centro de massa, vai produzir

produtos de inércia ndo nulos (J_ #0).

6.4. Matriz de Inércia

A Matriz de Inércia em relagdo a um sistema de eixos coordenados para um conjunto agregado

de particulas por defini¢ao ¢ descrita como:

B n n n
2, 2
z:mi'(yi+zi) _z:mi'xi'yi _z:mi'xi'zi
i1 i1 i1

Jxx - ny - sz n n .
JO: _Jyx Jyy _Jyz = _zmi.yi.xi zmi.(ziz_i_xiz) _ij'yj'zi (54)
- sz - Jzy J B = =

zz 0 n n n ) 2
—Zmi-zi-xi —Zmi-zi-yi Zml.-(xi +yl.)
L =l i=l i=1

Jd0

A forma como os momentos e produtos de inércia sao organizados foi constituido na deducao do

Teorema da Energia Cinética (TEC) apresentado no item 5.2.

Propriedades da Matriz de Inércia

a) Simetria: Como os produtos de inércia opostos a diagonal principal sdo idénticos

7

Jy = j(x -y)dm = j(y -x)dm =J ,x ter-se-a para o agregado rigido de particulas: V1, =]
N

N
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b) Invaridncia no traco: A soma dos termos da diagonal principal da matriz de inércia ¢é

invariante (J, +J, +J_ =2J,) para qualquer sistema de coordenadas escolhido.

c) Positividade: A matriz de inércia ¢ positiva definida. Os momentos de inércia sdo formas
quadraticas e portanto sempre positivas. Como a matriz pode ser diagonalizada (problema de
auto-vetor, auto-valor em Algebra Linear) e como o trago ¢ invariante, seu determinante sera

sempre maior ou igual a zero.

d) Composicio: A matriz de inércia de um conjunto de partes ¢ a composicdo do momento de

inércia de cada parte: JS =J+J” onde C=4U B(unido). Caso uma retirada de massa esteja

presente (por exemplo furo em uma chapa) vale: JS =J"—J” onde C= AN B(exclusio). A

mesma propriedade vale para os produtos de inércia.

6.5. Translacao de Eixos Paralelos

A translacdo de eixos paralelos (Teorema de Stainer) ¢ um recurso muito util na determinacao
dos termos da matriz de inércia. O momento de inércia da particula P; , de massa m;, expresso

em relagdo areta u € dado por:
Jor =S m (B-0)nd} ou T =3 m (2 +2) (55)
i=l i=1

A posigao da particula P; , conforme mostrado na Figura 28, pode ser expresso na base OXYZ ou

na base Gxyz :

(P-0)=X,1+Y,J+ZK 56
(E_G):xi;_"yij_"zi]; ; (G—O):al?+bj+c‘]€

O momento de inércia Jox determinado em relagdo ao eixo OX resulta em:
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Jox = imi (le +Zi2)zzn:mi -[(yl. +b)2 +(zi +c)2]
i=1 i=1

Jox :imi (ylz +Zi2)+2bimi Vi +Mb’ +2cimi "2 +Mc?

i=1 i=1 i=1

Figura 28 — Translacio de eixos

57

(57)

Utilizando a propriedade do centro de massa do corpo, descrito na base Gxyz , lembrando que

Zm[ -(R. —G): 0, resulta em: 2bim[ ;=0 e 2cimi -z, =0, e obtém-se:

i=l i=1

JOX :ij +Md)2(x

(58)

ou seja 0 momento de inércia no novo eixo (OX) € igual ao momento de inércia calculado em

relacdo ao centro de massa G em relagdo ao eixo (Gx), adicionado a massa total M multiplicado

pela distancia ao quadrado d; = b’ +c” entre os eixo X e x.

De forma analoga para os demais eixos obtém-se:

Joy =J g +M-ds. JOY=JGy+M-d§y e J,=J,.+M-d

(39)
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Para o produto de inércia Joxy da particula P; de massa m;, calculado em relagdo a base OXY ,

conforme mostrado na Figura 28, ¢:

Joxy :im; XY, :imi '(x; +a)'(y1‘ +b)
i=1 i=1

n n n n
Joxy :Zm[ Xt Y +b2m[ "X, +a2m[ -y, +ab2mi
i=1 i=1 i=1 i=1

oy =J gy + M -a-b

Gxy

(60)

De forma analoga para os demais eixos obtém-se a translacdo de eixos paralelos para os

PRODUTOS DE INERCIA:

Jowy =J gy + M -a-b

Gxy

s Jyy=Jde. +M-b-c e J,,=J. +M-c-a

Gyz

(61)

ou seja o produto de inércia em relacdo a novos pares de eixos (exemplo: OXY) ¢ igual ao

produto de inércia calculado em relagdo ao centro de massa G em relagdo ao par de eixo (Gxy),

adicionado a massa total M multiplicado pela distancia entre cada um dos novos eixos paralelos.

Exemplo de Calculo da Matriz de Inércia

Considere a barra homogénea e esbelta de massa m e comprimento L ilustrada na Figura 29a.

Determinar a matriz de inércia da barra.

Y A 0
.yi 7 : d
: dmi G7
|
o X o
2
b
(@ | ()

Figura 29 — Barra Esbelta e Sistema Composto
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Resoluciio: a) Sistema: Barra de massa m e comprimento L. b) Diagramas. c) Referencial ¢

Polo: Oxyz. d) Teoremas: Momento ¢ Produtos e Transporte. J,, :Zm,.-(yi2+zf) barra
i=l

contida no plano Oxy .. z; = 0. Para y; = b = cte tem-se: J,, = Y m, -(yf +0): B>y m =m-b*.
iml

i=1
Alternativamente utilizando o teorema de eixos paralelos para barra esbelta:

Jo=Jg +m-d>,=0+m-b>. O momento de inércia em torno do eixo y é:

=

Jo

o

1 S . .
m, -(xl.z +z ): EMLZ . Para 0 momento de inércia em torno do eixo z pode ser obtido de

—

i=

2
 Joy =g+, =mb’ +%mL2 = m(b2 +%j . O produto de inércia é obtido do transporte de

. - L . .
eixos paralelos: J, =J; +m-a-b= O+m5b . Os produtos de inércia que envolvem z; = 0

Oxy

resultam nulos. A matriz de inércia resulta em:
b (-bL/2) 0
Jo=m-|(=bL/2) (I*/3) 0
0 0 (p2+17/3)

Exemplo de Sistema Composto

Considere o sistema composto pela barra homogénea e esbelta de massa m e comprimento A4 e a
chapa de massa M com altura b e largura a, conforme ilustrada na Figura 29b. Determinar a

posicdo do centro de massa e 0 Momento de inércia do sistema composto.

Resolucio: a) Sistema: sistema composto pela barra e chapa. b) Diagramas. c) Referencial ¢

Polo: Oxy. d) Teoremas: Momento e Transporte. Considerando problema plano (z; = 0) e

_zmi Vi

sistema simétrico (xg = 0), o centro de massa € obtido por: y; = z =
mi
~ m-h/2+M-(h+b/2)
Yo (M +m)
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Momento de inércia ¢ obtido pela adi¢@o das partes (barra chapa): J,, =Jo; +Jp6, =

J,, :(jG1 +m-djz,)+(jG2 +M-dfz,) =

2 2
J,, = Lmhz-irm-(ﬁj + iM(az+bz)-|rM-(h-|réj =
12 2 12 2

7, %mhz +éM(a2 +120% +12hb+4D°).

Exemplo Calculo de Matriz Inércia

Considere o dispositivo com duas barras de massa m e comprimento L que estdo ligadas a um
eixo de massa desprezivel que gira sobre dois mancais 4 e B, conforme ilustrado na Figura 30a.
Determinar a posi¢ao do centro de massa G do sistema e a Matriz de Inércia em relagdo ao polo

0.

(b) z
L, m
L
X A L, m B
- O 0
X (0] L,m
- A B
L
L, m
(a) (c)

Figura 30 — Rotor excéntrico e assimétrico e Planos de Observacgio

Resolucio: a) Sistema: sistema composto por duas barra de comprimento L e massa m ¢ €ixo
suporte de massa desprazivel. b) Diagramas. Planos de observagdo c) Referencial e Polo: Oxyz.

d) Teoremas: Momento e Transporte. Considerando a simetria ao longo do eixo x, o centro de

L D m;y, m-0+m-L L m-L+m-0 L
massa ¢ obtido por: yc=v = yG:WZE e ZG:WZE
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(G—O):%(j%):(o L/2 L/2)
Os momentos de inércia sio obtido pela adi¢do das barras: J, =J; +J; = 2ml’
Joy :(jG]y +m-dfy)+(.762y +m-d§y):§mL2 +%mL2 +m-(L2 +I7 /4):§mL2 =J,..

Os produtos de inércia sdo obtido pela adi¢do das barras, conforme ilustrado na Figura 30b no

plano Oxz e na Figura 30c no plano Oxy:

J,=>.J, +mab= 0+m-Lor |+l 0wm|-L)o|=Lme
» » 2 2 2

J,.

zjyz+mbc={0+m-§-0}+[0+m-0-L]=0

sz ijv+mca:|:O+M§o:l+|:0+m(_éjL}:—%mLz

Portanto a matriz de inércia em relagao ao polo O, resulta em:

J, —J, —J. 2 12 -1/2
Jo=|-J, J, —J,.| =mLl*-|1/2 5/3 0
~J. =J, I -1/2 0 5/3 ],

6.6. Rotacao de Eixo

A matriz de inércia pode ser descrita em rela¢do a outro eixo rotacionado. Para determinar como

a matriz de inércia se altera quando expressa em relacdo ao eixo Ou, considere cada ponto

material "P;" do corpo e o versor unitario u, conforme mostrado na Figura 31, e com posi¢ao

descrita por :

ST 'Z (62)
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Figura 31 — Mudanca de Eixo

O momento de inércia em relacdo ao eixo Ou ¢ dado por:
Zm O)niil (63)

Resolvendo o produto vetorial, o quadrado e voltando na expressdo do momento de inércia,

obtém-se:

(P-0)nii = xi17+yi]+zil€)/\(uxl7+uy]’+uzl€)
(Pi_O)/\ (yi'u —zZ;'u )z+(zi'“x_xi'“z)j+(xi'uy_yi'ux)];
zZ; +Y; )u +(z +X; )u§+(yl.2+xi2)u22—2xiyl.uxuy—2yiziuyuz—2zixiuzux (64)

—
N
>
<y
N—

38
/\ :1
N 8o

Jo: =) m;- [(P O)/\u]2

JO:Z :JO +J u +J u 2J0xy y _2*]0}72 uyuz _2’JOzx uzux

Oy ©y

Utilizando a nota¢do matricial para o versor unitario {u} = {ux u, u, }’ resulta na forma:



DINAMICA 63

Jo — JOxy ~Joe | U,

Joo=tu, u, w | =Jo  Jo  —Jo. |, (65)
~Jou —J 0z Jo. u,

J oi :{“}Z[Jo]{“} (66)

ou seja para se obter a matriz de inércia, descrita em relagdo a um sistema de coordenadas Oxyz,

em outro eixo, basta pré e pds multiplicar pelas coordenadas do versor unitario do novo eixo.

6.7. Eixos Principais e Central

Pode-se demonstrar que fixada uma origem arbitraria O, existe associado a qualquer sistema
material §, um referencial ortogonal OXYZ para o qual os produtos de inércia sao nulos. Os
eixos deste referencial sdo chamados eixos PRINCIPAIS de inércia onde os produtos sdo
chamados de momentos principais de inércia. Se a origem O for coincidente com o centro de
massa o sistema de coordenadas ¢ chamado de CENTRAL. Para se obter uma direcao Ou tal
que a matriz de inércia seja diagonal (produtos de inércia nulos), resolve-se o auto-problema do

sistema linear [J],{x}=4-{x} que corresponde a determinar os trés novos eixos (auto-vetores)

para os quais a matriz seja diagonal (auto-valores).

6.8. Elipséide de inércia

E possivel provar que o lugar geométrico dos momentos de inércia em relagdo a variagio de
direcdo do eixo Ou, passante sempre por O, ¢ uma superficie fechada de segundo grau e
simétrica: um elipsoide (Franga, 2011). O maior eixo do elipsdide tem a magnitude do maior
momento principal de inércia. A se¢do transversal média do elipsoide tem o didmetro

correspondente aos dois menores momentos principais de inércia.
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7. TEOREMA DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO ANGULAR

O movimento geral do so6lido ¢ constituido de movimento de translagdo e rotagdo. O movimento
do centro de massa de um corpo ja foi delineado no item 4 e no caso de movimento de rotacao o

seguinte conceito ¢ relevantes: A Quantidade de Movimento p, de uma particula P; de massa m;

e velocidade 17, , hum certo instante ¢, ¢ dado por:

]31 =m, Vz (67)

7.1. Momento e Momento da Quantidade de Movimento

Define-se 0 MOMENTO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO da particula P; de massa m;

em relacao a um poélo O como o vetor:

Hy=(R=0)np,=(B=0)am, V, (68)

F[O = (R. —O)/\ m, -V, para i=1,2,3,.,n (69)

Lty =3 0V, Am, 7+ 3 (B~ 0)n % (m, 7)) (70)

Para massa da particula invariante (72, = 0 ) e lembrando que 17, A 17, =0, obtém-se:
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IfIO:Z—VOAmi-I7i+ (PI.—O)/\m.-d:‘ (lel)/\ 40+‘ (P.—O)/\I:“i (71)

Utilizando a propriedade do centro de massa e sua derivada temporal:

6-0)-2 DM G )-S=F ) = mF =S em (72)

m;

e lembrando da expressio do momento de forgas M, = Z(R —O)AF, em relagdo ao polo O
i=1

(note que as forgas internas ndo comparecem na expressdo do momento) resulta finalmente em:

— —

HOZM?[‘*"” ¢ Vo (73)

|

ou seja, a taxa de variagdo temporal do momento da quantidade de movimento ¢ igual ao

momento das forgas externas em relagdo ao pélo O qualquer, e mais um termo cruzado.

Na forma matricial utilizando vetores coluna tamanho { 3 x 1} tem-se:
{HO}:{MgXt}"'m'{VG}/\{VO} (74)

onde: {Hof={H, H, Hof ; Mmgi={mg mg mg) ;s b={ve. Vo Vol

{Vo}: {VOx VOy VOZ}T'
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7.2. Momento da Quantidade de Movimento

Considere um corpo rigido com movimento genérico de roto-translagdo com velocidade V,, e

velocidade angular @. O Momento da Quantidade de Movimento em relacdo ao polo O, é

uma grandeza vetorial dada por:

n
—

F[O: (PZ.—O)/\m.-VI. para i=1,2,3,.n, (75)

1

—_

i=

A velocidade do ponto material P; de massa m; do corpo, localizado na posi¢ao (R - O)z?l. ¢

dado pela formula de campo de velocidades V, =V, + @ A ¥ .

Para movimento de translagio @=0, portanto ¥, =V, =V, e substituindo na expressio

anterior resulta em:
Ao =33(8-0)am T, =| S (5 -0)| o7, 76)

Utilizando a propriedade do centro de massa o somatorio resulta em:

n

;m,-'(P,-—OFm'(G—O) (77)

Substituindo, resulta para corpo em translacio o Momento da Quantidade de Movimento do

centro de massa G do corpo rigido de massa total m:

H,=(G-0)am-V, (78)
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Para movimento genérico de roto-translacdo substituindo a expressdo da velocidade

— —

V.=V, + @ AF naexpressio anterior resulta em dois somatorios:

Yo+ 2 (B=0)am;-[oA(P-0)] (79)

" (P.—O)/\m.-ﬁoz{n (P—O)-mi:|/\l70=(G—0)/\mI70 (80)

Para o segundo somatorio Zn:(PI —O)am,-[@ (P —0)] considerando a posigdo do ponto P;

i=l1

(P. —0):xl. i+ yi]+zi1€ , para ponto O pertencente ao corpo e velocidade angular do corpo

1

w=wi+0, ]+, k,tem-se para o primeiro produto vetorial:

P 7R (oz-ep)i+
(?)A(Pl_ ):a)x a)y a)z :(a)z.xi_a)x.zi)j+ (81)
X Vi % (a)x Vi, 'xi)l;

Para o segundo produto vetorial (P, —O)A @& A (P —0):

07 000,53, ) +
(£-0)rdn(2-0)=[0,5 0.5z )-o.3- 0,5+ )
[ ~

l l

2 2
(a)zxi —0.ZX )-\W,Z,Y; — @, ), )]k

Aplicando na formula do momento da quantidade de movimento angular:
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ﬁo = (G—O)/\mVO +Zml.{
[a)x (yi2 +z )— O,X,;, — 0.X,Z, ]f +

[0, (2 + 22 )~ 0,x3,— 0.2, + (83)

2

[a)z(xz +yi2)_ 0.X;Z; _a)yyizi]];}

Chamando de Momentos ¢ Produtos de Inércia (conforme deduzido no item 5.2) os seguintes

termos:

me(yfﬂf)#x ; Zmi(xf+zf):Jy e Zmi(xf+yf):JZ

84
zmixiyi = ny = Jyx 3 Zmiyi i Jyz = Jzy € zmizixi = sz = sz ( )
e voltando a substituir na formula anterior, resulta no momento angular de corpo:
H,=(G-0)amV, +[
Jo~-J o —-J_ o )i+
( X X Xy y Xz z) - (85)
(Jy 2 _ny a)x _Jyz a) ).] +
(.o~ 0. ~J, o)k
ou na forma vetorial:
H,=(G-0)amVy+(J],{@}) (86)

Utilizando a forma de produto matricial, tomando o vetor posicio (G—0)=x,i +y, j+z k

expresso na forma anti-simétrica (skel symmetric), obtém-se:

H Ox Jx - ny - sz a)x 0 —Z G y G VOx
Hoy = —Jyx Jy —Jyz o, rtm-| z; 0 —x; Voy (87)
H Oz - sz - Jzy Jz o a)z - y G xG 0 VOZ

ou na forma compacta de produto matricial (skel symmetric):

{Ho}:([J]o{a’})"‘m'[G_O]skez {Vo} (88)
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A matriz [J ]0 ¢ quadrada, simétrica, de ordem 3, denominada Matriz de Inércia que retrata a

forma como a massa ¢ distribuida no corpo em relagdo ao sistema de coordenadas Oxyz. Os
termos quadraticos na diagonal principal sdo denominados Momentos de Inércia em relacio a
um eixo e os termos fora da diagonal sao chamados de Produtos de Inércia em relagdo a pares

de eixos coordenados. Note que o ponto O pertence ao corpo ou extensdo ideal dele.

7.3. Teorema da Quantidade de Movimento Angular - TQMA

Finalmente retomando a expressio do momento angular para o corpo rigido:

H,=(G-0)am-V,+(J],{®}) e derivando em relagio ao tempo:

ccz; ! (89)
1,)=mV, AT, +(G-0)am-Gy +- (), 1)

e lembrando da expressdo do momento H, =M ,+mV; AV, e substituindo na anterior obtém-

se finalmente o Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) para o corpo rigido

de massa constante em relagdo ao pélo O pertencente ao corpo:

d - — “rext
E([J]o{w})Jr(G_O)Am'aO =M, TOMA (90)

Casos particulares:

a) Se a escolha das coordenadas auxiliares tiver a origem coincidente com o centro de
massa (O = G), e solidario ao corpo, a expressdo da equagdo de rotagdo do corpo rigido

%(I:IO)+ (G-0)Am-aG, =M sereduz a:
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<L @)=z o

b) Para corpos girando em torno de um eixo (ex. €ixo z) € sem simetria em relagdo ao centro
de massa, os produtos de inércia ndo serdo nulos (o sistema de coordenadas deve ser

solidario ao corpo para manter a matriz de inércia constante) e mesmo com aceleragao
angular nula (@,,, = 0) havera termos quadraticos na velocidade angular multiplicado por

produtos de inércia (que corresponde a sistemas desbalanceados) resultando em:

0 o O0[J, 0o -J_] (0] (M,
—w, 0 0| 0 J, -J_|{0}=1M,
92)
0 0 of-J, -1, J | |ef (M,
NI T =T ) =My i+ My,

c) Se o sistema de coordenadas for solidario ao corpo, coincidente com o centro de massa
(O = G) e orientado segundo eixos principais (matriz de inércia diagonal com momentos

J1, J», € J3 e produtos Ji,, Ja3, € J31 todos nulos) entdo:

0 0] () [/, 0 07 (&) (M,
—w, 0 o [0 J, 0| ja, i+ 0 J, 0| id,r=1M,, (93)
0 J ;

Que resulta na equacao na forma de Euler:

Ji @1+(J3_J2)0)2a)3 =M,
sz)z"'(Jl_Jz)a)la’s:MGy (%94)
J3a')3+(J2—J1)a)la)2 =M,

Note que para o referencial solidario ao corpo: @, =@, ; ®,,=0 e portanto:

arr

a= a)abs + a)arr N a)rel =0.



DINAMICA 71

Exemplo: Dindmica Translacional

Um bloco homogéneo de massa m, largura b e altura A, repousa sobre uma plataforma plana do
carro que se move com aceleragio d =ai , conforme ilustrado na Figura 32a. O apoio do bloco

sobre o carro ocorre com atrito 4 Determinar o valor maximo da aceleragdo do carro para que a)

nao haja escorregamento do bloco, b) ndo haja o tombamento do bloco.

b (@) —g> l : (b) N (c)
h mg mg
: I
- - A Fa fa
: > > >
@] Q2 52 X,| N | bFcL “ | broL

Figura 32 — Bloco Acelerado

Resolucio: a) Sistema: bloco de massa m e carro. b) Diagramas: DFCL. c) Referencial e Pélo:

base fixo Oxyz. d) Teoremas: TR e Momento Angular (conforme DFCL Figura 32c).

a) Aplicando do 7R no bloco ma, = ZE , conforme ilustrado na Figura 32b, e considerando a
relacdo de Coulomb |Fm| < u N do escorregamento sobre a superficie, obtém-se:

man:Fat man:ﬂN:ﬂmg
mag, =N-mg = (N=mg

mag, =0 -———

Na iminéncia do escorregamento a for¢a de atrito atinge seu valor maximo

Fat

=uN e

an:/ug'

b) Na iminéncia do tombamento, ou seja antes de girar em torno do ponto A4, a reacdo de suporte
N muda seu ponto de aplicacdo para a extremidade 4. Utilizando a féormula do Momento

Angular para o centro de massa do bloco considerando o p6lo em A obtém-se:

FIA :(G—A)/\mVG :[§f+§jjAmVxl7=—§mVx1€
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Lembrando que H, =M gmV, AV, (V, =V,) e derivando a expressio do momento angular:

m._
2 dt

oo~ -
-m—a.k =0+
2 Gx

U d(VGX)/Ez(A—A)AFa,Z+(A—A)ANj+(G—A)A—mg

(=1

+(éf+ﬁa'j/\—m i bek = 4 =2
5 2] g J 5 g Gx hg

Portanto a aceleragdo maxima sera: |a,, =min (,u g;bg/ h)

Exemplo: Movimento Rotacional Plano

Considere um disco de massa m e raio R, rolando sem escorregar em movimento contido no
plano Oxy e submetido a um binario de for¢ca M (torque), conforme ilustrado na Figura 33a.

Determinar a aceleracao do disco.

(b)

bvC

Figura 33 — Disco Rolando no Plano sem Escorregar

Resolucio: a) Sistema: disco de massa m e raio R. b) Diagramas: DVC e DFCL. c)

Referencial e Polo: base fixo Gxyz. d) Teoremas: TR e Momento Angular.

a) Aplicando do TQOMA no disco ﬁ G = ZM 1 conforme ilustrado na Figura 33¢, obtém-se:

1 ext

[J]G 'C?’:Mce;
Jo.(~0)k =(G=C)AN j+(G-C)AF, i +(G-G)A-mg j+ M
~Jook=R-F, k-Mk

para J, =mR’/2

a) Aplicando do 7R no disco ma, =ZF

i

, lembrando da cinemadtica de corpo rigido que:

a;. =®R e substituindo os valores na expressdo anterior obtém-se:
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mag, =F,

at

mag, =N-mg = {N=mg

mag =0

mdag, =

F

at
1
= | —=mr*|. % =R-ma,, =M =
2 R

Pode-se utilizar o pdlo em C fixo resultando em:

[J].-o=M" para J.=J_, +md*=3mR*/2

Gmsza)E:Mi{

Exemplo: Movimento 3D

73

Considere o sistema ¢ constituido por uma barra esbelta homogénea PQ de comprimento L e

massa m, contida no plano Oyz, ¢ por um eixo OA de comprimento 3L e massa desprezivel,

conforme ilustrado na Figura 34a. O sistema gira em torno de um eixo vertical fixo Oz com

velocidade angular @ constante, Determinar as componentes das reacdo nos mancais O ¢ A4.

(@)

DFCL

(b)

Xa

lg

Figura 34 — Rotor excéntrico e assimétrico

Resoluciio: a) Sistema: sistema composto por uma barra de comprimento L ¢ massa m € €ixo

suporte 40 de massa desprezivel. b) Diagramas: DFCL, conforme ilustrado na Figura 34b. c)

Referencial e Polo: base mdvel solidaria a barra Oxyz. d) Teoremas: TR e TOMA. A posicao do

centro de massa ¢ dado por: y,

L

(G—O)Z—E

. Zmi Vi

= Zm; = Vg

j+2Lk=(0 -L/2 2L).

m

- m-=L/2 L

2

_m2L o
m
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2
) . 1 L 1
Momento de inércia J,,: J,. =J. +m(xé +yé)= EmL2 +m[—j = |J, = gmL2

Produtos de inércia J,,. e J,.:

Joe =m0)2L) = |Jp.=0| e J,. = m[— 2L) =

J, =-ml?

Oyz

A quantidade de movimento angular H o do corpo com respeito ao polo O, considerando que a

J -J, —-J w

X Xy Xz X

rotagio &= wk constante, ¢ dado por: {fl o }: [T io)=| -7 R ®,r =

y yz y
~J. —J, J. | |e

z o0 z

H,=-J,.wi—-J w]+JOZwE=mL2w[j+%Ej.

Oyz

Tomando sua derivada temporal da quantidade de movimento angular expressa na base movel,

—

considerando: &=0 ; j AJ e /Z @, /\k obtém-se:

%(ﬁ) mLa)( % j mLa)[a)k/\]) 3(a)lg/\/;)}=—mL2a)zz7

O momento M o das forgas externas com respeito ao polo O é:
M, =(4-0)A(X 7 +7,7)+(G-0) A (- mgk)
M, =(LE)A (XAf+YA])+(—§]+2L Ej A= mgk )= (— 3LY, +§mgji+3LXAj

Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular descrito por:

%(Flo )+ (G-0)Ami, =M compdlo em O fixo portanto G, =0:

1

2 2 _ 1
-mLw” = 3LYA+2mgL N
0=3LX, X,=0

1 , 1
H, =M, = YA_Eme +gmg

SUES

Utilizando o TR, dado por ma = ZFZ tem-se a acelera¢do do centro de massa obtido de:
- . - - - _ L ) =
i, =d,+dA(G-0)+dA[or(G-0)] = a, =o' ).

0=X,+X, X, =0
ma)Z%:YA+YO = Y, =(mLo’ -mg)/6
0=2,-mg Zy=mg
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(Resumo da aplicagdo do TQMA: Determina-se a quantidade de movimento angular H o ho polo

conveniente, faz-se a derivada temporal e iguala ao momento M, das forgas externas).

Conservagcao do Momento da Quantidade de Movimento

e . d (= - = o , .
Utilizando o TQMA descrito por: z(H 0)+ (G—O)/\ md, =M;" para o polo coincidente com
t
o centro de massa G' ¢ momento externo nulo, verifica-se que o momento da quantidade de

movimento deve permanecer constante (Lei da Conservagao da Quantidade de Movimento:

H, =cte). Desta forma {ﬁo}z [J],{@}=cte.

Tomando o exemplo da cadeira giratoria, ilustrado na Figura 35, o momento da quantidade de
movimento [J ]0 {c?)}: J, o, = (2mL2)-a)Z =cte deve permanecer constante. Quando as massas
sdo retraidas para o centro (reduzindo a distdncia L) sem alterar a posi¢do do centro de massa,

para que o produto permanega constante a velocidade angular @, tem obrigatoriamente que

aumentar. (2m Ly ) o =cte

y
= .
- e
& e
o
L
S s
i
e
Lt v el W

Figura 35 — Conservac¢io da Quantidade de Movimento (Fonte da figura: internet)
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