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PREFACIO

Ja se passaram 20 anos desde a publicag@o da primeira edi¢do deste livro. Nesse periodo,
nossa assercao de que os métodos numéricos e os computadores figurariam mais proemi-
nentemente nos curriculos de engenharia — particularmente em seus primeiros anos —
se tornou dramaticamente verdadeira. Muitas universidades agora oferecem cursos tanto
em introducdo a computacio quanto de métodos numéricos em seus primeiros trés anos.
Além disso, muitos de nossos colegas estdo integrando problemas orientados para o com-
putador em outros cursos em todos os niveis do curriculo. Logo, esta nova edi¢do ainda
estd fundamentada na premissa basica de que € preciso oferecer aos estudantes de enge-
nharia uma introdug@o forte e o mais cedo possivel aos métodos numéricos. Conseqiien-
temente, embora tenhamos expandido nossa cobertura nesta nova edi¢@o, tentamos man-
ter muitas das caracteristicas que tornaram a primeira edi¢ao acessivel a estudantes tanto
do inicio quanto do final da graduacdo. Elas incluem:

e Orientacdo para problemas. Os estudantes de engenharia aprendem melhor
quando motivados por problemas. Isso é particularmente verdadeiro para matema-
tica e computacao. Entdo, adotamos uma abordagem de uma perspectiva de reso-
lucdo de problemas.

e Pedagogia Orientada para o Estudante. Desenvolvemos diversas caracteristicas para
tornar este livro tdo amigdvel ao estudante quanto possivel. Elas incluem a organizacio
geral, o uso das introducdes e dos epilogos para consolidar os tépicos principais € 0 uso
extensivo de exemplos trabalhados e estudos de casos de todas as dreas da engenharia.
Tentamos também manter nossas explicagdes simples e orientadas para a prética.

* Abordagem por “Caixas Transparentes”. Embora enfatizemos a resolucio de pro-
blemas, acreditamos que ¢ autolimitante para os engenheiros abordar os algoritmos
numéricos como “caixas pretas”. Assim, incluimos teoria suficiente para permitir que
os usudrios entendam os conceitos basicos por trds dos métodos. Em particular, enfa-
tizamos a teoria relacionada a andlise de erros, as limitagdes desses métodos e os prés
e contras entre os métodos.

e Orientacdo para Computadores Pessoais. Inicialmente, quando escrevemos este
livro, existia um grande abismo entre o mundo batch dos computadores de grande
porte e o mundo interativo dos PCs. Hoje em dia, conforme o desempenho dos PCs
aumenta, essa disting@o esta desaparecendo. Dito isso, este livro ainda enfatiza as vi-
sualizacdes e os cdlculos iterativos, que sdo os marcos dos computadores pessoais.

e Capacitaciao dos Estudantes. Obviamente, introduzimos os estudantes aos recursos-
padrdo, prontos para o uso, de pacotes como o Excel e o software MATLAB. Entre-
tanto, também é mostrado aos estudantes como desenvolver programas simples, bem
estruturados, para estender os recursos basicos desses ambientes. Esse conhecimento
se transporta para linguagens de programacdo padrdo como Visual Basic, Fortran 90
e C/C++. Acreditamos que a fuga da programacdo de computadores representa um
pouco de uma queda nos curriculos de engenharia. O ponto principal é que, enquanto
os engenheiros nao estiverem satisfeitos em ficar limitados pelas ferramentas, preci-
sardo escrever cddigos. S6 que agora eles podem ser chamados de “macros” ou
“M-files”. Este livro € projetado para capacitd-los a fazer isso.

XV
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PREFACIO

Além desses cinco principios originais, a principal melhoria da quinta edi¢cdo é uma
grande revisdo e expansdo dos conjuntos de problemas dos finais dos capitulos. A maio-
ria dos problemas foi modificada, de modo que fornecem solu¢des numéricas diferentes
das edi¢des anteriores. Além disso, diversos novos problemas foram incluidos. Como nas
edi¢des anteriores, incluimos tanto problemas matematicos quanto aplicados de todos os
ramos da engenharia. Em todos os casos, nosso propésito é fornecer aos estudantes exer-
cicios para verificarem seu entendimento e para ilustrar como os métodos numéricos
podem ajudé-los a resolver problemas mais eficientemente.

Como sempre, nossa principal intencdo ao escrever este livro é fornecer aos estu-
dantes uma sélida introdu¢do aos métodos numéricos. Acreditamos que os estudantes
motivados que apreciem os métodos numéricos, a computacdo e a matemdtica irdo, no
final, tornar-se melhores engenheiros. Se nosso livro estimular um entusiasmo por esses
assuntos, consideraremos nossos esfor¢os um sucesso.

Agradecimentos.  Gostarfamos de agradecer a nossos amigos na McGraw-Hill. Em
particular, Amanda Green, Suzanne Jeans e Peggy Selle, que forneceram uma atmosfera
positiva e de apoio para a criagdo desta edi¢do. Como sempre, Beatrice Sussman fez um
excelente trabalho na edicio do manuscrito e Michael Ryder fez importantes con-
tribui¢des durante a produgdo do livro. Agradecimentos especiais aos professores Wally
Grant, Olga Pierrakos, Amber Phillips, Justin Griffee e Kevin Mace (Virginia Tech) e a
professora Theresa Good (Texas A&M), que contribuiu com problemas para nosso livro
ao longo dos anos. Como nas edi¢des passadas, David Clough (Universidade do Co-
lorado) e Jerry Stedinger (Universidade de Cornell) generosamente compartilharam seu
discernimento e suas sugestdes. Sugestdes uteis também foram feitas por Bill Philpot
(Universidade de Cornell), Jim Guilkey (Universidade de Utah), Dong-1I1 Seo (Universi-
dade Nacional de Chungnam, Coréia) e Raymundo Cordero e Karim Muci (ITESM, Mé-
xico). A presente edicdo também se beneficiou das revisdes e sugestdes fornecidas pelos
seguintes colegas:

Ella M. Atkins, University of Maryland

Betty Barr, University of Houston

Florin Bobaru, University of Nebraska—Lincoln

Ken W. Bosworth, Idaho State University

Anthony Cahill, Texas A&M University

Raymond C. Y. Chin, Indiana University—Purdue, Indianapolis
Jason Clark, University of California, Berkeley

John Collings, University of North Dakota

Ayodeji Demuren, Old Dominion University

Cassiano R. E. de Oliveira, Georgia Institute of Technology
Subhadeep Gan, University of Cincinnati

Aaron S. Goldstein, Virginia Polytechnic Institute and State University
Gregory L. Griffin, Louisiana State University

Walter Haisler, Texas A&M University

Don Hardcastle, Baylor University

Scott L. Hendricks, Virginia Polytechnic Institute and State University
David J. Horntrop, New Jersey Institute of Technology
Tribikram Kundu, University of Arizona

Hysuk Lee, Clemson University

Jichun Li, University of Nevada, Las Vegas

Jeffrey S. Marshall, University of Iowa

George Novacky, University of Pittsburgh

Dmitry Pelinovsky, McMaster University

Siva Parameswaran, Texas Technical University

Greg P. Semeraro, Rochester Institute of Technology

Jerry Sergent, Faifield University

Dipendra K. Sinha, San Francisco State University

Scott A. Socolofsky, Texas A&M University
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Robert E. Spall, Utah State University

John C. Strikwerda, University of Wisconsin-Madison
Karsten E. Thompson, Louisiana State University
Kumar Vemaganti, University of Cincinnati

Peter Wolfe, University of Maryland

Yale Yurttas, Texas A&M University

Nader Zamani, University of Windsor

Viktoria Zoltay, Tufts University

Devemos enfatizar que, embora tenhamos recebido sugestdes uteis das pessoas men-
cionadas, somos responsaveis por quaisquer imprecisdes ou erros que possam ser detec-
tados nesta edi¢@o. Por favor, contate Steve Chapra por e-mail se detectar algum erro.

Finalmente, gostariamos de agradecer a nossa familia, amigos e estudantes por sua
paciéncia e seu apoio permanentes. Em particular, Cyntia Chapra e Claire Canale estdo
sempre 14, fornecendo compreensao, perspectiva e amor.

Steven C. Chapra
Medford, Massachusetts
steven.chapra@tufts.edu

Raymond P. Canale
Lake Leelanau, Michigan



Para fornecer uma perspectiva dos métodos numeéricos,
organizamos o texto em partes e apresentamos
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18.6.4 Algoritmo Computacional para Splines Cibicos

O método para calcular splines cibicos delineados na segio anterior ¢ ideal para imple-
mentagiio computacional. Lembre-se de que, por algumas manipulagdes engenhosas, o
método reduziu o problema  resolugdo de n — 1 equagdes simultaneas. Um beneficio
adicional da dedugdo ¢ que, como especificado pela Equagio (18.37), o sistema de
equagdes € tridiagonal. Como descrito na Segdo 11.1, estao disponiveis algoritmos para
resolver tais sistemas de maneira extremamente eficiente. A Figura 18.18 esboga um es-
quema computacional que incorpora es teristicas.

Observe que a rotina na Figura 18.18 retorna um tnico valor interpolado, yu, para
um dado valor da varidvel independente xu. Essa é apenas uma das formas como a inter-
polagio por splines pode ser implementada. Por exemplo, vocé poderia querer determinar
os coeficientes uma tinica vez e entdo fazer muitas interpolagdes. Além disso, a rotina re-
torna tanto a primeira (dy) quanto a segunda (dy2)derivadas em xu. Embora nio seja
necessdrio calcular essas quantidades, elas se mostram tteis em muitas aplicagdes de in-
terpolagdo por splines.

PROBLEMAS

18.1 Faga uma estimativa do logaritmo comum de 10 usando inter-  18.9 Use interpolagio inversa para determinar o valor de x

CAPITULO 11

Matrizes Especiais
e Gauss-Seidel

do sistema

Seidel

Todos os capitulos contém problemas para casa
novos e revisados. Oitenta por cento dos problemas
sao novos ou revisados. No texto, sdao incluidos
problemas desafiadores tirados de todas as
disciplinas de engenharia.

polagio linear. responde a f(x) = 0.85 para os seguintes dados tabulados:

(a) Interpole entre log 8 = 0,9030900 ¢ log 12 = 1,0791812.

(b) Interpole entre log 9 = 09542425 e log 11 = 1,0413927. Para
cada interpolagio, calcule o erro relativo percentual baseado no
valor verdadeiro. Observe que os valores na tabela foram gerados com a |

18.2 Ajuste um polinomio interpolador de Newton de 22 grau para () = /(2 + ),

fazer uma estimativa de log 10 usando os dados do Problema 18.1 (a) Determine o valor correto analiticamente.

emx=8,9e 1. Calcule 0 erro relativo percentual verdadeiro. (b) Use interpolagio cdbica de x em funglo de y.

18.3 Ajuste um polinomio interpolador de Newton de 3% grau  (¢) Use interpolagdo inversa com interpolagio quadrtica

usando os dados do Problema 18.1 mula quadrética

18.4 Considere os dados (d) Use interpolag

P
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~x

o cibica e biss.

inversa com interpol

Secdes do texto, bem como problemas para casa,
sdo dedicados a implementacao de métodos
numéricos com o Excel da Microsoft e o software
MATLAB do The MathWorks, Inc.
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7.7.2 MATLAB

Como resumido na Tabela 7.1, o software MATLAB ¢ capaz de localizar raizes de uma
inica equago algébrica ou transcendental. Ele ¢ excelente na manipulagio e determi-
nagio de raizes de polindmios.

A fungiio frero & projetada para localizar uma raiz de uma tinica equagéio. Uma re-
presentagdo simplificada de sua sintaxe &

fzero (£, x,, options)

onde £ ¢ a funcéio que vocé estd analisando, xo ¢ a aproximacdo inicial, ¢ options so os
pardmetros de otimizagao (estes sio mudados usando-se a fungdo optimser). Sc options
for omitido, serdo usados valores-padrio. Observe que podem ser utilizadas uma ou duas
aproximagoes. Se forem usadas duas aproximagdes, ¢ suposto que elas cerquem uma raiz.
O exemplo a seguir ilustra como fzero pode ser usado.

TABELA 7.1 Funcdes comuns no MATLAB relacionadas com
a locdlizagdo de raizes e manipulagéo de

polinémios.
Fungéio Descrigéo
fzero Raiz de uma on
roofs Encontra raizes de polindmios
poly Consiréi polindmios com raizes especificadas.
polyval Calcula valores de polinamios
polyvalm Caleulo valores de polinsmios com argumentos matriciais,
residue Expansdo em fracdes parciais [residuos]
polyder Deriva polindmios.
conv Muliiplica polinémios.

deconv Divide polinsrmics.
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EXEMPLO 10.3 Inversdo de Matrizes

Enunciado do Problema.  Utilize a decomposiciio LU para determinar a inversa da
matriz do sistema do Exemplo 10.2.

3 -01 -02 .
141 = [o.l 7 —o.z} Nosso texto apresenta diversos exemplos trabalhados

0,3 -02 10

Lembre-se de que a decomposigio esuliou nas seguintes matrizes riangulares superior e para fornecer ao estudante ilustracdes passo a passo

inferior: . L. - .
s o on . ) . de como os métodos numéricos sdo implementados.

U]= {0 7,00333 70,293333} L] = [0,0333333 1 O}
0 0 10,0120 0,100000  —0,0271300 1

Solugéo. A primeira coluna da matriz inversa pode ser determinada efetuando-se o
procedimento de solugdo da substituigao progressiva com um vetor unitdrio (com o 1 na
primeira linha) como vetor do lado direito. Assim, a Equagdo (10.8), o sistema triangular
inferior, pode ser escrito como

1 0 d 1
{0.0333333 1 0} ’(I; ] = {0}
0,100000 —0,0271300 1] ld; 0
e resolvido com ituiga ssiva para (D) = 1 —0 [
~0.1009). Esse vetor pode ser usado como lado direito na Equago (10.3). 4 b

3 —0.1 —0.2 X
{o 7,00333 —0.293333} ln}= Ifo,03333|

0 0 10,0120 —0,1009

a qual pode ser resolvida por substituigio regressiva para  deter
(X)7 = 10.33249 —0,00518 —0,01008], que € a primeira coluna da matriz,

Estudos de Caso:

033249 0 0 )
NW\AM/\]/W\/\/\ i O
Al 000318 A0 Raizes de EqUGCoes

O propésito deste Capitulo 6 usar os procedimentos numéricos discutidos nos Capitulos
5.6 7 para resolver problemas reais de engenharia. As técnicas numéricas s impor-

tantes nas aplic: priticas porque a engenharia freqiientemente encontra problemas
que ndo podem ser abordados usando-se técnicas analiticas. Por exemplo, modelos
quando problemas reais estdo envolvidos. Logo, modelos mais complicados precisam ser
usados. Nesses casos, € apropriado implementar uma solugiio numérica com o computa-

Ha 28 estudos de casos de engenharia para ajudar vyt mpliitas e equagtes complicads
Os estudos de caso a seguir sdo encontrados rotineiramente nos cursos de graduagio

d li ctod ri

os estudantes a ligar os métodos numéricos aos Grados d quato ramos imporancs da
Essas aplicagdes também servem para
la engenharia quimica, fornece um exemplo excelente
de como os métodos para localizar raizes permitem usar formulas realisticas na pratica da
& usada com vantagem quando um grande nimero de localizagdes de raizes é necessdrio.
Os problemas de projeto em engenharia seguintes sdo tirados da engenharia civil,
quanto os métodos abertos para determinar a profundidade ¢ a velocidade da dgua es-
coando em um canal aberto. A Segdio 8.3 mostra como as raizes das equagdes transcen-
bém ilustram como os métodos gréficos fornecem percepgdo do processo de localizagio
de raizes. Finalmente, a Segdo 8.4 usa a localizagdo de raizes de polindmios para analisar

mateméticos simples que podem ser resolvidos analiticamente nem sempre sdo aplicdveis
dor. Em outras situagdes, problemas de projeto de engenharia exigem solugdes para as
mais avangados e nos de pds-graduagao. Além disso. sio ivos dos problemas
principais campos da engenharia. ustar o5 prs @ coniasenteasdivrsa téenicas amércas.
o,
engenharia. Além disso, também ilustra como a eficiéncia da técnica de Newton-Raphson
elétrica e mecdnica. A Segdo 8.2 usa tanto os métodos que isolam as raizes em intervalos
dentais podem ser utilizadas no projeto de um circuito elétrico. As Secdes 8.2 ¢ 8.3 tam-
a vibragio de um automével.

8.

LEIS DOS GASES IDEAIS E NAO-IDEAIS (ENGENHARIA
QUIMICA E BIOQUIMICA)

Recursos Disponiveis no Site

O Online Learning Center (Centro de Aprendizagem Online) no
endereco www.mhhe.com/chapra oferece recursos para o estudante e
para o professor. Esses materiais estao disponiveis em inglés e alguns
$a0 comerciais, ou seja, vocé precisa compra-los. Os professores
brasileiros necessitam obter uma senha junto & McGraw-Hill do Brasil
para acessarem os recursos on-line. A senha deve ser solicitada por

4 e-mail (divulgacao_brasil@mcgraw-hill.com). Na Europa, a senha deve ser
obtida junto & McGraw-Hill de Portugal (servico_clientes@mcgraw-hill.com).

Todos os softwares utilizados nos recursos on-line foram desenvolvidos pela McGraw-Hill dos EUA.
A McGraw-Hill Interamericana do Brasil ndo oferece suporte para esses softwares nem se responsa-
biliza por qualquer falha que possa ocorrer durante o seu uso. Caso tenha algum problema, acesse o
suporte técnico em www.mhhe.com/support ou ainda o site do produto em www.cosmosm.com.
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MODELAGEM,
COMPUTADORES E ANALISE
DE ERROS

PT1.1

MOTIVACAO

Os métodos numéricos sdo técnicas pelas quais os problemas matemadticos sdo formula-
dos de modo que possam ser resolvidos com operagdes aritméticas. Embora existam
muitos tipos de métodos numéricos, eles tém uma caracteristica em comum: invariavel-
mente envolvem grande nimero de calculos aritméticos tediosos. Ndo é nada surpreen-
dente que, com o desenvolvimento de computadores digitais rapidos e eficientes, o papel
dos métodos numéricos na resolu¢do de problemas de engenharia aumentou dramatica-
mente nos ultimos anos.

PT1.1.1 Métodos Nao-computacionais

Além de fornecer uma capacidade computacional aumentada, a disponibilidade muito di-
fundida dos computadores (especialmente dos computadores pessoais) e a parceria com
métodos numéricos vém tendo uma influéncia significativa na resolugdo moderna de
problemas de engenharia. Na era antes do computador, em geral havia trés formas dife-
rentes pelas quais os engenheiros abordavam a solucio de problemas:

1. As solugdes eram deduzidas para alguns problemas usando-se métodos analiticos ou
exatos. Essas solugdes eram freqiientemente tteis e forneciam uma visao excelente do
comportamento de alguns sistemas. Entretanto, as solucdes analiticas podem ser
deduzidas apenas para uma classe limitada de problemas, que incluem os que podem
ser aproximados por modelos lineares e aqueles que t€m uma geometria simples e
dimensdo baixa. Conseqiientemente, as solu¢des analiticas t€ém valor pratico limitado
porque, em sua maioria, os problemas reais sdo ndo-lineares e envolvem formas e
processos complexos.

2. As solugdes graficas eram usadas para caracterizar o comportamento dos sistemas;
em geral, elas tinham a forma de graficos ou nomdgrafos. Embora as solucdes
gréficas freqlientemente possam ser usadas para resolver problemas complexos, os
resultados ndo sdo muito precisos. Além disso, solu¢des grificas (sem a ajuda de
computadores) sdo extremamente tediosas e inconvenientes para implementar.
Finalmente, as técnicas graficas, com freqiiéncia, sdo limitadas a problemas que
podem ser descritos usando-se trés dimensdes ou menos.

3. Calculadoras e regras de cdlculos eram usadas para implementar os métodos
numéricos manualmente. Embora, em teoria, tais abordagens fossem perfeitamente
adequadas para resolver problemas complexos, na realidade, eram encontradas
muitas dificuldades. Os calculos manuais sdo lentos e tediosos. Além disso,
resultados consistentes sdo esquivos por causa de enganos simples que acontecem
quando tarefas manuais numerosas sao realizadas.

Na era pré-computador, uma quantidade significativa de energia era gasta na técnica
de resolug@o propriamente dita, em vez de na definicdo e interpretagdo do problema
(Figura PT1.1a). Essa situagdo lamentdvel existia porque muito tempo e trabalho pesado
eram necessdrios para obter respostas numéricas usando-se as técnicas pré-computador.

Hoje em dia, os computadores e os métodos numéricos fornecem uma alternativa
para tais célculos complicados. Usando o poder do computador para obter diretamente
solugdes, é possivel abordar esses cdlculos sem o recurso de hipéteses simplificadoras ou
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FIGURA PT1.1

H& trés fases de resolugcdo de
problemas de engenharia (a)
na era pré-computador e (b) na
era do computador. O tamanho
das caixas indica o nivel de
énfose direcionada a cada
fase. Os computadores
facilitaram o implementacdo
da técnica de resolucéo e,
portanto, permitiram mais
énfose nos aspectos criafivos
da formulagdo do problema e
na interpretacdo dos resultados.

FORMULACAO FORMULACAO
Exposicao profunda da
relacdo entre o problema
e as leis fundamentais

As leis fundamentais
eram explicadas
resumidamente

SOLUCAO SOLUCAO
Método t_alaborado e, em geral, Método
complicado para tornar os .
o . computacional
problemas trataveis P
facil de usar
INTERPRETACAO INTERPRETACAO

Andlise profunda
limitada pela
solucao demorada

Facilidade de calculos permite o
desenvolvimento de pensamentos
holisticos e da intuicao; a
sensibilidade e o comportamento
do sistema podem ser estudados

(a) (b)

técnicas para economizar tempo. Embora as solugdes analiticas ainda sejam extrema-
mente valiosas tanto para solugdes dos problemas quanto para fornecer uma visao geral,
os métodos numéricos representam alternativas que aumentam enormemente 0s recursos
para confrontar e resolver problemas. Como resultado, mais tempo fica disponivel para
ser usado em habilidades criativas. Portanto, mais &nfase pode ser posta na formulacdo do
problema e na interpreta¢do da soluc@o e na incorporacio do sistema total, ou percep¢do
“holistica” (Figura PT1.1b).

PT1.1.2 METODOS NUMERICOS E PRATICA DA ENGENHARIA

Desde o fim da década de 1940, a vasta disponibilidade dos computadores digitais levou
a uma verdadeira explosdo no uso e desenvolvimento dos métodos numéricos. Inicial-
mente, esse crescimento foi um pouco limitado pelo custo do acesso a computadores de
grande porte — conseqiientemente, muitos engenheiros continuaram a usar a abordagem
analitica simples em uma parte significativa do seu trabalho. E claro que a recente
evolucdo dos computadores pessoais baratos forneceu pronto acesso a recursos computa-
cionais poderosos. Existem diversas razdes adicionais pelas quais se deve estudar méto-
dos numéricos:

1. Os métodos numéricos sao ferramentas extremamente poderosas na resolucdo de
problemas. Eles sdo capazes de lidar com um grande niimero de equagdes, nado-
linearidades e geometrias complicadas que n@o sdo incomuns na pratica da
engenharia e, em geral, sdo impossiveis de resolver analiticamente. Dessa forma, eles
aumentam enormemente a capacidade de resolver problemas.

2. Durante a carreira, o profissional da engenharia freqiientemente terd ocasiao de usar
pacotes comercialmente disponiveis, ou programas de computador “enlatados” que
envolvem métodos numéricos. O uso inteligente desses programas depende, com
freqiiéncia, do conhecimento da teoria basica fundamental dos métodos.
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3.

Muitos problemas ndo podem ser abordados utilizando programas enlatados. Se o
engenheiro estiver familiarizado com métodos numéricos e souber programar o
computador, poderd projetar seu proprio programa para resolver problemas sem ter de
comprar ou contratar softwares caros.

Os métodos numéricos sdo um veiculo eficiente para o aprendizado do uso de
computadores. E bem conhecido que uma forma eficiente de aprender a programar é
realmente escrever um programa de computador. Como os métodos numéricos sao, na
maior parte, projetados para implementa¢dao em computadores, eles se mostram ideais
para esse proposito. Além disso, s@o especialmente adequados para ilustrar o poder e
as limitagdes dos computadores. Quando se implementam com sucesso métodos
numéricos em um computador e, entdo, eles sdo aplicados para resolver problemas
intratdveis de outra forma, tem-se acesso a uma demonstracdo dramdtica de como os
computadores podem ajudar o desenvolvimento profissional. Ao mesmo tempo,
aprende-se a identificar e a controlar os erros das aproximacdes, que sdo parte
essencial de cdlculos numéricos em grande escala.

Os métodos numéricos fornecem um veiculo para o profissional reforcar seu
entendimento da matemdtica. Como uma fun¢do dos métodos numéricos € reduzir a
matematica mais avancada a operacdes aritméticas bésicas, eles chegam aos detalhes
praticos de alguns tépicos que, de outra forma, seriam obscuros. Aprimoramento do
entendimento e da percep¢do pode resultar dessa perspectiva alternativa.

PT1.2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Todas as partes deste livro usam alguns fundamentos matematicos. Conseqlientemente, o
material introdutdrio para cada parte inclui uma se¢ao, como a presente secao, sobre fun-
damentos matematicos. Como a Parte Um propriamente dita € devotada a revisdo de ma-
terial em matemadtica e computadores, esta secdo ndo envolve uma revisdo de um tépico
matemadtico especifico. Em vez disso, aproveita-se a oportunidade para introduzir o tipo
de assuntos da matemadtica cobertos neste livro. Como resumido na Figura PT1.2, esses
assuntos sao:

1.

Raizes de Equacoes (Figura PT1.2a). Esses problemas dizem respeito ao valor de
uma varidvel ou a um parametro que satisfaz uma tnica equacdo nao-linear. Eles sdo
especialmente importantes no contexto de projetos de engenharia, em que
freqiientemente € impossivel resolver explicitamente as equacdes para os parametros
do projeto.

Sistemas de Equacoes Algébricas Lineares (Figura PT1.2b). Esses problemas sao
similares aos das raizes de equagdes, no sentido de que dizem respeito aos valores
que satisfazem tais equacdes. Entretanto, em contraste a satisfazer uma unica
equacdo, € procurado um conjunto de valores que satisfaca simultaneamente um
conjunto de equacdes algébricas lineares. Essas equagdes aparecem em uma grande
variedade de contextos de problemas e em todas as disciplinas da engenharia. Em
particular, elas se originam na modelagem matemadtica de grandes sistemas de
elementos interconectados, como estruturas, circuitos elétricos e redes de fluidos.
Entretanto, também sdo encontradas em outras areas dos métodos numéricos, como
ajustes de curva e equacdes diferenciais.

Otimizacdo (Figura PT1.2c¢). Esses problemas envolvem a determinacido de um valor
ou valores de uma varidvel independente que corresponde ao “melhor” valor ou ao
valor 6timo de uma fung¢do. Portanto, como na Figura PT1.2¢, a otimizagdo envolve
a identificacdo de mdximos e minimos. Tais problemas ocorrem rotineiramente no
contexto de projetos de engenharia. Eles também aparecem em uma variedade de
outros métodos numéricos. A otimizacdo sem restricoes € tratada tanto em uma
varidvel quanto em muitas varidveis. Também € descrita a otimizacao restrita, com
&nfase particular na programacao linear.
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FIGURA PT1.2
Resumo dos métodos numéricos
cobertos neste livro.

(a) Parte 2: Raizes de equagoes
Resolva f{x) = 0 determinando x.

(b) Parte 3: Equacées algébricas lineares
Dados os a's e os ¢'s, resolva

11X + AqpXp = Cq
Ap1Xq + dypXy = Ca
para determinar os x’s.

(¢) Parte 4: Otimizagao

Determine x que dé o valor 6timo de f(x).

(d) Parte 5: Ajuste de curvas
S

Regressao

(e) Parte 6: Integragéo
I=[?f(x)dx
Encontre a area sob a curva.

(f) Parte 7: Equagées diferenciais ordinarias

Dada

dy Ay
E f(t y)

resolva, encontrando y como fungao de .

Vier =Y+ flt;, y; ) At

(g) Parte 8: Equagbes diferenciais parciais

Dada
%u 9%u

— +— =flx )

x> 9y? S5y

resolva, encontrando u como funcgao
dexey

S
Raiz
X

X2

Solucao

Xq
S0
X
Sx)
W
y

Incllnagao =
f(t,, yi)
H—AI—H
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4. Ajuste de Curvas (Figura PT1.2d). Freqiientemente € necessdrio ajustar curvas a
conjuntos de dados. As técnicas desenvolvidas para esse propdsito podem ser
divididas em duas categorias gerais: regressdo e interpolacdo. A regressdo &
empregada quando existe um grau significativo de erro associado aos dados. Os
resultados experimentais sdo geralmente desse tipo. Para tais situacdes, a estratégia é
desenvolver uma unica curva que represente a tendéncia geral dos dados, sem
necessariamente coincidir com nenhum ponto individual. Em contraste, a
interpolacdo € usada quando o objetivo é determinar valores intermedidrios entre
dados relativamente livres de erros — usualmente, ¢ o caso para informagdes
tabuladas. Para tais situacdes, a estratégia € ajustar a curva diretamente pelos pontos
dados e usar essa curva para prever os valores intermedidrios.

5. Integracdo (Figura PT1.2¢). Como descrito, uma interpretacdo fisica de integragao
numérica € a determinacdo da drea sob a curva. A integracdo tem muitas aplicagdes
na pritica da engenharia, variando da determinacdo de centréides de objetos de forma
estranha a cdlculos de quantidades totais baseados em conjuntos de medidas
discretas. Além disso, as férmulas de integracdo numérica desempenham um papel
importante na solucao de equagdes diferenciais.

6. Equacoes Diferenciais Ordindrias (Figura PT1.2f). As equagdes diferenciais
ordindrias t€ém um grande significado na prética da engenharia, e isso ocorre porque
muitas leis fisicas sdo descritas em termos da taxa de variacdo de uma quantidade em
vez do valor da quantidade propriamente dita. Os exemplos variam de modelos de
previsdo populacional (taxa de variagdo da populag@o) a aceleracido de um corpo em
queda livre (taxa de varia¢do da velocidade). Dois tipos de problemas sao tratados:
problemas de valor inicial e valor de contorno. Além disso, o cdlculo de autovalores
também ¢é coberto.

7. Equacoes Diferenciais Parciais (Figura PT1.2g). As equacdes diferenciais parciais
sdo usadas para caracterizar sistemas de engenharia nos quais o comportamento de
uma quantidade fisica é determinado pela sua taxa de variacdo em relagdo a duas ou
mais varidveis independentes. Os exemplos incluem a distribuicdo estaciondria de
temperaturas em uma chapa aquecida (duas dimensdes espaciais) ou a temperatura
dependendo do tempo de uma haste aquecida (tempo e uma dimensao espacial). Duas
abordagens fundamentalmente diferentes sdo empregadas para resolver equagdes
diferenciais parciais numericamente. Neste texto, serdo enfatizados os métodos de
diferenca finita, que aproximam a solucdo de maneira pontual (Figura PT1.2g).
Entretanto, também serd apresentada uma introdu¢@o aos métodos de elementos
finitos, que usam uma abordagem por partes.

PT1.3 ORIENTACAO

Alguma orientacdo pode ser util antes de prosseguir com a introdu¢do aos métodos
numéricos. O que segue deve ser visto como uma visao geral do material na Parte Um.
Além disso, alguns objetivos foram incluidos para focalizar os esfor¢cos do aluno ao estu-
dar este material.

PT1.3.1 Escopo e Visao Geral

A Figura PT1.3 é uma representacdo esquemdtica do material na Parte Um. Esse dia-
grama foi projetado para fornecer uma visdo global desta parte do livro. O sentido de
“perspectiva geral” € critico no desenvolvimento da intui¢do nos métodos numéricos.
Quando se 1& um texto, € facil perder-se nos detalhes técnicos. Sempre que o estudante
sentir que estd perdendo a perspectiva geral, deve consultar a Figura PT1.3 para se
reorientar. Todas as partes deste livro incluem uma figura similar.

A Figura PT1.3 também serve como uma breve apresentacdo prévia do material
coberto na Parte Um. O Capitulo 1 foi projetado para orientar o estudante nos métodos
numéricos e para fornecer motivacdo, mostrando como essas técnicas podem ser usadas
no processo de modelagem da engenharia. O Capitulo 2 é uma introdugdo e revisdo de
aspectos dos métodos numéricos relacionados com o computador e sugere o nivel de ha-
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Esquema da organizagdo do material da Parte Um: Modelagem, Computadores e Andlise de Erros.

bilidades computacionais que € necessario adquirir para aplicar de forma eficiente as in-
formagdes que vém a seguir. Os Capitulos 3 e 4 dizem respeito ao importante tépico da
andlise de erros, que precisa ser entendido para o uso eficiente dos métodos numéricos.
Além disso, ¢ incluido um epilogo, no qual sdo introduzidos os prés e contras, que tém
um grande significado para a implementagdo efetiva dos métodos numéricos.

PT1.3.2 Metas e Objetivos

Objetivos de Estudo. Apés completar a Parte Um, o estudante deverd estar adequada-
mente preparado para embarcar em seus estudos sobre os métodos numéricos. Em geral,
deve ter adquirido um entendimento fundamental sobre a importancia dos computadores
e sobre o papel das aproximagdes e dos erros na implementacdo e no desenvolvimento
dos métodos numéricos. Além dessas metas gerais, deve ter dominado cada um dos obje-
tivos de estudo especificos listados na Tabela PT1.1.
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TABELA PT1.1 Objetivos de estudo especificos para a Parte Um.

1. Reconhecer a diferenca entre solucdes analitica e numérica.

2. Entender como as leis de conservagéo séo empregadas para desenvolver modelos matematicos do
sistema fisico.

3. Definir projeto por refinamento e modular.

4. Definir as regras que fundamentam a programagdo estruturada.

5. Ser capaz de compor programas esfruturados e modulares em uma linguagem de computagdo de
alfo nivel.

6. Saber como traduzir fluxogramas estruturados e pseudocédigos para cédigos em uma linguagem de
alfo nivel.

7. Comegar a se familiarizar com todos os pacotes de software que serdo usados junto com este fexto.

8. Reconhecer a distingdo entre erros de truncamento e de arredondamento.

9. Entender os conceitos de algarismos significativos, acurécia e precisdo.

0. Reconhecer a diferenga entre erro relativo verdadeiro ¢, erro relativo aproximado &, e erro aceitével
&5, e entender como &4 e &; sGo usados para finalizar um cdleulo iferativo.

11. Enfender como os nimeros sGo representados em computadores digitais € como essa representagdo
induz a erros de arredondamento. Em particular, saber a diferenga entre preciséo simples e estendida.

12. Reconhecer como a aritmética do computador pode infroduzir e ampliar erros de arredondamento

nos cdlculos. Em particular, analisar o problema do cancelamento na subfragdo.

. Entender como a série de Taylor e seu resfo sGo empregados para representar fungdes continuas.

. Saber a relacdo entre as diferencas divididas finitas e as derivadas.

. Ser capaz de analisar como os erros se propagam por meio das relagdes funcionais.

. Estar familiarizado com os conceitos de estabilidade e condicionamento.

. Familiarizarse com os prés e contras delineados no Epilogo da Parte Um.

NO O MW

Objetivos Computacionais. Quando completar a Parte Um, o estudante deve ter
adquirido habilidades computacionais suficientes para desenvolver seu préprio software
para os métodos numéricos neste texto. Deve ser capaz de desenvolver programas de com-
putador bem estruturados e confidveis com base em pseudocddigo, fluxogramas e outras
formas de algoritmos. Também deve ter desenvolvido a capacidade de documentar seus
programas de forma que eles possam ser usados efetivamente pelos usudrios. Finalmente,
além dos seus proprios programas, o aluno pode usar pacotes de softwares juntamente com
este livro. Os pacotes como Excel ou The MathWorks, Inc. MATLAB® sio exemplos de
tais softwares. O estudante deve estar familiarizado com esses pacotes, de forma que possa
usd-los confortavelmente para resolver problemas numéricos mais adiante neste texto.
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Modelagem Matemdtica e
Resolucdo de Problemas de
Engenharia

O conhecimento e o entendimento sdo pré-requisitos para a implementagdo efetiva de
qualquer ferramenta. Nao importa quio incrivel seja sua caixa de ferramentas, vocé terd
dificuldades para consertar um carro se niao entender como ele funciona.

Isso € particularmente verdade quando se usam computadores para resolver proble-
mas de engenharia. Embora tenham uma utilidade potencial imensa, os computadores sao
praticamente intteis sem um entendimento fundamental de como os sistemas da engenha-
ria funcionam.

Esse conhecimento é adquirido inicialmente de forma empirica — isto €, por obser-
vagdo e experiéncia. Entretanto, embora tal informacdo adquirida empiricamente seja
essencial, ela ¢ apenas metade da histéria. Durante anos e anos de observagao e experién-
cia, os engenheiros e cientistas notaram que certos aspectos dos seus estudos empiricos
ocorrem repetidamente. Tal comportamento geral pode entdo ser expresso como leis fun-
damentais que essencialmente representam o conhecimento acumulado da experiéncia
passada. Portanto, a resolucdo da maioria dos problemas de engenharia usa uma abor-
dagem com as duas vertentes, a do empirismo e a da andlise tedrica (Figura 1.1).

Deve ser enfatizado que as duas vertentes sdo intimamente ligadas. Conforme novas
medidas sdo feitas, as generalizacdes podem ser modificadas, ou novas generalizagdes
desenvolvidas. Analogamente, as generalizacdes podem ter uma forte influéncia nas
experiéncias e observacdes. Em particular, as generalizacdes podem servir como princi-
pios organizatdrios empregados para resumir resultados de observagdes e experiéncias
em uma estrutura coerente e abrangente, a partir das quais sdo tiradas conclusdes. Da
perspectiva de resolugdo de problemas de engenharia, tal estrutura € mais util quando
expressa na forma de um modelo matematico.

O objetivo primdrio deste capitulo € introduzi-lo a modelagem matemadtica e ao seu
papel na resolugdo de problemas de engenharia. Vamos também ilustrar como os métodos
numéricos figuram no processo.

UM MODELO MATEMATICO SIMPLES

Um modelo matemdtico pode ser definido, de forma geral, como uma formulagido ou
equagdo que expressa as caracteristicas essenciais de um sistema ou processo fisico em
termos matematicos. Em um sentido muito geral, ele pode ser representado como uma
relag¢do funcional da forma

Varidvel < Varidveis termos) (L1)

= . , parametros,
dependente independentes P forcantes

onde a varidvel dependente € uma caracteristica que usualmente reflete o comportamento
ou estado do sistema; as varidveis independentes usualmente sao dimensdes, como tempo
e espaco, ao longo das quais o comportamento do sistema estd sendo determinado; os
parametros refletem propriedades ou composicao do sistema; os fermos forcantes sao as
influéncias externas agindo sobre o sistema.

9
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FIGURA 1.1
O processo de resolver
problemas de engenharia.
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Implementacao

A expressdo matemdtica real da Equagao (1.1) pode variar de uma simples relacdo
algébrica a um conjunto grande e complicado de equacdes diferenciais. Por exemplo,
com base em suas observacdes, Newton formulou sua segunda lei do movimento, que
afirma que a taxa de varia¢do no tempo do momento de um corpo € igual a forga resul-
tante agindo nele. A expressdo matematica, ou modelo, da segunda lei é a equagdo bem
conhecida

F =ma (1.2)

onde F é a forca resultante agindo no corpo (N, ou kg m/s?), m = massa do objeto (kg) e
a € a sua aceleracdo (m/s?).

A segunda lei pode ser reescrita na forma da Equagdo (1.1) simplesmente dividindo
ambos os lados por m para obter

a=— (1.3)

onde a € a a varidvel dependente refletindo o comportamento do sistema, F € o termo
forcante e m € um parametro representando uma propriedade do sistema. Observe que,
para esse caso simples, ndo hd nenhuma varidvel independente, porque ndo estamos pre-
vendo como a acelerac¢do varia no tempo ou no espaco.

A Equagdo (1.3) tem diversas caracteristicas que sdo tipicas de modelos matemdticos
do mundo fisico:

1. Ela descreve um processo ou sistema natural em termos matematicos.

2. FElarepresenta uma idealizacdo e simplificacdo da realidade. Isto é, o modelo ignora
detalhes despreziveis do processo natural e se concentra nas suas manifestagoes
essenciais. Portanto, a segunda lei ndo inclui os efeitos da relatividade, que sdo de
importancia minima quando aplicados a objetos e forcas que interagem sobre a ou
perto da superficie da Terra, com velocidades e em escalas visiveis aos humanos.
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FIGURA 1.2

Diagrama esquemdtico das
forcas agindo em um para-
quedista em queda livre. fp é a
forca devida & gravidade, para
baixo. Fy é a forca devida &
resisténcia do ar, para cima.

3. Finalmente, ela produz resultados que podem ser reproduzidos e, conseqiientemen-
te, ser usados para propdsitos de previsdao. Por exemplo, se a forca sobre um objeto
e a massa de um objeto sdo conhecidas, a Equagado (1.3) pode ser usada para calcular
a aceleracdo.

Por causa de sua forma algébrica simples, a solu¢do da Equacéo (1.2) é facilmente
obtida. Entretanto, outros modelos matematicos de fendmenos fisicos podem ser
muito mais complexos e, ou ndo podem ser resolvidos exatamente, ou exigem técnicas
matematicas mais sofisticadas que a dlgebra simples para sua solugédo. Para ilustrar um
modelo mais complexo deste tipo, a segunda lei de Newton pode ser usada para deter-
minar a velocidade terminal de um corpo em queda livre, perto da superficie da Terra.
Nosso corpo em queda livre serd um pdra-quedista (Figura 1.2). Um modelo para esse
caso pode ser deduzido expressando a aceleragido como taxa de variagdo no tempo da
velocidade (dv/dt) e substituindo-a na Equagédo (1.3) para obter

dv F »

dt  m (4
onde v € a velocidade (m/s) e ¢ € o tempo (s). Portanto, a massa multiplicada pela taxa de
variagdo da velocidade € igual a for¢a resultante agindo no corpo. Se a forca resultante for
positiva, o objeto ird acelerar. Se for negativa, o objeto vai desacelerar. Se a forca resul-
tante for nula, a velocidade do objeto permanecerd em um nivel constante.

A seguir, vamos expressar a forca resultante em termos das varidveis e pardmetros
mensuraveis. Para um corpo em queda livre na vizinhanca da Terra (Figura 1.2), a forca
resultante € composta de duas forgas opostas: a forca gravitacional, para baixo, Fp e a
for¢a da resisténcia do ar, para cima, Fy:

F=Fp+Fy (L5)

Se associarmos um sinal positivo a for¢a para baixo, a segunda lei pode ser usada
para escrever a forca devida a gravidade como

Fp =mg (1.6)

onde g é a constante gravitacional, ou a aceleracdo devida a gravidade, que ¢ aproxi-
madamente igual a 9,8 m/s?.

A resisténcia do ar pode ser formulada de diversas maneiras. Uma abordagem sim-
ples é assumir que ela é linearmente proporcional a velocidade' e age no sentido para
cima, como em

Fy = —cv (1.7)

onde ¢ é uma constante de proporcionalidade chamada de coeficiente de arrasto (kg/s).
Portanto, quanto maior a velocidade de queda, maior a forga para cima devida a resistén-
cia do ar. O parametro c representa as propriedades de objetos em queda livre, como a
forma ou a aspereza da superficie, que afetam a resisténcia do ar. No caso presente, ¢
poderia ser uma funcéo do tipo de macacdo ou da orientag¢ao usada pelo para-quedista du-
rante a queda livre.

A forga resultante € a diferencga entre a forca para baixo e a forca para cima. Portanto,
as Equacdes (1.4) até (1.7) podem ser combinadas para fornecer

dv mg—cv

dt - m (8

ou, simplificando o lado direito,

dv_ cv (L.9)
i T m '

! Na realidade, a relagdo é realmente nio-linear e poderia ser mais bem representada por uma relagdo do tipo
poténcia, como FU = —cv® Vamos explorar como tais nio-linearidades afetam o modelo em um problema no
final deste capitulo.
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EXEMPLO 1.1

A Equacdo (1.9) € um modelo que relaciona a aceleracdo do objeto em queda as
forcas agindo nele. Ela é uma equagdo diferencial porque € escrita em termos da taxa de
variagdo diferencial (dv/dt) da varidvel que estamos interessados em prever. Entretanto,
em contraste com a solucdo da segunda lei de Newton na Equacdo (1.3), a solucdo exata
da Equacdo (1.9) para a velocidade de um para-quedista em queda livre ndo pode ser
obtida usando manipulacdo algébrica simples. Em vez disso, técnicas mais avangadas
como aquelas do cdlculo devem ser aplicadas para se obter uma solucdo exata ou
analitica. Por exemplo, se o pdra-quedista estiver inicialmente em repouso (v = 0 em
t = 0), o célculo pode ser usado para resolver a Equacdo (1.9), fornecendo

v(t) = S8 (1 = e=tc/mn) (1.10)
C

Observe que a Equacdo (1.10) estd escrita na forma geral da Equacdo (1.1), onde
v(t) € a variavel independente, 7 € a varidvel independente, ¢ e m sdo pardmetros, e g € o
termo forcante.

Solugdo Analitica para o Problema do Para-quedista em Queda Livre

Enunciado do Problema. Um péra-quedista de massa 68,1 kg pula de um baldo de ar
quente parado. Use a Equagdo (1.10) para calcular a velocidade anterior a abertura do
para-quedas. O coeficiente de arrasto € igual a 12,5 kg/s.

Soluc@o. Inserindo os pardmetros na Equagio (1.10), obtemos

U([) = %85’1) (1 _ e—(125/68,1)t) — 53’39(1 _ 6—0,183551)

0 que pode ser usado para calcular

ts v, m/s
0 0,00
2 16,40
4 2777
6 35,64
8 41,10
10 44,87
12 47,49
0 53,39

De acordo com o modelo, o para-quedista acelera rapidamente (Figura 1.3). Uma veloci-
dade de 44,87 m/s (100,4 mi/h) é atingida apés 10 s. Observe também que, apds um
tempo suficientemente longo, é atingida uma velocidade constante, chamada de veloci-
dade terminal, de 53,39 m/s (119,4 mi/h). Essa velocidade é constante porque, eventual-
mente, a forca da gravidade estard em equilibrio com a resisténcia do ar. Portanto, a forca
resultante € nula e a aceleracdo deixa de existir.

A Equacdo (1.10) é chamada uma solucdo analitica ou exata porque ela satisfaz
exatamente a equacdo diferencial original. Infelizmente, existem muitos modelos
matematicos que nao podem ser resolvidos exatamente. Em muitos desses casos, a tinica
alternativa € desenvolver uma solu¢do numérica que aproxime a solugo exata.

Como mencionado previamente, os métodos numéricos sao aqueles nos quais 0s
problemas matemaéticos sdo reformulados de forma que possam ser resolvidos por ope-
racdes aritméticas. Isso pode ser ilustrado para a segunda lei de Newton, observando que
a taxa de variag¢do no tempo da velocidade pode ser aproximada por (Figura 1.4):

dv Av v(t; —v(t;
dv _ Av (i) = v(0) Wi
dt At tivg — L
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onde Ave At sdo diferengas na velocidade e no tempo, respectivamente, calculados sobre
intervalos finitos, v(t;) € velocidade em um instante inicial ¢;, e v(#;;) € velocidade em
um instante posterior #; . Observe que dv/dt = Av /At é aproximado porque At é finito.
Lembre-se, do célculo, que

dv . Av

— m —

dt  ar—0 At

A Equagdo (1.11) representa o processo reverso.

A Equagdo (1.11) é chamada de aproximagdo por diferenca dividida finita da

derivada no instante #;. Ela pode ser substituida na Equagdo (1.9) para fornecer

t; —v(t

v(tip1) = () =g-— iv(ti)
liv1 — 1 m

Esta equagdo pode ser rearranjada para fornecer

V(tia1) = v(6) + [8 = —v() |(ria = 1) (112)

FIGURA 1.4

O uso de uma diferenca finita
para aproximar a primeira
derivada de v com relacdo a t.

Y B e
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verdadeira |
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I
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Av vl ) —v(t)
N

t; liv1 t
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EXEMPLO 1.2

Observe que o termo entre colchetes € o lado direito da equacao diferencial propri-
amente dita [Equagdo (1.9)]. Isto é, ela fornece um meio de calcular a taxa de variacdo
ou a inclinacdo de v. Portanto, a equacdo diferencial foi transformada em uma equagdo
que pode ser usada para determinar algebricamente a velocidade em ¢;;; usando a incli-
nacdo e os valores anteriores de v e t. Se for dado um valor inicial para a velocidade em
algum instante t;, pode-se facilmente calcular a velocidade em um instante posterior t; .
Esse novo valor da velocidade em #;1; pode, por sua vez, ser usado para estender o cdl-
culo da velocidade a f; 1>, e assim por diante. Portanto, em qualquer instante ao longo
do caminho,

Valor novo = valor velho + inclinagdo X tamanho do passo

Observe que essa abordagem € chamada oficialmente de mérodo de Euler.

Solugdo Numérica para o Problema do Para-quedista em Queda Livre

Enunciado do Problema. Faca os mesmos célculos que no Exemplo 1.1, mas use a
Equagdo (1.12) para calcular a velocidade. Use um passo de tamanho 2 s para os cdlculos.

Solucdo. No inicio dos cilculos (f; = 0), a velocidade do para-quedista é zero. Usan-
do essa informacao e os valores dos pardmetros do Exemplo 1.1, a Equac@o (1.12) pode
ser utilizada para calcular a velocidade em #; 1] = 2 s:

0+19,8 12’5(0) 2 =19,60 m/
V= - = S
’ 68,1 ’
Para o intervalo seguinte (de t = 2 a 4 s), os calculos sdo repetidos, com o resultado
12,5
v=19,60+ |:9,8 G 1(19,60)} 2 =32,00 m/s

Continua-se os cdlculos, de forma andloga, para se obter valores adicionais:

v, m/s

>
[}

0,00
19,60
32,00
39,85
44,82
47,97
49,96
53,39

S OO ANO

O resultado estd representado graficamente na Figura 1.5, juntamente com a solugdo
exata. Pode-se ver que o método numérico retrata as caracteristicas essenciais da so-
lucdo exata. Entretanto, como foram usados segmentos de retas para aproximar uma
funcdo que se curva continuamente, existe alguma discrepancia entre os dois resultados.
Uma forma de minimizar tais discrepancias seria usar um passo de tamanho menor. Por
exemplo, a aplica¢do da Equacgdo (1.12) em intervalos de 1 s resulta em um erro menor,
j4 que os segmentos de retas seguem a solug¢do verdadeira mais de perto. Fazendo-se os
célculos a mao, o esforco associado ao uso de passos cada vez menores tornaria tais
solugdes numéricas nao-praticas. Entretanto, com o auxilio do computador, grandes
nimeros de cdlculos podem ser feitos facilmente. Portanto, pode-se modelar com exati-
dao a velocidade do pdra-quedista em queda livre sem ter de resolver a equacdo diferen-
cial exatamente.

Como no exemplo anterior, para resultados numéricos mais acurados, deve-se pagar
o preco computacional. Cada vez que dividirmos o tamanho do passo pela metade, para
obter mais acuricia teremos de fazer o dobro do niimero de calculos. Assim, vemos que
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FIGURA 1.5
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Solugdo numérica, aproximada

40 —
£
E —
N Solugao analitica, exata
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1.2

ha um balanceamento entre a acuricia e o esforco computacional. Tais prés e contras
figuram de forma proeminente nos métodos numéricos e constituem um tema importante
neste livro. Conseqiientemente, devotamos o Epilogo da Parte Um a uma introducdo a
mais desses pros e contras.

LEIS DE CONSERVACAO E ENGENHARIA

Além da segunda lei de Newton, existem outros principios de organizacao importantes na
engenharia. Entre os mais importantes deles estdo as leis de conservacdo. Embora elas
formem a base para uma variedade de modelos matemadticos complicados e poderosos, as
grandes leis de conservagao da ciéncia e da engenharia sdo conceitualmente faceis de en-
tender. Todas elas se reduzem a

Variagdo = aumento — diminui¢do (1.13)

Essa € precisamente a forma empregada quando se usa a lei de Newton para deduzir o
balango de for¢as para um para-quedista em queda livre [Equacdo (1.8)].

Embora simples, a Equagdo (1.13) engloba uma das formas mais fundamentais nas
quais as leis de conservagdo sdo usadas em engenharia — isto é, para predizer variagdes
com relacdo ao tempo. Dé-se a Equacio (1.13) o nome especial de cdlculo dependente do
tempo (ou transiente).

Além de predizer variagdes, uma outra forma na qual as leis de conservagio sdo
aplicadas € no caso em que ndo existe a variagdo. Se a variacdo for nula, a Equacio
(1.13) se torna

Variacdo = 0 = aumento — diminui¢d@o
ou
Aumento = diminuicao (1.14)

Portanto, se ndo ocorrer nenhuma variagdo, o aumento e a diminui¢do devem estar
balanceados. Esse caso, que também possui um nome especial — o cdlculo de estado
estaciondrio — tem muitas aplicacdes em engenharia. Por exemplo, para escoamentos de
fluidos incompressiveis e estaciondrios em tubos, o escoamento entrando em uma jungao
deve ser balanceado pelo escoamento saindo, como em

Escoamento entrando = escoamento saindo
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Tubo 2
Escoamento para dentro = 80
Tubo 1 Tubo 4
Escoamento para dentro = 100 - - Escoamento para fora =?
FIGURA 1.6

Um balanco de escoamento
para o escoamento de um fluido
incompressivel e estaciondrio na
jungdo de dois tubos.

i

Tubo 3
Escoamento para fora = 120

Para a juncdo na Figura 1.6, o balanco pode ser usado para calcular que o escoamento
saindo do quarto tubo deve ser 60.

Para o para-quedista em queda livre, as condi¢des estaciondrias corresponderiam ao
caso em que a forca resultante fosse nula ou [Equacdo (1.8) com dv/dt = 0]

mg = cv (1.15)

Desse modo, no estado estaciondrio, as forcas para baixo e para cima estdo balan-
ceadas e a Equacgdo (1.15) pode ser resolvida para se determinar a velocidade terminal

_ms

c

Embora as Equagdes (1.13) e (1.14) possam parecer trivialmente simples, elas en-
globam as duas formas fundamentais nas quais as leis de conservacdo sdo empregadas em
engenharia. Assim, elas constituirdo uma parte importante de nossos esforgos nos capitu-
los subseqtientes para ilustrar a conexao entre os métodos numéricos e a engenharia. Nos-
sos veiculos primdrios para fazer essa conexdo sdo as aplicacdes em engenharia que
aparecem no final de cada parte deste livro.

A Tabela 1.1 resume alguns dos modelos simples de engenharia e as leis de conser-
vagdo associadas que formardo a base para muitas dessas aplicagdes em engenharia. A
maioria das aplicagdes em engenharia quimica serd focalizada no balango de massa para
reatores. O balanco de massa € deduzido da conservaciao de massa. Ele especifica que a
variacdo de massa de um produto quimico no reator depende da diferenca da quantia de
massa escoando para dentro e da quantia de massa escoando para fora.

As aplicacdes tanto em engenharia civil quanto em engenharia mecanica serdo foca-
lizadas em modelos desenvolvidos a partir da conservagdo do momento. Para a enge-
nharia civil, os balancos de for¢a s@o utilizados para analisar estruturas como a trelica
simples na Tabela 1.1. Os mesmos principios sdo usados nas aplicacdes em engenharia
mecanica para analisar o movimento transiente para cima e para baixo ou as vibragdes de
um automovel.

Finalmente, as aplicacdes em engenharia elétrica usam tanto balango de corrente
quanto de energia para modelar os circuitos elétricos. O balango de corrente, que resulta
da conservacdo da carga, é parecido — em esséncia — com o balan¢o de escoamento
mostrado na Figura 1.6. Da mesma forma como o escoamento deve ser balanceado em
uma juncao de tubos, a corrente elétrica deve ser balanceada em uma juncio de fios elétri-
cos. O balango de energia especifica que a variagdo de voltagem ao redor de qualquer laco
de um circuito deve totalizar zero. As aplicacdes em engenharia sdo planejadas para ilus-
trar como os métodos numéricos sdo realmente empregados no processo de resolugdo de
problemas de engenharia. Assim, elas vao permitir explorar questdes praticas (Tabela 1.2)
que aparecem em aplicacdes do mundo real. Fazer essas conexdes entre as técnicas
matematicas, como os métodos numéricos, e a pratica da engenharia € um passo critico
para usar seu verdadeiro potencial. Um exame cuidadoso das aplicagdes de engenharia
vai ajuda-lo a dar esse passo.
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TABELA 1.1 Dispositivos e tipos de balancos que sdo comumente usados nas quatro dreas principais da engenharia.

Para cada caso, a lei de conservagdo na qual o balango é baseado estd especificada.

Area Dispositivo Principio organizacional = Expressao matematica
Engenharia quimica Conservagao da massa Balanco de massa
Reatores Entrada )Cjc~ Saida
Sobre um periodo unitario de tempo
Amassa = entrada — saida
Engenharia civil 1 Conservacgao do Balanco de forca:
momento +Fy
Estrutura T
-F; ~— @— +F,
_FV
Em cada né

Engenharia mecéanica

3 forcas horizontais (F,) =0
3, forgas verticais (F)) = 0

Conservacgao do Balanco de forca: Forga para cima
momento

7N Maquina
& gt x=0

Forca para baixo

2
m d_)2< = forca para baixo — forga para cima
Engenharia elétrica Conservacao da carga Balanco de corrente:
A +ip —@— —i3
+ Para cada n6
> corrente (i) = 0
- +iy
Circuito
Conservacao da energia  Balanco de voltagem: iWR,
i2R2 f
i3R3

Em torno de cada lago
3 fem’s — 3 queda de voltagem
por resistores = 0
3¢-2iR=0

TABELA 1.2 Algumas questdes préticas que serdo exploradas nas aplicagdes de engenharia no final de cada parte deste livro.

1.

2.

Néoinear versus linear. Muito da engenharia cléssica depende da linearizagdo para permitir solugdes analiticas. Embora muitas vezes isso
seja apropriado, pode-se aumentar a percepgdo ao se examinar os problemas ndo-lineares.

Sistemas grandes versus pequenos. Sem um computador, em geral ndo é possivel examinar sistemas com mais de frés componentes interagindo.
Com computadores e métodos numéricos, sistemas com muitos componentes, mais realistas, podem ser examinados.

Néo-ideal versus ideal. As leis idealizadas abundam em engenharia. Em geral, existem allernativas ndo-idealizadas que sGo mais redlistas, mas
que exigem mais do ponfo de vista computacional. Abordagens numéricas apropriadas podem facilitar a aplicagdo dessas relagdes ndo-ideais.
Andlise de sensibilidade. Como esse tipo de andlise é bastante complicado, muitos célculos manuais requerem uma grande quantidade de
fempo e esforco para uma implementagdo bem-sucedida. Algumas vezes, isso desencoraja o andlista de implementar os célculos mltiplos que
sdo necessdrios para examinar como o sistema responde sob diferentes condiges. Tais andlises de sensibilidade sdo facilitadas quando os méto-
dos numéricos permitem que o computador assuma foda a carga computacional.

Projeto. Em geral, é uma tfarefa simples determinar o desempenho de um sistema como uma fungdo de seus pardmetros. Normalmente, é mais
dificil resolver o problema inverso — isto €, determinar os parémetros quando exigido é especificado. Os métodos numéricos e os computadores
frequentemente permitem que essa farefa seja implementada de forma eficiente.
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PROBLEMAS

1.1 A 4gua ¢ responsdvel por aproximadamente 60% do peso
total do corpo. Assumindo que ela pode ser categorizada em seis
regides, as percentagens sdo como a seguir. O plasma é respon-
savel por 4,5% do peso do corpo e por um total de 7,5% da dgua
total do corpo. O tecido conectivo denso e as cartilagens ocupam
4,5% do peso total do corpo e 7,5% da dgua total do corpo. O
tecido intersticial € 12% do peso do corpo, o que da 20% da agua
total do corpo. A 4gua inacessivel do osso é aproximadamente
7,5% da agua total do corpo e 4,5% do peso total do corpo. Se a
dgua intracelular for 33% do peso total do corpo e a dgua trans-
celular for 2,5% da dgua total do corpo, que percentagem do peso
total do corpo deve ser dgua transcelular e que percentagem da
agua total do corpo deve ser a dgua intracelular?

1.2 Um grupo de 30 alunos assiste aula em uma sala que mede
10 m por 8 m por 3 m. Cada aluno ocupa cerca de 0,075 m? e li-
bera cerca de 80 W de calor (1 W = 1 J/s). Calcule o aumento da
temperatura do ar durante os primeiros 15 minutos de aula, se a
sala estiver completamente selada e isolada. Suponha que a ca-
pacidade térmica, C,, do ar seja 0,718 kJ/(kg K). Suponha que o
ar seja um gas ideal a 20 °C e 101,325 kPa. Observe que o calor
absorvido pelo ar, Q, estd associado a massa de ar m, a capaci-
dade calorifica e a variacdo de temperatura pela seguinte relacio:

T
Q:m/ CodT =mCy(T, — Ty)
T

1

A massa de ar pode ser obtida da lei dos gases ideais:

m
PV = —RT
Mwt

onde P € a pressdo do gés, V € o volume do gds, Mwt € o peso mo-
lecular do gds (para o ar, 28,97 kg/kmol) e R € a constante dos gases
ideais [8,314 kPa m*/(kmol K)].

1.3 A seguinte informacdo estd disponivel para uma conta de
banco:

Data Depéositos Saques Balanco
1/5 1512,33
220,13 327,26
1/6
216,80 378,61
1/7
450,25 106,80
1/8
127,31 350,61
1/9

Use a conservacdo do dinheiro para calcular o balango em 1/6, 1/7,
1/8 e 1/9. Mostre cada passo dos cdlculos. Esse € um célculo esta-
ciondrio ou transiente?

1.4 A vazdo em volume através de um tubo é dada por Q = vA,
onde v é a velocidade média e A € a drea da se¢@o transversal.
Use a continuidade do volume para encontrar a drea pedida no
tubo 3.

Q1,in =40 m3/s +> -d-> QZ,out =20 m3/s

U3 out = 6 m/s
Ag=?

Figura P1.4

1.5 A Figura P1.5 mostra as diversas formas pelas quais um
homem médio ganha e perde dgua durante um dia. Um litro ¢ in-
gerido com a comida e o corpo metabolicamente produz 0,3 L.
Respirando o ar, a troca é 0,05 L enquanto inalando, e 0,4 L en-
quanto exalando, em um periodo de um dia. O corpo também vai
perder 0,2, 1,4, 0,2 e 0,35 L através de suor, urina, fezes e pela pele,
respectivamente. Para manter uma condi¢@o estaciondria, quanta
dgua deve ser bebida por dia?

Pele
Urina ] ‘ [ Fezes
Comida—+ —— Ar
CORPO
Bebida— — Suor

)

Metabolismo

Figura P1.5

1.6 Para o pdra-quedista em queda livre com arrasto linear, con-
sidere inicialmente um individuo de 70 kg e que tenha um coefi-
ciente de arrasto de 12 kg/s. Se um segundo pdra-quedista tem um
coeficiente de arrasto de 15 kg/s e uma massa de 75 kg, quanto
tempo levard para ele atingir a mesma velocidade que o primeiro
atingiu em 10 s?

1.7 Use célculo para resolver a Equacdo (1.9) no caso em que a ve-
locidade inicial v(0) é ndo-nula.

1.8 Repita o Exemplo 1.2. Calcule a velocidade até 10 s, com o
tamanho do passo (a) 1 e (b) 0,5 s. Vocé pode fazer alguma afir-
magdo com relag@o aos erros nos calculos baseado nos resultados?
1.9 Em vez da relag@o linear da Equacio (1.7), vocé poderia esco-
lher modelar a for¢a para cima no para-quedista por uma relacio de
segundo grau,

Fy=—cv

onde ¢’ é um coeficiente de arrasto de segunda ordem (kg/m).

(a) Usando o célculo, obtenha a solucio na forma fechada, no caso
em que o pdra-quedista estd inicialmente em repouso (v =0
em?t = 0).

(b) Repita o cédlculo numérico do Exemplo 1.2 com a mesma
condicio inicial e os mesmos valores dos pardmetros. Use um
valor de 0,225 kg/m para ¢'.
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1.10 Calcule a velocidade de um pdra-quedista em queda livre
usando o método de Euler para o caso em que m = 80 kg e ¢ =
10 kg/s. Faga os calculos de t = 0 até 20 s, com um tamanho de
passo 1 s. Use a condicdo inicial em que o para-quedista tem uma
velocidade para cima de 20 m/s em r = 0. Em ¢ = 10 s, suponha que
0 pdra-quedas € instantaneamente aberto, de forma que o coefi-
ciente de arrasto pula para 50 kg/s.

1.11 No exemplo do para-quedista em queda livre, assumimos que
a aceleragdo devida a gravidade era uma constante de valor 9,8
m/s?. Embora esta seja uma boa aproximagio quando estamos exa-
minando objetos caindo perto da superficie da Terra, a for¢a gravi-
tacional decresce quando nos movemos para cima do nivel do mar.
Uma representagdo mais geral, baseada na lei da gravitacdo univer-
sal de Newton, pode ser escrita como

RZ
g(x) =g(0) R+

onde g(x) é a aceleracdo da gravidade na altura x (em m) medida

para cima, a partir da superficie da Terra (m/s?), g(0) é a aceleragio

da gravidade na superficie da Terra (= 9,8 m/s?), e R é o raio da

Terra (= 6,37 x 10°m).

(a) Em uma forma similar a dedu¢do da Equacédo (1.9), utilize o
balango de forcas para deduzir uma equacao diferencial para a
velocidade como funcio do tempo que use essa representa¢ao
mais completa da gravitagdo. Entretanto, para tal deducdo,
suponha que a velocidade para cima € positiva.

(b) Para o caso de o arrasto ser desprezivel, use a regra da cadeia
para expressar a equagdo diferencial como uma fungdo da al-
tura em vez do tempo. Lembre-se de que a regra da cadeia é

dv dv dx

dt — dx dt

(c) Use o cdlculo para obter uma solugdo na forma fechada, onde
v=uvgemx = 0.

(d) Use o método de Euler para obter uma solugdo numérica de
x = 0 até 100.000 utilizando um passo de 10.000 m, com ve-
locidade inicial de 1.400 m/s para cima. Compare seu resultado
com a solucdo analitica.

1.12 A quantidade de contaminante radioativo uniformemente dis-

tribuido contido em um reator fechado é medida pela sua concen-

tracdo ¢ (becquerel/litro ou Bg/L). O contaminante diminui a uma

taxa de decaimento proporcional a sua concentragdo — isto é

taxa de decaimento = —kc¢

onde k é uma constante, com unidades de dia~!. Portanto, de acordo
com a Equacdo (1.13), o balango de massa para o reator pode ser
escrito como

dc
dt
variagdo | diminuigdo
( na massa) N (por decaimento)

(a) Use o método de Euler para resolver essa equagdo de t = 0 até
1 dcom k = 0,2d~!. Use um tamanho de passo At =0,1. A
concentracdo em ¢ = 0 ¢é 10 Bg/L.

(b) Trace a solu¢ao em um grafico semilog (isto é, em ¢ versus t) e
determine a inclinagdo. Interprete seus resultados.

1.13 Um tanque de armazenamento contém um liquido a profundi-

dade y, onde y = 0 quando o tanque estd cheio até a metade. E

tirado liquido a uma vazao constante Q, para atender a demanda. O
contetido é reposto a uma taxa senoidal de 3Q sen().

= —kc

Figura P1.13

A Equacio (1.13) pode ser escrita para esse sistema como

d(A
ﬁ =30sen’() — Q

dx

varia¢do no
= (escoamento p/ dentro) — (escoamento p/ fora)
volume
ou, ja que a area da superficie, A, é constante

dy 0 2 Q
— =3—sen"(t) — —
dx A © A

Use o método de Euler para encontrar a profundidade yde t =0 a
10 d com um tamanho de passo 0,5 d. Os valores do pardmetro sdo
A = 1200 m? e Q = 500 m*/d. Suponha que a condicdo inicial seja
y=0.
1.14 Para o mesmo tanque de armazenamento descrito no Problema
1.13, suponha que o escoamento para fora ndo seja constante, mas
dependa da profundidade. Nesse caso, a equacgdo diferencial para a
profundidade pode ser escrita como
d_y = 32 sen’(t) — M
dx A A

Use o método de Euler para encontrar a profundidade ydet =0 a
10 d com um tamanho de passo 0,5 d. Os valores do pardmetro sdo
A = 1200 m?, Q = 500 m*/d, e @ = 300. Suponha que a condiciio
inicial sejay = 0.

1.15 Suponha que uma goticula esférica de liquido evapore a uma
taxa que é proporcional a drea de sua superficie.

dv
— = —kA
dt

onde V é o volume (mm?),  é o tempo (h), k é a taxa de evaporacio
(mm/h), e A é a drea da superficie (mm?). Use o método de Euler
para calcular o volume da goticula de t =0 a 10 min usando um
tamanho de passo 0,25 min. Suponha que £ = 0,1 mm/min e que a
goticula tenha inicialmente um raio de 3 mm. Verifique a validade
de seus resultados determinando o raio do seu volume final calcu-
lado e verificando que ele é consistente com a taxa de evaporagao.
1.16 A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de um
corpo varia a uma taxa proporcional a diferenca entre a sua tempe-
ratura e a temperatura do meio que o cerca (a temperatura ambiente),

ar k(T —T,

= ( a)
onde 7'¢é a temperatura do corpo (°C), ¢ € o tempo (min.), k € a cons-
tante de proporcionalidade (por minuto) e 7, é a temperatura
ambiente (°C). Suponha que uma xicara de café originalmente
tenha a temperatura de 68° C. Use o método de Euler para calcular
atemperatura de = 0 a 10 min usando um tamanho de passo 1 min
se T,=21°Cek = 0,017/min.
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1.17 As células cancerigenas crescem exponencialmente, levando  1.18 Um fluido é bombeado para dentro da rede mostrada na
20 horas para dobrar quando tém um suprimento ilimitado de nutri-  Figura P1.18.Se 0, = 0,6, 03 =0,4, 07 =0,2e Q3 = 0,3 m>/s de-
entes. Entretanto, conforme as células comegam a formar um tumor ~ termine os outros escoamentos.

esférico sdlido, sem suprimento de sangue, o crescimento no centro

.. . — —— —
do tumor se torna limitado e, eventualmente, as células comeg¢am a 0
5

Q1 Q3

morrer.

(a) O crescimento exponencial do nimero de células N pode ser
expresso como mostrado, onde u € a taxa de crescimento das
células. Para células de cancer, encontre o valor de .

dN o4 0.4 0§ o
— =uN
dt
(b) Escreva uma equagdo que descreva a taxa de variacdo do vo-
lume do tumor durante o crescimento exponencial, dado que o
didmetro de uma célula individual é de 20 microns. 0
(c) Depois que um tipo particular de tumor passa de 500 microns 41 <
no didmetro, as células no centro do tumor morrem (mas con-

{s

tinuam a tomar espago no tumor). Determine quanto tempo Figura P1.18
levard para que o tumor passe desse tamanho critico.




2.1

Programacdo e Software

No capitulo anterior, usamos a forca resultante para desenvolver um modelo matemético
para predizer a velocidade de queda de um para-quedista. Esse modelo tomou a forma de
uma equacdo diferencial,

dv c

ar =8 m"
Aprendemos também que a solucdo dessa equagdo pode ser obtida por uma aproximagao
numérica simples chamada método de Euler,

dU,’
dt

Dadas as condicdes iniciais, essa equagdo pode ser implementada repetidamente
para calcular a velocidade como uma funcao do tempo. Entretanto, para obter uma boa
acurécia, € preciso tomar um grande nimero de passos, o que pode ser extremamente tra-
balhoso e demorado para implementar manualmente. Mas, com a ajuda de um computa-
dor, tais célculos podem ser realizados facilmente.

Portanto, nossa tarefa é descobrir como fazer isso. O presente capitulo mostrard a
vocé como o computador € utilizado como ferramenta para obter esse tipo de solucdo.

At

Vi1 =V +

PACOTES E PROGRAMACAO

Hoje, ha dois tipos de usudrios de software. Por um lado, existem aqueles que usam o que
lhes é dado. Isto ¢, eles se limitam aos recursos encontrados no modo de operagdo padrao
do software. Por exemplo, é uma proposicdo direta resolver um sistema de equacdes
lineares ou gerar um gréfico de valores xy com o software Excel ou 0o MATLAB. Como
isso envolve, geralmente, um minimo de esforco, muitos usudrios tendem a adotar esse
modo de operacdo superficial. Ademais, uma vez que os projetistas desses pacotes ja se
anteciparam a vdrias necessidades dos usudrios, muitos problemas importantes podem ser
resolvidos dessa forma.

Mas o que acontece quando surgem problemas que estdo além da capacidade padrao
da ferramenta? Infelizmente, agitar as maos e dizer “Desculpe, patrdo, ndo da pra fazer!”
nio € aceitdvel nos circulos da engenharia. Em muitos casos, ha duas alternativas.

Primeiro, pode-se buscar um pacote diferente e verificar se ele é capaz de resolver o
problema. Essa € uma das razdes que nos levaram a escolher tratar tanto do Excel como
do MATLAB neste livro. Como vocé v€, nenhum deles é completo e cada um tem poten-
cial diferente. Estar aberto a ambos ampliard enormemente o universo de problemas que
se pode resolver.

Segundo, vocé pode se tornar um “usudrio poderoso” aprendendo a escrever Excel
VBA! macros ou M-files em MATLAB. E o que & isso? Ndo passam de programas de
computador que permitem que se estenda o potencial de tais ferramentas. Em razao de os
engenheiros nunca aceitarem ficar limitados por ferramentas, eles fardo o que for
necessdrio para resolver seus problemas. Uma maneira de conseguir isso € aprender a
escrever programas nos ambientes Excel e MATLAB. Afinal, as habilidades requeridas

! VBA ¢ a sigla para Visual Basic para Aplicagdes.

21



22

PROGRAMACAO E SOFTWARE

2.2

para fazer macros e M-files sdo as mesmas usadas para desenvolver eficientemente pro-
gramas em linguagens como Fortran 90 ou C.

O objetivo principal do presente capitulo € mostrar como isso pode ser feito. Entre-
tanto, estamos assumindo que vocé ja foi exposto aos rudimentos da programacio de
computadores. Assim, nossa énfase aqui € em aspectos da programacio que dizem re-
speito ao seu uso na solucdo de problemas de engenharia.

2.1.1 Programas Computacionais

Programas computacionais sdo, basicamente, um conjunto de instrugdes que direcionam
o computador para executar certas tarefas. Uma vez que muitos individuos escrevem pro-
gramas para um amplo conjunto de aplica¢des, muitas linguagens de computagio de alto
nivel, como Fortran 90 e C, t&ém grandes recursos. Embora alguns engenheiros necessitem
explorar totalmente esses recursos, a maioria necessitara simplesmente da habilidade
necessdria para executar cdlculos numéricos orientados para engenharia.

Olhando dessa perspectiva, podemos reduzir a complexidade para um conjunto limi-
tado de tépicos de programacdo. Estes sdo:

¢ Representagdo simples da informacao (constantes, varidveis e declaragcdes de tipo).
¢ Representacio de informagdo avangada (estruturas de dados, vetores e registros).

e Férmulas matemdticas (atribuicdes, regras de prioridade e fungdes intrinsecas).

¢ Entrada/saida.

¢ Representacdo logica (seqiiéncia, selec@o e repeti¢do).

¢ Programacdo modular (fungdes e sub-rotinas).

Como estamos assumindo que vocé teve uma exposicao prévia a programagao, nao
gastaremos muito tempo nas primeiras quatro dreas citadas. No maximo, nés as oferece-
mos na forma de uma lista de verificacdo que cobre o que € necessario saber para imple-
mentar os programas que seguem.

No entanto, dedicaremos algum tempo aos dois tltimos tépicos. Enfatizamos a re-
presentacdo logica porque ela é a drea simples que mais influencia a coeréncia de um
algoritmo e sua compreensdo. Incluiremos programa¢do modular porque ela também
contribui grandemente para a organizacdo dos programas. Adicionalmente, mddulos
provéem um meio para armazenar algoritmos tteis em um formato convencional para
aplicacdes subseqiientes.

PROGRAMACAO ESTRUTURADA

Nos primérdios da computacdo, os programadores usualmente ndo prestavam muita
aten¢do ao fato de o programa ser claro e ficil de entender. Hoje, € reconhecido que exis-
tem muitos beneficios em escrever um codigo bem organizado e bem estruturado. Além
do beneficio 6bvio de tornar o software mais facil de ser compartilhado, isso também
ajuda a garantir um desenvolvimento de programa mais eficiente.

Portanto, algoritmos bem estruturados sdo, invariavelmente, ficeis de corrigir e tes-
tar, resultando em programas que t€ém um tempo de desenvolvimento e atualizacdo
menor.

Cientistas da computagdo t€m estudado sistematicamente os fatores e procedimentos
necessdrios para desenvolver software de alta qualidade. Essencialmente, programacdo
estruturada € um conjunto de regras que exige disciplina do programador. Embora a pro-
gramagao estruturada seja flexivel o suficiente para permitir considerdvel criatividade e
expressdes pessoais, suas regras impdem restri¢des suficientes para conferir ao codigo re-
sultante grande superioridade, comparada & versdao nao-estruturada. Em particular, o pro-
duto final € mais elegante e facil de entender.

A idéia central por trds da programacgdo estruturada é que qualquer algoritmo
numérico pode ser composto usando-se as trés estruturas de controle fundamentais: se-
qliéncia, selecdo e repeticdo. Se nos limitarmos a essas estruturas, o cédigo computa-
cional resultante serd claro e facil de seguir.
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SiMBOLO

C

AN

[T
<
O
U
<

NOME

Terminal

Linhas de fluxo

Processos

Entrada/saida

FUNCAO
Representa o inicio e o final do programa.

Representa o fluxo da légica. Os morros nas flechas horizontais
indicam cruzamento sem que haja conexao com o fluxo vertical.

Representa calculos ou manipulacdo de dados.

Representa entrada ou saida de dados e informacao.

Decisao Representa uma comparacao, questdo, ou decisao que determina
caminhos alternativos a serem seguidos.

Juncéo Representa a confluéncia de linhas de fluxo.

Conelct.or Representa uma quebra que é continuada em outra pagina.

de pagina

Contadores Usado para ciclos que se repetem por um nimero predeterminado

controladores de iteracées

de lacos

FIGURA 2.1

Simbolos usados nos diagramas de fluxo.

Nos paragrafos seguintes, descreveremos cada uma dessas estruturas. Para manter
essa descricdo genérica, empregaremos os fluxogramas e pseudocédigo. Um fluxograma é
uma representacio grafica visual de um algoritmo, e emprega uma série de blocos e fle-
chas, cada um dos quais representa uma operacio particular ou passos de um algoritmo
(Figura 2.1). As flechas representam a seqiiéncia na qual as operacdes sdo implementadas.

Nem todos os envolvidos em programagdo de computadores concordam que o flu-
xograma ¢ um esquema produtivo. De fato, alguns programadores experientes ndo
defendem o fluxograma. Entretanto, achamos que existem trés boas razdes para estuda-
los. Primeiro, eles ainda s@o usados para expressar e comunicar algoritmos. Segundo,
mesmo que ndo sejam empregados rotineiramente, existirdo ocasides nas quais se
mostrarao tteis no planejamento, na resolugdo, ou comunicando a l6gica do seu programa
ou do programa de outra pessoa. Finalmente, e mais importante para 0 nosso propdsito,
eles sdo uma excelente ferramenta pedagdgica. Do ponto de vista do ensino, fluxogramas
s@o veiculos ideais para visualizar algumas das estruturas de controle fundamentais em-
pregadas na programagdo de computadores.

Uma abordagem alternativa que representa um algoritmo para cobrir a lacuna entre
um fluxograma e o c6digo computacional é chamada pseudocddigo, técnica que utiliza
palavras semelhantes a cédigo no lugar dos simbolos graficos do fluxograma. Adotare-
mos convengdes de estilo para o pseudocddigo neste livro. Palavras reservadas como IF,
DO, INPUT etc. sdo escritas em letras maidsculas, enquanto condi¢des, passos de proces-
samento e tarefas sdo escritas com letras mindsculas. Adicionalmente, os passos de
processamento sio identados. Assim, as palavras reservadas formam um “sanduiche” em
torno dos passos para definir visualmente a extensdo da estrutura de controle.

Uma vantagem do pseudocddigo é que € mais facil desenvolver um programa com
ele que com um fluxograma. O pseudocddigo também é mais facil de modificar e com-
partilhar. Entretanto, por causa da sua forma grafica, fluxogramas as vezes se adaptam
melhor para a visualizacdo de algoritmos complexos. Neste texto, usaremos fluxogramas
por razdes pedagdgicas. Pseudocddigos serdo o nosso principal veiculo para comunicar
algoritmos relacionados a métodos numéricos.

2.2.1 Representacao Logica

Seqiéncia. A estrutura da seqiiéncia expressa a idéia trivial de que, exceto se direcionado
de outra forma, o c6digo computacional ¢ implementado uma instru¢éo por vez. Como na
Figura 2.2, a estrutura pode ser expressa genericamente com um fluxograma ou um
pseudocddigo.
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Instrucgéo,
Instrugéo, Instrucao;
; Instrucgao,
Instrugados
Instrugao, Instrucdo,
FIGURA 2.2 Instrugéo,

(a) Fluxograma
(b) Pseudocodigo para a
estrutura-sequéncia.

(a) Fluxograma (b) Pseudocédigo

Selecdo. Em contraste com a estrutura passo a passo da seqiiéncia, a selecio prové um
meio de separar o fluxo do programa em ramos com base no valor 16gico da condi¢do. A
Figura 2.3 mostra as duas formas fundamentais para fazer isso.

A decisdo com alternativa tnica, ou estrutura /F/THEN (Figura 2.3a), permite um
desvio no fluxo do programa se o valor 16gico da condi¢do € verdadeiro. Caso seja falso,
nada acontece e o programa vai diretamente para a préxima instrucao depois do ENDIF.
A decisao com dupla alternativa, ou estrutura /F/THEN/ELSE (Figura 2.3b), comporta-se
da mesma maneira para a condicio verdadeira. No entanto, se a condicdo ¢ falsa, o pro-
grama implementa o c6digo entre o ELSE e o ENDIF.

Embora as estruturas IF/THEN e IF/THEN/ELSE sejam suficientes para construir
qualquer algoritmo numérico, duas outras variantes sdo comumente usadas. Suponha

FIGURA 2.3

Fluxograma e pseudocodigo
para a estrutura de selecdo.

(a) Selecdo com alternativa
Onica (IF/THEN]) e

(b) selecdo de dupla alternativa

(IF/THEN/ELSE).

Fluxograma Pseudocddigo

Verdadeiro
Condicao
?

IF condicdo THEN
Bloco Verdadeiro
ENDIF

\

Bloco
Verdadeiro

(a) Estrutura com alternativa unica (IF/THEN)

icao?
Condigaor IF condicdo THEN

Bloco Verdadeiro

, ELSE
Bloco Bloco Falso
Bloco Falso Verdadeiro ENDIF

I > )

(b) Estrutura com dupla alternativa (IF/THEN/ELSE)
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que a cldusula ELSE de um IF/THEN/ELSE contenha outro IF/THEN. Para esses
casos, o ELSE e o IF podem ser combinados na estrutura /F/THEN/ELSEIF mostrada
na Figura 2.4a.

Observe como na Figura 2.4a existe uma cadeia ou “cascata” de decisdes. A primeira
¢ um comando IF, e cada decisdo sucessiva ¢ um comando ELSEIF. Mergulhando na
cadeia, a primeira condicdo encontrada que seja verdadeira causard um desvio para o res-
pectivo bloco seguido do encerramento da estrutura. No final da cadeia de condigdes, se
todas as condicdes se verificam falsas, um ELSE opcional pode ser incluido.

A estrutura CASE é uma variante desse tipo de estrutura de decisdo. Em vez de tes-
tar as condig¢des individualmente, o desvio € realizado com base no valor de uma simples
expressdo de teste. Dependendo desse valor, diferentes blocos de c6digo podem ser exe-
cutados. Além disso, um bloco opcional pode ser implementado se a expressdo nio as-
sume nenhum dos valores prescritos (CASE ELSE).

Repetigdo. Arepeti¢do prové os meios para executar uma instru¢io repetidamente. A es-
trutura resultante, chamada laco, pode ter dois “aspectos” distintos, de acordo com a
forma como termina.

FIGURA 2.4

Fluxograma e pseudocddigo para selecdo suplementar ou desvio condicional. (a) Selecdo de miltipla alternativa

(IF/THEN/ELSEIF) e (b) diagrama CASE.

Falso

Bloco,

Fluxograma Pseudocdédigo

Verdadeiro
Condicao,

Falso

\ IF condicdo; THEN
Bloco;

ELSEIF condigdo,
Bloco,

ELSEIF condigdo;
Blocos

ELSE
Bloco,

ENDIF

(a) Estrutura multialternativa (IF/THEN/ELSEIF)

SELECT CASE Expressdo de Teste
CASE Valor;
Bloco,
CASE Valor,
Block,

Expressao

Valor,

Valor,

CASE Valors
Bloco;

Valor, Else

Bloco,

Bloco, Bloco, Bloco, CASE ELSE

Bl
| | | END SELECT

(b) Estrutura CASE (SELECT ou SWITCH)
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O primeiro tipo e o mais bésico é o chamado laco de decisdo, porque termina de
acordo com o resultado de uma condigdo 16gica. A Figura 2.5 mostra o tipo mais geral de
lago de decisdo, a estrutura DOEXIT, também chamada lago de interrup¢do. Essa estru-
tura se repete até que a condigdo logica seja verdadeira.

Nao € necessario ter dois blocos nessa estrutura. Se o primeiro bloco néo € incluido,
a estrutura é chamada de laco com pré-teste, porque o teste 16gico € feito antes que al-
guma coisa ocorra. Alternativamente, se o segundo bloco € omitido, a estrutura é
chamada de laco com pds-teste. Como os dois blocos sdo incluidos, o caso geral na Figura
2.5 é chamado de lago de feste intermedidrio.

Deve-se observar que o lago DOEXIT foi introduzido no Fortran 90 em um esfor¢o
para simplificar decisdes em ciclos. Essa estrutura de controle ¢ um padrio na linguagem
de macros do Excel VBA, mas nao € um padrao em C ou MATLAB, os quais usam a es-
trutura WHILE. Por acreditarmos que o DOEXIT € superior, nés o adotamos como a es-
trutura de repeti¢ao padrdo neste livro. Para assegurar que os nossos algoritmos sdo dire-
tamente implementaveis tanto no MATLAB como no Excel, mostraremos como o lago de
interrupgao pode ser simulado com a estrutura WHILE mais adiante neste capitulo (ver
Secdo 2.5).

O laco de interrupgdo na Figura 2.5 é chamado de lago 16gico porque termina com
uma condig¢do l6gica. Em contraste, o laco DOFOR (Figura 2.6), controlado por conta-
dor, executa um nimero especificado de repeticdes, ou iteragdes.

O lacgo controlado por contador trabalha da seguinte forma. O indice (represen-
tado por i na Figura 2.6) € uma variavel que recebe um valor inicial inicio. O programa
entdo testa se o indice é inferior ou igual ao valor final, fim. Se for, este executa o

FIGURA 2.5

O lago de interrupgdo DOEXIT. Fluxograma Pseudocdédigo
i
Bloco, Do
Bloco,
IF condicao EXIT
Verdadeiro Bloco,
Condicao? ENDDO
FIGURA 2.6 , eoudocod
Estrutura controlada por uxograma seudocodigo
contador ou DOFOR. ‘
Verdadeiro _ i = inicio
i>fim
? . _
‘ ~ 1=1+passo DOFOR i = inicio, fim, passo
Falso Bloco

ENDDO

Bloco
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EXEMPLO 2.1

corpo do lago e retorna para a condi¢ao do DO. Toda vez que o ENDDO ¢ encontrado,
o indice € automaticamente incrementado do valor passo. Portanto, o indice atua como
um contador. Assim, quando o indice € maior que o valor final (fim), o computador au-
tomaticamente sai do laco e transfere o controle para a linha seguinte ao comando
ENDDO. Note que, para praticamente todas as linguagens de computagdo, incluindo
as do Excel e MATLAB, se o valor de passo é omitido, o computador assume que este
éigual a 1.2

Os algoritmos numéricos delineados nas pdginas seguintes serdo desenvolvidos
exclusivamente das estruturas introduzidas pelas Figuras 2.2 a 2.6. O exemplo a seguir
ilustra a abordagem bdsica para desenvolver um algoritmo para determinar as raizes de
uma equagdo quadrética.

Algoritmo para as Raizes de uma Equagdo Quadrética
Enunciado do Problema.  As raizes de uma equacio quadratica
ax*+bx +c=0

podem ser determinadas com a férmula quadratica,

x1 _ —b+./|p? —4ac|
n 2a

X2

Q2.1

Desenvolva um algoritmo que faca o seguinte:

Passo 1: Peca ao usudrio os coeficientes a, b e c.

Passo 2: Implemente a férmula quadrdtica, evitando qualquer eventualidade (por exemplo, evitando
divisGo por zero e permitindo raizes complexas).

Passo 3: Mostre a solucdo, isto &, os valores de x.

Passo 4: Permita o usudrio a opgdo de retornar ao passo 1 e repefir o processo.

Solucdo. Usaremos uma abordagem top-down para desenvolver o algoritmo. Ou seja,
refinaremos sucessivamente o algoritmo em vez de tentar resolver todos os detalhes na
primeira tentativa.

Para fazer isso, vamos assumir, no momento, que a formula quadratica € infalivel,
independentemente dos valores dos coeficientes (obviamente, isso ndo é verdade, mas é
bom o suficiente por ora). Um algoritmo estruturado para implementar o esquema ¢

Do
INPUT a, b, c
rl = (—=b + SQRT(b? — 4ac))/(2a)
r2 = (=b — SQRT(b? — 4ac))/(2a)
DISPLAY rl, r2
DISPLAY 'Tentar novamente? Responda sim ou nao'
INPUT resposta
IF resposta = 'ndo" EXIT
ENDDO

Uma estrutura DOEXIT € usada para implementar a férmula quadratica repetidamente
enquanto a condicdo € falsa. A condi¢cdo depende do valor da varidvel de caracteres, res-
posta. Se resposta € igual a ‘sim’, entdo os cdlculos sdo executados. Caso contrdrio, isto
é, se resposta = ‘ndo’, o lago termina. Assim, o usudrio controla o término entrando com
o valor de resposta.

2 Pode ser usado um valor negativo para passo. Nesse caso, o laco termina quando o indice é menor que o
valor final.
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Embora esse algoritmo funcione em certos casos, ele ndo € infalivel. Dependendo
dos valores dos coeficientes, o algoritmo pode ndo funcionar. Eis o que acontece:

¢ Se a = 0, surge imediatamente um problema por causa da divisdo por zero. De fato,
uma inspecdo mais cuidadosa da Equacgdo (2.1) indica que dois casos podem
acontecer. Isto €,
Se b # 0, a equacdo se reduz a equagdo linear com uma raiz real, —c/b.
Se b = 0, entdo ndo existe solugdo. Isto €, o problema € trivial.
e Se a # 0, ocorrem dois casos possiveis, dependendo do valor do discriminante,
d = b*— 4ac. Isto é,
Se d = 0, entdo ocorrem duas raizes reais.
Se d < 0, ocorrem duas raizes complexas.

Observe que usamos identacdo para destacar a estrutura decisdria por trds da
matematica. Essa estrutura se traduz prontamente no conjunto de estruturas
IF/THEN/ELSE acopladas que podem ser inseridas no lugar das instru¢des sombreadas
no codigo anterior para dar o algoritmo final:

DO
INPUT a, b, ¢
ri =0: r2=0: 71 = 0: iZ2=0
IF a = 0 THEN
IF b # 0 THEN
rli = —c/b
ELSE
DISPLAY "Solugdo Trivial"
ENDIF
ELSE
discr = b2 — 4 *a * ¢
IF discr = 0 THEN
rl = (=b +Sqrt(discr))/ (2 * a)
r2 = (—=b — Sqrt(discr))/ (2 * a)
ELSE
rl = —b/ (2 * a)
re2 = ri
il = Sqrt(Abs(discr))/ (2 * a)
i2=—il
ENDIF
ENDIF

DISPLAY r1, r2, il, i2
DISPLAY 'Tentar novamente? Responda Sim ou nhdo'
INPUT resposta
IF resposta = 'ndo" EXIT
ENDDO

A abordagem do exemplo anterior pode ser empregada para desenvolver um algo-
ritmo para o problema do pdra-quedista. Lembre-se de que, dada a condi¢@o inicial para
o tempo e a velocidade, o problema envolve a solugdo iterativa da férmula

dv;

LAt 22
ar (2.2)

Vitl =V +

Lembre-se também de que, se desejarmos atingir uma boa acurdcia, precisaremos empre-
gar passos pequenos. Portanto, provavelmente iremos querer aplicar a formula repetida-
mente do instante inicial até o instante final. Conseqiientemente, um algoritmo para re-
solver o problema se baseard em um lago.
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Por exemplo, suponhamos que o célculo se inicie em ¢ = 0 e queremos predizer a ve-

locidade em ¢ = 4s usando o passo no tempo At = 0,5s. Precisaremos, portanto, aplicar a
Equagdo (2.2) oito vezes, isto é,

4

=—=8
0,5

n

onde n € o nimero de iteragdes do lago. Como este resultado € exato, isto €, a razdo € um
inteiro, podemos controlar o lagco base desse algoritmo por um contador. Eis um exemplo
do pseudocdédigo:

g=98

INPUT cd, m

INPUT t7, vi, tf, dt
t=ti

v =vi

n=(tf—ti)/ dt
DOFOR i = 1 70 n
dvdt = g — (cd / m) *v
v =v + dvdt * dt
t =t + dt
ENDDO
DISPLAY v

Embora esse esquema seja simples de programar, ndo € infalivel. Particularmente,
funcionard somente se o intervalo computacional for divisivel exatamente pelo passo no
tempo.? Para cobrir esses casos, um laco de decisido pode substituir a drea sombreada
no pseudocddigo anterior. O resultado final é

g=9,.8

INPUT cd, m

INPUT ti, vi, tf, dt

t=ti

v =vi

h = dt

D0
IF t + dt > tf THEN

=tf -t

ENDIF

dvdt = g —(cd / m) *v
v =v+ dvdt *h
t=t+ h
IF t = tf EXIT

ENDDO

DISPLAY v

Assim que entramos no laco, usamos uma estrutura IF/THEN para testar se a adi¢cdo
t + dt nos levard além do fim do intervalo. Se ndo, que serd geralmente o caso no inicio,
nio fazemos nada. Em caso afirmativo, precisaremos reduzir o intervalo fazendo a va-
ridvel & igual a ff — t. Procedendo assim, o lago terminard porque a condig@o ¢t = tf se
tornard verdadeira.

Note que, antes de entrar no lago, atribuimos o valor do passo no tempo, df, a outra
varidvel, h. Criamos essa varidvel auxiliar de modo que nossa rotina nio mude o valor

3 0 problema consiste em que os computadores usam uma representacio numérica bindria para sua matemética
interna. Conseqiientemente, uma aparente divisdo exata ndo retorna um inteiro quando essa divisdo € imple-
mentada no computador. Trataremos desse assunto no Capitulo 3.



30

PROGRAMACAO E SOFTWARE

2.3

dado de dr se e quando reduzirmos o passo de tempo. Fazemos isso para antecipar o fato
de precisarmos usar o valor original de df em algum outro lugar, no caso de esse cddigo
ser integrado a um programa maior.

E possivel notar que o algoritmo também nio é infalivel. O usudrio pode ter errado ao
entrar um tamanho de passo maior que o célculo do intervalo, por exemplo, tf — ti = 5 e
dt = 20. Assim, voc€ pode querer incluir a verificagdo de erro no cédigo para detectar tais
erros e entao permitir que o usudrio corrija 0 engano.

PROGRAMACAO MODULAR

Seria bastante dificil estudar um texto que ndo tivesse capitulos, secdes ou paragrafos. Di-
vidir tarefas ou objetivos em partes mais simples é uma maneira de torna-los mais faceis
de tratar. Com esse espirito, programas de computador sdo divididos em subprogramas
menores, ou médulos, que podem ser desenvolvidos e testados separadamente. Essa abor-
dagem é chamada programagcdo modular.

O atributo mais importante dos mdédulos € que sejam tao independentes e autoconti-
dos quanto possivel. Além disso, eles s@o tipicamente desevolvidos para desempenhar
uma fungio especifica e bem definida, e t€m apenas um ponto de entrada e um ponto de
saida. Assim, esses mddulos sdo usualmente pequenos (geralmente com 50 a 100 in-
strugdes de tamanho) e altamente focados.

Nas linguagens-padrao de alto nivel, como o Fortran 90 ou C, o elemento principal
de programacdo usado para representar cada médulo € o procedimento. Um procedimento
¢ uma série de instru¢des computacionais que, juntas, desempenham uma dada tarefa.
Dois tipos de procedimento sdo empregados comumente: funcdes e sub-rotinas. As
primeiras usualmente retornam um resultado tnico, enquanto que as dltimas retornam
vdérios resultados.

Além disso, deve ser mencionado que muitos programas relacionados a pacotes de
software, como Excel e MATLAB, envolvem o desenvolvimento de subprogramas. Assim,
macros do Excel e fungdes do MATLAB sio desevolvidas para receber uma informacao,
fazer célculos e retornar um resultado. Logo, pensar modularmente é também consistente
com a maneira como os programas sao implementados em ambientes de software.

A programagdo modular tem diversas vantagens. O uso de unidades menores e auto-
contidas torna a légica subjacente mais facil de seguir e entender, tanto para o desenvolve-
dor quanto para o usudrio. O desenvolvimento € facilitado porque cada médulo pode ser
feito isoladamente. De fato, para projetos de grande porte, diferentes programadores
podem trabalhar individualmente nas partes. O projeto modular também aumenta a facili-
dade com a qual um programa pode ser testado e corrigido, porque os erros sao isolados
mais facilmente. Finalmente, a modifica¢do e a manutencao dos programas sao facilitadas,
devido ao fato de que novos médulos podem ser desenvolvidos para desempenhar tarefas
adicionais e facilmente inseridos em um esquema ji coerente e organizado.

Embora todos esses atributos sejam razao suficiente para usar médulos, a razao mais
importante, relacionada a resolug¢do de problemas numéricos em engenharia, é que eles
permitem que vocé mantenha sua prépria biblioteca de mddulos tteis para uso posterior
em outros programas. Esta serd a filosofia deste livro: todos os algoritmos serdo apresen-
tados como médulos.

Tal abordagem ¢ ilustrada na Figura 2.7, que mostra uma funcdo desenvolvida para
implementar o método de Euler. Note que a aplicacdo dessa funcdo difere das versdes an-
teriores em como se manipula a entrada/saida. Nas versdes anteriores, entrada e saida vi-
nham diretamente do usudrio (via atribui¢des de entrada ou comandos DISPLAY). Na
func¢do, as entradas sdo inseridas na FUNCTION via uma lista de argumentos.

function Euler(dt, ti, tf, yi)

e as saidas s@o retornadas via uma instrucdo de atribui¢do

y = Euler(dt, ti, tf, yi)

Além disso, observe quio genérica a rotina se tornou. Nao existe nenhuma referén-
cia as especificidades do problema do para-quedista. Por exemplo, em vez de chamar a
varidvel dependente v de velocidade, um simbolo mais genérico, y, € usado na func¢ao.
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FIGURA 2.7
Pseudocéddigo para a fungdo
que resolve a equagdo
diferencial usando o método

de Euler.

FUNCTION Euler(dt, ti, tf, yi)

t=ti
y=yi
h=dt
Do
IF t + dt >tf THEN
h=tf—t
ENDIF

dydt = dy(t, y)
y =y + dydt * h

t=t+nh

IF t = tf EXIT
ENDDO
Euler = y
END

2.4

Mas antes, observe que a derivada ndo € calculada dentro da fun¢do por uma equacio ex-
plicita — outra funcdo, dy, deve ser invocada para calculd-la, pois poderemos querer usar
essa funcdio em muitos problemas diferentes, além de aplicd-la para resolver o problema
da velocidade do para-quedista.

EXCEL

Excel é uma planilha produzida pela Microsoft Inc. Planilhas sdo um tipo especial de soft-
ware matematico que permite ao usudrio entrar com linhas e colunas de dados e fazer cal-
culos sobre elas. Assim, s3o uma versao computadorizada de uma grande folha contébil na
qual cdlculos extensos e interconectados podem ser mostrados. Todo o calculo € atualizado
quando um valor € modificado, e por isso planilhas sdo ideais para o tipo de andlise “‘e se?”.

O Excel tem alguns recursos numéricos internos, incluindo a resolucdo de equagdes,
tracado de curvas e otimizacdo. Estd também incluida a VBA como uma linguagem de
macros que pode ser usada para implementar cdlculos numéricos. Finalmente, o Excel
possui vérias ferramentas de visualizag@o, como graficos e desenhos de superficies tridi-
mensionais, que servem como um valioso acessorio para a analise numérica. Nesta secdo,
mostraremos como tais recursos podem ser usadas para resolver o problema do para-
quedista.

Para isso, vamos primeiro preparar uma planilha simples. Como mostrado a seguir,
o primeiro passo envolve a insercio de legendas e nimeros nas células da planilha.

A | B | ¢ [ D |
1 |Problema do Para-quedista
2
J m 68.1 ky
4 |cd 12.5 ky's
5 |dt 01s
&
L vhum (m/s) vanal (m/g)
8 0 0.000
g 2

Antes de escrever um programa macro para calcular o valor numérico, podemos
tornar nosso trabalho subseqiiente mais facil associando nomes aos valores dos parame-
tros. Para isso, selecionamos as células A3:B5 (a maneira mais facil de fazé-lo é movendo
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o mouse para A3, pressionando o botdo esquerdo e arrastando até B5). Em seguida,
vamos ao cabecgalho e selecionamos, nesta ordem,

Insert Name Create Left column OK

Para constatarmos que tudo funcionou adequadamente, selecionamos a célula B3 e veri-
ficamos se um rétulo “m” aparece na caixa de nomes (localizada do lado esquerdo da
folha logo abaixo da barra de instrucdes).

Movemos para a célula C8 e inserimos a solucao analitica (Equacao 1.9),

=9,8*m/cd* (1l-exp (-cd/m*A8) )

Quando essa férmula € introduzida, o valor 0 aparece em C8. Entdo, copiamos a férmula
logo abaixo, na célula C9, e vemos que o valor é 16,405 m/s.

Isso que foi dito € tipico do uso padrao do Excel. Por exemplo, nesse ponto é pos-
sivel mudar o valor dos pardmetros e ver como a solu¢do analitica muda.

Agora ilustraremos como macros VBA podem ser usadas para estender os recursos
padrao. A Figura 2.8 lista o pseudocédigo lado a lado com o cédigo Excel VBA para todas
as estruturas de controle descritas na secao anterior (Figuras 2.2 a 2.6). Observe que, ape-
sar da diferenca nos detalhes, a estrutura do pseudocddigo e do cédigo VBA ¢ idéntica.

Podemos agora wusar algumas das construcdes da Figura 2.8 para escrever uma
macrofungio para calcular a velocidade numericamente. Abra o VBA selecionando®

Tools Macro Visual Basic Editor

Uma vez dentro do Visual Basic Editor (VBE), selecione

Insert Module

e uma janela de cddigo se abrird. A seguinte fungdo VBA pode ser desenvolvida direta-
mente do pseudocddigo na Figura 2.7. Digite esta fung@o na janela de edicao.

Option Explicit

Function Euler(dt, ti, tf, yi, m, cd)

Dim h As Single, t As Single, y As Single, dydt As Single

t = ti
y = vyi
h = dt
Do
If t + dt > tf Then
h =tf -t
End If

dydt = dy(t, y, m, cd)
y = vy + dydt * h

t =t +h

If t >= tf Then Exit Do
Loop
Buler = vy

End Function

Compare essa macro com o pseudocodigo da Figura 2.7 e verifique quao similares
eles sdo. Observe também como expandimos a lista dos argumentos da funcdo para in-
cluir os parametros necessarios para o modelo da velocidade do pédra-quedista. A veloci-
dade resultante, v, € entdo devolvida para a planilha via o nome da funcio.

4 Existe uma combinagio de teclas Alt-F11 que é ainda mais rapida!
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Note ainda como incluimos outra fun¢do para calcular a derivada, que pode ser in-
cluida no mesmo mdédulo digitando-se diretamente a seguir da fung¢ao Euler:

Function dy(t, v, m,
Const g As Single = 9,
dy =g - (cd / m) * v

End Function

cd)
8

FIGURA 2.8

Estruturas de controle
fundamentais em (a)
pseudocddigo e (b) Excel VBA.

(a) Pseudocédigo

(b) Excel VBA

IF/THEN:
IF condicao THEN If b <> 0 Then
True bloco rl = -c /Db
ENDIF End If
IF/THEN/ELSE:
IF condicdo THEN If a < 0 Then
True bloco b = Sqgr (Abs(a))
ELSE Else
False bloco b = Sqgr(a)
ENDIF End If

IF/THEN/ELSEIF:
IF condigao; THEN

If class = 1 Then

Bloco; X =X + 8

ELSEIF condigdo, ElseIf class < 1 Then
Bloco, X = x — 8

ELSEIF condigdos ElseIf class < 10 Then
Blocos X = x — 32

ELSE Else
Blocoy X = x — 64

ENDIF End If

CASE:

SELECT CASE Expressdo de teste
CASE Valor;

Select Case a + b
Case Is < =50

Bloco; x = =5
CASE Valor; Case Is < O
Bloco; x = -5 - (a + b) / 10
CASE Valors Case Is < 50
Blocos x = (a + b) / 10
CASE ELSE Case Else
Blocoy x =5
END SELECT End Select
DOEXIT:
Do Do
Bloco; 1 =1+ 1
IF condicao EXIT If 1 >= 10 Then Exit Do
Bloco, j o= i*x
ENDIF Loop

COUNT-CONTROLLED LOOP:

DOFOR 1 = inicio, fim, passo
Bloco

ENDDO

For 1 = 1 To 10 Step 2
X =x + 1
Next i
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O passo final é retornar a planilha e invocar a fun¢do entrando a seguinte férmula na
célula BO:

=Fuler (dt,A8,A9,B8,m, cd)

O resultado da integracdo numérica, 16,531, aparecerd na célula B9.

E possivel avaliar o que aconteceu aqui. Quando vocé entra com o c6digo da fungio
na célula da planilha, os pardmetros sdo repassados para o programa VBA onde o cdlculo
é feito, e o resultado entdo € enviado para a célula no monitor. De fato, a linguagem VBA
da macro permite que se use o Excel como um mecanismo de entrada e saida. Vérios
beneficios advém desse fato.

Por exemplo, agora que vocé preparou os célculos, pode manipuld-los. Suponha que
o saltador era muito pesado, digamos, m = 100 kg (cerca de 220 libras). Inserir 100 na
célula B3 da planilha atualizard o valor apresentado para 17,438 na célula B9. Mude a
massa de volta para 68,1 kg e o resultado anterior, 16,531, automaticamente reaparecera
na célula B9.

Agora vamos processar um passo adiante preenchendo mais alguns nimeros para
o tempo. Insira os nimeros 4, 0,... 16 nas células A10 a A16. Agora copie as férmulas
das células B9:C9 para as linhas de 10 a 16. Note que o programa VBA calcula os re-
sultados numéricos corretamente para cada nova linha. (Para verificar isso, mude o dt
para 2 e compare com o resultado previamente computado no Exemplo 1.2). Como um
desenvolvimento adicional, pode ser feito um grafico xy com os resultados, usando-se
o Excel Chart Wizard.

A planilha final € mostrada a seguir. Acabamos de criar uma ferramenta interessante
para solucao de problemas. Vocé pode fazer andlises de sensibilidade mudando os val-
ores de cada um dos parametros. Assim que um novo valor for inserido, a computacio e
o grafico serdo atualizados automaticamente. Essa natureza interativa faz do Excel uma
ferramenta poderosa. No entanto, a habilidade para resolver esses problemas repousa em
poder escrever as macros em VBA.

@ |~ o ;| W=

A B | c I D | E | F | G | H

Problema do Para-quedista

m 68.1 kg 60

cd 12.5 kg/s

dt 0.1s 50

t vhum (m/s) vanal (m/s) 40 |
0 0.000 0.000
2 16.531 16.405 30 E
4 27.943 27.769 f
6 35.822 35.642 20 ¢t —&— vnum (mis)
8 41.262 41.095 :f
10 45017 44873 | 10 — — vanal (m/s)
12 47.610 47.490 H
14 49.400 49.303 0 e——a_——= [ 2 - ¢+ < 1
16 50.635 50.559 0 10 20

E a combinagdo do Excel com a linguagem de programacio VBA que verdadeira-
mente abre um mundo de possibilidades para a solu¢do de problemas em engenharia. Nos
capitulos seguintes, ilustraremos como isso pode ser feito.
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2.5

MATLAB

MATLAB ¢ o produto carro-chefe da Math Works Inc., que foi fundada pelos analistas
numéricos Cleve Moler e John N. Little. Como o nome diz, MATLAB foi originalmente
desenvolvido como um laboratério para matrizes. Atualmente, o elemento central do
MATLAB ainda é matriz. Manipulacdes matemadticas de matrizes sd3o muito convenien-
temente implementadas em ambientes interativos faceis de usar. A essas manipulagdes de
matrizes, 0 MATLAB adicionou diversas funcdes numéricas, cdlculos simbdlicos e ferra-
mentas de visualizagdo. Como conseqiiéncia, a versdo corrente representa um ambiente
técnico computacional quase completo.

O MATLAB possui uma variedade de funcdes e operadores que permitem imple-
mentar convenientemente muitos dos métodos numéricos desenvolvidos neste livro. Tais
métodos serdo descritos em detalhes nos capitulos que seguem. Além disso, programas
podem ser escritos nos chamados M-files, que podem ser usados para implementar calcu-
los numéricos. Vamos explorar como isso € feito.

Primeiro, vocé pode ver que o uso normal do MATLAB estd intimamente rela-
cionado a programacdo. Por exemplo, suponha que nés queremos determinar a solucdo
analitica para o problema do para-quedista, o que pode ser obtido com a seguinte série de
comandos MATLAB:

>> g=9,8;

>> m=68,1;

>> cd=12,5;

>> tf=2;

>> v=g*m/cd* (l-exp (-cd/m*tf))

cujo resultado € mostrado como

v =
16,4050

Portanto, a seqiiéncia de comandos é semelhante a seqiiéncia de instru¢des em uma lin-
guagem de programacao tipica.

Agora, digamos que vocé queira se desviar da estrutura seqiiencial. Embora existam
algumas maneiras claras de inserir funcionalidades nao-seqiienciais no modo padrao de
comando, a inclusdo de decisdes e lacos ¢ mais bem implementada criando-se um docu-
mento MATLAB chamado M-file. Para isso, faga a seguinte selecdo na barra de instrugdes

File New Mfile

e uma nova janela se abrird com o cabecalho “MATLAB Editor/Debugger”. Nessa janela,
vocé pode digitar e editar programas MATLAB. Digite o seguinte c6digo:

g=9,8;

m=68,1;

cd=12,5;

tf=2;
v=g*m/cd* (l-exp (-cd/m*tf))

Observe que os comandos sdo escritos da mesma maneira como seriam escritos na
interface do MATLAB. Salve o programa com o nome analpara. O MATLAB automati-
camente agregard a extensdo .m para denota-lo como um M-file: analpara.m.

Para executar esse programa, vocé deve voltar ao modo de comando. A maneira mais
direta de fazé-lo € clicar no botdo “MATLAB Command Window” na barra de tarefas (a
qual estd usualmente na parte inferior do monitor).

O programa pode ser executado digitando-se o nome do M-file, analpara, como
mostrado a seguir:

>> analpara
Se vocé fez tudo corretamente, 0 MATLAB devera responder com a resposta correta:

v =
16,4050
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O problema, agora, é que tudo foi configurado para rodar um caso somente. Vocé
pode tornar o programa mais flexivel fazendo o usudrio acionar mais algumas varidveis de
entrada. Por exemplo, suponha que vocé deseja avaliar o impacto da massa na velocidade
em 2 s. O M-file pode ser reescrito da seguinte forma para atender a essa andlise:

g=9, 8;

m=input ('massa (kg):"');
cd=12,5;

tf=2;

v=g*m/cd* (l-exp (-cd/m*tf))

Salve esse programa como analpara2.m. Se vocé digitou analpara2 enquanto estava
no modo comando, o prompt deve aparecer como

mass (kg):
O usudrio pode entdo entrar com um valor como 100, e o resultado serd mostrado como

v =
17,3420

Agora estd bastante claro como podemos programar uma solu¢do numérica com um
M-file. Para fazer isso, devemos primeiro entender como MATLAB manipula logica-
mente as estruturas 16gicas e de lago. A Figura 2.9 traz uma lista de pseudocddigos lado a
lado com o c6édigo MATLAB para todas as estruturas de controle da secao anterior. Em-
bora as estruturas do pseudocddigo e do cédigo MATLAB sejam muito parecidas, exis-
tem algumas pequenas diferencas que devem ser notadas.

Em particular, observe como representamos a estrutura DOEXIT. No lugar do DO,
usamos a instrucdo WHILE(1). MATLAB interpreta o nimero 1 como correspondendo a
“verdadeiro”, portanto, essa instru¢do serd repetida infinitamente da mesma maneira
como a instru¢do DO. O lago terminard com um comando break. Esse comando transfere
o controle para a instru¢do seguinte a instruc¢do end que finaliza o laco.

Observe também que os parametros do laco controlado por contador sdo ordena-
dos de forma diferente. Para o pseudocddigo, os parametros do lago s@o especificados
como inicio, fim, passo. Para o MATLAB, os pardmetros sdo ordenados como
infcio:passo:fim.

O seguinte M-file MATLAB pode ser desenvolvido do pseudocddigo na Figura 2.7.
Digite-o no MATLAB Editor/Debugger:

g=9,8;
m=input ('massa (kg):');
cd=12,5;
ti=0;
tf=2;
vi=0;
dt=0,1;
t = ti;
v o= Vvi;
h = dt;
while (1)
if t + dt > tf
h=tf - t;
end
dvdt = g - (cd / m) * v;
v = v + dvdt * h;
t =t + h;
if t >= tf, break, end
end
disp('velocidade (m/s):')
disp(v)



FIGURA 2.9

Estruturas de confrole
fundamentais em (a)
pseudocddigo e (b) linguagem
de programagdo MATLAB.
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(a) Pseudocédigo (b) MATLAB
IF/THEN:
IF condigcao THEN if b ~= 0
True bloco rl = -¢ / b;
ENDIF end
IF/THEN/ELSE:
IF condicao THEN if a < 0
True bloco b = sgrt(abs(a));
ELSE else
False bloco b = sqgrt(a);
ENDIF end
IF/THEN/ELSEIF:
IF condigdo; THEN if class == 1
Bloco; X = X + 8;
ELSEIF condigdo, elseif class < 1
Bloco, X = x - 8;
ELSEIF condigdos elseif class < 10
Blocos X = X — 32;
ELSE else
Blocoy X = X — 64;
ENDIF end
CASE:
SELECT CASE Expressdo de Teste switch a + b
CASE Valor; case 1
Bloco; x = =5;
CASE Valor, case 2
Bloco; X =-5- (a + b) / 10;
CASE Valor 3 case 3
Blocos x = (a + b) / 10;
CASE ELSE otherwise
Blocoy X = 5;
END SELECT end
DOEXIT:
Do while (1)
Bloco; i=1+ 1;
IF condigcdo EXIT if i >= 10, break, end
Bloco, J o= 1*x;
ENDIF end

COUNT-CONTROLLED LOOP:

DOFOR 1 = start, finish, step
Bloco

ENDDO

for i = 1:2:10
X = X + 1;
end

Salve esse programa como numpara.m e retorne para o modo comando para executé-
lo, digitando numpara. Isso deve resultar na seguinte saida:

massa (kg): 100

velocidade (m/s):
17,4381
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Como passo final nesse desenvolvimento, vamos tomar o M-file e converté-lo na
funcdo apropriada, o que resulta no seguinte M-file, baseado no pseudocddigo da
Figura 2.7:

function yy = euler(dt,ti,tf,yi,m,cd)
t = ti;
y = vi;
h = dt;
while (1)

if t + dt > tf

h =tf - t;

end

dydt = dy(t, v, m, cd);

vy =y + dydt * h;

t =t + h;

if t >= tf, break, end
end
YY =Y

Salve essa fun¢do como euler.m e crie outro M-file para calcular a derivada,

function dydt = dy(t, v, m, cd)
g =29,8;
dydt = g - (cd / m) * v;

Salve esse arquivo como dy.m e retorne ao modo comando. Para invocar a funcio e
ver o resultado, vocé pode digitar os seguintes comandos:

>> m=68,1;

>> cd=12,5;

>> ti1=0;

>> tf=2.;

>> vi=0;

>> dt=0.1;

>> euler(dt,ti,tf,vi,m,cd)

Quando o dltimo comando for inserido, a resposta serd mostrada como

ans =
16,5309

Essa é a combinac¢do do ambiente MATLAB com a linguagem de programacdo dos
M-file que de fato abre um mundo de possibilidades para a resolucdo de problemas de en-
genharia. No préximo capitulo, ilustraremos como isso € feito.

OUTRAS LINGUAGENS E BIBLIOTECAS

Nas secdes anteriores, mostramos como desenvolver fungdes e procedimentos em Excel
e MATLAB para implementar o método de Euler partindo de algoritmos expressos em
pseudocddigo. Vocé deve notar que fungdes similares podem ser escritas em linguagens
de alto nivel como Fortran 90 e C++. Por exemplo, uma func¢do em Fortran 90 para o
método de Euler seria

Function Euler(dt, ti, tf, yi, m, cd)

REAL dt, ti, tf, yvi, m, cd
Real h, t, vy, dydt
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t = ti
y = vyi
h = dt
Do

If (¢t + dt > tf) Then

h =¢tf -t

End If

dydt = dy(t, v,

v =y + dydt * h

t =t + h

If (t >=
End Do
Buler = vy

End Function

cd)

m,

tf) Exit

Para C, o resultado seria similar ao da funcio MATLAB. O ponto é que, uma vez
tendo desenvolvido um algoritmo bem estruturado na forma de pseudocédigo, ele pode
ser prontamente implementado em uma variedade de ambientes de programacao.

Neste livro, nossa abordagem serd a de muni-lo com procedimentos bem estrutura-
dos escritos em pseudocédigo. Essa colecdo de algoritmos constitui uma biblioteca
numérica que pode ser acessada para implementar tarefas numéricas especificas nem di-
versas ferramentas de software ou linguagens de programacao.

Além dos seus programas, voc€ deve estar ciente que bibliotecas de programas comer-
ciais também trazem procedimentos numéricos tteis. Por exemplo, a biblioteca Numerical
Recipe inclui uma grande variedade de algoritmos escritos em Fortran e C.> Tais procedi-
mentos sdo descritos em livros (por exemplo, Press et al., 1992) e em formato eletronico.

Para Fortran, o IMSL (International Mathematical and Statistical Library) prové mais de
700 procedimentos cobrindo todas as dreas numéricas mencionadas neste livro. Em razéo
do uso bem difundido do Fortran em engenharia, incluimos aplicagcdes IMSL neste texto.

2.1 Escreva o pseudocédigo para implementar o fluxograma
mostrado na Figura P2.1. Certifique-se de incluir a identagdo apro-
priada para deixar o programa bem claro.

2.2 Reescreva o seguinte pseudocddigo usando a identagdo apro-
priada.

D0

i=1+1
IF z > 50 EXIT
xX=x+t5
IF x > 5 THEN
y=x

ELSE

y=20

ENDIF
Z=X+y
ENDDO

2.3 Um valor para a concentrag@o de poluentes em um lago € regis-

trado em cada cartdo em uma seqiiéncia de cartdes indexados. Um
cartdo especial marcado com “fim dos dados” é colocado no final
da seqiiéncia. Escreva um algoritmo que determine a soma, a média
T e 0 maximo desses valores.

Figura P2.1

-0

< 2.4 Escreva um fluxograma estruturado para o Problema 2.3.

2.5 Desenvolva, corrija e documente um programa para determinar
as raizes de uma equagio quadritica, ax> + bx + ¢, em uma lin-

guagem de programacdo de alto nivel ou uma linguagem de macro

3 Os procedimentos do Numerical Recipe estio disponiveis em livro e em formato eletronico para Pascal, MS BASIC
e MATLAB. Informagdes sobre os produtos Numerical Recipe podem ser encontradas em http://www.nr.com/.
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da sua escolha. Use sub-rotinas para calcular as raizes (sejam reais
ou complexas). Faga testes de execugdo para os casos (a) a = 1, b
=6,c=2;b)a=0,b=—-4,c=16;(c)a=3,b=25,¢c=7;
2.6 A funcio cosseno pode ser calculada pela seguinte série infinita:

x2 xt %

cosx=1— —+ — —

2! + 4! 6!

Escreva um algoritmo para implementar essa férmula de modo a
calcular e imprimir os valores de cos x assim que cada termo da
série for acrescentado. Em outras palavras, calcule e imprima a se-

qiiéncia de valores para

cosx =1

X2
cosx:l—i

2 4
cosx:l—a—i-m

até o termo de ordem n escolhido. Para cada valor especificado, cal-
cule e mostre o erro relativo porcentual como

valor real — aproximagao

% erro = x 100%

valor real

2.7 Escreva um algoritmo para o Problema 2.6 como (a) um flu-
xograma estruturado, (b) pseudocédigo.

2.8 Desenvolva, corrija e documente um programa para o Pro-
blema 2.6 em uma linguagem de programagao de alto nivel ou em
uma linguagem de macro de sua escolha. Empregue funcdes de bi-
blioteca para o cosseno em seu computador para determinar os va-
lores reais. Faga o programa imprimir as aproximacdes da série e
o erro em cada etapa. Como um teste, faca o programa calcular o
cos(1,25) até o termo x'°/10! Interprete os resultados.

2.9 O algoritmo seguinte foi desenvolvido para determinar a nota
para um curso cuja avaliagdo consiste em testes, exercicios para
casa e exames:

Passo 1: Entre com o ndmero e o nome do curso.

Passo 2: Entre com os fatores de peso para os testes (PT), exercicio
para casa (PE) e para o exame final (PEF).

Passo 3: Entre com a nota dos testes e determine a média das notas
dos testes (MT).

Passo 4: Entre com a nota dos exercicios e determine a sua média
(AH).

Passo 5: Se o curso tem uma nota final, continue para o Passo 6. Se
ndo, vé para o Passo 9.

Passo 6: Entre com a nota do exame final (EF).

Passo 7: Determine o valor de AG segundo a equagio

_ PT x MT + PE x ME + PEF x EF
a PT + PE + PEF

AG x 100%

Passo 8: Va para o Passo 10.
Passo 9: Determine o valor de AG segundo a férmula

PT x MT + PE x ME
PT + PE

Passo 10: Imprima o nimero do curso, o nome e a média geral.

Passo 11: Termine o programa.

(a) Escreva um pseudocddigo bem estruturado para implementar
esse algoritmo.

(b) Escreva, corrija e documente um programa estruturado
baseado nesse algoritmo. Teste o programa utilizando os
seguintes dados para calcular a nota sem o exame final e a nota
com o exame final: PT = 35; PE = 30; PEF = 35; testes = 98,
85, 90, 65, 99; exercicio para casa = 95, 90, 87, 100, 92, 77
exame final = 92.

AG = x 100%

2.10 O método da “divisdo e média”, um método antigo para cal-
cular a raiz quadrada de um niimero positivo a, pode ser formulado
como
x+a/x
T
(a) Escreva um pseudocédigo bem estruturado para implementar
esse algoritmo como mostrado na Figura P2.10. Use a iden-
tacdo apropriada para que a estrutura fique clara.
(b) Desenvolva, corrija e documente o programa que implementa
essa equacdo em uma linguagem de alto nivel ou uma lin-

guagem de macro a sua escolha. Estruture seu c6digo como na
Figura P2.10.

tol=10"%
x=al2

!
/

Raiz quadrada =0

y=(x+a/x)/2
e=|(y—x)/y|
x=y

|

T

Raiz quadrada = x

Figura P2.10

2.11 Uma quantidade de dinheiro P € investida em uma conta cujos
juros sdo computados no final do periodo. O valor de retorno R
fornecido por uma taxa de juros i, depois de n periodos, deve ser
determinado pela seguinte férmula:

R =P + iy

Escreva um programa para calcular o valor de retorno do investi-
mento para cada ano de 1 a n. Os argumentos da func¢io devem in-
cluir o investimento inicial P, a taxa de juros i (um valor decimal) e
o nimero de anos n para o qual o valor de retorno deve ser calcu-
lado. A saida deve consistir em uma tabela com cabecalho e colu-
nas para n e R. Execute o programa para P = $100.000, i = 0,06 e
n =5 anos.

2.12 Férmulas econdmicas estdo disponiveis para calcular paga-
mentos anuais para empréstimos. Suponha que vocé tenha tomado
emprestada uma quantidade de dinheiro P e tenha concordado em
pagar em n pagamentos anuais com uma taxa de juros i. A férmula
para calcular o pagamento anual A é

i(14+0i)"

A=p—"7
I+ —1
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Escreva um programa que calcule A. Teste o programa para P =
$55.000 e uma taxa de juros de 6,6% (i = 0,066). Calcule os resul-
tados paran =1, 2, 3,4 e 5 anos e mostre o resultado em uma tabela
com cabecalho e colunas paran e A.
2.13 A temperatura média por dia de uma determinada drea pode
ser aproximada pela seguinte funcao:

T = Thedia + (Tméx -

Tinedia) COS(@ (t — tmgx))

onde Tpnegia € @ temperatura média anual, Ty, € a temperatura ma-
xima, w = freqiiéncia de variagdo anual (= 2w /365), e f;s S20 0S
dias de temperatura maxima (= 205 d). Desenvolva um programa
que calcule a temperatura média entre dois dias do ano para uma
cidade particular. Teste o programa para (a) janeiro-fevereiro (t =
0 a 59) em Miami, Flérida (Tegia = 22,1°C; Thax = 28,3°C), e (b)
julho-agosto (r = 180 a 242) em Boston, Massachusetts (7Tnedia =
10,7°C; Tinax = 22,9°C).

2.14 Desenvolva, corrija e teste um programa em uma linguagem
de alto nivel ou em uma linguagem de macro a sua escolha para cal-
cular a velocidade de queda de um para-quedista como mostrado no
Exemplo 1.2. Desenvolva o programa de modo a permitir que o
usudrio entre com valores para o coeficiente de arrasto e a massa.
Teste o programa duplicando os resultados do Exemplo 1.2. Repita
os célculos mas use tamanho de passo 1 a 0,5 s. Compare os resul-
tados com a solugd@o analitica obtida previamente no Exemplo 1.1.
Um menor passo tem resultados melhores ou piores? Explique os
resultados.

2.15 A bubble sort ¢ uma técnica de ordenacdo ineficiente, porém
facil de programar. A idéia por trds desse algoritmo é mover por um
vetor comparando pares adjacentes e trocando os valores se estes
estiverem fora de ordem. Seguindo esse método, para ordenar um
vetor completamente, é necessario repetir oS passos muitas vezes.
A cada passo, para uma ordenacéo desconto, os elementos menores

Figura P2.15

Inicio

troca = falso

T Nao
troca

avancga

a4y +—> ;1

troca =
verdadeiro

fim

do vetor parecem subir para o fim dos vetores como bolhas. Even-
tualmente, haverd uma passagem pelo vetor em que nenhuma troca
é necessdria. Entdo, o vetor estard ordenado. Depois da primeira pas-
sada, o maior valor do vetor vai diretamente para o vetor fundo. Con-
seqilientemente, a segunda passada tem de posicionar o penultimo
valor, e assim por diante. Desenvolva um programa para montar um
vetor com 20 nimeros aleatdrios e ordend-los em ordem decrescente
com o bubble sort (Figura P2.15).

2.16 A Figura P2.16 mostra um tanque cilindrico de base cOnica.
Se o nivel de liquido é muito baixo na parte conica, o volume é
simplesmente o volume conico de liquido. Se o nivel de liquido
estd no meio da parte cilindrica, o volume total de liquido inclui a
parte cOnica preenchida e a parte parcialmente ocupada do cilin-
dro. Escreva uma fun¢@o bem estruturada para calcular o volume
do tanque como fung¢do dos valores dados de R e d. Use estruturas
de controle e decisdo (como If/Then, Elself, Else, EndIf). Desen-
volva a fun¢do de modo que esta retorne o volume para todos os
casos em que a profundidade é menor que 3R. Retorne uma men-
sagem de erro (“Transbordo”) se vocé transbordou o tanque, isto
é, d > 3R. Teste a funcdo com os dados seguintes:

R | ] 1 1 1
d |

0,5 1,2 3,0 3,1

Figura P2.16

2.17 Duas distancias sdo necessarios para especificar a localizagdo
de um ponto relativamente a origem no espaco bidimensional
(Figura P2.17):

¢ As distancias horizontal e vertical (x, y) em coordenadas cartesianas.
e O raio e o angulo (r, ) em coordenadas polares.

Figura P2.17

1} [\
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E relativamente simples calcular as coordenadas cartesianas (x, y)
com base das coordenadas polares (r, 6). O inverso nao € tao sim-
ples. O raio pode ser calculado pela seguinte férmula:

r = /x2+y2

Se as coordenadas estiverem no primeiro e no quarto quadrantes
(isto é, x > 0), entdo uma férmula simples pode ser utilizada,

9 - tg71 (X)
X

A dificuldade surge para os demais casos. A tabela a seguir sintetiza
as possibilidades:

x y 0

<0 >0 ton’w(y/x) 4+
<0 <0 tcm’w(y/x) -7
<0 = bid

= >0 /2

=0 <0 —/2

=0 =0 0

(a) Escreva um fluxograma bem estruturado para um procedi-
mento que calcule r e § como fungdo de x e y. Expresse os re-
sultados finais para 6 em graus.

(b) Escreva uma fungdo bem estruturada baseada no seu fluxo-
grama. Teste seu programa usando-o para preencher a
seguinte tabela:

X

oO———0 |%

|
O— 0O - - O — —

-1
-1
-1

2.18 Desenvolva uma fun¢do bem estruturada para a qual é pas-
sada uma nota em valor numérico de 0 a 100 e que retorna uma nota
em caracteres segundo o esquema:

Nota numérica Critérios

Q0 < valor numérico < 100
80 < valor numérico < Q0
70 < valor numérico < 80
60 < valor numérico < 70
valor numérico < 60

mTmoO O ® >

2.19 Desenvolva uma func¢do bem estruturada que determina (a) o
fatorial; (b) o valor minimo de um vetor; (¢) a média dos valores de
um vetor.

2.20 Desenvolva um programa bem estruturado para (a) determi-
nar a raiz quadrada da soma de quadrados de elementos de uma ma-
triz) e (b) normalize a matriz dividindo cada linha pelo mdximo
valor absoluto da linha, de modo que o elemento mdximo em cada
linha seja 1.



Aproximagoes e
Erros de Arredondamento

Como tantos dos métodos deste livro sdo simples na descri¢do e na aplicagdo, seria muito
tentador, neste ponto, proceder diretamente ao corpo principal do texto e ensinar a usar
essas técnicas. Entretanto, entender o conceito de erro é tdo importante para o uso efetivo
dos métodos numéricos que os proximos dois capitulos serdo devotados a esse topico.

A importancia do erro foi introduzida na discussdo sobre o para-quedista em queda
livre no Capitulo 1, quando a velocidade de um para-quedista em queda livre foi determi-
nado por métodos tanto analiticos quanto numéricos. Embora a técnica numérica tenha
produzido estimativas que estavam proximas da solugdo analitica exata, havia uma dis-
crepancia, ou erro, porque o método numérico envolvia uma aproximagdo. Na realidade,
tivemos sorte nesse caso, porque estava disponivel uma solugdo analitica que permitiu cal-
cular o erro exatamente. Para muitos problemas aplicados de engenharia, ndo € possivel
obter solugdes analiticas. Portanto, ndo se pode calcular exatamente os erros associados aos
métodos numéricos. Nesses casos, é preciso contentar-se com uma aproximagao ou esti-
mativa dos erros.

Tais erros sdo caracteristicos da maioria das técnicas descritas neste livro. Essa afir-
magcdo pode, em principio, parecer contraria ao que normalmente se julga engenharia se-
gura. Os alunos e os engenheiros praticos constantemente tentam limitar os erros em seu
trabalho. Quando se fazem provas ou ligdes de casa, o erro é penalizado, e ndo recompen-
sado. Na pratica profissional, os erros podem ser custosos e, algumas vezes, catastréficos.
Se uma estrutura ou um mecanismo falha, vidas podem ser perdidas.

A perfei¢do ¢ uma meta louvavel, mas é raramente atingida. Por exemplo, embora o
modelo desenvolvido a partir da segunda lei de Newton seja uma aproximagdo excelente,
ele nunca prediria exatamente, na pratica, a queda do para-quedista. Uma variedade de fa-
tores, como vento e pequenas variagdes na resisténcia do ar, causaria desvios do valor pre-
visto. Se esses desvios forem sistematicamente para cima ou para baixo, entdo é necessario
desenvolver um novo modelo. Entretanto, se eles forem distribuidos aleatoriamente e agru-
pados bem junto em torno da previsdo, entdo os desvios poderdo ser considerados
despreziveis, e o modelo, adequado. As aproximacdes numéricas também introduzem
discrepancias similares na analise. Novamente, a questdo é: quanto erro estd presente nos
calculos, e ele € toleravel?

Este capitulo e o préximo cobrem os tépicos basicos relacionados a identificagdo,
quantificagdo e minimizagao desses erros. Neste capitulo, informagdes gerais referentes
a quantificagc@o do erro sdo revisadas nas primeiras se¢des. Isto € seguido por uma secio
sobre uma das duas principais formas de erro numérico: o erro de arredondamento. O erro
de arredondamento é conseqiiéncia do fato de os computadores poderem representar ape-
nas quantidades com nimeros finitos de algoritmos. A seguir, o Capitulo 4 trata da outra
forma importante de erro: o erro de truncamento. O erro de truncamento é a discrepancia
introduzida pelo fato de que os métodos numéricos podem empregar aproximagdes para
representar operacdes e quantidades matematicas exatas. Finalmente, serdo discutidos
brevemente os erros que nao sio ligados diretamente com os proprios métodos numéricos
e que incluem enganos, erros na formulagdo ou no modelo, e incerteza nos dados.
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3.1

ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS

Este livro trata exaustivamente das aproximagdes ligadas com a manipula¢do dos nimeros.
Conseqiientemente, antes de discutir os erros associados aos métodos numéricos, € til re-
visar os conceitos basicos ligados a representac¢@o aproximada dos proprios nimeros.

Sempre que se emprega um niimero em um célculo, é preciso estar certo de que ele
pode ser usado com confianca. Por exemplo, a Figura 3.1 exibe um velocimetro e um
hoddémetro de um automoével. A inspecdo visual de um velocimetro indica que o carro esta
movendo-se entre 48 e 49 km/h. Como o indicador estd mais alto do que o ponto médio
entre os marcadores de escala, pode-se dizer com seguranga que o carro estd movendo-se
a aproximadamente 49 km/h. O resultado € confidvel porque, se dois ou mais individuos
razodveis lerem essa medida, eles chegardo a mesma conclusdo. Entretanto, se a veloci-
dade fosse estimada até uma casa decimal, uma pessoa poderia dizer 48,8, enquanto a
outra poderia dizer 48,9 km/h. Mas, por causa dos limites desse instrumento, apenas 0s
dois primeiros algarismos podem ser usados com confianga. Estimativas do terceiro al-
garismo (ou algarismos superiores) devem ser vistas como aproximagdes. Seria absurdo
afirmar, com base nesse velocimetro, que o automovel estd movendo-se a 48,8642138
km/h. Em contraste, o hodometro fornece até seis algarismos corretos. A partir da Figura 3.1,
pode-se concluir que o carro percorreu um pouco menos que 87.324,5 km durante seu
periodo de uso. Nesse caso, o sétimo algarismo (e os préximos) € incerto.

O conceito de um algarismo significativo foi desenvolvido para designar formalmente
a confiabilidade de um valor numérico. Os algarismos significativos de um nimero sao
aqueles que podem ser usados com confianca. Eles correspondem ao niimero de algarismos
corretos mais um algarismo estimado. Por exemplo, o velocimetro e o hodometro na Figura
3.1 fornecem leituras de trés e sete algarismos significativos, respectivamente. Para o ve-
locimetro, os dois algarismos corretos sao 48. Convenciona-se tomar o algarismo estimado
como a metade da menor divisdo de escala no aparelho de medida. Portanto, a leitura do ve-
locimetro consistiria em trés algarismos significativos: 48,5. De forma similar, o hodometro
forneceria uma leitura com sete algarismos significativos, ou seja, 87.324,45.

Embora usualmente seja um procedimento imediato avaliar os algarismos significa-
tivos de um nimero, alguns casos podem causar confusdo. Por exemplo, zeros ndo sao
sempre algarismos significativos porque eles podem ser necessdrios apenas para localizar
a virgula decimal. Os nimeros 0,00001845, 0,0001845 e 0,001845 t&ém quatro algarismos
significativos. Analogamente, quando zeros a direita sdo usados em nimeros grandes, ndo
é claro quantos, ou se algum, destes zeros sdo significativos. Por exemplo, o valor nominal
do nimero 45.300 pode ter trés, quatro ou cinco algarismos significativos, dependendo de
os zeros serem conhecidos com confianga. Tais incertezas podem ser resolvidas usando-se
a notagio cientifica, onde 4,53 X 10* 4,530 X 10* 4,5300 X 10*designam que o niimero
€ conhecido com trés, quatro ou cinco algarismos significativos, respectivamente.

FIGURA 3.1

Um velocimetro e um hodémetro de automével ilustram o conceito de algarismos significativos.
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3.2

O conceito de algarismos significativos tem duas implica¢des importantes no estudo
de métodos numéricos:

1. Como introduzido no problema do pdra-quedista em queda livre, os métodos
numéricos fornecem resultados aproximados. E necessdrio, portanto, desenvolver
critérios para especificar quanta confianga se tem no resultado aproximado. Uma
forma de fazer isso é em termos de algarismos significativos. Por exemplo, pode-se
decidir que a aproximacdo ¢é aceitdvel se ela for correta até quatro algarismos
significativos.

2. Embora quantidades como 7, ¢ ou +/7 representem quantidades especificas, elas nio
podem ser expressas exatamente por um nimero limitado de algarismos. Por exemplo,

m = 3,141592653589793238462643 . ..

ad infinitum. Como os computadores mantém apenas um nimero finito de algarismos
significativos, tais nimeros jamais podem ser representados exatamente. A omissao
dos algarismos significativos remanescentes é chamada de erro de arredondamento.

Tanto o erro de arredondamento quanto o uso de algarismos significativos para ex-
pressar confianga em um resultado numérico serdo explorados em detalhes nas segdes
subseqiientes. Além disso, o conceito de algarismos significativos terd relevancia na
defini¢do de acuricia e precisio na préxima secao.

ACURACIA E PRECISAO

Os erros associados tanto aos calculos quanto as medidas podem ser caracterizados com
relac@o a sua acurdcia e precisdo. A acurdcia se refere a quao préximo o valor calculado
ou medido estd do valor verdadeiro. A precisdo se refere a quao préximos os valores in-
dividuais calculados ou medidos estdo uns dos outros.

Esses conceitos podem ser ilustrados graficamente usando-se uma analogia da
pratica de tiro ao alvo. Os buracos de bala em cada alvo na Figura 3.2 podem ser pensa-

FIGURA 3.2
Um exemplo do firo ao alvo ilusirando os conceitos de acurécia e preciséo. (a) Inacurado e
impreciso; (b acurados e impreciso; (c] inacurado e preciso; (d) acurado e preciso.

Aumento da acuracia

‘
(b)

Aumento da precisao
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dos como previsdes de uma técnica numérica, enquanto a mosca representa a verdade.
Inacurdcia (também chamada viés) € definida como um desvio sistematico da verdade.
Embora os tiros na Figura 3.2¢ estejam agrupados mais juntos do que aqueles na Figura 3.2a,
os dois casos sdo igualmente inacurados porque ambos estdo centrados no quadrante su-
perior esquerdo do alvo. As imprecisdes (também chamadas incertezas), por outro lado,
referem-se a intensidade do espalhamento. Portanto, embora as Figuras 3.2 e d sejam
igualmente exatas (isto é, centradas na mosca), a tltima € mais precisa porque os tiros
estdo agrupados mais juntos.

Os métodos numéricos deveriam ser suficientemente acurados ou sem viés para sat-
isfazer os requisitos de um problema de engenharia particular. Eles também deveriam ser
suficientemente precisos para permitirem projetos adequados de engenharia. Neste livro,
serd usado o termo coletivo erro para representar tanto a inacurdcia quanto a imprecisao
de predicdes. Com esses conceitos como base, podem-se discutir os fatores que con-
tribuem para o erro dos calculos numéricos.

DEFINICOES DE ERRO

EXEMPLO 3.1

Os erros numéricos sdo causados pelo uso de aproximacdes para representar operagoes e
quantidades matemadticas exatas. Eles incluem erros de truncamento, que resultam quando
sdo feitas aproximagoes para representar procedimentos matematicos exatos, e erros de
arredondamento, que aparecem quando niimeros com uma quantidade limitada de algorit-
mos significativos sdo usados para representar nimeros exatos. Para ambos os tipos, a re-
lacdo entre o resultado exato ou verdadeiro e a aproximacao pode ser formulada como

Valor verdadeiro = aproximagdo + erro 3.1

Rearranjando a Equagdo (3.1), encontra-se que o erro numérico € igual a discrepancia
entre o valor verdadeiro e a aproximacio, ou seja,

E, = valor verdadeiro — aproximacao 3.2)

onde E, é usado para designar o valor exato do erro. O subscrito 7 € incluido para designar
que esse € o erro “verdadeiro”(true, em inglés) em contraste com outros casos, como sera
descrito em breve, em que uma estimativa “aproximada” do erro deve ser empregada.

Um defeito dessa definicdo é que ela ndo leva em conta a ordem de grandeza do
valor que estd sendo examinado. Por exemplo, um erro de um centimetro ¢ muito mais
significativo quando se mede um rebite do que uma ponte. Uma forma de considerar o
valor das quantidades que estdo sendo calculadas € normalizar o erro com o valor ver-
dadeiro, como em

erro verdadeiro

Erro relativo fracionario verdadeiro = ————
valor verdadeiro

onde, como especificado pela Equacdo (3.2), erro = valor verdadeiro — aproximacio. O
erro relativo também pode ser multiplicado por 100% para expressa-lo como
erro verdadeiro

* = Valor verdadeiro 0% (33)

onde ¢, designa o erro relativo porcentual verdadeiro.

Célculo de Erros

Enunciado do Problema.  Suponha que vocé tenha a tarefa de medir os comprimentos
de uma ponte e de um rebite e que conseguiu 9.999 e 9 cm, respectivamente. Se os valores
verdadeiros forem 10.000 e 10 cm, respectivamente, calcule (a) o erro verdadeiro e (b) o
erro relativo porcentual verdadeiro para cada caso.
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Solucdo.

(a) O erro na medida da ponte é [Equacdo (3.2)]
E, =10.000—-9.999 =1 cm
e para o rebite é

E,=10—-9=1cm

(b) O erro relativo porcentual para a ponte é [Equacdo (3.3)]

1
& = ———100% = 0,01%
10.000

e para o rebite é

1
& = ElOO% = 10%

Portanto, embora ambas as medidas tenham um erro de 1 cm, o erro relativo para o

rebite € muito maior. A conclusdo seria que foi feito um trabalho adequado na
medi¢do da ponte, enquanto que a estimativa para o rebite deixa algo a desejar.

Observe que, para as Equacdes (3.2) e (3.3), E e & t&m o subscrito ¢ para indicar que
o erro estd normalizado com relag¢@o ao valor verdadeiro. No Exemplo 3.1, esse valor foi
fornecido. Entretanto, nas situacdes reais, tais informagdes raramente estdo disponiveis.
Para os métodos numéricos, o valor verdadeiro serd conhecido apenas ao se lidar com
fungdes que podem ser resolvidas analiticamente. Este serd o caso tipico quando se inves-
tigar o comportamento tedrico de uma técnica particular para sistemas simples. Entretanto,
nas aplicagdes do mundo real, obviamente ndo se conhecerd a priori a resposta verdadeira.
Para tais situagdes, uma alternativa é normalizar o erro usando a melhor estimativa
disponivel do valor verdadeiro, isto €, a aproximacao propriamente dita, como em

erro aproximado

&g = ———100% (34)
aproximagao

onde o subscrito a significa que o erro foi normalizado por um valor aproximado. Ob-
serve também que, para aplicagdes do mundo real, a Equacao (3.2) ndo pode ser usada
para calcular o termo do erro para a Equagao (3.4). Um dos desafios dos métodos numéri-
cos € determinar estimativas de erro na auséncia de conhecimento relativo ao valor ver-
dadeiro. Por exemplo, certos métodos numéricos usam uma abordagem iterativa para cal-
cular as respostas. Em tais abordagens, uma aproximagao atual ¢ feita com base em uma
aproximacdo prévia. Esse processo é realizado repetidamente, ou iterativamente, para se
calcular com sucesso (€ o que se espera) aproximagdes cada vez melhores. Para tais
casos, o erro € freqiientemente estimado como a diferenga entre as aproximacoes prévia e
corrente. Assim, o erro relativo porcentual é determinado de acordo com

aproximacdo atual — aproximacdo prévia
&4 = —— 100% (3.35)
aproximacao atual

Essa e outras abordagens para expressar erros serdo mais bem discutidas em capitulos
subseqiientes.

Os sinais nas Equagdes (3.2) até (3.5) podem ser tanto positivos quanto negativos.
Se a aproximacao for maior do que o valor verdadeiro (ou a aproximacao prévia for maior
do que a aproximacao atual), o erro é negativo; se a aproximagado for menor do que o valor
verdadeiro, o erro € positivo. Além disso, para as Equagdes (3.3) a (3.5), o denominador
pode ser menor do que zero, o que também pode levar a um erro negativo. Freqiiente-
mente, ao se realizar cdlculos, ndo ha preocupagdo com o sinal do erro, mas interesse em
saber se o valor absoluto porcentual ¢ menor que uma tolerancia porcentual pré-especifi-
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EXEMPLO 3.2

cada g;. Portanto, em geral, € util usar o valor absoluto das Equagdes (3.2) até (3.5). Para
tais casos, os cdlculos sdo repetidos até que

leq] < & (3.6)

Se essa relagdo for valida, supde-se que o resultado estd dentro do nivel aceitavel pré-es-
pecificado ;. Observe que, no resto deste texto, serdo utilizados quase que exclusiva-
mente valores absolutos quando forem usados erros relativos.

Também € conveniente relacionar esses erros ao nimero de algarismos significa-
tivos na aproximagdo. Pode ser mostrado (Scarborough, 1966) que, se o seguinte critério
for satisfeito, € possivel ter certeza de que o resultado € correto até pelo menos n algaris-
mos significativos.

& = (0,5 %X 10>™") % (3.7)

Estimativas de Erros para Métodos lterativos

Enunciado do Problema. Em matemadtica, as fun¢des, em geral, podem ser represen-
tadas por séries infinitas. Por exemplo, a fungdo exponencial pode ser calculada usando-se

2 3 X"

L BT A (E3.2.1)
2 3! n!
Portanto, conforme mais termos forem adicionados em seqii€ncia, a aproximacao se torna
uma estimativa cada vez melhor do valor verdadeiro de e¢*. A Equacdo (E3.2.1) é chamada
de expansdo em série de Maclaurin.

Comecando com a versdo mais simples, ¢* = 1, some um termo de cada vez para es-
timar ¢%>. Depois que cada termo for adicionado, calcule o erro verdadeiro e o erro rela-
tivo porcentual aproximado com as Equagdes (3.3) e (3.5), respectivamente. Observe que
o valor verdadeiro é €% = 1,648721 . ... Adicione termos até que o valor absoluto do
erro estimado aproximado &, esteja dentro do critério de erro pré-especificado & que
garanta trés algarismos significativos.

Solucdo. Inicialmente, a Equacgdo (3.7) pode ser usada para determinar o critério de
erro que garante o resultado correto até pelo menos trés algarismos significativos:

& = (0,5 x 10°)% = 0,05%

Portanto, serdo adicionados termos a série até que &, caia abaixo desse nivel.

A primeira estimativa é simplesmente igual a Equacdo (E3.2.1) com um tnico
termo. Portanto, a primeira estimativa é igual a 1. A segunda estimativa € entdo gerada so-
mando-se o segundo termo, como em

ef=1+x
ou, parax = 0,5,
P =1+05=15
Isso representa um erro relativo porcentual verdadeiro de [Equacdo (3.3)]

1,648721 — 1,5
G =——
! 1,648721

A Equacdo (3.5) pode ser usada para determinar uma estimativa aproximada do erro,
como em

100% = 9,02%

1,5—-1
&, = ——100% = 33,3%
1,5
Como &, ndo € menor do que o valor pedido de &, os cdlculos continuariam com a soma
de um outro termo, x> / 2!, e repetindo-se os célculos de erro. O processo deve ser con-
tinuado até que ¢, < &;. Todos os cdlculos podem ser resumidos em
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3.4

Termos Resultados &t (%) ca (%)
] 1 39,3
2 1,5 9,02 33,3
3 1,625 1,44 7,69
4 1,645833333 0,175 1,27
5 1,648437500 0,0172 0,158
6 1,64869/7917 0,00142 0,0158

Portanto, depois que seis termos forem incluidos, o erro aproximado cai abaixo de & =
0,05% e os célculos param. Entretanto, observe que, em vez de trés algarismos significa-
tivos, os resultados sdo exatos até cinco! Isso acontece porque, nesse caso, tanto a
Equacdo (3.5) quanto a (3.7) s@o conservadoras — ou seja, garantem que o resultado é
pelo menos tdo bom quanto elas especificaram. Embora, como discutido no Capitulo 6,
esse ndo seja sempre o caso para a Equacdo (3.5), serd verdade a maior parte das vezes.

Com as defini¢des precedentes como base, € possivel avangar para dois tipos de erros
ligados diretamente com os métodos numéricos: os erros de arredondamento e os erros de
truncamento.

ERROS DE ARREDONDAMENTO

Como mencionado anteriormente, os erros de arredondamento se originam do fato de
que o computador mantém apenas um nimero fixo de algarismos significativos durante
os cdlculos. Niimeros como 1, e ou +/7 ndo podem ser expressos por um niimero fixo de
algarismos significativos. Portanto, eles ndo podem ser representados exatamente por
um computador. Além disso, como os computadores usam uma representa¢do na base 2,
nao podem representar precisamente certos nimeros exatos na base 10. A discrepancia

introduzida por essa omissdo de algarismos significativos é chamada de erro de
arredondamento.

3.4.1 Representacao dos Numeros no Computador

Os erros numéricos de arredondamento estio diretamente relacionados a maneira como
os nimeros sdo armazenados no computador. A unidade fundamental na qual a infor-
magcdo € representada é chamada de palavra, entidade que consiste em uma seqiiéncia de
digitos bindrios (binary digits), ou bits. Os nimeros sao tipicamente armazenados em uma
ou mais palavras. Para entender como isso € feito, primeiro € necessdrio revisar algum
material relacionado aos sistemas numéricos.

Sistemas Numéricos. Um sistema numérico é meramente uma convengio para repre-
sentar quantidades. Como sao 10 dedos na mao e 10 dedos no pé, o sistema numérico com
o qual hd mais familiaridade € o sistema decimal ou o sistema numérico na base 10. A
base é o niimero usado como referéncia para construir o sistema. O sistema na base 10 usa
os 10 algarismos — 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 — para representar os nimeros. Por si s0,
esses algarismos sdo satisfatorios para contar de 0 a 9.

Para quantidades maiores, combinagdes desses algarismos bdsicos devem ser usa-
das, com a posi¢@o ou o valor do lugar especificando a ordem de grandeza. O algarismo
mais a direita em um nimero completo representa um niimero entre 0 e 9. O segundo al-
garismo a partir da direita representa um multiplo de 10. O terceiro algarismo a partir da
direita representa um multiplo de 100 e assim por diante. Por exemplo, no nimero 86.409
h4 oito grupos de 10.000, seis grupos de 1.000, quatro grupos de 100, zero grupos de 10
e nove unidades a mais, ou

(8 x 10%) + (6 x 10%) + (4 x 10%) + (0 x 10") + (9 x 10°) = 86.409

A Figura 3.3a fornece uma representagdo visual de como o nimero é formulado no
sistema na base 10. Esse tipo de representacdo é chamada notagdo posicional.
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1(|)4 1(|)3 1(|)2 1(|)1 1(|)°

8 6 4 0 9

N\ NS
0 X 10 = 0
4 X 100 = 400

(a) 6 x 1.000 = 6.000
8 % 10.000 = 80.000
86.409

27 26 25 24 23 2 21 20

1. 0 1 0 1 1 0 1

0x 2= 0

1TX 4= 4

11X 8= 8

0x 16= 0

1X 32= 32

(b) 0x 64= 0
1 X128 = 128

173

FIGURA 3.3
Como os sistemas (a) decimal (base 10) e (b bindrio (base 2) funcionam. Em (b), o nimero
binario 10101101 é equivalente ao nimero decimal 173.

Como o sistema decimal é tdo familiar, em geral nfo se percebe que existem alter-
nativas. Por exemplo, se os seres humanos tivessem oito dedos na mao e oito dedos no pé,
sem ddvida teriam desenvolvido um sistema octogonal ou uma representagdo na base 8.
Nesse mesmo sentido, o amigo computador ¢ como um animal de dois dedos que € limi-
tado a dois estados — ou 0 ou 1. Isso estd relacionado ao fato de que as unidades 16gicas
primdrias dos computadores digitais sdo componentes elétricas ligadas ou desligadas.
Portanto, os nimeros em um computador sdo representados com um sistema bindrio ou
na base 2. Da mesma forma como no sistema decimal, as quantidades podem ser repre-
sentadas usando-se a notacdo posicional. Por exemplo, o nimero bindrio 11 € equivalente
a(l X2')+ (1 X2 =2+ 1=3 no sistema decimal. A Figura 3.3b ilustra um
exemplo mais complicado.

Representacgdo Inteira.  Agora que foi revisado como o nimero na base 10 pode ser
representado na forma bindria, € simples conceber como os inteiros sao representados em
um computador. A abordagem mais direta, chamada de método dos valores com sinal, uti-
liza o primeiro bit de uma palavra para indicar o sinal, com um 0 para positivo e um 1 para
negativo. Os bits restantes sdo usados para armazenar o nimero. Por exemplo, o valor in-
teiro —173 seria armazenado em um computador de 16 bits, como na Figura 3.4.

FIGURA 3.4
A representagdo de um infeiro decimal =173 em um computador de 16 bits usando-se o
método do valor com sinal.

1T({0[(0|0O|jO|OfO[O|T|O|T|[O0O]|T|1T|O0]1

T Numero
Sinal
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EXEMPLO 3.3

Intervalo de Inteiros

Enunciado do Problema. Determine o intervalo dos inteiros na base 10 que pode ser
representado em um computador de 16 bits.

Solucéo. Dos 16 bits, o primeiro bit representa o sinal. Os restantes 15 bits podem con-
ter nimeros bindrios de O a 111111111111111. O limite superior pode ser convertido para
um inteiro decimal, como

Ax2M4+ax2®H+- +ax2hH+7ax2%

que € igual a 32.767 (observe que essa expressao pode ser calculada simplesmente como
215 — 1). Portanto, uma palavra no computador de 16 bits pode armazenar inteiros deci-
mais variando de —32.767 a 32.767. Além disso, como o zero ji foi definido como
0000000000000000, é redundante usar o nimero 1000000000000000 para definir um
“menos zero”. Portanto, ele ¢ normalmente usado para representar um nimero negativo
adicional: —32.768, e o intervalo é de —32.768 a 32.767.

Observe que esse método descrito do valor com sinal ndo é usado para represen-
tar inteiros nos computadores convencionais. Uma abordagem preferida, chamada de
técnica do complemento de 2, incorpora diretamente o sinal no valor absoluto do
nimero em vez de fornecer um bit separado para representar mais ou menos (ver
Chapra e Canale, 1994). Entretanto, o Exemplo 3.3 ainda serve para ilustrar como
todos os computadores digitais sdo limitados em sua capacidade de representar in-
teiros. Isto €, os nimeros acima ou abaixo de um intervalo ndo podem ser representa-
dos. Uma limitagdo mais séria é encontrada no armazenamento e na manipulacdo de
quantidades fraciondrias como descrito a seguir.

Representacdo em Ponto Flutuante.  As quantidades fraciondrias sdo representadas
tipicamente em computadores usando-se a forma de ponto flutuante. Nessa abordagem, o
nimero é expresso como uma parte fraciondria, chamada mantissa ou significando, e uma
parte inteira, chamada de expoente ou caracteristica, como em

m - b°

onde m € a mantissa, b € a base do sistema numérico que estd sendo usado, e e¢ é o ex-
poente. Por exemplo, o niimero 156,78 poderia ser representado como 0,15678 X 103 em
um sistema de ponto flutuante na base 10.

A Figura 3.5 mostra uma forma na qual um ndmero em ponto flutuante poderia ser
armazenado em uma palavra. O primeiro bit fica reservado para o sinal; a préxima série
de bits, para o expoente com sinal; e os dltimos bits, para a mantissa.

Observe que a mantissa estd usualmente normalizada se ela tiver o algarismo domi-
nante nulo. Por exemplo, suponha que a quantidade 1/34 = 0,029411765... seja ar-
mazenada em um sistema na base 10 em ponto flutuante que permita que apenas quatro
casas decimais sejam armazenadas. Entdo, a quantidade 1/34 seria armazenada como

0,0294 X 109

FIGURA 3.5

A maneira como um nimero em ponio flutuante é armazenado em uma palavra.

Expoente
com sinal

|

Mantissa

Sinal
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EXEMPLO 3.4

Entretanto, nesse processo, a inclusio do zero inttil a direita da virgula nas for¢a a aban-
donar o algarismo 1 na quinta casa decimal. O nimero pode ser normalizado para se
remover o zero dominante pela multiplicacdo da mantissa por 10 e pela diminui¢do do ex-
poente por 1 para fornecer

0,2941 X 10!

Assim, manteve-se um algarismo significativo adicional quando o nimero foi armazenado.
A conseqiiéncia da normalizacdo € que o valor absoluto de m € limitado. Isto é,

1
E§m<1 (3.8)

onde b € a base. Por exemplo, para um sistema na base 10, m iria variar entre 0,1 e 1, e
para um sistema na base 2, entre 0,5 e 1.

A representagdo em ponto flutuante permite que tanto fragdes quanto nimeros muito
grandes sejam expressos em um computador. Contudo, ela tem algumas desvantagens.
Por exemplo, os nimeros em ponto flutuante ocupam mais espago e levam mais tempo
para processar do que os nimeros inteiros. Mais significativo, porém, é que seu uso in-
troduz uma fonte de erros, ja que a mantissa mantém apenas um ntimero finito de algaris-
mos significativos. Portanto, foi introduzido um erro de arredondamento.

Conjunto Hipotético de Nomeros em Ponto Flutuante

Enunciado do Problema.  Crie um conjunto de niimeros hipotéticos em ponto flutuante
para uma maquina que armazena informacao usando palavras de 7 bits. Use o primeiro bit
para o sinal do nimero, os proximos trés para o sinal e o médulo do expoente, e os trés ul-
timos para o médulo da mantissa (Figura 3.6).

Solugdo. O menor ndmero positivo possivel é mostrado na Figura 3.6. O 0 inicial
indica que a quantidade € positiva. O 1 na segunda posi¢cdo mostra que o expoente tem
um sinal negativo. Os 1 na terceira e na quarta posi¢do ddo o valor maximo do ex-
poente como sendo

Ix2'+1x2°=3

Portanto, o expoente serd —3. Finalmente, a mantissa € especificada pelo 100 nas dltimas
trés posicdes, o que coincide com

Ix27'4+0x22+0x23=0,5

Embora uma mantissa menor seja possivel (isto é, 000, 001, 010, 011), o valor 100 é
usado por causa do limite imposto pela normalizacdo [Equacdo (3.8)]. Desse modo, o
menor niimero positivo possivel para esse sistema é +0,5 X 273, que é igual a 0,0625 no
sistema na base 10. Os préximos nimeros mais altos sdo obtidos aumentando-se a man-
tissa, como em

FIGURA 3.6

O menor nimero positivo em ponto flutuante possivel para o Exemplo 3.4.

21 20 271 272 23

ol111]1]0]o0
T —
Médul
Sinal do Sinal do g édulo
, a mantissa
numero eXpoente

Modulo
do expoente
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0111101 = (1 x 27" +0x2724+1x273) x 273 = (0,078125)9
0111110 = (1 x 27"+ 1 x 27240 x 273) x 272 = (0,093750)
0111111 = (A x 27"+ 1 x 27241 x273) x 273 =(0,109375)19

Observe que os equivalentes na base 10 sdo igualmente espacados, com um intervalo de
0,015625.

Nesse ponto, para continuar a aumentar, € preciso diminuir o expoente para 10, o que
dd um valor de

Ix2'+0x2°=2
A mantissa € diminuida para o seu menor valor, 100. Portanto, o préximo nimero é
0110100 = (1 x 27" +0x 27240 x 273) x 272 = (0,125000)

Isso ainda representa um salto de 0,125000 — 0,109375 = 0,015625. No entanto, agora
quando os nimeros mais altos forem gerados aumentando-se a mantissa, o espacamento
terd um comprimento de 0,03125,

0110101 = (1 x 27" 4+0x 27241 x273) x 272 = (0,156250)0
0110110 = (1 x 27"+ 1 x 27240 x 273) x 272 = (0,187500)
0110111 = (1 x 27"+ 1x 27241 x273) x 272 = (0,218750)

Esse padrdo ¢é repetido conforme quantidades maiores forem representadas até que o
nimero maximo seja atingido,

0011111 = (1 x 27"+ 1 x2241x27)x2> = Do

O conjunto numérico final ¢ mostrado graficamente na Figura 3.7.

FIGURA 3.7

O sistema numérico hipotético desenvolvido no Exemplo 3.4. Cada valor € indicado por um
trago. Apenas os nimeros positivos sdo mostrados. Um conjunto idénfico também se estenderia
na direcdo negativa.

Truncamento Arredondamento
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A Figura 3.7 mostra diversos aspectos da representagdo em ponto flutuante que sdo

significativos com relacdo aos erros de arredondamento do computador:

1.

Existe um intervalo limitado de quantidades que podem ser representadas.
Exatamente como no caso dos inteiros, hd nimeros positivos e negativos grandes
que ndo podem ser representados. Tentativas de usar nimeros fora do intervalo
aceitdvel vao resultar no que é chamado de um erro de overflow. Entretanto, além
das quantidades grandes, a representacdo em ponto flutuante tem a limitacdo
adicional de que nimeros muito pequenos também nido podem ser representados.
Isso € ilustrado pelo “buraco” causado pelo underflow entre zero e o primeiro
ndmero positivo na Figura 3.7. Deve ser observado que esse buraco se torna maior
por causa da restri¢do de normaliza¢do da Equacéo (3.8).

Existe apenas um niimero finito de quantidades que podem ser representadas dentro
do intervalo. Portanto, o grau de precisdo é limitado. Obviamente, os nimeros irra-
cionais ndo podem ser representados exatamente. Além disso, os nimeros racionais
que ndo coincidem exatamente com muitos valores no conjunto também nao podem
ser representados precisamente. Os erros introduzidos pela aproximagdo em ambos o0s
casos sdo chamados de erros de quantizacdo. A aproximagao propriamente dita € feita
de uma das duas maneiras: truncando ou arredondando. Por exemplo, suponha que o
valor de 7 = 3,14159265358... deva ser armazenado em um sistema numérico na
base 10 com sete algarismos significativos. Um método de aproximagdo seria sim-
plesmente omitir ou truncar o oitavo termo e os termos mais altos, como em 7 =
3,141592, com a introdugdo de um erro associado de [Equacido (3.2)].

E; = 0,00000065...

Essa técnica de manter apenas os termos significativos € chamada de “truncamento”
no jargdo da computacdo. Preste atenc¢@o para ndo confundir esse termo com 0s erros
de truncamento discutidos no Capitulo 4. Observe que, para o sistema numérico na
base 2 na Figura 3.7, truncar significa que qualquer quantidade que caia dentro de um
intervalo de comprimento Ax serd armazenada como a quantidade na extremidade
inicial do intervalo. Assim, o limitante superior do erro para o truncamento é Ax. Adi-
cionalmente, um viés € introduzido porque todos os erros sao positivos. A deficiéncia
do truncamento decorre de que termos mais altos na representagdo decimal completa
ndo t€m impacto na versdo aproximada. Por exemplo, no exemplo de 7, o primeiro
algarismo descartado € 6. Portanto, o dltimo digito mantido deveria ser arredondado
para cima para fornecer 3,141593. Tal arredondamento reduz o erro para

E, = 0,00000035...

Conseqiientemente, o arredondamento fornece um erro absoluto menor do que o
truncamento. Observe que, para o sistema numérico na base 2 na Figura 3.7,
arredondar significa que qualquer quantidade caindo dentro de um intervalo de
comprimento Ax serd representada pelo nimero permitido mais préximo. Entdo, o
limitante superior do erro para o arredondamento é Ax/2. Adicionalmente, nenhum
viés € introduzido porque alguns erros sao positivos e alguns sao negativos. Alguns
computadores usam arredondamento. Entretanto, isso sobrecarrega a carga com-
putacional e, conseqilientemente, muitas maquinas usam simplesmente o trunca-
mento. Essa abordagem ¢é justificada pela hipdtese de que o nimero de algarismos
significativos € suficientemente grande para que o erro de arredondamento resul-
tante seja usualmente desprezivel.

O intervalo entre os niimeros, Ax, aumenta quando o modulo dos niimeros cresce. E
essa caracteristica, claro, que permite que a representacdo em ponto flutuante pre-
serve os algarismos significativos. Mas ela também significa que o erro de quantiza-
¢do serda proporcional ao médulo do nimero que estd sendo representado. Para
nimeros em ponto flutuante normalizados, essa proporcionalidade pode ser ex-
pressa, para os casos em que é empregado o truncamento, como

A5l _

3.9)
x|
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EXEMPLO 3.5

epsilon = 1
D0
IF (epsilon+1=1)EXIT
epsilon = epsilon/2
END DO
epsilon = 2 X epsilon

FIGURA 3.9

Um pseudocédigo para
deferminar o épsilon da
méquina para um computador
bindrio.

e, para os casos nos quais o arredondamento € usado, como

|Ax]| - <€ 3.10)
x| — 2 '
onde € é chamado de épsilon da mdquina, que pode ser calculado como
¢ =p" (3.11)

onde b € a base numérica e ¢ é o niimero de algarismos significativos na mantissa.
Observe que as desigualdades nas Equagdes (3.9) e (3.10) significam que esses sdo
limitantes para os erros. Isto é, eles especificam os piores casos.

Epsilon da Maquina

Enunciado do Problema. Determine o épsilon da maquina e verifique sua efetividade
na caracterizacgdo dos erros do sistema numérico do Exemplo 3.4. Suponha que seja usado
truncamento.

Solugéo. O sistema em ponto flutuante hipotético do Exemplo 3.4 usa valores de base
b = 2 e o niimero de bits da mantissa r = 3. Logo, o épsilon da mdquina seria, [Equagdo
(3.11)]

€=2'"3=0,25

Conseqiientemente, o erro de quantizagdo relativo deveria ser limitado por 0,25 para
o truncamento. Os maiores erros relativos deveriam ocorrer para aquelas quantidades que
caem imediatamente abaixo do limitante superior do primeiro intervalo entre os nimeros
igualmente espacados sucessivos (Figura 3.8). Aqueles niimeros caindo nos maiores in-
tervalos a seguir teriam o mesmo valor de Ax mas um valor de x maior, portanto, teriam
um erro relativo menor. Um exemplo de um erro maximo seria um valor caindo imedia-
tamente abaixo do limitante superior do intervalo entre (0,125000);¢ e (0,156250),. Para
este caso, 0 erro seria menor que

0,03125

— =10,25
0,125000

Portanto, o erro é o previsto pela Equacdo (3.9).

FIGURA 3.8
O maior erro de quantizagdo ocorrerd para aqueles valores caindo imediatamente abaixo do
limitante superior do primeiro de uma série de intervalos igualmente espacados.

| | | | d | |

Maior erro
relativo

A dependéncia do médulo dos erros de quantizacdo tem algumas aplicacdes praticas
nos métodos numéricos. A maioria delas diz respeito a operacdo comumente usada de tes-
tar se dois nimeros sdo iguais. Isso ocorre tanto quando se testa a convergéncia de quan-
tidades como também nos mecanismos de parada dos processos iterativos (lembre-se do
Exemplo 3.2). Para esses casos, deveria ficar claro que, em vez de testar se duas quanti-
dades sdo iguais, seria aconselhdvel testar se a diferenca delas é menor do que uma pe-
quena tolerancia aceitdvel. Além disso, também deveria ficar evidente que deveriam ser
comparadas diferencas normalizadas em vez de absolutas, particularmente ao se lidar
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com nimeros de médulo grande. Além disso, o épsilon da maquina pode ser usado na for-
mulacdo de critérios de parada ou de convergéncia. Isso garante que os programas sao ro-
bustos — ou seja, eles ndo dependem do computador no qual estdo sendo implementados.
A Figura 3.9 lista um pseudocddigo para determinar automaticamente o épsilon da
mdquina de um computador bindrio.

Precisdo Estendida. Deve-se notar neste ponto que, embora os erros de arredonda-
mento possam ser importantes em contextos tais como testes de convergéncia, o nimero
de algarismos significativos implementados na maioria dos computadores permite que a
maior parte dos cdlculos em engenharia seja feita com precisdo mais do que aceitavel. Por
exemplo, o sistema numérico hipotético na Figura 3.7 é um exagero grosseiro que foi
usado para propdsitos ilustrativos. Os computadores comerciais usam palavras muito
maiores e, conseqiientemente, permitem que os nimeros sejam expressos com precisao
mais do que adequada: computadores que utilizam o formato IEEE permitem que sejam
usados 24 bits para a mantissa, o que se traduz em cerca de sete algarismos significativos'
na base 10 com um intervalo de cerca de 10738 a 10%.

Reconhecido isso, existem ainda casos nos quais os erros de arredondamento se tor-
nam criticos. Por essa razdo, a maior parte dos computadores permite que seja especificada
a precisdo estendida. A mais comum delas é a dupla precisdo, na qual o nimero de palavras
usadas para armazenar um nimero em ponto flutuante € dobrado, o que fornece cerca de 15
a 16 algarismos decimais de precisdo com um intervalo de aproximadamente 1073% a 1038,

Em muitos casos, o uso de quantidades em dupla precisdo diminui enormemente o
efeito dos erros de arredondamento. Entretanto, essas solugdes t€ém um custo, pois elas
também exigem muito mais memoria e tempo de execucdo. A diferenga no tempo de
execucdo para pequenos cédlculos pode parecer insignificante. Porém, conforme os pro-
gramas se tornam maiores e mais complicados, o tempo adicional de execugdo pode
tornar-se considerdvel e ter um impacto negativo na eficiéncia da ferramenta para re-
solver o problema. Portanto, a precisdo estendida ndo deveria ser usada frivolamente. Em
vez disso, deveria ser utilizada seletivamente onde fornecera um beneficio maximo a um
custo minimo em termos de tempo e execugdo. Nas proximas sec¢des, serd abordado com
mais detalhes como os erros de arredondamento afetam os célculos, o que proporcionara
uma base de entendimento para guid-lo no uso do recurso de dupla precisdo.

Antes de prosseguir, € preciso observar que alguns pacotes de software comumente
usados (por exemplo, Excel, Mathcad) usualmente utilizam dupla precisdo para represen-
tar quantidades numéricas. Portanto, as pessoas que desenvolveram esses pacotes decidi-
ram que minimizar os erros de arredondamento tinha precedéncia sobre qualquer perda
de velocidade causada pelo uso da precisdo estendida. Outros, como o MATLAB, per-
mitem que o usudrio utilize precisdo estendida, se quiser.

3.4.2 Manipulacoes Aritméticas de NUmeros no Computador

Paralelamente as limitacdes de um sistema numérico no computador, as manipulagdes
aritméticas reais envolvendo esses numeros também podem resultar em erros de
arredondamento. Na se¢@o seguinte, inicialmente serd ilustrado como as operagdes arit-
méticas comuns afetam os erros de arredondamento. A seguir, serdo investigadas algumas
manipulacdes particulares especialmente suscetiveis a erros de arredondamento.

Operagdes Aritméticas Comuns. Por causa de sua familiaridade, serd usado um sis-
tema numérico na base 10 normalizado para ilustrar os efeitos dos erros de arredonda-
mento em adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisao simples. Outras bases numéricas se
comportariam de uma forma andloga. Para simplificar a discussdo, um computador de-
cimal hipotético com uma mantissa de 4 algarismos e um expoente de 1 algarismo serd
empregado, e, além disso serd usado o truncamento. O arredondamento levaria a erros sim-
ilares, embora menos dramaticos.

! Observe que apenas 23 bits sdo realmente usados para armazenar a mantissa. Entretanto, por causa da nor-
malizag@o, o primeiro bit da mantissa é sempre 1 e, portanto, ndo € armazenado. Logo, o primeiro bit junto com
os 23 bits armazenados dd um total de 24 bits de precisdo para a mantissa.
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Quando dois nimeros em ponto flutuante sdo somados, a mantissa com o nimero de
menor expoente € modificada de forma que os expoentes sejam 0s mesmos, o que tem o
efeito de alinhar os pontos decimais. Por exemplo, suponha que vocé queira somar
0,1557 - 10" + 0,4381 + 1071 A virgula da mantissa do segundo nimero € deslocada
para a esquerda um nimero de posicdes igual a diferenca dos expoentes [ — (—1) = 2],
como em

0,4381-107! — 0,004381 - 10

Agora, os niimeros podem ser somados,

0,1557 - 10!
0,004381 - 10!
0,160081 - 10!

e o resultado, truncado para 0,1600 - 10'. Observe como os dois tltimos algarismos do se-
gundo nimero que foram transladados para a direita foram essencialmente perdidos nos
calculos.

A subtragdo é feita de forma idéntica a soma, exceto pelo fato de que o sinal do sub-
traendo € trocado. Por exemplo, suponha que estejamos subtraindo 26,86 de 36,41. Isto é,

0,3641 - 107
—0,2686 - 10?

0,0955 - 107

Para esse caso, o resultado ndo esta normalizado e é necessario transladar a virgula
uma posigio para a direita para fornecer 0,9550 - 10! = 9,550. Observe que o zero adi-
cionado no final da mantissa ndo € significativo, mas € simplesmente um apéndice para
preencher um espago vazio criado pela translagdo. Resultados ainda mais dramaticos se-
riam obtidos quando os nimeros fossem muito préximos, como

0,7642 - 10°
—0,7641 - 10°
0,0001 - 103

que deveria ser convertido para 0,1000 - 10° = 0,1000. Logo, nesse caso, trés zeros nao-
significativos sdo adicionados. Isso introduz um erro computacional substancial porque
as manipulagdes subseqiientes se comportariam como se esses zeros fossem significa-
tivos. Como se verd em uma se¢do posterior, a perda de significado durante a subtracdo
de nimeros quase iguais estd entre as maiores fontes de erros de arredondamento nos
métodos numéricos.

A multiplicacdo e a divisdo sd3o um pouco mais simples que a adicdo e a subtracdo.
Os expoentes sdo somados e as mantissas, multiplicadas. Como a multiplicagdo de duas
mantissas de n algarismos fornecerd o resultado com 2 n algarismos, a maior parte dos
computadores tem resultados intermedidrios em um registro de comprimento duplo. Por
exemplo,

0,1363 - 10° x 0,6423 - 10~" = 0,08754549 - 10°
Se, como nesse caso, um zero dominante for introduzido, o resultado é normalizado,
0,08754549 - 10> — 0,8754549 - 10"
e truncado para fornecer
0,8754 - 10"
A divisao ¢é feita de uma forma parecida, mas as mantissas sio divididas e os ex-
poentes sdo subtraidos. A seguir os resultados sdo normalizados e truncados.

Célculos Grandes.  Alguns métodos necessitam de um nimero extremamente grande
de manipula¢des aritméticas para chegarem ao seu resultado final. Além disso, esses cal-
culos sdo freqlientemente interdependentes. Isto €, os Ultimos cdlculos dependem dos
resultados dos primeiros. Conseqiientemente, mesmo que os erros de arredondamento in-
dividuais sejam pequenos, o efeito cumulativo sobre um grande niimero de calculos pode
ser significativo.
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EXEMPLO 3.6

FIGURA 3.10

Um programa em Fortran QO
para somar um nimero 10°
vezes. O caso da soma do
nimero 1 em precisdo simples

e do nimero 107> em
precisdo simples e em
precisdo dupla.

Nimero Grande de Cdlculos Interdependentes

Enunciado do Problema. Investigue o efeito do erro de arredondamento em um nd-
mero grande de cdlculos interdependentes. Desenvolva um programa para somar um
nimero 100.000 vezes. Some o nimero 1 em precisdo simples, e 0,00001 em precisdo
simples e dupla.

Solug@o. A Figura 3.10 mostra um programa em Fortran 90 que faz essa soma. En-
quanto a soma em precisdo simples de 1 fornece o resultado esperado, a soma de 0,00001
em precisao simples d4 uma discrepancia grande. Esse erro é reduzido significativamente
quando 0,00001 é somado em dupla precisao.

Os erros de quantizacdo sdo a fonte dessas discrepancias. Como o inteiro 1 pode
ser representado exatamente no computador, ele pode ser somado exatamente. Em
contraste, 0,00001 ndo pode ser representado exatamente e é quantizado por um valor
ligeiramente diferente de seu valor verdadeiro. Embora essa discrepincia muito pe-
quena fosse desprezivel para um cdlculo pequeno, ela se acumula depois de somas
repetidas. O problema ainda ocorre em dupla precisdo, mas ¢ atenuado porque o erro
de quantizac¢do € muito menor.

PROGRAM fig0310

IMPLICIT none

INTEGER: : 1

REAL::suml, sum2, x1, x2

DOUBLE PRECISION: :sum3, x3

suml=0.

sum2=0.

sum3=0.

x1=1.

x2=1.e=5

x3=1.d-5

DO 1=1,100000
suml=suml+x1
sum2=sum?2+x2
sum3=sum3+x3

END DO

PRINT *, suml

PRINT *, sum2

PRINT *, sum3

END

output:

100000.000000

1.000990

9.999999999980838E-001

Observe que o tipo de erro ilustrado no exemplo anterior €, de uma certa forma,
atipico, no sentido de que todos os erros nas operagdes repetidas tém o mesmo sinal. Na
maioria dos casos, os erros em cdlculos longos alternam os sinais de uma forma aleatdria
e, portanto, em geral se cancelam. Entretanto, também hd exemplos em que tais erros ndo
se cancelam, mas, na realidade, levam a um resultado final espurio. As secdes seguintes
sdo destinadas a fornecer uma percepcao das formas pelas quais isso pode acontecer.

Adicionando um Nimero Grande e um Numero Pequeno. Suponha que seja so-
mado um nimero pequeno, 0,0010, a um nimero grande, 4.000, usando-se um computa-
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EXEMPLO 3.7

dor hipotético com 4 algarismos na mantissa e 1 algarismo no expoente. O nimero pe-
queno é modificado de forma que o seu expoente coincida com o grande,

0,4000 - 10*
0,0000001 - 10*

0,4000001 - 10*

que é truncado para 0,4000 - 10*. Portanto, a soma poderia muito bem no ter sido feita!

Esse tipo de erro pode ocorrer em calculos de uma série infinita. Os termos iniciais
de tais séries sdo em geral relativamente grandes em comparagdo com os termos poste-
riores. Portanto, depois que uns poucos termos foram somados, a situacdo é a de somar
quantidades muito pequenas a uma quantidade grande.

Uma forma de atenuar esse tipo de erro é somar as séries na ordem inversa — isto é,
em uma ordem crescente em vez de decrescente. Dessa forma, cada novo termo serd de
valor absoluto comparédvel a soma acumulada (ver Problema 3.4).

Cancelamento na Subtracdo. Esse termo se refere ao erro de arredondamento in-
duzido quando se subtraem dois niimeros em ponto flutuante quase iguais.

Um exemplo comum em que isso pode ocorrer envolve encontrar as raizes de uma
equacdo quadratica ou uma pardbola usando a férmula quadritica,

x1  —b* Vb? —4ac

3.12
X2 2a (.12

Para os casos nos quais b’ > 4ac, a diferenca no numerador vai ser muito pequena, e a
dupla precisio pode aliviar o problema. Além disso, uma formulagdo alternativa pode ser
usada para minimizar o cancelamento na subtracao,

X1 —2c

X2 b+ /b —dac

Uma ilustracio do problema e o uso dessa férmula alternativa sdo fornecidos no préximo
exemplo.

(3.13)

Cancelamento na Subtracdo

Enunciado do Problema. Calcule os valores das raizes de uma equacio quadritica
coma = 1, b = 3000.001 e ¢ = 3. Compare os valores calculados com as raizes ver-
dadeiras x; = —0,001 e x, = —3000.

Solu¢éo. A Figura 3.11 mostra um programa em Fortran 90 que calcula as raizes x; €
X, com base na férmula quadratica [Equacgdo (3.12)]. Observe que sdo dadas tanto a ver-
sdo com precisdo simples quanto a com dupla precisdo. Enquanto os resultados para x,
sdo adequados, os erros percentuais relativos para X; sdo ruins na versao com precisao
simples, & = 2,4%. Esse nivel poderia ser inadequado para muitas aplicagdes em proble-
mas de engenharia. Tal resultado ¢ particularmente surpreendente, porque se utiliza uma
férmula analitica para obter a solucdo!

A perda de significado ocorre na linha de ambos os programas na qual dois nimeros
relativamente grandes sdo subtraidos. Problemas similares ndo ocorrem quando os mes-
mos nimeros sdo somados.

Com base nessa discussdo, € possivel chegar a conclusdo geral de que a férmula
quadritica serd suscetivel a cancelamento na subtracdo sempre que b*> > 4ac. Uma forma
de contornar esse problema é usar dupla precisdo. Uma outra é reescrever a férmula
quadratica no formato da Equagdo (3.13). Como na saida do programa, ambas as opc¢des
dao um erro muito menor porque o cancelamento na subtracdo € minimizado ou evitado.

Observe que, como no exemplo anterior, muitas vezes o cancelamento na subtra¢do
pode ser contornado usando uma transformacao. Entretanto, o tinico remédio geral é usar
precisdo estendida.
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PROGRAM fig0311

PRINT *, 'Resultado em dupla precisdo:'

IMPLICIT none PRINT ' (1x,al0,£f20.14)', 'x1 = ', x11
REAL::a,b,c,d,x1l,x2,xlr PRINT ' (1x,al0,£f10.4)', 'x2 = ', x22
DOUBLE PRECISION: :aa,bb,cc,dd,x1l,x22 PRINT *

a = 1. PRINT *, 'Fdérmula modificada para a

b = 3000.001 primeira raiz:'

c = 3. xlr = =2. * ¢ / (b + 4d)

d = SQRT(b * b — 4. * a * ¢) PRINT ' (1x,al0,f20.14)', 'x1 = ', xlr
x1l = (b + d) / (2. * a) END

X2 = (b —d) / (2. * a)

PRINT *, 'Resultado em precisdo simples' OUTPUT :

PRINT ' (1x,al10,f20.14)', 'x1 = ', x1 Resultado em precisdo simples:

PRINT ' (1x,al0,f10.4)', 'x2 = ', x2 x1 = —.00097656250000

PRINT * x2 = —3000.0000

aa = 1. Resultado em dupla precisédo:

bb = 3000.001 x1 = —.00100000000771

cc = 3. x2 = —3000.0000

dd = SQRT (bb * bb — 4. * aa * cc) Férmula modificada para a primeira raiz:
x11 = (=bb + dd) / (2. * aa) x1 = —.00100000000000

x22 = (=bb — dd) / (2. * aa)

FIGURA 3.11

Um programa em Fortran QO para determinar as rafzes de uma equacdo quadrdtica.

EXEMPLO 3.8

Borrdo. O borrdo ocorre sempre que termos individuais em uma soma sdo maiores do
que a soma propriamente dita. Como no préximo exemplo, um caso no qual isso acontece
€ em uma série com sinais mistos.

Célculo de e usando Série Infinita

Enunciado do Problema. A funcdo exponencial y = ¢* é dada pela série infinita
2 3

I+x+ a + : +

f x —_— —_— ...

Y 2 T3

Calcule esta fun¢@o para x = 10 e x = —10 e preste aten¢do aos problemas dos erros de

arredondamento.

Solug@o. A Figura 3.12a fornece um programa em Fortran 90 que usa a série infinita
para calcular e*. A varidvel i € o nimero de termos na série, termo € o valor do termo atual
somado a série, e soma é o valor acumulado da série. A variavel reste é o valor acumulado
da série antes de adicionar termo. A soma da série € interrompida quando o computador
ndo puder detectar a diferenga entre teste e soma.

A Figura 3.12b mostra o resultado de rodar o programa para x = 10. Observe que
esse caso é completamente satisfatdrio. O resultado final € atingido com 31 termos com o
valor da série idéntico ao valor da funcdo de biblioteca até 7 algarismos significativos.

A Figura 3.12¢ mostra resultados similares para x = —10. Entretanto, para esse
caso, os resultados calculados pela série ndo tém nem o mesmo sinal que o resultado
verdadeiro. Na realidade, o resultado negativo estd abrindo uma questdo séria, porque
e* nunca pode ser menor do que zero. O problema aqui é causado pelos erros de
arredondamento. Observe que vdrios dos termos que compdem a soma sdo muito
maiores do que o resultado final da soma. Além disso, ao contrdrio do caso anterior, 0s
termos individuais variam de sinal. Portanto, na realidade estdo sendo somados e sub-
traidos nimeros grandes (cada um com algum pequeno erro) e um grande significado é
posto nas diferencas — isto €, no cancelamento na subtragdo. Logo, pode-se ver que o
culpado nesse exemplo do borrdo é, na verdade, o cancelamento na subtracio. Para tais
casos, ¢ apropriado procurar alguma outra estratégia computacional — por exemplo,
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tentar calcular y = ¢~ '% como y = (¢ ")!°. Além de tal reformulacio, o tinico recurso

geral € a precisdo estendida.

Produtos Internos. Deve ficar claro da tltima se¢io que algumas séries infinitas sio
particularmente suscetiveis a erros de arredondamento. Felizmente, o cdlculo de séries
ndo é uma das operagdes mais comuns nos métodos numéricos. Uma manipulagdo muito
mais comum € o célculo do produto escalar, como em

n
Z Xiyi = X1y1 +X2y2 + 0+ XY

i=1

FIGURA 3.12

[a) Um programa em Fortran 90 para caleular e usando uma série infinita. (b) Célculo de €. (c] Célculo de e™.

X

(a) Programa
PROGRAM fig0312
IMPLICIT none
REAL: :termo, teste, soma, X
INTEGER: : 1
i=0
termo = 1.
soma = 1.
teste = 0.
PRINT *, 'x = '
READ *, x
PRINT *, 'i', 'termo',6 'soma'
DO
IF (soma.EQ.teste) EXIT
PRINT *, i, termo, soma
i=1i+1
termo = termo*x/i
teste = soma
soma = soma+termo
END DO
PRINT *, 'valor exato =',6 exp(x)
END
(b) Célculo de e'© (c) Célculo de e71©
X= %=
1o ~10
- termo soma i termo soma
0 1,000000 1,000000 0 1,000000 1,000000
1 10,000000 11,000000 1 ~10, 000000 ~9,000000
2 50,000000 61,000000 2 50,000000 41,000000
3 166,666700 227,666700 3 —166,666700 —125,666700
4 416,666700 644,333400 ! !
5 833,333400 1477,667000 4 416,666700 291,000000
5 —833,333400 —542,333400
27 9,183693E-02 22026,420000 41 —2,989312E-09 8,137590E-05
28 3,279890E-02 22026,450000 42 7,117410E-10 8,137661E-05
29 1,130997E-02 22026,460000 43 —1,655212E-10 8,137644E-05
30 3,769989E-03 22026,470000 44 3,761845E-11 8,137648E-05
31 1,216126E-03 22026,470000 45 —8,359655E-12 8 137647E-05
valor exato = 22026,460000 valor exato = 4,539993E-05
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Essa operag@o é muito comum, particularmente na solu¢do de equagdes algébricas linea-
res simultaneas. Tais somas sdo suscetiveis a erro de arredondamento. Conseqiiente-
mente, em geral é desejdvel calculd-las com precisio estendida.

Embora as secdes anteriores devessem fornecer regras empiricas para atenuar o erro
de arredondamento, elas ndo disponibilizam uma forma direta além da tentativa e erro pa-
ra realmente determinar o efeito de tais erros em um cdlculo. No préximo capitulo, serd
introduzida a série de Taylor, que vai fornecer uma abordagem matemadtica para estimar

tais efeitos.

PROBLEMAS

3.1 Converta os seguintes nimeros na base 2 para a base 10:
(a)101101, (b) 101,101 e (c) 0,01101.

3.2 Faca seu proprio programa baseado na Figura 3.9 e use-o para
determinar o épsilon da maquina do seu computador.

3.3 De forma parecida aquela na Figura 3.9, escreva um programa
curto para determinar 0 menor nimero, Xp;,, usado no computador
que vocé vai utilizar junto com este livro. Observe que o seu com-
putador serd incapaz de distinguir de forma confidvel entre zero e
uma quantidade que seja menor que esse nimero.

3.4 A série infinita

f=Y %
i=1

converge para um valor f(n) = */90 quando n tende a infinito.
Escreva um programa em precisio simples para calcular f(n) para
n = 10.000, calculando a soma de i = 1 a 10.000. A seguir, repita
os calculos, mas na ordem inversa — isto €, de i = 10.000 até 1
usando incrementos de —1. Em cada caso, calcule o erro relativo
percentual verdadeiro. Explique os resultados.

3.5 Calcule e~ usando as duas abordagens

X2 x3
X _q1_ D4
¢ Ty ot
€
1 1
CEaT R
1 T4
tr+ ST+

e compare com o valor verdadeiro de 6,737947 X 1073, Use 20 ter-
mos para calcular cada série e calcule os erros relativos aproxima-
dos verdadeiros quando cada termo for adicionado.
3.6 Aderivadade f(x) = 1/(1 — 3x%)? é dada por
6x
(1 —3x2)2

Vocé espera ter dificuldades calculando essa funcdo em x = 0,577?
Tente isso usando aritmética com 3 e 4 algarismos significativos,
com truncamento.

3.7 (a) Calcule o polindmio

y=x3 —7x> +8x — 0,35

emx =1,37. Use aritmética com 3 algarismos significativos e trun-
camento. Calcule o erro relativo percentual.
(b) Repita (a), mas expresse y como

y=((x—Tx+8x—0,35

Calcule o erro e compare com a parte (a).

3.8 Calcule a memoria de acesso randdmica (RAM) em megabytes
necessdria para armazenar uma tabela multidimensional que tem
20 x 40 x 120. Essa tabela estd em dupla precisdo e cada valor
requer uma palavra de 64 bytes. Lembre que uma palavra de 64
bytes = 8 bytes e 1 kilobyte = 2'° bytes. Suponha que o indice
comeca em 1.

3.9 Determine o nimero de termos necessdrios para aproximar
cos x até 8 algarismos significativos usando a aproximagdo por
série de Maclaurin

Calcule a aproximacio usando um valor de x = 0,37. Escreva um
programa para determinar o seu resultado.
3.10 Use aritmética com 5 algarismos significativos com trunca-
mento para determinar as raizes da seguinte equacdo com as
Equacdes (3.12) e (3.13)

x? —5000.002x + 10
Calcule os erros relativos percentuais para o seu resultado.
3.11 Como pode o épsilon da maquina ser empregado para for-

mular um critério de parada & para os seus programas? D& um
exemplo.



4.1

Erros de Truncamento e
Séries de Taylor

Os erros de truncamento sao aqueles que resultam do uso de uma aproximagdo no lugar
de um procedimento matemadtico exato. Por exemplo, no Capitulo 1 aproximamos a de-
rivada da velocidade de um pdra-quedista em queda livre por uma equacdo de diferencas
divididas da forma [Equacao (1.11)]

dv _ Av  v(tiyr) — ()

~

dt — Attt —1 @D
Um erro de truncamento foi introduzido na solug@o numérica porque a equagdo de difer-
engas apenas aproxima o valor verdadeiro da derivada (lembre-se da Figura 1.4). Para
obter uma percepcao das propriedades de tais erros, serd abordada agora uma formulagado
matematica que ¢ amplamente usada nos métodos numéricos para expressar uma fungdo
de forma aproximada — a série de Taylor.!

A SERIE DE TAYLOR

O teorema de Taylor (Quadro 4.1) e sua férmula associada, a série de Taylor, sdo de
grande valia no estudo dos métodos numéricos. Em esséncia, a série de Taylor fornece um
meio para prever o valor da fun¢do em um ponto em termos do valor da funcio e suas de-
rivadas em um outro ponto. Em particular, o teorema afirma que qualquer fungao lisa
pode ser aproximada por um polinémio.

Uma maneira ttil de ganhar intui¢@o sobre a série de Taylor é construi-la termo a
termo. Por exemplo, o primeiro termo na série é

fxig) = fx) 4.2)

Essa relacdo, chamada de aproximagdo de ordem zero, indica que o valor de f no novo
ponto é o mesmo que seu valor no ponto antigo. Este resultado faz sentido do ponto de
vista intuitivo, pois se x; e x;+; estiverem perto um do outro, é provavel que o novo valor
seja parecido com o anterior.

A Equagdo (4.2) fornece uma estimativa perfeita se a funcdo que estiver sendo
aproximada for de fato constante. Entretanto, se a fun¢do variar de alguma forma no in-
tervalo, termos adicionais da série de Taylor sdo necessdrios para fornecer uma estimativa
melhor. Por exemplo, a aproximagdo de primeira ordem é deduzida adicionando-se mais
um termo para obter

fxiv) = fx) + ) (X — xi) 4.3)

O termo adicional de primeira ordem consiste em uma inclinagéo f'(x;) multiplicada pela
distancia entre x; e x;+. Assim, a expressdo agora tem a forma de uma reta e é capaz de
prever um aumento ou uma diminui¢do entre Xx; € Xj+ .

Embora a Equacio (4.3) possa prever uma variacgdo, ela é exata apenas para retas ou

! N.R.T.: O autor nio faz distin¢io de nomenclatura entre a série de Taylor e um polinémio de Taylor. O sen-
tido fica claro a partir do contexto.
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Quadro 4.1

Teorema de Taylor

Teorema de Taylor

Se a fung@o f e suas primeiras n + 1 derivadas forem continuas
em um intervalo contendo a e x, entdio o valor da funcdo em x é

dado por

fo) = @) + fare —a + - ay
[P (a )
AT St DR
(n)
+ ! n'(a) (x—a)" + R, (Q4.1.1)
onde o resto R, é definido por
R = / SO poe ) ay (Q4.1.2)

onde 7 € uma varidvel muda. A Equacdo (Q4.1.1) é chamada de
série de Taylor ou formula de Taylor. Se o resto for omitido, o lado
direito da Equagdo (Q4.1.1) é a aproximagdo em polindmio de Tay-
lor de f(x). Em esséncia, o teorema afirma que qualquer fung@o lisa
pode ser aproximada por um polindmio.

A Equacido (Q4.1.2) é apenas uma das maneiras, chamada de
forma integral, nas quais o resto pode ser expresso. Uma formu-
lacdo alternativa pode ser deduzida com base no teorema do valor
médio para a integral.

Primeiro Teorema da Média para Integrais
Se uma funcédo g for continua (portanto, integravel) em um inter-

valo contendo a e x, entdo existe um ponto & entre a e x tal que

_/ g dt = g()(x —a) (Q4.13)

Em outras palavras, esse teorema afirma que a integral pode ser
representada por um valor médio para a fun¢do g(&) vezes o com-
primento do intervalo x — a. Como a média dever ocorrer entre
os valores minimo e mdximo no intervalo, existe um ponto
x = &£ no qual a fun¢do assume o valor médio.

O primeiro teorema é, na realidade, um caso especial do se-
gundo teorema do valor médio para integrais.

Segundo Teorema da Média para Integrais

Se as fungdes g e i forem continuas (logo, integraveis) em um in-
tervalo contendo a € x, € se 4 ndo mudar de sinal no intervalo, entdo
existe um ponto & entre a e x tal que

/ (R di = g(8) / h(t)di (@Q41.4)

Portanto, a Equacdo (Q4.1.3) é equivalente a Equacdo (Q4.1.4)
com h(t) = 1.

O segundo teorema pode ser aplicado a Equagdo (Q4.1.2)
com

-0

n!

g0y =f""w  hn) =
Quando ¢ varia de a a x, h(t) é continua e ndo muda de sinal. Por-
tanto, se f * D(r) for continua, entdio o teorema do valor médio
para a integragdo ¢ vélido e

(n+1)
R S©

n+1
(n+1)! )

Essa equacido é conhecida como a forma derivada ou de Lagrange
do resto.

tendéncias lineares. Portanto, um termo de segunda ordem € adicionado a série para cap-
turar alguma da curvatura que a funcéo possa apresentar:

S = fx) + o) (i —

x;) + ! 2( )(x,+1 x)? (4.4)

De forma similar, termos adicionais podem ser incluidos para se obter a expansdo com-

pleta em série de Taylor:

flxig) = flxi) + i) (xia
AIED)

+3!

(Xig1

—xi) + fgi)(xm —xi)’
(n)
_xi)3_|_..._|_fn( )(x,H—xl)"—i-R 4.5)

Observe que, como a Equacdo (4.5) é uma série infinita, o sinal de igual substitui o sinal
de aproximacgdo usado nas Equagdes (4.2) a (4.4). O resto € incluido para representar
todos os termos de n + 1 até infinito:

fUDE)

Rn = 7()61'-&-1 — X

(n+ 1)

)n+l (46)

onde o subscrito n indica que este € o resto para a aproximacao de ordem n e & € um valor
de x que estd em algum ponto entre x; € x;+;. Essa introducao do & € tdo importante que
uma secdo inteira (Secdo 4.1.1) serd dedicada a sua dedugdo. Por agora, € suficiente re-
conhecer que existe um tal valor que fornece uma determinagao exata do erro.

Em geral, é

é conveniente simplificar a série de Taylor definindo um tamanho do
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passo h = x;+1 — x; e expressando a Equagdo (4.5) como

(e B) (. @) e
FGiv)) = f) + f/ b + fz()fl)hz i 3$x’)h3 PR nfx')hn +R,
4.7)
onde o resto agora é
— f(n+l)($) n+1
T (4.8)

Aproximacdo de um Polinémio por Série de Taylor

Enunciado do Problema. Use expansdes em séries de Taylor de ordem zero até ordem
quatro para aproximar a fungdo

fx) = —0,1x* — 0,15x3 — 0,5x% — 0,25x + 1,2
a partir de x; = 0 com i = 1. Isto é, faca uma previsdo do valor da fun¢do em x;4; = 1.

Solucdo. Como se trata de uma funciio conhecida, pode-se calcular valores para f(x)
entre 0 e 1. Os resultados (Figura 4.1) indicam que a funcdo comeca em f(0) = 1,2 e entdo
se curva para baixo até f (1) = 0,2. Logo, o valor verdadeiro que se tenta prever é 0,2.
A aproximacgdo em série de Taylor com n = 0 é [Equagao (4.2)]
Sxig) > 1,2

Entdo, como na Figura 4.1, a aproximagdo de ordem zero € uma constante. Usando essa
formulag@o, obtém-se um erro de truncamento [lembre-se da Equacao (3.2)] de

E, =02—-12=—1,0

emx = 1.
Para n = 1, a primeira derivada deve ser determinada e calculada em x = O:

£10) = —0,4(0,0)* — 0,45(0,0)> — 1,0(0,0) — 0,25 = —0,25

Portanto, a aproximagdo de primeira ordem é [Equagdo (4.3)]

i) ~ 1,2 — 0,25k

FIGURA 4.1
A aproximagdo de f(x) = =0,1x* — 0,15x% — 0,5x? — 0,25x 4+ 1,2 em x = 1 por
expansdes em séries de Taylor de ordem zero, de primeira ordem e de segunda ordem.

flx)

Sl
Ordem zero ® flx;, 1) = flx)
1,0 — S ) = ) + f)h
05— Sl q) = fle) + ) + fgfl) h
f(xi + 1)
0 : |
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que pode ser usada para calcular f (1) = 0,95. Conseqiientemente, a aproximagao comeca
a capturar a trajetéria voltada para baixo da fungdo na forma de uma reta inclinada
(Figura 4.1), o que resulta em uma redugéo do erro de truncamento para

E, =0,2—-0,95=-0,75
Para n = 2, a segunda derivada € calculada em x = 0:
£0) = —1,2(0,0)> — 0,9(0,0) — 1,0 = —1,0
Logo, de acordo com a Equacdo (4.4),
f(xip1) ~ 1,2 —0,25h — 0,5h>

e substituindo 2 = 1, £ (1) = 0,45. A inclusdo da segunda derivada agora adicionou al-
guma curvatura para baixo resultando em uma estimativa melhor, como visto na Figura
4.1. O erro de truncamento foi reduzido ainda mais, para 0,2 — 0,45 = —0,25.

Termos adicionais melhorariam a aproximacio ainda mais. De fato, a inclusdo da
terceira e da quarta derivadas resulta exatamente na mesma equagdo do comecgo:

f(x) =1,2—-0,25h — 0,5h> — 0,15h> — 0,1h*
onde o termo de resto é

2@
5!

Ry = =0

porque a quinta derivada de um polindmio de quarta ordem ¢ nula. Conseqiientemente,
a expansdo em série de Taylor até a quarta derivada fornece uma estimativa exata em
Xi+1 = 1

f(1) =1,2—0,25(1) — 0,5(1)> — 0,15(1)3 — 0,1(1)* = 0,2

Em geral, a expansdo em série de Taylor de ordem n serd exata para um polindmio
de grau n. Para outras fungdes diferencidveis (portanto, continuas), como exponenciais e
funcdes senoidais, um nimero finito de termos nao resultard em uma estimativa exata.
Cada termo adicional ird contribuir com alguma melhora, ainda que pequena, para a
aproximacao. Esse comportamento serd ilustrado no Exemplo 4.2. Apenas se um nimero
infinito de termos for somado a série fornecerd um valor exato.’

Embora o que foi dito seja verdadeiro, o valor pratico da expansao em série de Tay-
lor € que, na maioria dos casos, a inclusao de apenas poucos termos resultard em uma
aproximagdo que serd suficientemente proxima do valor verdadeiro para fins praticos. A
avaliacdo de quantos termos sdo necessdrios para ficar “suficientemente proximo” é
baseada no resto da expansdo. Lembre-se de que o resto tem a forma geral da Equagao
(4.8). Essa relacdo tem dois grandes defeitos. Primeiro, £ ndo é conhecido exatamente,
mas simplesmente estd em algum lugar entre x; e x;4+;. Segundo, para se calcular a
Equacio (4.8), é preciso determinar a (n + 1)-ésima derivada de f(x). Para fazer isso, é
necessario conhecer f(x). Entretanto, se f(x) fosse conhecida, ndo seria preciso fazer a
expansdo em série de Taylor no contexto atual!

Apesar desse dilema, a Equagdo (4.8) ainda € ttil para se ganhar intui¢c@o sobre os
erros de truncamento, porque, de fato, ha controle sobre o termo 4 na equagdo. Em out-
ras palavras, € possivel escolher quao longe de x se quer calcular f(x) e controlar o
nimero de termos incluidos na expansdo. Conseqilientemente, a Equacao (4.8) em
geral é expressa como

Rn — O(hnﬂ)

onde a nomenclatura O(h"*!) significa que o erro de truncamento é da ordem de #"*!. Ou
seja, o erro € proporcional ao tamanho do passo £ elevado a (n + 1)-ésima poténcia. Embora
essa aproximacfio niio tenha nenhuma implicagio no valor da derivada que multiplica /"',

2 N.R.T.: Na verdade, isto s6 é valido para as funcdes cujas séries de Taylor convergem para ele, ou seja, para
fungdes reais analiticas. As fungdes deficidrias que ocorrem nas aplicagdes, em geral tém essa propriedade.
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ela é extremamente Uutil para julgar o erro comparativo de métodos numéricos baseados em
expansdes em séries de Taylor. Por exemplo, se o erro for O(h), dividir o tamanho do passo
por dois fard com que o erro seja dividido por dois. Por outro lado, se o erro for da ordem de
O(h?), dividir o tamanho do passo por dois fard com que o erro seja dividido por quatro.

Em geral, pode-se supor que o erro de truncamento diminui com a adi¢do de termos
na série de Taylor. Em muitos casos, se 4 for suficientemente pequeno, o primeiro e alguns
outros termos de baixa ordem geralmente dao conta de uma percentagem despropor-
cionalmente alta dos erros. Assim, apenas poucos termos serdo necessdrios para se obter
uma estimativa adequada. Essa propriedade € ilustrada no exemplo a seguir.

Uso da Expansdo em Série de Taylor para Aproximar uma Fung@o com um
Nomero Infinito de Derivadas

Enunciado do Problema. Use expansoes em séries de Taylor com n = 0 até 6 para
aproximar f{ix) = cos x em x;+; = @/3 com base no valor de f(x) e suas derivadas em
x; = m/4. Observe que isso significa que h = @w/3 — w/4 = w/12.

Solugéo. Como visto no Exemplo 4.1, o conhecimento da fungdo verdadeira significa
que € possivel determinar o valor correto de f{w/3) = 0,5.
A aproximagdo de ordem 0O € [Equacdo (4.3)]

T T
f(—) = cos (Z> — 0,707106781

0 que representa um erro porcentual relativo de

~0,5-0,707106781

& = 100% = —41,4%
0,5

Para a aproximagdo de primeira ordem, adiciona-se o termo da primeira derivada,
f'(x) = —senx:

f(%) = cos (%) — sen (%)(%) — 0,521986659

que tem & = —4,40%.
Para a aproximacdo de segunda ordem, adiciona-se o termo da segunda derivada,
f"(x) = —cos x:

F(E) zeos(Z) = sen (Z)(2) - %ﬂ/‘” (%)2 — 0,497754491

com & = 0,449%. Logo, a inclusdo de um termo adicional resultou em uma melhora na
estimativa.

Pode-se continuar o processo e listar os resultados, como na Tabela 4.1. Observe que
as derivadas nunca se anulam, como aconteceu com o polindmio do Exemplo 4.1. Por-
tanto, cada termo adicional resulta em alguma melhora na estimativa. Entretanto, observe

TABELA 4.1 Aproximacdo em série de Taylor de f(x) = cos x em x;;1 = 7/3
usando o ponto base 7/4. SGo mostrados os valores para diversas ordens
(n) de aproximagdo.

Ordem n f(n)(x) f(z/3) £

0 cos X 0,707106781 41,4

] —sen x 0,521986659 —4,4

2 —Cos X 0,497754491 0,449

3 sen x 0,499869147 2,62 x 1072
4 cos x 0,500007551 —1,51 x 1073
5 —sen x 0,500000304 —6,08 x 107
6 —Cos X 0,499900088 2,44 x 107°
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também que a maior parte da melhora acontece nos termos iniciais. Nesse caso, quando
se tiver somado o termo de terceira ordem, o erro terd sido reduzido a 2,62 x 1072 %, o
que significa que foram obtidos 99,973% do valor verdadeiro. Conseqiientemente, emb-
ora a adi¢do de mais termos reduza mais ainda o erro, a melhora se torna desprezivel.

4.1.1 O Resto na Expansao em Série de Taylor

Antes de ilustrar como a série de Taylor € realmente usada para estimar erros numéricos,
é preciso explicar por que o argumento & foi incluido na Equacdo (4.8). Uma deducdo
matematica € apresentada no Quadro 4.1. Agora serd desenvolvida uma exposi¢ao alter-
nativa baseada em uma interpretagdo um pouco mais visual. Entdo, esse caso especifico
podera ser estendido a formulag¢do mais geral.

Suponha que a expansdo em série de Taylor [Equagao(4.7)] seja truncada depois do
termo de ordem zero para se obter

fGxiv) = flxy)

Uma descricao visual dessa previsao de ordem zero é mostrada na Figura 4.2. O resto —
ou erro — dessa previsdo, que também estd mostrado na figura, consiste na série infinita
dos termos truncados:

f”(xi)hz + f(3)(xi)h3

Ro = f'(x)h + o 31

E 6bvia a inconveniéncia de lidar com o resto nessa forma de série infinita. Uma
simplificag@o seria truncar o proprio resto, como em

Ry = f'(xi)h (4.9)

Embora, como afirmado na sec¢@o anterior, as derivadas de ordem mais baixa em
geral sejam responsaveis por parte maior do resto do que os termos de ordem mais alta,
esse resultado ainda ndo € exato por causa dos termos de segunda ordem e de ordens mais
altas desprezados. Essa “inexatiddo” é representada pelo simbolo de igualdade aproxi-
mada (=) usado na Equag@o (4.9).

Uma simplificag@o alternativa que transforma a aproximagdo em uma equivaléncia
¢ baseada em uma observacdo grafica. Como na Figura 4.3, o teorema do valor médio
para derivadas afirma que, se uma funcio f(x) e sua primeira derivada forem continuas em

um intervalo da forma x; a x; 1, entdo existe pelo menos um ponto na fung¢ao que tem uma

FIGURA 4.2

Descrigdo gréfica da previséo de ordem zero da série de Taylor e do resto.

flx)

Previsao de ordem zero

- fl)
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inclinagdo, denotada por f'(§), que € paralela a reta ligando f(x;) e fix;+). O parAmetro &
designa o valor de x onde essa inclina¢do ocorre (Figura 4.3). Uma ilustragdo fisica desse
teorema € que, se vocé viajar entre dois pontos com uma dada velocidade média, existira
pelo menos um instante durante o percurso no qual vocé estara movendo-se na velocidade
média.

Usando esse teorema, € simples perceber que, como ilustrado pela Figura 4.3, a in-
clinacdo f'(&) é igual a elevagio Ry dividida pelo passo &, ou

Ry

/, pu—

1= 7

que pode ser reorganizado para fornecer

Ro = f&)h (4.10)

Assim, deduz-se a versdo para ordem zero da Equacdo (4.8). As versdes em ordem
superior sd30 meramente uma extensao ldgica do raciocinio usado para deduzir a Equagao
(4.10). A versao de primeira ordem &

1/

PG

2!

Para esse caso, o valor de & deve-se adequar ao valor de x correspondendo a segunda
derivada que torna a Equacdo (4.11) exata. Versdes similares de ordem superior podem
ser deduzidas a partir da Equagao (4.8).

@.11)

4.1.2 Usando a Série de Taylor para Fazer uma Estimativa do
Erro de Truncamento

Embora a série de Taylor va ser extremamente util na estimativa dos erros de truncamento
em todo este livro, pode nio ser claro para vocé como a expansao pode realmente ser apli-
cada no método numérico. De fato, ja fizemos isso no exemplo do para-quedista em
queda livre. Lembre que o objetivo dos Exemplos 1.1 e 1.2 era prever a velocidade como
uma fun¢do do tempo. Isto é, o interesse era determinar v(f). Como especificado pela
Equacdo (4.5), v(f) pode ser expandida em uma série de Taylor:

v (t;)

v(tiv1) = v(t) + V' (@) i — 1) + T(h’ﬂ — 1)+ +R, (4.12)

FIGURA 4.3
Descrigdo gréfica do feorema do valor médio para derivadas.

flx)

Inclinagao =f'(¢)
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Agora, trunca-se a série depois do termo da primeira derivada:
v(tip1) = v(ty) + 0" () (tig1 — 1) + Ry (4.13)

A Equagdo (4.13) pode ser reescrita como

o) = v(tip) —v@) R
tiv1 — 1 tiv1 — 1
i+1 i i+1 i (4.14)
Aproximacgao de Erro de
primeira ordem truncamento

A primeira parte da Equacdo (4.14) é exatamente a mesma relacdo que foi usada para
aproximar a derivada no Exemplo 1.2 [Equagdo (1.11)]. Entretanto, com a abordagem
com a série de Taylor, obteve-se agora uma estimativa para o erro de truncamento associa-
do com essa aproximagdo da derivada. Usando as Equacdes (4.6) e (4.14), obtém-se

Ry V(&)
= —Ui+1 — 1; 4.15
=1 2 (ti1 ) 4.15)
ou
R
L = 0@ —1) (4.16)
liv1— 1

Assim, a estimativa da derivada [Equagdo (1.11) ou a primeira parte da Equagdo (4.14)]
tem um erro de truncamento da ordem de #;4.; — ;. Em outras palavras, o erro na aproxi-
magao da derivada deveria ser proporcional ao tamanho do passo. Conseqiientemente, se
o tamanho do passo for dividido por dois, deve-se esperar que o erro na derivada seja di-
vidido por dois.

O Efeito da Néao-Linearidade e do Tamanho do Passo na Aproximacéo
em Série de Taylor

Enunciado do problema. A Figura 4.4 ¢ o gréfico da fungdo
fx) = 1™ (E4.3.1)

param = 1, 2, 3, e 4 no intervalo de x = 1 a 2. Observe que para m = 1 a fun¢@o € linear,
e conforme m aumenta, mais curvatura ou nao-linearidade ¢ introduzida na func@o. Use a
série de Taylor de primeira ordem para aproximar essa fung@o para varios valores do ex-
poente m e do tamanho do passo 5.

Solucdo. A Equagio (E4.3.1) pode ser aproximada por uma expansdo em série de Tay-
lor de primeira ordem, como em
fGin) = fQxi) +mx""'h (E4.32)

que tem um resto

e 3) (. @ (.
Rlzf(xl)h2+f (xz)h3+f (XI)h4+"'

2! 3! 4!

Primeiro, pode-se examinar como a aproximacao se comporta a medida que m aumenta
— isto é, a medida que a funcdo se torna mais ndo-linear. Para m = 1, o valor real da
funcdoem x = 2 € 2.

A série de Taylor fornece

Q) =1+11)=2

R =0
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flx)

15 —

10 —

FIGURA 4.4
Gréfico da funcdo flx) = x" para m =1, 2, 3 e 4. Observe que a funcdo se torna mais ndo-
linear & medida que m aumenta.

O resto é zero porque a segunda derivada e as derivadas de ordem mais alta de uma
fun¢do linear sdo nulas. Assim, como esperado, a expansio em série de Taylor de primeira
ordem ¢ perfeita quando a funcio envolvida for linear.

Para m = 2, o valor real é f{2) = 22 = 4. A aproximacdo em série de Taylor de
primeira ordem é

f@Q =1+2(1)=3

Ri=31>*40+0+---=1

Assim, como a func¢do € uma pardbola, a aproximag@o por uma reta resulta em uma dis-
crepancia. Observe que o resto é determinado exatamente.
Para m = 3, o valor real é f(2) = 23 = 8. A aproximacgio em série de Taylor é

f2) =143(1)%1) =4

Ri=51+ 21’ +0+0+-- =4
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Novamente, existe uma discrepancia que pode ser determinada exatamente a partir da
série de Taylor.
Para m = 4, o valor real é f(2) = 2* = 16. A aproximagio em série de Taylor é

fQ) =1+41)¥1) =5

R=2M2+Z21)°+ZMD*+04+0+---=11

Com base nesses quatro casos, observa-se que R; cresce a medida que a fungdo se
torna mais ndo-linear. Além disso, R| representa exatamente essa discrepancia, porque a
Equacdo (E4.3.1) é um simples mondmio com um nidmero finito de derivadas ndo-nulas.
Isso permite a determinagdo completa do resto da série de Taylor.

A seguir, examinaremos a Equacdo (E4.3.2) para o caso m = 4 e observaremos como
R, varia a medida que o tamanho do passo & varia. Para m = 4, a Equacdo (E4.3.2) é

f(x +h) = fx) +4x’h

Se x = 1,f(1) = 1 e essa equag@o pode ser expressa por
fA+h)=1+4h

com um resto de
Ry = 6h* + 4h3 + h*

Isso leva a conclusdo de que a discrepancia ird diminuir conforme £ for reduzido. Além
disso, para valores suficientemente pequenos de £, o erro deve tornar-se proporcional a
h?. Ou seja, se h for dividido por dois, o erro sera dividido por quatro. Esse comporta-
mento é confirmado pela Tabela 4.2 e pela Figura 4.5.

Assim, conclui-se que o erro da aproximagao por polindmio de Taylor de primeira
ordem diminui quando m se aproxima de 1 e quando / diminui. Intuitivamente, isso sig-
nifica que a série de Taylor se torna mais precisa quando a fungio que estd sendo aproxi-
mada se torna mais parecida com uma reta no intervalo de interesse — o que pode ser
conseguido ou reduzindo-se o tamanho do intervalo ou “retificando-se” a fungéo pela re-
ducdo de m. Obviamente, a ultima opg¢do, em geral, ndo estd disponivel no mundo real,
porque as fungdes que analisamos sio determinadas tipicamente pelo contexto do proble-
ma fisico. Conseqiientemente, ndo ha controle de sua falta de linearidade, e o tnico re-
curso ¢ reduzir o tamanho do passo ou incluir termos adicionais na expansido em série de
Taylor.

TABELA 4.2 Comparagdo do valor exato da fungdo f(x) = x* com a aproximagdo em
série de Taylor de primeira ordem. Tanto a funcdo como a aproximagdo
estdo calculadas em x+ h, onde x= 1.

Aproximacdo de

h Verdadeiro Primeira Ordem R,
1 16 5 11
0,5 5,0625 3 2,0625
0,25 2,441406 2 0,441406
0,125 1,601807 1,5 0,101807
0,0625 1,274429 1,25 0,024429
0,03125 1,130982 1,125 0,005982
0,015625 1,063980 1,0625 0,001480
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[Inclinagaol| = 2
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FIGURA 4.5

Gréfico loglog do resto Ry da aproximagdo em série de Taylor de primeira ordem da fungéo
fix) = x* em funcdio do tamanho do passo h. Uma reta com coeficiente angular 2 também &
mostrada para indicar que, conforme h decresce, o erro se torna proporcional a h?.

4.1.3 Derivacdo Numérica

A Equacdo (4.14) tem uma designacio formal nos métodos numéricos — ela € chamada
uma diferenga dividida finita. Ela pode ser representada em geral por

Py = L) 20D g 4.17)
Xit1 — X

ou

Afi

) = Y

+ O(h) (4.18)

onde A f; é conhecida como primeira diferenca progressiva e h é chamado de tamanho do
passo, isto é, o comprimento do intervalo no qual a aproximacdo ¢ feita. Ela ¢ chamada
diferenca “progressiva” porque utiliza os dados em i e i + 1 para estimar a derivada
(Figura 4.6a). O termo A fi/n todo é chamado de primeira diferenca dividida finita.

Essa diferenca dividida progressiva é apenas uma das muitas que podem ser deduzi-
das a partir da série de Taylor para aproximar derivadas numericamente. Por exemplo,
aproximacdes com diferencgas regressivas e centradas da primeira derivada podem ser de-
duzidas de forma similar a dedug@o da Equacdo (4.14). A primeira utiliza valores em x;—
e x; (Figura 4.6D), enquanto a tultima utiliza valores que s@o igualmente espagados em
torno do ponto no qual a derivada serd estimada (Figura 4.6¢). Aproximagdes mais acu-
radas da primeira derivada podem ser deduzidas incluindo-se termos de ordem mais alta
na série de Taylor. Finalmente, todas essas versdes também podem ser deduzidas para
derivadas de segunda e terceira ordem ou superiores. A se¢do a seguir fornece um breve
resumo ilustrando como alguns desses casos sio deduzidos.
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Aproximacdo da Primeira Derivada por Diferenca Regressiva. A série de Taylor
pode ser expandida regressivamente para calcular um valor anterior com base no valor
atual, como em

J"(x)

f(xiz1) = f(xi)_f/(xi)h+Th2_"' (4.19)

Truncando essa equacdo depois da primeira derivada e reorganizando, obtém-se

SGxi) = fxizn) _ Vi

fx) = W Y

(4.20)

FIGURA 4.6
Descricdo gréfica das aproximagdes da primeira derivada por diferencas divididas finitas
(a) progressiva, (b) regressiva e (c) centrada.

flx)

flx)

flx)

Xi-1 Xis1 X

(c)
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EXEMPLO 4.4

onde o erro é O(h) e V f; € conhecido como primeira diferenca regressiva. Consulte a
Figura 4.6b para uma representagdo grafica.

Aproximagdo da Primeira Derivada por Diferenca Centrada.  Uma terceira forma
de aproximar a primeira derivada é subtrair a Equacdo (4.19) da expansdo em série de
Taylor progressiva:

fGxisn) = fOi) + fxh + fg(fi)hz T 4.21)
para obter
2 FO(x,
fxiz) = flxi—) +2f (xh + %m n

que pode ser reescrita como

Jig) = fxic) f(3)(xi)h2 — ...

fx) = T G

ou

SGxiv) — fxio1)

_ 2
- O(h?) (4.22)

flx) =

A Equacdo (4.22) é uma representagdo da primeira derivada como diferenca cen-
trada. Observe que o erro de truncamento é da ordem de /2, em contraste com as aproxi-
magcdes progressiva e regressiva, em que era da ordem de /. Conseqiientemente, a andlise
da série de Taylor fornece a informacao pratica de que a diferenga centrada € uma repre-
sentagdo mais acurada da derivada (Figura 4.6¢). Por exemplo, se o tamanho do passo
fosse dividido por dois usando-se uma diferenca progressiva ou regressiva, aproximada-
mente o erro de truncamento seria dividido por dois, enquanto que, para a diferenca cen-
trada, o erro seria dividido por quatro.

Aproximacdo de Derivadas por Diferencas Divididas Finitas

Enunciado do Problema. Use aproximacdes por diferengas progressiva e regressiva
de O(h) e uma aproximagcio por diferenga centrada de O(h?) para fazer uma estimativa da
primeira derivada de

f(x) = —0,1x* — 0,15x> — 0,5x% — 0,25x + 1,2

em x = 0,5 usando um tamanho de passo 7 = 0,5. Repita os cdlculos usando & = 0,25.
Observe que a derivada pode ser calculada diretamente por

fl(x) = —0,4x3 — 0,45x> — 1,0x — 0,25

e pode ser usada para calcular o valor verdadeiro como sendo f'(0,5) = —0,9125.

Solucdo. Parah = 0,5, a fungiio pode ser empregada para determinar

xi-1=0 Sxic) =12
Xi = 0,5 f(x,-) = 0,925
xi+1 =10 Sxig1) =0,2

Esses valores podem ser usados para calcular a diferenca dividida progressiva
[Equacao (4.17)],

0,2 — 0,925
£10,5) = T =45 el =58.9%
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a diferenca dividida regressiva [Equacido (4.20)],
0,925 - 1,2

f10,5) = 05 = —0,55 le:| =39,7%
e a diferenca dividida centrada [Equacdo (4.22)],
, L 02-1,2
10,5 = o = —-1,0 le:] =9,6%

Para h = 0,25,

X1 =025  flxioy) = 1,10351563
x =05 flxi)  =0,925
Xig1 =075 f(xip1) = 0,63632813

que podem ser usadas para se calcular a diferenca dividida progressiva,

0,63632813 — 0,925
£10,5) = 0.25 =—1,155 le:| = 26,5%

a diferenca dividida regressiva,
0,925 —1,10351563

£10,5) = 023 =-0,714  |g] =21,7%

e a diferenca dividida centrada,

0,63632813 — 1,10351563
10,5 = 0 =-0,934 le;| = 2,4%

Para ambos os tamanhos do passo, a aproximagao por diferenca centrada € mais acu-
rada que as aproximagdes progressiva e regressiva. Além disso, como previsto pelo teorema
de Taylor, dividir o tamanho do passo por dois aproximadamente divide o erro por dois nas
diferencas progressiva e regressiva e divide o erro por quatro na diferenca centrada.

Aproximagdes por Diferencas Finitas de Derivadas Superiores. Além das
primeiras derivadas, a expansdo em série de Taylor pode ser usada para deduzir estimati-
vas numéricas das derivadas mais altas. Para fazer isso, escreve-se uma expansio em
série de Taylor progressiva para f(x;+») em termos de f(x;):

()
2!

f(xiva) = fx) + flx)(2h) + Qh)* + - (4.23)

A Equacio (4.21) pode ser multiplicada por 2 e subtraida da Equagao (4.23) para fornecer
Jig2) = 2f(xin) = — fx) + f(xi)h* + - -
que pode ser reescrita como

Sig2) =2 (i) + f(x)

i) = 2

+ O0(h) (4.24)

Essa relacdo é chamada segunda diferenga dividida finita progressiva. Manipulacdes
similares podem ser usadas para deduzir uma versao regressiva

Sx) = 2f(xi—1) + f(xi—2)

flx) = " + O(h)
e uma versdo centrada
Floxi) = Siv) = 2f(x) + fxi—1) o)

h2
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4.2

Como no caso das aproximagdes da primeira derivada, o caso centrado € mais acurado.
Observe também que a versdo centrada pode ser expressa alternativamente por

fGiv) — f) fx) — flxio1)

) = h - h

Assim, da mesma forma como a derivada segunda é uma derivada da derivada, a aproxi-
magcao pela segunda diferenca dividida € a diferenca de duas diferengas divididas.

O tdpico de derivacdo numérica serd retomado no Capitulo 23. Ele foi introduzido
neste ponto porque € um exemplo muito bom de por que a série de Taylor € importante
nos métodos numéricos. Além disso, muitas das férmulas introduzidas nesta se¢ao serdo
usadas antes do Capitulo 23.

PROPAGACAO DE ERROS

O propésito desta segdo € estudar como 0s erros nos nimeros podem propagar-se através
de funcdes matemadticas. Por exemplo, ao se multiplicar dois nimeros que tém erros,
gostariamos de fazer uma estimativa do erro do produto.

4.2.1 Funcées de uma Unica Variavel

Suponha que tenhamos uma funcao f(x) que depende de uma unica varidavel indepen-
dente x, e que X seja uma aproximagio de x. Entdo, gostariamos de estimar o efeito
da discrepancia entre x e X no valor da funcio. Isto é, gostariamos de estimar

Af(x) = [f(x) — fX)]

O problema de calcular Af(x) é que f{x) é desconhecida, ja que x é desconhecido. Pode-
se superar essa dificuldade se x estiver préximo de x e f(x) for continua e diferencidvel.
Se tais condi¢des forem validas, a série de Taylor pode ser usada para calcular f{x) proxi-
mo de f(X), como em

£ = f) + fE 0 — D)+ @(x I

FIGURA 4.7
Descricdo gréfica da
propagagdo de erro
de primeira ordem.
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EXEMPLO 4.5

Desprezando os termos de grau maior ou igual a dois e reorganizando, obtemos
f&) = f(3) = fO)(x — %)
ou
AfE) =" (Dl(x —X) (4.25)

onde Af(x) = |f(x) — f(X)| representa uma estimativa do erro da fungdoe Ax = |x — X|
representa uma estimativa do erro de x. A Equacdo (4.25) fornece recursos para aproxi-
mar o erro em f{x) dadas a derivada da fungdo e uma estimativa do erro da varidvel inde-
pendente. A Figura 4.7 ¢ uma ilustragdo grafica da operacéo.

Propagagdo de Erro em uma Fungdo de uma Unica Variével

Enunciado do Problema. Dado um valor de ¥ = 2,5 com um erro de Ax = 0,01, faca
uma estimativa do erro resultante na funcio f(x) = x°.

Solucdo. Usando a Equacio (4.25),
Af(X) = 3(2,5)%(0,01) = 0,1875

Como f(2,5) = 15,625, prevé-se que
f(2,5) = 15,625+ 0,1875

ou que o valor verdadeiro deve ficar entre 15,4375 e 15,8125. De fato, se x for realmente
2,49, a fun¢do pode ser calculada como sendo 15,4382, e se x for 2,51, ela serd 15,8132.
Para este caso, a andlise de erro de primeira ordem fornece uma estimativa bastante prox-
ima do erro verdadeiro.

4.2.2 Funcoes de Mais de Uma Variavel

A abordagem precedente pode ser generalizada para funcdes que dependem de mais de
uma varidvel independente. Consegue-se isso com a versdo para diversas varidveis da
série de Taylor. Por exemplo, se tivemos uma funcao de duas varidveis independentes u e
v, a série de Taylor pode ser escrita como

0 0
Sigr, vig) = flug, v) + —af (Wiy1 —ui) + i (Vig1 — Vi)
u v

1[92 9 f
i [W(MH-I —u)* + Zauav(uH-l —u)(Wig1 — v;)
82
+ 2 o[ (4.26)
ov?

onde todas as derivadas parciais sdo calculadas no ponto base i. Se todos os termos de
segunda ordem e de ordem mais alta forem desconsiderados, a Equacgdo (4.26) pode ser
reescrita como

.. a - B .
Af(u,v) = —f Au + —f AD
ou Jdv
onde Au e Av sdo estimativas dos erros em u e v, respectivamente.
Para n variaveis independentes X1, X», . . . , X, tendo erros Ax, AX, ..., Ax,, vale
a seguinte relacdo geral:
L. -~ | Of
Af(X1, Xy o, X)) = ‘—
3x1

of

Xn

Ao+ -+

A%, 4.27)

a
AX) + ‘—f
3)(2
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EXEMPLO 4.6

Propagacdo de Erros em uma Funcdo de Varias Varidveis

Enunciado do Problema. A deflexdo y no topo do mastro de um barco a vela é
_FL*
YT 8EI

onde F é uma carga lateral uniforme (Ib/pés), L € a altura (pés), E é o mddulo de elastici-
dade (Ib/pés?) e I é 0 momento de inércia (pés*). Faca uma estimativa do erro em y con-
siderando os seguintes dados:

F = 50 Ib/pés AF =2 Ib/pés

L = 30 pés AL = 0,1 pés

E = 1,5 x 10® Ib/pés? AE = 0,01 x 10® Ib/pés’
[ = 0,06 pés* Al = 0,0006 pés*

Solucdo. Usando a Equacio (4.27) obtém-se

Ay(E L, E, )= ‘— AF—{—’— AL+'— AE+’ Y
ou
L* FL? . FL* . FL* .
AY(F, L E, )= —-AF + AL + ——AE + —— Al
8ET 2E] 8E2] 8E T2

Substituindo os valores apropriados, obtém-se
Ay = 0,0225 40,0075 4 0,00375 + 0,005625 = 0,039375

Portanto, y = 0,5625 = 0,039375. Em outras palavras, y estd entre 0,523125 e 0,601875
pés. A validade dessas estimativas pode ser verificada substituindo-se os valores ex-
tremos das varidveis na equacdo para gerar um minimo exato de

48(29,9)*
8(1,51 x 108)0,0606

= 0,52407

Ymin =

e B 52(30,1)*
Ymax = 91,49 x 108)0,0594

= 0,60285

Logo, as estimativas de primeira ordem sdo razoavelmente proximas dos valores
exatos.

A Equacao (4.27) pode ser usada para definir relacdes de propagacado de erros para
operacdes matemadticas comuns. Os resultados estdo resumidos na Tabela 4.3. Re-
comenda-se a dedugdo dessas férmulas como exercicios para casa.

4.2.3 Estabilidade e Condicionamento

O condicionamento de um problema matemdtico se relaciona com sua sensibilidade a

variagdes em seus valores de entrada. Diz-se que um cdlculo é numericamente instdvel se

as incertezas dos valores de entrada sdo brutalmente aumentadas pelo método numérico.
Essas idéias podem ser estudadas usando-se a série de Taylor de primeira ordem

Jx) = () + fE)(x — %)
Essa relagdo pode ser empregada para se estimar o erro relativo de f(x) como em

f) = f@) L f@E =)
o T @
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EXEMPLO 4.7

TABELA 4.3 Llimitantes estimados dos erros associados
com as operagdes matemdticas usuais
utilizando nimeros inexatos i e V.

Operacdo Erro Estimado

Adicdo Alo+7) AT+ AV

Subtracdo Alo—7) AT+ AV

Multiplicagdo Al x 7) Ol AV + 171AD

Divisdo A(g) l6lAY 4 1V1AD
712

O erro relativo de x é dado por

X —X

Um niimero de condicionamento pode ser definido como a razdo desses erros relativos:
Xf1X)
Jx)
O nimero de condicionamento fornece uma medida da extensdo pela qual uma incerteza
em x € ampliada por f(x). Um valor 1 diz que o erro relativo da funcéo € idéntico ao erro
relativo em x. Um valor maior que 1 diz que o erro relativo foi ampliado, enquanto um
valor menor do que 1 diz que foi atenuado. Fun¢des com valores muito grandes sdo ditas
mal condicionadas. Qualquer combinagdo de fatores na Equagdo (4.28) que aumente o

valor numérico do nimero de condicionamento tendera a aumentar as incertezas no cal-
culo de f(x).

Numero de condicionamento =

(4.28)

NOmero de Condicionamento

Enunciado do Problema. Calcule e interprete o niimero de condicionamento para

. T
f(x) = tgx para ¥ = + 0,1(§>

I 4 i
f(x) = tgx para ¥ = = + 0,01(5)

Solucdo. O ntimero de condicionamento é calculado como

X(1/ cos? x)

tgx

Numero de condicionamento =

Parax = /2 + 0,1(r/2),

1,7279(40. 86)

Numero de condicionamento = =-11,2
—6,314

Logo, a func¢do ¢ mal condicionada. Para x = /2 + 0,01(;r/2), a situagdo € ainda pior:

1,5865(4053)

Numero de condicionamento = =—101
—63,66

Nesse caso, a principal causa do mal condicionamento parece ser a derivada. Isso faz
sentido porque, na vizinhanga de 77/2, a tangente se aproxima de valores infinitos tanto
positivos quanto negativos.
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4.3

ERRO NUMERICO TOTAL

O erro numérico total € a soma dos erros de truncamento e de arredondamento. Em geral,
a unica maneira de minimizar os erros de arredondamento ¢ aumentar o nimero de
algarismos significativos do computador. Além disso, observa-se que os erros de
arredondamento irdo aumentar por causa de cancelamentos na subtra¢do ou de um au-
mento do nimero de calculos na andlise. Em contraste, o Exemplo 4.4 mostrou que o erro
de truncamento pode ser reduzido diminuindo o tamanho do passo. Como a diminui¢do
do tamanho do passo pode levar a cancelamentos na subtracdo ou a um aumento nos cal-
culos, os erros de truncamento diminuirdo enquanto os erros de arredondamento aumen-
tardo. Entdo, encara-se o seguinte dilema: a estratégia para diminuir uma componente do
erro total leva a um aumento da outra componente. Em um célculo, pode-se, de modo
concebivel, diminuir o tamanho do passo para minimizar os erros de truncamento, apenas
para descobrir que, fazendo isso, os erros de arredondamento comecam a dominar a
solucdo e o erro total cresce! Assim, o remédio se torna problema (Figura 4.8). Um de-
safio é determinar um tamanho de passo apropriado para um célculo particular.
Gostarfamos de escolher um tamanho de passo maior para diminuir o nimero de ope-
racdes e os erros de arredondamento sem pagar o preco de grandes erros de truncamento.
Se o erro total for como mostrado na Figura 4.8, o desafio ¢ identificar o ponto de retorno
diminuido onde os erros de arredondamento comegam a neutralizar as vantagens da re-
ducgdo do tamanho do passo.

Nos casos reais, entretanto, tais situa¢des sdo relativamente incomuns, porque a
maioria dos computadores usa algarismos significativos suficientes para que os erros de
arredondamento ndo predominem. Entretanto, elas de fato ocorrem algumas vezes e su-
gerem um tipo de “principio da incerteza numérico” que coloca um limite absoluto na
acuricia que pode ser obtida usando um certo método numérico computadorizado.

4.3.1 Controle dos Erros Numéricos

Na maioria dos casos praticos, ndo se sabe o erro exato associado com os métodos
numéricos. A excegdo, obviamente, € quando se obtém a solug@o exata que torna a apro-
ximacdo numérica desnecessdria. Entdo, na maior parte das aplicacdes da engenharia, é
necessdrio contentar-se com alguma estimativa do erro nos calculos.

FIGURA 4.8

Uma descricdo gréfica do balango entre erros de arredondamento e de truncamento que
ocorrem algumas vezes na ulilizagdo de um método numérico. E mostrado o ponto de retorno
diminuido, onde o erro de arredondamento comeca a neutralizar as vantagens da reducdo
do tamanho do passo.

Ponto de
retorno
diminuido

log do erro

log do tamanho do passo
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4.4

Nao existe uma abordagem geral e sistemdtica de obter estimativas dos erros
numéricos para todos os problemas. Em muitos casos, as estimativas de erros sdo
baseadas na experiéncia e no julgamento do engenheiro.

Embora a andlise de erro seja até certo ponto uma arte, existem diversas diretrizes
préticas de programacdo que aqui sdo sugeridas. Primeiro e principalmente, deve-se evi-
tar subtrair dois nimeros quase iguais. Perda de significado quase sempre ocorre quando
isso é feito. Algumas vezes, o profissional pode reorganizar ou reformular o problema
para evitar o cancelamento da subtracdo. Se isso ndo for possivel, ele pode usar
aritmética com precisdo estendida. Além disso, quando somando ou subtraindo niimeros,
€ melhor ordend-los e trabalhar com os nimeros menores primeiro, pois tal conduta evita
perda de significado.

Além dessas sugestdes computacionais, pode-se tentar prever os erros numeéricos to-
tais usando formulacdes tedricas. A série de Taylor € a ferramenta bdsica na andlise tanto
dos erros de arredondamento quanto dos de truncamento. Foram apresentados diversos
exemplos neste capitulo. A previsdao do erro numérico total € muito complicada, mesmo
para problemas de tamanho moderado, e tende a ser pessimista. Logo, usualmente é ten-
tada apenas para tarefas em pequena escala.

A tendéncia € ir a frente com os cdlculos numéricos e tentar estimar a acurdcia dos
resultados. Isso, algumas vezes, pode ser feito vendo se os resultados satisfazem alguma
condi¢@o ou equagao como uma verificacdo. Ou pode ser possivel substituir os resultados
de volta na equacdo original para verificar se ela realmente ¢ satisfeita.

Finalmente, € preciso estar preparado para fazer experiéncias numéricas para au-
mentar a percepc¢do dos erros numéricos e de possiveis problemas mal condicionados.
Tais experiéncias podem envolver a repeticdo de cdlculos com tamanho de passo ou
método diferentes e a comparacdo dos resultados. Pode-se empregar andlise de sensibili-
dade para ver como a solu¢d@o varia quando os pardmetros do modelo ou os valores de en-
trada variam. Pode-se tentar algoritmos numéricos diferentes que tém fundamentos tedri-
cos distintos, sdo baseados em estratégias computacionais diferentes ou tém propriedades
de convergéncia e caracteristicas de estabilidade distintas.

Quando os resultados de cdlculos numéricos sdo extremamente criticos e podem
provocar a perda de vidas humanas ou ter ramificacdes econdmicas graves, € apropriado
tomar cuidados especiais. Isso pode envolver o uso de dois ou mais grupos independentes
para resolver o mesmo problema de modo que os seus resultados possam ser comparados.

O papel dos erros serd um tdpico de preocupacdo e andlise em todas as segdes deste
livro. Essas investigagdes serdo feitas em segdes especificas.

ENGANOS, ERROS DE FORMULACAO E
INCERTEZA NOS DADOS

Embora as fontes de erros a seguir ndo estejam diretamente ligadas com a maioria dos
métodos deste livro, elas, algumas vezes, tém grande impacto no sucesso do esforco de
modelagem. Assim, deve-se té-las em mente ao aplicar técnicas numéricas no contexto de
problemas do mundo real.

4.4.1 Enganos

Todos temos grande familiaridade com os erros grosseiros ou enganos. Nos primeiros
anos dos computadores, resultados numéricos errados podiam as vezes ser atribuidos ao
mau funcionamento do préprio computador. Hoje, essa fonte de erro é altamente im-
provével e a maioria dos enganos deve ser atribuida a imperfei¢cdo humana.

Os enganos podem ocorrer em qualquer estigio do processo de modelagem
matematica e podem contribuir para todas as outras componentes do erro. Eles podem ser
evitados apenas por conhecimento profundo dos principios fundamentais e com o
cuidado com o qual se aborda e projeta a solugdo para um problema.

Os enganos sdo, em geral, desconsiderados na discussdao dos métodos numéricos, o
que, sem duvida, decorre do fato de que, por mais que se tente, os erros sdo em certa me-
dida inevitdveis. Entretanto, existe um certo nimero de maneiras pelas quais sua ocor-



PROBLEMAS 83

réncia pode ser minimizada. Em particular, os bons hdbitos de programacao que foram es-
bogados no Capitulo 2 sdo extremamente titeis para diminuir os enganos na programacao.
Além disso, existem formas simples de verificar se um método numérico particular estd
funcionando apropriadamente. Por todo o livro serdo discutidas maneiras de verificar os
resultados dos cdlculos numéricos.

4.4.2 Erros de Formulacao

Os erros de formulagdo ou do modelo se relacionam com vieses que podem ser atribuidos
a modelos matematicos incompletos. Um exemplo de um erro de formulagdo desprezivel
¢é o fato de a segunda lei de Newton nao levar em conta efeitos relativisticos. Isso nédo
afeta a adequag@o da solucdo do Exemplo 1.1 porque esses erros sdo minimos nas escalas
de tempo e espaco associadas com o problema do para-quedista em queda livre.
Contudo, suponha que a resisténcia do ar ndo seja linearmente proporcional a veloci-
dade de queda, como na Equacdo (1.7), mas uma fun¢do do quadrado da velocidade. Se
este fosse o caso, as solucdes analitica e numérica obtidas no primeiro capitulo estariam er-
radas por causa do erro de formulagdo. Consideragdes adicionais dos erros de formulagdo
estio incluidas em algumas das aplicacdes em engenharia no restante do livro. E
necessario estar ciente desses problemas e perceber que, ao se trabalhar com um modelo
precariamente concebido, nenhum método numérico fornecera resultados adequados.

4.4.3 Incerteza nos Dados

Erros, algumas vezes, entram em uma andlise por causa de incertezas nos dados fisicos
nos quais um modelo € baseado. Por exemplo, suponha que se queira testar o modelo do
para-quedista em queda livre fazendo com que um individuo pule repetidas vezes e entdo
medindo sua velocidade depois de um intervalo de tempo especificado. Incertezas es-
tariam sem ddvida associadas a tais medidas, ja que o para-quedista cairia mais rapida-
mente durante alguns saltos do que em outros. Esses erros podem exibir tanto falta de
acurdcia quanto imprecisdo. Se os instrumentos consistentemente subestimarem ou
superestimarem a velocidade, o profissional estd lidando com um aparelho nao-acurado
ou com viés. Por outro lado, se as medidas forem aleatoriamente altas e baixas, trata-se de
uma questdo de precisao.

Os erros nas medidas podem ser quantificados resumindo os dados com uma ou mais
estatisticas bem escolhidas que transfiram tanta informagdo quanto possivel com relagio as
caracteristicas especificas dos dados. Essas estatisticas descritivas s3o mais freqiientemente
escolhidas para representar (1) a posi¢do do centro da distribuicdo de dados e (2) o grau de
dispersdo dos dados. Como tal, elas fornecem uma medida do viés e da imprecisao, respec-
tivamente. O tdpico de caracterizar as incertezas nos dados serd retomado na Parte Cinco.

Embora seja necessdrio estar ciente dos enganos, erros de formulagdo e incerteza
nos dados, os métodos numéricos usados para construir modelos podem ser estudados,
na maior parte, independentemente de tais erros. Portanto, na maior parte deste livro, a
suposi¢do ¢ de que ndo foram cometidos erros grosseiros, o modelo é seguro, e as me-
didas estdo livres de erro. Nessas condigdes, é possivel estudar os erros numéricos sem
fatores complicadores.

PROBLEMAS
4.1 A seguinte série infinita pode ser usada para aproximar e¢*:
e"—1+x+ﬁ+ﬁ+ +ﬁ
- 2 3! n!

(a) Demonstre que essa expansio em série de Maclaurin é um caso
especial da expansdo em série de Taylor [Equagdo (4.7)] com
x;=0eh=nx

(b) Use a série de Taylor para fazer uma estimativa de f{x) = e~
em x;+) = 1 parax; = 0,2. Use as versdes de ordem zero, um,
dois e trés e calcule |¢,| para cada caso.

X

4.2 A expansdo em série de Maclaurin para cos x é

x2 x4 x6 8

X
cosr =15t 0 e Ta

Comecgando com a versdo mais simples, cos x = 1, some termos um
a um para fazer uma estimativa de cos(7/3). Depois que cada novo
termo for somado, calcule os erros relativos percentuais verdadeiro
e aproximado. Utilize sua calculadora de bolso para determinar o
valor verdadeiro. Some termos até que o valor absoluto da estima-
tiva aproximada de erro fique abaixo de um critério de erro de até
dois algarismos significativos.
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4.3 Faca os mesmos cdlculos do Problema 4.2, mas use a expansao
em série de Maclaurin para o sen x para fazer uma estimativa de
sen(7/3),

P

senx:x—§+5! 7

4.4 Use a expansdo em série de Taylor de ordem zero até trés para
prever f (3) para

Flx) =25x> —6x2 +7x — 88

utilizando o ponto-base x = 1. Calcule o erro relativo porcentual &,
para cada aproximagdo.

4.5 Use a expansdo em série de Taylor de ordem zero até quatro
para prever f (2,5) para f (x) = In x utilizando o ponto-base x = 1.
Calcule o erro relativo porcentual &, para cada aproximacao. Dis-
cuta o significado dos resultados.

4.6 Use aproximagdes por diferengas progressiva e regressiva de
O(h) e uma aproximacio por diferenca centrada de O(h?) para fazer
uma estimativa da primeira derivada da funcio examinada no Pro-
blema 4.4. Calcule a derivada em x = 2 usando um tamanho de
passo h = 0,2. Compare seus resultados com o valor verdadeiro
da derivada. Interprete seus resultados com base no resto da expan-
sdo em série de Taylor.

4.7 Use uma aproximacio por diferenca centrada de O(h?) para
fazer uma estimativa da segunda derivada da fun¢io examinada no
Problema 4.4. Faca o cdlculo em x = 2 utilizando tamanhos de pas-
sosde i = 0,25 e 0,125. Compare suas estimativas com o valor ver-
dadeiro da segunda derivada. Interprete seus resultados com base
no termo de resto da expansdo em série de Taylor.

4.8 Lembre-se de que a velocidade do pdra-quedista em queda
livre pode ser calculada por [Equacido (1.10)]

_8m o _(e/m)t
v(t) = . (1 e )

Utilize uma andlise de erro de primeira ordem para fazer uma esti-

mativa devemt = 6,se g = 9,8em =50 mas c =12,5+1,5.

4.9 Repita o Problema 4.8 com g =98, r=6,c =125 * 1,5, ¢
m=50=* 2.

4.10 A lei de Stefan-Boltzmann pode ser utilizada para se fazer
uma estimativa da taxa de radiacdo de energia H de uma superficie,
como em

H = AeoT*

onde H esti em watts, A é a drea da superficie (m?), e é a emissivi-
dade que caracteriza as propriedades de emissdo da superficie (adi-
mensional), o € uma constante universal chamada constante de Ste-
fan-Boltzmann (= 5,67 X 1078 W m~2 K™#) e T é temperatura
absoluta (K). Determine o erro de H para uma placa de agco com A
=0,15m? e =0,90e T = 650 = 20. Compare seus resultados
com o erro exato. Repita os calculos com 7' = 650 * 40. Interprete
seus resultados.

4.11 Repita o Problema 4.10 agora para uma esfera de cobre com
raio igual a = 0,15 = 0,01 m, e = 0,90 = 0,05e T = 550 = 20.
4.12 Calcule e interprete o nimero de condicionamento para

(@ fx)=+|x—1]+1  parax=1,00001

(b) f(x) =e" parax = 10

(© f(x)=vx24+1-x para x = 300

d f(x) = e para x = 0,001

(e flx)= senx para x = 1,00017

1+ cosx

4.13 Use as idéias da Secdo 4.2 para deduzir as relagdes da
Tabela 4.3.

4.14 Demonstre que a Equacgdo (4.4) € exata para todos os valores
dexsef(x) =ax’> + bx + c.

4.15 A férmula de Manning para um canal retangular pode ser es-
crita como

1 (BH)P
e= (B +2H)2/3

onde Q é o escoamento (m%/s), n é o coeficiente de rugosidade, B é
a largura (m), H € a profundidade (m) e S € o declive. Vocé estd
aplicando esta férmula para um corrego onde vocé€ sabe que a
largura € 20 m e que a profundidade e 0,3 m. Infelizmente, vocé
sabe a rugosidade e o declive com uma precisdo apenas de = 10%.
Ou seja, vocé sabe que a rugosidade é de cerca de 0,03 com uma
variag@o de 0,027 a 0,033 e o declive é 0,0003 com uma variagao
de 0,00027 a 0,00033. Utilize uma andlise de erro de primeira
ordem para determinar a sensibilidade da previsdo do escoamento
para cada um desses fatores. Qual deles vocé deveria tentar medir
com mais precisdo?

4.16 Se|x| < 1, é sabido que

L =14x+x>+3 4+
1—x

Repita o problema 4.2 para esta série para x = 0,1.

4.17 Um missil deixa o solo com velocidade inicial vy formando
um angulo ¢y com a vertical, como mostrado na Figura P4.17. A al-
titude méaxima desejada ¢ «R onde R é o raio da Terra. As leis da
mecanica podem ser usadas para mostrar que

o ve \?
e
1— el
I4+a \v
onde v, € a velocidade de escape do missil. Quer-se disparar o mis-
sil e atingir a velocidade maxima do projeto com uma acurécia de

*2%. Determine o intervalo de valores para ¢ se v./vg = 2 e
a = 0,25.

sen g = (1 + )

o

Figura P4.17

4.18 Para calcular as coordenadas espaciais de um planeta, é
necessario calcular a funcio

f(x)=x—1-0,5senx

Tome o ponto-base a = x; = 7/2 no intervalo [0, 7]. Determine a
expansdo em série de Taylor de ordem mais alta que resulta em um
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erro maximo de 0,015 no intervalo especificado. O erro € igual ao
valor absoluto da diferenca entre a funcdo dada e a expansdo em
série de Taylor especifica. (Sugestdo: resolva graficamente.)

4.19 Considere a fungio f (x) = x> — 2x + 4 no intervalo [—2, 2]
com h = 0,25. Use aproximacdes por diferencas finitas progressi-

vas, regressivas e centradas para a primeira e a segunda derivadas
de modo a ilustrar graficamente qual aproximacao é mais acurada.
Faca o gréfico de todas as trés aproximagdes por diferencas finitas
da primeira derivada junto com a derivada tedrica, e faca 0 mesmo
também para a segunda derivada.
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PT1.4

EPILOGO: PARTE UM

PROS E CONTRAS

Os métodos numéricos sdo cientificos no sentido que representam técnicas sistematicas
para resolver problemas matemdticos. Entretanto, existe um certo grau de arte, julga-
mento subjetivo e compromisso associado a seu uso efetivo na engenharia pratica. Em
cada problema, vocé pode ser confrontado por diversos métodos numéricos alternativos e
muitos tipos diferentes de computadores. Portanto, a elegincia e a eficiéncia das dife-
rentes abordagens dos problemas sdo altamente individualistas e relacionadas com sua
habilidade de escolher sensatamente entre as opgdes. Infelizmente, como em qualquer
processo intuitivo, os fatores que influenciam essa escolha sdo dificeis de transmitir. Ape-
nas pela experiéncia essas técnicas podem ser totalmente compreendidas e aperfei¢oadas.
Entretanto, como elas desempenham um papel tdo importante na implementagéo efetiva
dos métodos, foi incluida esta se¢do como uma introdugio aos prds e contras que vocé
deve considerar quando for escolher um método numérico e as ferramentas para imple-
mentar esse método. Espera-se que a discussao a seguir influencie sua orientagdo quando
abordar o material subseqiiente. Além disso, espera-se que vocé consulte novamente este
material quando for confrontado com escolhas e prés e contras no restante do livro.

1. Tipo de Problema Matemdtico. Como delineado anteriormente na Figura PT1.2, di-
versos tipos de problemas matematicos sdo discutidos neste livro:
(a) Raizes de equagdes.
(b) Sistemas de equagdes algébricas lineares simultaneas.
(¢) Otimizagdo.
(d) Ajuste de curvas.
(e) Integrag@o numérica.
(f) Equacdes diferenciais ordindrias.
(g) Equacdes diferenciais parciais.

Os aspectos praticos dos métodos numéricos provavelmente lhe serdo introduzidos ao en-
frentar um problema em uma das dreas citadas. Os métodos numéricos serdo necessarios
porque o problema ndo poderd ser resolvido eficientemente usando técnicas analiticas.
Vocé deve estar ciente de que suas atividades profissionais irdo eventualmente envolver
problemas em todas as dreas acima. Assim, o estudo dos métodos numéricos e a escolha
de equipamento de computacdo automatica deveriam, no minimo, considerar esses tipos
basicos de problemas. Problemas mais avancados podem exigir recursos para manipular
dreas tais como aproximacgado funcional, equacdes integrais etc. Essas dreas tipicamente
exigem maior poder computacional e métodos avangados, nao cobertos neste texto. Ou-
tras referéncias tais como Carnahan, Luther e Wilkes (1969); Hamming (1973); Ralstone
Rabinowitz (1978) e Burden e Faires (1993) deverdo ser consultados para problemas
além do escopo deste livro. Além disso, no final de cada parte deste texto, vamos incluir
um pequeno resumo e referéncias para métodos avancgados para lhe fornecer os caminhos
para prosseguir em outros estudos de métodos numéricos.
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2.

Tipo, Disponibilidade, Precisdo, Custo e Velocidade do Computador. Vocé pode ter a
opcao de trabalhar com diversas ferramentas computacionais. Estas variam desde as
calculadoras de bolso até grandes computadores centrais (mainframe). Obviamente,
qualquer uma dessas ferramentas pode ser usada para implementar qualquer método
numérico (incluindo simples papel e 14pis). Em geral, ndo é uma questao de recursos
fundamentais, mas sim de custo, conveniéncia, velocidade, confianca, repetitividade
e precisao. Embora cada uma das ferramentas va continuar a ter utilidade, os avangos
rapidos recentes no desempenho dos computadores pessoais ja tiveram um grande im-
pacto na profissdo de engenheiro. Esperamos que essa revolucao se espalhe conforme
0s avangos tecnoldgicos continuem, porque os computadores pessoais oferecem um
excelente compromisso na conveniéncia, custo, precisdo, velocidade e capacidade de
armazenamento. Além disso, eles podem ser prontamente aplicados a maioria dos
problemas de engenharia préticos.
Custo do Desenvolvimento de Programas versus Custos de Softwares versus Custo do
Tempo de Execucdo. Uma vez que o tipo de problemas matemdticos a serem resolvi-
dos tenha sido identificado e que o sistema computacional tenha sido escolhido, sera
adequado considerar os custos de software e tempo de execucao. O desenvolvimento
de programas pode representar um esforco substancial em muitos projetos de enge-
nharia e pode, assim, ter um custo significativo. Com relacao a isso, € particularmente
importante que vocé conheg¢a muito bem o0s aspectos tedricos e praticos dos métodos
numéricos relevantes. Além disso, vocé deveria estar familiarizado com os softwares
desenvolvidos profissionalmente. Softwares de baixo custo estdo amplamente
disponiveis para a implementa¢do de métodos numéricos que podem ser facilmente
adaptados a uma grande variedade de problemas.
Caracteristicas do Método Numérico. Quando os custos do hardware e software com-
putacionais sdo altos, ou quando a disponibilidade do computador for limitada (por
exemplo, em alguns sistemas de uso compartilhado), é vantajoso escolher cuidadosa-
mente o método numérico mais adequado a situacdo. Por outro lado, se o problema
ainda estiver no estdgio de pesquisa e 0 acesso e o custo de computacdo ndo forem
problema, pode ser mais apropriado escolher um método numérico que funcione sem-
pre, mas que pode ndo ser o mais eficiente computacionalmente. Os métodos numéri-
cos disponiveis para resolver qualquer tipo particular de problema envolvem os tipos
de prés e contras que acabamos de discutir e ainda outros:

(a) Nimero de Aproximacdes ou Pontos Iniciais. Alguns dos métodos numéricos
para encontrar raizes de equagdes ou resolver equagdes diferenciais exigem que
o usudrio especifique aproximacgdes ou pontos iniciais. Os métodos simples em
geral exigem um valor, enquanto os métodos complicados podem exigir mais de
um valor. A vantagem dos métodos complicados que sdo computacionalmente
eficientes pode ser contrabalangada pela necessidade de pontos iniciais multi-
plos. Vocé deve usar sua experiéncia e julgamento para avaliar os pros e contras
para cada problema particular.

(b) Taxa de Convergéncia. Certos métodos numéricos convergem mais rapidamente
do que outros. Entretanto, essa convergéncia mais rdpida pode exigir aproxi-
magdes iniciais mais refinados e programac¢do mais complexa do que um método
com convergéncia mais lenta. Voc€ deve usar seu julgamento na escolha de um
método. Mais rapido nem sempre é melhor.

(¢) Estabilidade. Alguns métodos numéricos para encontrar raizes de equacdes ou
solugdes para sistemas de equacdes lineares podem divergir em vez de convergir
para a resposta correta em certos problemas. Por que vocé toleraria essa possibi-
lidade quando confrontado com problemas de projeto ou planejamento? A res-
posta € que esses métodos podem ser altamente eficientes quando funcionam.
Portanto, prés e contras emergem novamente. Vocé precisa decidir se as necessi-
dades do seu problema justificam o esfor¢o necessédrio para aplicar um método
que pode nio convergir sempre.

(d) Acurdcia e Precisdo. Alguns métodos numéricos sdo simplesmente mais acura-
dos e precisos que outros. Bons exemplos sdo as diversas equacdes disponiveis
para integracdo numérica. Em geral, o desempenho dos métodos com baixa
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acuricia pode ser melhorado diminuindo o tamanho do passo ou aumentando o
nimero de aplicagdes em um intervalo dado. E melhor usar um método com
baixa acurdcia com tamanho de passo pequeno ou um método com alta precisdo
e com tamanho de passo grande? Essa questdo deve ser analisada caso a caso
levando em consideracdo fatores adicionais tais como custo e facilidade de pro-
gramagdo. Além disso, vocé também deve se preocupar com erros de arredonda-
mento quando estiver usando aplicagdes multiplas de métodos de baixa precisdo
e quando o nimero de operagdes se torna grande. Aqui, o niimero de algarismos
significativos manipulados pelo computador pode ser o fator decisivo.

(e) Abrangancia das Aplicagoes. Alguns métodos numéricos podem ser aplicados
apenas a uma classe limitada de problemas ou a problemas que satisfacam certas
restrices matemadticas. Outros métodos ndo sdo afetados por tais limitagdes.
Vocé deve avaliar se vale a pena seu esfor¢o para desenvolver programas que
usem técnicas que sdo apropriadas apenas para um nimero limitado de proble-
mas. O fato de tais técnicas serem largamente usadas sugere que elas tém vanta-
gens que em geral serdo mais importantes que as desvantagens. Obviamente
estdo ocorrendo prds e contras.

(f) Requisitos Especiais. Algumas técnicas numéricas tentam aumentar a acuracia e
a taxa de convergéncia usando informacdes adicionais ou especiais. Um exemplo
seria usar valores tedricos ou estimados dos erros para melhorar a precisdo. En-
tretanto, essas melhorias em geral ndo sdo alcancadas sem alguma inconvenién-
cia em termos de custos computacionais adicionais ou aumento na complexidade
do programa.

(g) Esforco de Programagcdo Necessdrio. Esforcos para melhorar as taxas de con-
vergéncia, estabilidade e acurdcia podem ser criativos e engenhosos. Quando os
aprimoramentos podem ser feitos sem aumentar a complexidade da progra-
macdo, eles podem ser considerados elegantes e provavelmente serdo imediata-
mente usados na profissdo de engenheiro. Entretanto, se exigirem programas
mais complicados, vocé estard se deparando novamente com uma situagdo de
proés e contras que pode ou nio favorecer o novo método.

E claro que a discussdo acima com relagdo a escolha de métodos numéricos se
reduz a discussdo de custos e acurdcia. Os custos sdo aqueles envolvidos com tempo
de computagio e desenvolvimento de programa. Acurdcia adequada € uma questao de
julgamento profissional e ética.

Comportamento Matemdtico da Fungdo, Equacdo ou Dados. Na escolha de um
método numérico particular, de um tipo de computador e de software, vocé deve con-
siderar a complexidade de sua funcdo, equacdo ou dados. Equacdes simples e dados
lisos podem ser manipulados adequadamente por algoritmos numéricos simples e
computadores baratos. O oposto é verdade para equacdes complicadas e dados
exibindo descontinuidades.

Facilidade de Aplicagdo (Amigdvel ao Usudrio?). Alguns métodos numéricos sao fa-
ceis de aplicar, outros sdo dificeis. Isso pode ser uma consideragdo na escolha de um
método sobre outro. A mesma idéia se aplica em decisdes relativas a custos de desen-
volvimento de programa versus software desenvolvido profissionalmente. Pode exi-
gir um esfor¢o considerdvel converter um programa dificil em um que seja amigdvel
ao usudrio. Foram introduzidas maneiras de fazer isso no Capitulo 2 e estas serdo
elaboradas no transcorrer do livro.

Manutengdo. Os programas para resolver problemas de engenharia necessitam de
manutencdo porque durante a aplicacdo invariavelmente ocorrem dificuldades.
A manutencdo pode exigir mudangas no cédigo do programa ou expansio da docu-
mentacdo. Programas e algoritmos numéricos simples sdo mais faceis de manter.

Os capitulos a seguir envolvem o desenvolvimento de diversos tipos de métodos numé-
ricos para vdrios tipos de problemas matematicos. Muitos métodos alternativos serdo
dados em cada capitulo. Esses diversos métodos (em vez de um tnico método escolhido
pelos autores) serdo apresentados porque ndo existe um unico “melhor” método. Nao
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existe um melhor método porque existem muitos prés e contras que precisam ser conside-
rados na aplicacdo do método a problemas priticos. Uma tabela que destaca os prés e
contras envolvidos em cada método serd encontrada no final de cada parte deste livro.
Essa tabela deveria ajudd-lo a escolher o procedimento numérico para o contexto de seu
problema particular.

PT1.5 RELAC()ES E FORMULAS IMPORTANTES
A Tabela PT1.2 resume informacdes importantes que foram apresentadas na Parte Um.
A tabela pode ser consultada para um acesso rapido a relagdes e férmulas importantes.
O epilogo de cada parte deste livro conterd tal resumo.

PT1.6 METODOS AVANCADOS E REFERENCIAS ADICIONAIS

O epilogo de cada parte deste livro também incluird uma secdo planejada para facilitar e
encorajar estudos adicionais de métodos numéricos. Esta secdo citard outros livros no as-
sunto bem como material relacionado a métodos avangados.!

Para estender os fundamentos fornecidos na Parte Um, numerosos manuais sobre a
programacio de computadores estdo disponiveis. Seria dificil fazer referéncia a todos os
livros excelentes e manuais pertinentes a linguagens e computadores especificos. Além
disso, vocé provavelmente ja tem material de sua exposicao anterior a programacao. En-
tretanto, se esta for sua primeira experi€éncia com computadores, Chapra e Canale (1994)
fornecem uma introducao geral ao BASIC e Fortran. Seu professor e seus colegas tam-
bém devem ser capazes de aconselhd-lo com relagdo a bons livros de referéncia para
madquinas e linguagens disponiveis em sua escola.

Quanto a andlise de erro, qualquer bom livro introdutdrio de cdlculo incluird mate-
rial suplementar relativo a assuntos tais como expansao em série de Taylor. Os textos de
Swokowski (1979), Thomas e Finney (1979) e Simmons (1985) fornecem discussdes
muito legiveis sobre esses assuntos. Além disso, Taylor (1982) apresenta uma boa intro-
dug@o a andlise de erros.

Finalmente, embora esperemos que nosso livro lhe sirva bem, € sempre bom consul-
tar outras fontes quando se tenta dominar um novo assunto. Burden e Faires (1993);
Ralston e Rabinowitz (1978); Hoffman (1992) e Carnahan, Luther ¢ Wilkes (1969)
fornecem discussdes abrangentes da maioria dos métodos numéricos, incluindo alguns
métodos avancados que estdo além do escopo deste livro. Outros livros agraddveis no as-
sunto sdo Gerald e Wheatley (1989); Rice (1983) e Cheney e Kincaid (1985). Além disso,
Press et al. (1992) inclui cédigos de computador para implementar diversos métodos.

' Aqui, os livros sdo citados apenas pelos autores; uma bibliografia completa serd fornecida no final deste texto.
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EPILOGO: PARTE UM

TABELA PT1.2 Resumo das informacdes importantes apresentadas na Parte Um.

Definicoes de Erro
Erro verdadeiro E; = erro verdadeiro — aproximagdo
erro verdadeiro — aproximagdo

Erro relativo porcentual verdadeiro & = . 100%
valor verdadeiro

aproximagdo atual — aproximagdo anterior
aproximagdo atual

Erro relativo porcentual aproximado ¢, = 100%

Critério de parada Pare os cdlculos quando
£q< s
onde ¢, é o erro relativo porcentual pedido

Série de Taylor

. b / F(x;
Expansdo em série de Taylor fixian) = fxi) + F(x)h + 2(! ) 12
F(x) Frl(x)
b+t h" + R,
3! n!
onde
f[n+l)(s)
— n+1
Resto =T h
ou
R,= O(h”“)
Diferencia¢do Numérica
Primeira diferenca dividida finita Flx) = Flxiva) = Fixi) olh
progressiva X)) = h + Olh)
(Outras diferengas divididas estdo resumidas nos
Capitulos 4 e 23)

Propagacéo de erros
Para n variaveis independentes xi, x, . . ., x, tendo erros AXy, AXy, ..., AX,, o erro da funcdo f
pode ser estimado por

af

dx2

af

IXp

of
X

Af= AXy + AXo + -+ -+ AX,
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PT2.1 MOTIVACAO

Anos atrds, voc€ aprendeu a usar a férmula quadratica

—b +Vb? —4ac
X=———

PT2.1
2a ( )

para resolver
fx)=ax*+bx+c=0 (PT2.2)

Os valores calculados com a Equagdo (PT 2.1) sd@o chamados de “raizes” da Equacdo
(PT2.2). Eles representam os valores de x que fazem a Equacdo (PT2.2) igual a zero.
Logo, pode-se definir uma raiz de uma equacao como um valor de x que torna f(x) = 0.
Por essa razdo, as raizes sdo as vezes chamadas de zeros da equag@o.

Embora a férmula quadritica seja muito comoda para resolver a Equagao (PT2.2),
existem muitas outras fungdes para as quais as raizes ndo podem ser determinadas tdo
facilmente. Para esses casos, os métodos numéricos descritos nos Capitulos 5, 6 ¢ 7
fornecerdo maneiras de obter a resposta.

PT2.1.1 Métodos para Determinar as Raizes sem o Computador

Antes do aparecimento dos computadores digitais, existiam diversas maneiras de deter-
minar as raizes de equagdes algébricas e transcendentais. Em alguns casos, as raizes po-
diam ser obtidas por métodos diretos, como foi feito com a Equagdo (PT2.1). Embora
existissem equagdes como essa que podiam ser resolvidas diretamente, existiam muitas
outras que ndo podiam. Por exemplo, mesmo uma fung¢do aparentemente simples como
f(x) = e™* — x ndo pode ser resolvida analiticamente. Em tais casos, a tnica alternativa é
uma técnica de solucao aproximada.

Um método para obter uma solugdo aproximada € tragar o grafico da funcédo e deter-
minar onde ele cruza o eixo dos x. Esse ponto, que representa um valor de x para o qual
f(x) =0, é araiz. Técnicas graficas sdo discutidas no inicio dos Capitulos 5 e 6.

Embora os métodos graficos sejam tteis para obter estimativas grosseiras, eles sdo
limitados por causa de sua falta de precisdo. Uma abordagem alternativa é usar tentativa e
erro. Essa “técnica” consiste em chutar um valor de x e calcular para ver se f(x) € zero. Se
ndo (como é quase sempre o caso), é feito um outro chute, e f(x) € novamente calculado
para determinar se o novo valor fornece uma estimativa melhor para a raiz. O processo é
repetido até que seja feito um chute que resulte em um f(x) que esteja préximo de zero.

Tais métodos tdo casuais sdo obviamente ineficientes e inadequados para as necessi-
dades da prética da engenharia. As técnicas descritas na Parte Dois representam alternati-
vas que também sdo aproximadas, mas que empregam estratégias sistemdticas para mirar
na raiz verdadeira. Como elaborado nas préximas paginas, a combinagdo desses métodos
sistemdticos e computadores torna a solu¢do da maioria dos problemas aplicados de
raizes de equacdes uma tarefa simples e eficiente.

PT2.1.2 Raizes de Equacoes e a Pratica da Engenharia

Embora aparecam em outros contextos de problemas, as raizes das equacdes em geral
ocorrem na area de projetos de engenharia. A Tabela PT2.1 lista diversos principios fun-
damentais que s@o rotineiramente usados no trabalho de projeto. Como introduzido no
Capitulo 1, as equacdes ou modelos matematicos deduzidos a partir desses principios sdo
usados para prever varidveis dependentes como fungdo das varidveis independentes,
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termos forgantes e parametros. Observe que, em cada caso, as varidveis dependentes re-
fletem o estado ou o desempenho do sistema, enquanto os parimetros representam suas
propriedades ou composicdo.

Um exemplo de tal modelo € a equacio, deduzida da segunda lei de Newton, usada
no Capitulo 1 para a velocidade do para-quedista:

v= % (1 — e=C/mny (PT2.3)

onde v € a varidvel dependente, o tempo ¢ € a varidvel independente, a constante gravita-
cional g € o termo forgante e o coeficiente de arrasto ¢ e a massa m sdo pardmetros. Se 0s
parametros forem conhecidos, a Equagdo (PT2.3) pode ser usada para prever a velocidade
do para-quedista como uma fun¢@o do tempo. Tais cédlculos podem ser feitos diretamente
porque v € expressa explicitamente como uma funcdo do tempo. Isto &, ela estd isolada em
um lado do sinal de igual.

Entretanto, suponha que tenhamos que determinar o coeficiente de arrasto para que
um péara-quedista de uma dada massa atinja uma certa velocidade em um determinado in-
tervalo de tempo. Embora a Equagdo (PT2.3) forneca uma representacdo matemdtica da
inter-relacdo entre as varidveis e os pardmetros do modelo, ela ndo pode ser resolvida ex-
plicitamente para determinar o coeficiente de arrasto. Tente fazer isso. Ndo hd maneira de
reorganizar a equagdo de forma que c esteja isolado em um lado do sinal de igual. Em tais
casos, dizemos que c esta implicito.

Isso representa um dilema real, porque muitos problemas de projeto de engenharia
envolvem especificar as propriedades ou a composi¢do do sistema (como representado
por seus parametros) para garantir que funcionem da maneira desejada (como represen-

TABELA PT2.1 Principios fundamentais usados em problemas e projetos
de engenharia.

Principio Variaveis Variaveis
Fundamental Dependentes Independentes  Parédmetros
Balango de calor Temperatura Tempo e Propriedades térmicas
posicdo do material e
geometria do
sistema
Balango de massa Concentragéo ou Tempo e Comportamento
quantidade de massa posicdo quimico do material,
coeficientes de
transferéncia de
massa e geometria
do sistema
Balango de energia Infensidade e diregéo Tempo e Resisténcia do material,
das forgas posicdo propriedades
estruturais e geometria
do sistema
Balango de energia Mudangas nos estados Tempo e Propriedades térmicas,
de energia cinética e posicdo massa do material e
potencial do sistema geometria do
sistema
Leis de movimento Aceleracdo, velocidade Tempo e Massa do material,
de Newton ou posicGo posicéo geometria do sisfema
e parémetros
dissipativos fais como
afrito ou arrasto
Leis de Kirchhoff Correntes e voltagens em Tempo Propriedades elétricas
circuitos eléfricos de sistema tais como

resisténcia,
capacitncia e
induténcia
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tado por suas varidveis). Assim, esses problemas freqiientemente exigem a determinagado
de parametros implicitos.

A solugdo do dilema é fornecida pelos métodos numéricos para raizes de equagdes.
Para resolver o problema usando métodos numéricos, € conveniente reescrever a Equagdo
(PT2.3). Isso € feito subtraindo-se a varidvel dependente v de ambos os lados da equacdo
para obter

fley =82 (1= emte/mry _y (PT2.4)
C

O valor de ¢ que torna f(c) = 0 €, portanto, a raiz da equagdo. Esse valor também repre-
senta o coeficiente de arrasto que resolve o problema de engenharia.

A Parte Dois deste livro trata de uma variedade de métodos numéricos e graficos
para a determinagao de raizes de relacdes como a Equagdo (PT2.4). Essas técnicas podem
ser aplicadas a problemas de projeto de engenharia que sdo baseados nos principios fun-
damentais delineados na Tabela PT2.1 e também a muitos outros problemas confrontados
rotineiramente na pratica da engenharia.

FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Para a maioria das dreas de assuntos neste livro, em geral existem alguns pré-requisitos
matematicos necessarios para ter sucesso em dominar o tépico. Por exemplo, os conceitos
de estimativa do erro e de expansdo em série de Taylor discutidos nos Capitulos 3 e 4 t€m
relevancia direta em nossa discussdo de raizes de equacdes. Adicionalmente, antes deste
ponto j4 mencionamos os termos equacdes “algébricas” e “transcendentais”. Poderia ser
util definir formalmente esses termos e discutir como eles se relacionam ao escopo desta
parte do livro.

Por defini¢do, uma fung@o dada por y = f(x) € algébrica se ela puder ser expressa
na forma

fod" 4 fomty" o+ fiy+ fo=0 (PT2.5)

onde f; ¢ um polindmio de grau n em x. Os polinémios sdo uma classe simples de func¢des
algébricas que sdo representadas em geral por

fu(x) = ag+ar1x +ayx> 4+ -+ a,x" (PT2.6)
onde n é o grau do polindmio e os a’s sdo constantes. Alguns exemplos especificos sdo

Hr(x)=1-2,37x +7,5x> (PT2.7)

fo(x) = 5x% — x3 +7x° (PT2.8)

Uma fungio franscendental é uma que nao € algébrica. Incluem-se as fungdes trigo-
nométricas, exponenciais, logaritmicas e outras fungdes menos familiares. Exemplos sao

f(x)=Inx>—1 (PT2.9)

f(x) = e "*sen(3x — 0,5) (PT2.10)

As raizes das equacgdes podem ser reais ou complexas. Embora existam casos nos quais
as raizes complexas de fungdes ndo polinomiais sejam de interesse, tais situagdes sao
menos comuns do que para polindmios. Como conseqiiéncia, os métodos padrao para lo-
calizar raizes tipicamente se dividem em duas dreas de problemas um pouco relacionadas,
mas primariamente distintas:

1. A determinagdo de raizes reais de equacoes algébricas e transcendentais. Essas
técnicas sdo usualmente desenvolvidas para determinar o valor de uma tinica raiz com
base no conhecimento prévio de sua localiza¢do aproximada.



PT2.3 ORIENTACAO 95

PT2.3

2. A determinacdo de todas as raizes reais e complexas de polindmios. Esses métodos
sdo desenvolvidos especificamente para polindmios. Determinam sistematicamente
todas as raizes do polindmio em vez de determinar uma tnica raiz real a partir de uma
posicao aproximada.

Neste livro discutiremos ambos os casos. Os Capitulos 5 e 6 sdo dedicados a
primeira categoria. O Capitulo 7 lida com polindmios.

ORIENTACAO

Alguma orientagdo serd util antes de prosseguir para os métodos numéricos para a deter-
minacdo de raizes de equagdes. O que segue € destinado a lhe dar uma visao geral do mate-
rial na Parte Dois. Além disso, foram incluidos alguns objetivos para lhe ajudar a focalizar
seus esforcos quando estudar o material.

PT2.3.1 Escopo e Visao Geral

A Figura PT2.1 é uma representacdo esquemadtica da organizacdo da Parte Dois.
Examine essa figura cuidadosamente, comegando na parte de cima e prosseguindo no
sentido hordrio.

Depois dessa introducdo, o Capitulo 5 é dedicado aos métodos intervalares para
determinar uma raiz. Esses métodos comecam com a descoberta de um intervalo que
contenha a raiz e depois sistematicamente diminuem a largura do intervalo. Dois méto-
dos especificos sdo discutidos: bissecgdo e falsa posi¢do. Os métodos graficos sio usa-
dos para fornecer uma percepcao visual das técnicas. As formulagdes de erros sdo de-
duzidas para ajudd-lo a determinar quanto esfor¢o computacional é necessdrio para
fazer uma estimativa da raiz até o nivel de precisao pré-especificado.

O Capitulo 6 cobre os métodos abertos. Esses métodos também envolvem iteracdes
sistemadticas de tentativa e erro, mas ndo exigem aproximacdes iniciais que delimitem a
raiz. Descobriremos que em geral estes métodos sdo computacionalmente mais eficientes
do que os métodos intervalares, mas ndo funcionam sempre. Os métodos de iteragdo de
um ponto, Newton-Raphson e da secante serdo descritos. Os métodos graficos serdo usa-
dos para fornecer uma percepgao geométrica dos casos nos quais os métodos abertos ndao
funcionam. As férmulas sdo deduzidas para fornecer uma idéia de qudo rapidamente os
métodos abertos atingem a raiz. Além disso, € explicada uma abordagem para estender o
método de Newton-Raphson a sistemas de equagcées ndo lineares.

O Capitulo 7 é dedicado a encontrar as raizes de polinémios. Depois da secdo de
fundamentos sobre polindmio, o uso dos métodos convencionais (em particular dos méto-
dos abertos do Capitulo 6) é discutido. A seguir, dois métodos especiais para localizar
raizes de polindmios sdo descritos: os métodos de Miiller e Bairstow. O capitulo termina
com informagdes relacionadas a encontrar as raizes com programas de biblioteca e
pacotes de software.

O Capitulo 8 estende os conceitos acima para problemas de engenharia reais. Os
casos de engenharia estudados sdo usados para ilustrar a for¢a e as fraquezas de cada
método e para desenvolver a intui¢do na aplicag@o das técnicas na pratica profissional. As
aplicacdes também destacam os prés e contras (como discutido na Parte Um) associados
a varios métodos.

Um epilogo ¢ incluido no final da Parte Dois. Ele contém uma comparacdo detalhada
dos métodos discutidos nos Capitulos 5, 6 e 7. Essa comparacao inclui uma descri¢ao dos
pros e contras relacionados com o uso adequado de cada técnica. Essa se¢do também
fornece um resumo de férmulas importantes, juntamente com referéncias para alguns
métodos numéricos que estdo além do escopo deste texto.

PT 2.3.2 Metas e Objetivos

Obijetivos de Estudo. Depois de completar a Parte Dois, vocé deveria ter informagio
suficiente para abordar com sucesso uma grande variedade de problemas de engenharia
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FIGURA PT2.1

Esquema de organizagdo do material na Parte Dois: Raizes de Equagdes.

relacionados com raizes de equagdes. Em geral, vocé deve ter dominado as técnicas,
aprendido a avaliar sua confiabilidade e ser capaz de escolher o melhor método (ou
métodos) para qualquer problema particular. Além dessas metas gerais, os conceitos es-

pecificos na Tabela PT2.2 devem estar assimilados para um entendimento completo do
material da Parte Dois.

Obijetivos Computacionais. O livro lhe oferece software e algoritmos computacionais
simples para implementar as técnicas discutidas na Parte Dois. Todos tém utilidade como
ferramentas computacionais.

Pseudocddigos para diversos métodos também sdo fornecidos diretamente no texto.
Essa informacdo vai permitir-lhe expandir sua biblioteca de softwares, incluindo progra-
mas que sio mais eficientes que o método da bisseccdo. Por exemplo, vocé pode querer
ter seu préprio software para as técnicas da falsa posicido, de Newton-Raphson e da se-
cante, que sdo em geral mais eficientes que o método da bisseccao.
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TABELA PT2.2 Obijetivos de estudo especificos da Parte Dois.

. Entender a interpretagdo gréfica de uma raiz.
. Saber a interpretagdo gréfica do método da falsa posicdo e por que em geral ele é superior ao

método da bisseccdo.

. Entender a diferenca enfre os métodos intervalares e os métodos abertos para localizar raizes.
. Entender os conceitos de convergéncia e divergéncia; usar o método gréfico de duas curvas para

fornecer uma descricdo visual desses conceitos.

. Saber por que os méfodos infervalares sempre convergem, enquanto os métodos abertos podem s

vezes divergir.

. Perceber que a convergéncia dos métodos aberios & mais provével se a aproximagdo inicial estiver

proximo da raiz verdadeira.

. Entender os conceitos de convergéncia linear e quadrética e suas conseqgiiéncias na eficiéncia dos

métodos de iteragdo de ponto fixo e de Newton-Raphson.

. Saber a diferenca fundamental entre os métodos da falsa posicéo e da secante e como ela se

relaciona com a convergéncia.

. Entender o problema causado pelas raizes multiplas e as modificagdes disponiveis para abrandé-os.
. Saber como estender a abordagem de NewtonRaphson para uma Onica equagdo para resolver

sistemas de equagdes ndolineares.

Finalmente, pacotes como os softwares Excel, MATLAB e bibliotecas de progra-

mas t€m recursos poderosos para localizar raizes. Voc€ pode usar esta parte do livro para
se familiarizar com esses recursos.
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5.1

Métodos Intervalares

Este capitulo sobre raizes de equacdes trata de métodos que exploram o fato de que uma
fun¢do tipicamente muda de sinal na vizinhanca de uma raiz. Essas técnicas (bracketing
methods), que isolam a raiz em um intervalo, exigem duas estimativas iniciais para a raiz.
Tais estimativas devem “delimitar” a — ou estar uma de cada lado da — raiz. Os méto-
dos particulares descritos aqui usam estratégias diferentes para sistematicamente dimi-
nuir a largura do intervalo e, portanto, aproximar-se da resposta correta.

Como uma introdug@o a essas técnicas, serdo discutidos brevemente métodos grafi-
cos para descrever as funcdes e suas raizes. Além de sua utilidade para fornecer estimati-
vas grosseiras, as técnicas graficas também sdo tteis na visualizagdo das propriedades das
fungdes e do comportamento de diversos métodos numéricos.

METODOS GRAFICOS

EXEMPLO 5.1

Um método simples para obter uma estimativa da raiz da equacao f(x) = 0 é fazer um gra-
fico da fun¢@o e observar onde ela corta o eixo dos x. Esse ponto, que representa o valor
de x para o qual f(x) = 0, fornece uma aproximagao grosseira da raiz.

A Abordagem Gréfica

Enunciado do Problema. Use a abordagem grafica para determinar o coeficiente de
arrasto ¢ necessdrio para que um para-quedista de massa m = 68,1 kg tenha uma veloci-
dade de 40 m/s depois de cair em queda livre por t = 10 s. Observagdo: a aceleracido da
gravidade é 9,8 m/s.

Solucdo. Esse problema pode ser resolvido determinando-se as raizes da Equagdo
(PT2.4) usando os pardmetros t = 10, g = 9,8, v =40 e m = 68,1:

1
fle) = w“ _ 67(6/68,1)10) — 40
C
ou
7
fe) = 667,38 (1 — 0146843y _ 49 e

Pode-se substituir varios valores de ¢ no lado direito dessa equagdo para calcular

c f(c)

4 34,115
8 17,653
12 6,067
6 —2,269
6] —8,401




5.1 METODOS NUMERICOS 99

f(x)

f(x)

f(x)

|

Lo |

| |

o) l

V |

|

|

| |

| |

| |

| X

1 "

xl xu
(d)
FIGURA 5.2

llustracdo de diversas formas
gerais nas quais uma raiz pode

ocorrer em um infervalo
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extremidade inferior x; e uma
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FIGURA 5.1

A abordagem gréfica para determinar as raizes de uma equagdo.

Esses pontos estdo marcados na Figura 5.1. A curva resultante cruza o eixo c entre 12 e 16.
Uma inspecdo visual do grafico fornece uma estimativa grosseira da raiz de 14,75. A va-
lidade da estimativa grafica pode ser verificada pela substitui¢do na Equacio (E5.1.1), o
que fornece

667,38
14,75

f(14,75) = (1 — e OHOSBULI) 40 = 0,059

que estd proximo de zero. Isso também pode ser verificado pela substituicdo na Equacao
(PT2.4) juntamente com os pardmetros desse exemplo, o que di
_9,8(68,1)

14 75 (1 _ 67(14,75/68,1)10) — 40’059

que estd muito proximo da velocidade de queda pedida de 40 m/s.

As técnicas gréficas tém valor pratico limitado porque ndo s@o precisas. Entretanto,
os métodos grificos podem ser usados para obter estimativas grosseiras das raizes. Essas
estimativas sio usadas como aproximagdes iniciais para os métodos numéricos discutidos
neste e no préximo capitulo.

Além de fornecer estimativas grosseiras para as raizes, as interpretagdes graficas sdo
ferramentas importantes para se entender as propriedades das funcdes e antecipar as ar-
madilhas dos métodos numéricos. Por exemplo, a Figura 5.2 mostra diversas maneiras
pelas quais as raizes podem ocorrer (ou nao) em um intervalo determinado por uma ex-
tremidade inferior x; e por uma extremidade superior x,. A Figura 5.2b descreve o caso
no qual uma unica raiz foi delimitada por valores positivos e negativos de f(x). Entre-
tanto, a Figura 5.2d, onde f(x;) e f(x,) também estdo de lados opostos do eixo x, mostra
trés raizes ocorrendo nesse intervalo. Em geral, se f(x;) e f(x,) tém sinais opostos, existe
um nimero impar de raizes no intervalo. Como indicado pelas Figuras 5.2a e c, se f(x;) e
f(x,) ttm ambos o mesmo sinal, ou ndo existe nenhuma raiz ou existe um niimero par de
raizes entre os valores.
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EXEMPLO 5.2

f(x)

- ___

=

(@)

="

f(0)

N

FIGURA 5.3

llustragcdes de algumas excecdes aos casos gerais mostrados na
Figura 5.2. (a) Raizes mUltiplas que ocorrem quando a funcdo é
fangente ao eixo x. Nesse caso, embora as exiremidades
tenham sinais opostos, h& um nimero par de inferseccoes com !

o eixo nesse infervalo. (b) Fungdes descontinuas nas quais as / ‘ [
exiremidades de sinais opostos cercam um nimero par de X, X,

raizes. Estratégias especiais sdo necessarias para deferminar (b)
as raizes nesses casos.

Essas generalizagdes sdo quase sempre verdadeiras, mas hd casos em que elas nio
funcionam. Por exemplo, as fun¢des que sdo tangentes ao eixo x (Figura 5.3a) ou que s@o
funcdes descontinuas (Figura 5.3b) podem violar esses principios. Um exemplo de uma
funcdo que ¢ tangente ao eixo é a equacdo cubica f(x) = (x — 2)(x — 2)(x — 4). Observe
que x = 2 torna dois termos nesse polindmio iguais a zero. Matematicamente, x = 2 é
chamado de raiz miiltipla. No final do Capitulo 6, serdo apresentadas técnicas destinadas
a localizar raizes multiplas.

A existéncia de casos do tipo mostrados na Figura 5.3 torna dificil desenvolver al-
goritmos computacionais gerais que garantam a localizacdo de todas as raizes em um in-
tervalo. Entretanto, quando usados junto com abordagens graficas, os métodos descritos
nas secdes seguintes sao extremamente tteis para resolver problemas de raizes de equa-
¢oes confrontados rotineiramente por engenheiros e matemadticos aplicados.

Uso de Graficos Computacionais para Localizar Raizes

Enunciado do Problema. Os gréficos computacionais podem tornar mais répidos e
melhores seus esforcos para localizar as raizes de equagdes. A fungdo

f(x) = sen 10x — cos 3x

tem diversas raizes no intervalo de x =0 a x =35. Use graficos computacionais para
adquirir uma percep¢ao do comportamento dessa funcao.

Solug@o.  Os pacotes de software como Excel e MATLAB podem ser usados para gerar
graficos. A Figura 5.4a é um gréfico de f(x) de x = 0 ax = 5. Esse gréfico sugere a pre-
sencga de diversas raizes, incluindo uma possivel raiz dupla perto de x = 4,2 onde f(x)
parece ser tangente ao eixo x. Uma figura mais detalhada do comportamento de f(x) é
obtida variando-se o dominio do grafico de x = 3 ax = 5, como mostrado na Figura 5.4b.
Finalmente, na Figura 5.4¢, a escala vertical € estreitada ainda mais para f(x) = —0,15 a
f(x) = 0,15 e a escala horizontal € estreitada para x = 4,2 ax = 4,3. Esse grafico mostra
claramente que nio existe uma raiz dupla nessa regifo e que na realidade existem duas
raizes distintas perto de x = 4,23 e de x = 4,26.

Os graficos computacionais terdo grande utilidade nos seus estudos de métodos
numéricos. Esse recurso também terd muitas outras aplica¢cdes em suas outras disciplinas
e também em suas atividades profissionais.
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FIGURA 5.4
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Uma ampliagéo progressiva de f(x) = sen 10x + cos 3x pelo computador. Esses recursos gréficos interativos permitem
ao analista deferminar que existem duas raizes distinfas entre x = 4,2 e x = 4,3.

5.2

O METODO DA BISSECCAO

Quando aplicou a técnica grafica do Exemplo 5.1, vocé observou (Figura 5.1) que f(x)
mudou de sinal em lados opostos da raiz. Em geral, se f(x) for real e continua no intervalo
de x; a x, e f(x)) e f(x,) tiverem sinais opostos, isto &,

S fxy) <0 6.1
entdo existe pelo menos uma raiz real entre x; € x,,.

Os métodos de busca incrementais tiram vantagem dessa observagao localizando um
intervalo no qual a funcdo muda de sinal. Entdo, a posicdo da mudanca de sinal (e, con-
seqiientemente, da raiz) € identificada mais precisamente dividindo-se o intervalo em di-
versos subintervalos. Procura-se em cada um desses subintervalos para localizar a mu-
danca de sinal. O processo € repetido e a estimativa da raiz € refinada dividindo-se os
subintervalos em incrementos menores. Voltaremos ao tépico geral de buscas incremen-
tais na Secdo 5.4.

O método da bisseccdo, que € alternativamente chamado de truncamento bindrio, di-
visdo do intervalo na metade, ou método de Bolzano, € um tipo de método de busca incre-
mental no qual o intervalo € sempre dividido na metade. Se uma funcdo muda de sinal em
um intervalo, calcula-se o valor da fun¢do em seu ponto médio. A posi¢@o da raiz é entdo
determinada como sendo o ponto médio do subintervalo no qual a mudanca de sinal ocorre.
Esse processo € repetido para obter estimativas refinadas. Um algoritmo simples para os
célculos da bissecc¢do € listado na Figura 5.5 e uma descricao grafica do método é fornecida
na Figura 5.6. O exemplo a seguir exibe todos os calculos realmente envolvidos no método.
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Passo 1: Escolha as aproximagdes inferior x; e superior x, para a raiz de modo que a
fungdo mude de sinal no intervalo. Isso pode ser verificado garantindo que
Fix)f(x,) < O.
Passo 2: Uma estimativa da raiz é determinada por
X+ X,
Xr = 2
Passo 3: Faga os seguintes calculos para determinar em qual subintervalo a raiz esta:
(a) se fix|flx) < O, a raiz estéd no subintervalo inferior. Portanto, faca x,= x, e
volte ao passo 2.
(b) se f(x)flx) > O, a raiz esté no subintervalo superior. Porfanto, faca x = x, e
volfe ao passo 2.
(c) se fix)f(x)= O, a raiz é igual a x;; pare os célculos.
FIGURA 5.5
FIGURA 5.6 0

Uma descricéo grafica do
método da bisseccdo. Esse
gréfico mostra as primeiras frés
iteragdes do Exemplo 5.3.

EXEMPLO 5.3

Bisseccdo

Enunciado do Problema. Use bissec¢iio para resolver o mesmo problema tratado
graficamente no Exemplo 5.1.

Solucdo. O primeiro passo na bisseccdo é descobrir dois valores para a incégnita (no
problema presente, ¢) que dé valores de f(c) com sinais diferentes. A partir da Figura 5.1,
vé-se que a fun¢do muda de sinal entre 12 e 16. Portanto, a estimativa inicial da raiz x, é
o ponto médio do intervalo

12416

Xy 14
2

Essa estimativa representa um erro relativo porcentual verdadeiro de ¢, = 5,3% (observe
que o valor verdadeiro da raiz é 14,7802). A seguir, calcula-se o produto do valor da
fungdo no extremo inferior e no ponto médio:

f(12) f(14) = 6,067(1,569) = 9,517

que é maior do que zero e, portanto, nio ocorre troca de sinal entre a extremidade inferior
e o ponto médio. Conseqiientemente, a raiz deve estar localizada entre 14 e 16. Logo,
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EXEMPLO 5.4

criamos um novo intervalo redefinindo a extremidade inferior como 14 e determinando
uma estimativa revisada da raiz por

14 +16
xr:—:
2

0 que representa um erro porcentual verdadeiro de & = 1,5%. O processo pode ser
repetido para se obter estimativas refinadas. Por exemplo,

F£(14) £(15) = 1,569(—0,425) = —0,666

15

Portanto, a raiz estd entre 14 e 15. A extremidade superior € redefinida como 15, e a raiz
estimada na terceira iteracio é calculada por

0 que representa um erro relativo porcentual de &, = 1,9%. O método pode ser repetido
até que o resultado seja suficientemente acurado para satisfazer suas necessidades.

No exemplo anterior, pode-se notar que o erro verdadeiro nao decresce com cada ite-
racdo. Entretanto, o intervalo no qual a raiz estd localizada € dividido na metade em cada
passo do processo. Como discutiremos na proxima se¢do, a largura do intervalo fornece
uma estimativa exata do limitante superior do erro para o método da bissec¢ao.

5.2.1 Critério de Parada e Estimativa do Erro

Terminamos o Exemplo 5.3 com a afirmacdo de que se poderia continuar o método para
obter uma estimativa refinada da raiz. Agora é preciso desenvolver um critério objetivo
para decidir quando parar o método.

Uma sugestdo inicial poderia ser parar os cdlculos quando o erro verdadeiro cair
abaixo de algum nivel pré-especificado. Como ilustracao, no Exemplo 5.3, o erro relativo
caiu de 5,3 para 1,9% durante os cdlculos. A decisdo pode ser parar quando o erro cair
abaixo de 0,1%. Essa estratégia € falha porque os erros estimados no exemplo foram
baseados no conhecimento da raiz verdadeira da fun¢do — o que ndo seria o caso em
situacdes reais, pois nao haveria motivo para usar o método se a raiz ja fosse conhecida.

Portanto, é necessdria uma estimativa de erro que nao dependa do conhecimento
prévio dessa raiz. Como visto anteriormente na Se¢do 3.3, um erro relativo porcentual
aproximado ¢, pode ser calculado por [lembre-se da Equacgdo (3.5)]

x;lOVO _ x;/elho
&q = 100% (5.2)
anVO
p
onde x™"° ¢ a raiz da iteragfio atual e x"*'" ¢ a raiz da iteragio prévia. O valor absoluto é

usado porque, em geral, estamos interessados no modulo de ¢, em vez de no seu sinal.
Quando ¢, se torna menor do que um critério de parada pré-especificado &;, param-se 0s
célculos.

Estimativa de Erro para a Bisseccao

Enunciado do Problema. Continue o Exemplo 5.3 até que o erro aproximado fique
abaixo do critério de parada e, = 0,5%. Use a Equag@o (5.2) para calcular os erros.

Soluc@o.  Os resultados das primeiras duas iteracdes no Exemplo 5.3 foram 14 e 15. A
substitui¢do desses valores na Equagao (5.2) fornece

15— 14

100% = 6,667%
15

|8a| :‘

Lembre que o erro relativo porcentual verdadeiro para a estimativa daraiz de 15 era 1,5%.
Logo, &, € maior do que ¢,. Esse comportamento se manifesta nas outras iteracdes:
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lteracéio X Xy X, £a (%) &t (%)

12 16 14

14 16 15

14 15 14,5
14,75
14,875
14,8125

5,279
1,487
1,896
0,204
0,641
0,219

6,667
3,448
1,695
0,840
0,422

O NN —
N
(@]
(@]

14,875

Assim, depois de seis iteracdes, &, finalmente fica abaixo de &; = 0,5%, e os calcu-
los podem parar.

Esses resultados estdo resumidos na Figura 5.7. A natureza “irregular” do erro ver-
dadeiro se deve ao fato de que, na bisseccdo, a raiz verdadeira pode estar em qualquer
lugar dentro do intervalo que a cerca. Os erros verdadeiro e aproximado estdo bem dis-
tantes quando acontece de o intervalo estar centrado na raiz verdadeira. Eles estdo proxi-
mos quando a raiz verdadeira estd préxima de qualquer das extremidades.

Embora o erro aproximado nao forneca uma estimativa exata do erro verdadeiro, a
Figura 5.7 sugere que ¢, captura a tendéncia geral para baixo de ¢,. Além disso, o grafico
mostra a caracteristica extremamente atrativa de que ¢, é sempre maior do que &,. Logo,
quando g, cai abaixo de &;, podemos parar os calculos com a confianca de que a raiz € co-
nhecida pelo menos tdo acuradamente quanto o nivel aceitdvel pré-especificado.

Embora seja sempre perigoso tirar conclusdes gerais de um tnico exemplo, pode ser
demonstrado que ¢, serd sempre maior do que &, para o método da bissec¢do. Isso ocorre
porque, cada vez que uma raiz aproximada é localizada usando a bissec¢do com x, =
(x; + x,)/2, sabemos que a raiz verdadeira estd em algum ponto dentro de um intervalo de
comprimento (x, — x;)/2 = Ax/2. Logo, araiz deve estar a =Ax/2 de nossa estimativa
(Figura 5.8). Por exemplo, quando o Exemplo 5.3 foi parado, poderiamos fazer a afir-
magcao definitiva de que

x=145*0,5

Como Ax/2 = x°"° — xrve““’ (Figura 5.9), a Equagdo (5.2) fornece um limitante
superior exato para o erro verdadeiro. Para que esse limitante fosse excedido, a raiz

FIGURA 5.7

Erros para o método da
bisseccdo. Os erros verdadeiro
e estimado estdo mostrados em

funcéo do nimero de iteracdes.

10 —

Aproximado

10 —

Verdadeiro

Erro relativo percentual

Iteracoes
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verdadeira deveria estar fora do intervalo que a cerca, o que, por defini¢do, nunca poderia
ocorrer no método da bissec¢@o. Como ilustrado no exemplo seguinte (Exemplo 5.7), outras
técnicas de localizar raizes ndo se comportam sempre tdo bem. Embora a bissec¢do seja em
geral mais lenta do que outros métodos, a simplicidade de sua andlise de erro é certamente
um aspecto positivo que poderia tornd-la atrativa para certas aplicacdes de engenharia.

Antes de prosseguir para programas de computador para a bisseccao, deve-se obser-
var que as relacdes (Figura 5.9)

Xy — X|
yhovo __ xvelho —

r r 2

novo __ X1 + Xy

r - T
podem ser substituidas na Equagdo (5.2) para desenvolver uma formulac@o alternativa
para o erro relativo porcentual

Xy — X

100% (5.3)

Eq =

X, + X

Essa equacdo fornece resultados idénticos a Equagdo (5.2) para a bisseccdo. Além
disso, ela permite calcular uma estimativa de erro com base nas aproximagdes iniciais —
isto é, na primeira iteracdo. Por exemplo, na primeira iteracdo do Exemplo 5.2, um erro
aproximado pode ser calculado como

0120 00 = 14,299

R T 12’ 0T e
FIGURA 5.8
Trés maneiras pelas quais o ’fl Xr xlu
intervalo pode delimitar a raiz. (@) I * |
Em (a) o valor verdadeiro estd
no centro do intervalo, ao X X .,
passo que em (b) e em (c] o ) | ®
valor verdadeiro estd proximo
4 extremidade. Observe que a
discrepéncia enfre o valor X X, x,

verdadeiro e o ponfo médio
do intervalo nunca excede a
mefade do comprimento do
intervalo ou Ax/2.

~
2]

~

@

Ax/2 Ax/2

Raiz verdadeira

FIGURA 5.9

Descricdo gréfica de por que
o erro estimado para a
bisseccdo (Ax/2) &
equivalente & esfimativa da
raiz na iteracdo atual (xpovo)
menos a raiz estimada na
iteracdo anterior (xyeho).

——A—
| |
| |
| |
Iteracdo anterior I ® : I
velho |
X, |
| |
: xr;ovo
Iteracao atual : ® I
| |
| |
| |
\_V_l
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Um outro beneficio do método da bisseccdo € que o niimero de iteragdes necessdrias
para se chegar a um erro absoluto pode ser calculado a priori — isto é, antes de comecar
as iteragdes. Isso pode ser visto reconhecendo-se que, antes de comecar a técnica, o erro
absoluto é

E(?:xg—xlozAxO

onde o sobrescrito indica a itera¢do. Entdo, antes de comegar o método, estamos na “ite-
racdo zero”. Depois da primeira iterag@o, o erro se torna
1 Ax°
E,=—
2
Como cada iteracdo sucessiva divide o erro por dois, uma férmula geral relacionando o
erro e o ndmero de iteracdes, n, €
Ax?

E" = 54
‘=" (5.4)

Se E, 4 € o erro desejado, essa equacio pode ser resolvida por

log(Ax°/E 0
N

5.5
log 2 E,uq (5:5)

Vamos testar a férmula. Para o Exemplo 5.4, o intervalo inicial era Axy = 16 — 12 =
4. Depois de seis iteracdes, o erro absoluto era

(14,875 — 14,75]

= 0,0625
2

a

Pode-se substituir esses valores na Equacao (5.5) para obter

_ log(4/0,0625)
N log 2 N

Logo, se soubermos antecipadamente que um erro de menos do que 0,0625 ¢ aceitavel, a
férmula diz que seis iteragcdes forneceriam o resultado procurado.

Embora se tenha enfatizado o uso do erro relativo por razdes 6bvias, hd casos em que
(em geral, pelo conhecimento do contexto do problema) se podera especificar um erro ab-
soluto. Nesses casos, a bissec¢@o junto com a Equacgdo (5.5) podem fornecer um algo-
ritmo util na localizac¢@o das raizes. Tais aplica¢des serdo exploradas nos problemas do
final do capitulo.

5.2.2 Algoritmo de Bisseccao

O algoritmo na Figura 5.5 pode agora ser expandido para incluir uma verificagdo do erro
(Figura 5.10). Esse algoritmo usa fungdes definidas pelo usudrio para tornar a localizagio
das raizes e os célculos da fun¢do mais eficientes. Além disso, é colocado um limite su-
perior no nimero de iteragdes. Finalmente, ¢ incluida uma verificacdo do erro para evitar
divisdo por zero durante o cdlculo do erro. Em tal situa¢do, a Equacdo (5.2) se torna in-
finita. Se isso ocorrer, o programa pula o célculo do erro nessa iteracio.

O algoritmo na Figura 5.10 nfo é amigédvel ao usudrio; ele é planejado estritamente
para produzir a resposta correta. No Problema 5.14 no final deste capitulo, vocé terd a
tarefa de tornd-lo mais fécil de usar e entender.

5.2.3 Minimizando o Calculo de Funcoes

O algoritmo de bisseccao na Figura 5.10 é muito bom se vocé estiver calculando uma
tnica raiz para uma fun¢do que seja facil de calcular. Entretanto, hd muitos exemplos em
engenharia nos quais esse nao ¢ o caso. Por exemplo, suponha que vocé desenvolveu um
programa de computador que precisa localizar uma raiz diversas vezes. Nesses casos,
vocé poderia chamar o algoritmo da Figura 5.10 milhares e mesmo milhdes de vezes du-
rante uma unica execucao.
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FIGURA 5.10
Pseudocadigo para a funcdo
que implementa a bissecgdo.

FUNCTION Bisseccdo(x1, xu, es, imax, xr, iter, ea)
iter = 0
Do
xrold = xr
xr = (xI + xu) /2
iter = iter + 1
IF xr # 0 THEN
ea = ABS((xr — xrold) / xr) * 100
END IF
test = f(x1) * f(xr)
IF test < 0 THEN

XU = Xr
ELSE IF test > 0 THEN
Xl = xr
ELSE
ea =0
END IF
IF ea < es OR iter = imax EXIT
END DO

Bissec¢cdo = xr
END Bissecgdo

Além disso, no seu sentido mais geral, uma fun¢do de uma tnica varidvel é simples-
mente uma entidade que devolve um tnico valor para um unico valor que vocé tenha in-
serido. Entendidas nesse sentido, as fungdes ndo sdo sempre férmulas simples como as
equacdes de uma linha resolvidas nos exemplos anteriores deste capitulo. Por exemplo,
uma fungdo poderia consistir em muitas linhas de c6digo que poderiam envolver uma
quantidade significativa de tempo de execucao para calcular. E, em alguns casos, a fungdo
poderia até mesmo representar um programa de computador independente.

FIGURA 5.11

Pseudocddigo para o
subprograma de bissecgdo que
minimiza o cdlculo de fungdes.

FUNCTION Bisseccdo(x1, xu, es, imax, xr, iter, ea)
iter = 0
fl = f(x])
Do
xrold = xr
xr = (xI + xu) /2
fr = f(xr)
iter = iter + 1
IF xr # 0 THEN
ea = ABS((xr — xrold) / xr) * 100

END IF
test = fl * fr
IF test < 0 THEN
Xu = Xr
ELSE IF test > 0 THEN
Xl = xr
fl = fr
ELSE
ea =0
END IF
IF ea < es OR iter = imax EXIT
END DO

Bisseccdo = xr
END Bissecgdo
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5.3

Por causa de ambos os fatores, é imperativo que os algoritmos numéricos mini-
mizem os cdlculos de func¢des. Desse ponto de vista, o algoritmo da Figura 5.10 € defi-
ciente. Observe, em particular, que ao fazer dois célculos de funcdo por iteracdo, ele re-
calcula uma das funcdes que havia sido determinada na iteracdo anterior.

A Figura 5.11 fornece um algoritmo modificado que ndo tem essa deficiéncia. Desta-
camos as linhas que sio diferentes das da Figura 5.10. Nesse caso, € calculado apenas um
novo valor da fun¢@o na estimativa da raiz. Os valores calculados anteriormente sio
salvos e meramente transferidos conforme o intervalo diminui. Entdo, sdo feitos n + 1
célculos de funcdes, em vez de 2n.

O METODO DA FALSA POSICAO

Embora a bisseccdo seja uma técnica perfeitamente valida para determinar raizes, sua
abordagem do tipo “for¢a bruta” € relativamente ineficiente. A falsa posi¢do € uma alter-
nativa baseada na percepg¢ao gréfica.

Uma deficiéncia do método da bisseccdo € que, na divisdo do intervalo de x; a x, em
metades iguais, ndo sdo levados em conta os médulos de f(x;) e f(x,). Por exemplo, se f(x;)
estiver muito mais préximo de zero do que f(x,), serd provavel que a raiz esteja mais
proxima de x; do que de x, (Figura 5.12). Um método alternativo que explora essa per-
cepgdo grafica € ligar f(x;) e f(x,) por uma reta. A intersec¢do dessa reta com o €ixo x re-
presenta uma estimativa melhorada da raiz. O fato de a substitui¢do da curva por uma reta
dar uma “falsa posicdo” da raiz é a origem do nome, método da falsa posicdo, ou, em
latim, regula falsi. Ele também é chamado de método da interpolagdo linear.

Usando tridangulos semelhantes (Figura 5.12), a intersec¢do da reta com o eixo x
pode ser calculada por

f) _ fen) 56
Xp =X Xp— Xy

que pode ser reescrita como (ver Quadro 5.1 para detalhes):

_ Fou) = %)
SfOa) — fx)

Ty = By (5.7)

FIGURA 5.12

Uma descricdo gréfica do
método da falsa posicdo. Os
friangulos semelhantes que
foram usados para deduzir a
formula do método estdo
hachurados.

f(x)

) f(x,)
|

=
=
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Quadro 5.1

Multiplique a Equagido (5.6) em cruz para obter
S = x4) = fx) (xr — x1)

Agrupe os termos e reorganize:
x Lf) — fx)] = x flx) — x flx)

Divida por f(x;) — f(x,):

_ xuf(xl) - xlf(xu)
' JCa) = f(x)

Esta € uma forma do método da falsa posi¢do. Observe que ela per-
mite o cdlculo da raiz x, como uma fun¢@o das aproximagdes infe-
rior x; e superior x,,. Ele pode ser colocado em uma forma alterna-
tiva expandindo-o:

(Q5.1.1)

X = -xuf(xl) _ xlf(xu)
) = fu) ) — flx)

Deducdio do Método da Falsa Posicdo

e entdo somando e subtraindo x, no lado direito:

X f(xp) xp f(xy)

Xy =y ey o
f(xl) - f(xu) f(xl) - f(xu)

Agrupando os termos obtemos

Xy f(xu) X f(xu)

Xp = Xy + -
SO — fa) fOa) — flx)
ou
_ f(xu)(x[ _xu)
Xp =Xy — ——————————
JCa) — flx)

o que é o mesmo que a Equacgdo (5.7). Essa forma foi usada porque
ela envolve um célculo de fung@o a menos e uma multiplicagdo a
menos do que a Equacdo (Q5.1.1). Além disso, ela é diretamente
compardvel ao método da secante, que serd discutido no Capitulo 6.

Essa € a formula da falsa posigcdo. O valor de x, calculado com a Equacio (5.7) entdo su-
bstitui qualquer das duas aproximagdes iniciais x; ou x, que forneca um valor da fungdo
com o mesmo sinal que f(x,). Dessa forma, os valores x; e x, sempre delimitam a raiz ver-
dadeira. O processo ¢ repetido até que a raiz seja estimada adequadamente. O algoritmo
¢ idéntico ao da bisseccdo (Figura 5.5), com a diferenca de que a Equacido (5.7) € usada
no passo 2. Além disso, é usado o mesmo critério de parada [Equagdo(5.2)] para encerrar

os célculos.

EXEMPLO 5.5

Falsa Posicdo

Solucéo.

Primeira iteracdo:

Enunciado do Problema.
mesma equagdo investigada no Exemplo 5.1 [Equacdo (E5.1.1)].

Use o método da falsa posi¢do para determinar a raiz da

Como no Exemplo 5.3, comece os cdlculos com aproximacdes x; = 12 e x,, = 16.

x; =12 f(x;) = 6,0699

x, =16 f(x,) = —2,2688
—2,2688(12 — 16

x, =16 ( )

Segunda iteragdo:

X = 12
x, = 14,9113
x, = 14,9113 —

6,0669 — (—2,2688)

Ja) fx) = —1,5426

Portanto, a raiz estd no primeiro subintervalo e x, se torna a aproximagdo superior da
préxima iteragdo, x, = 14,9113:

f(x) = 6,0699
f(x,) = —0,2543

—0,2543(12 — 14,9113)

= 14,9113

que tem um erro relativo verdadeiro de 0,89%.

= 14,7942

6,0669 — (—0,2543)

que tem erros relativos verdadeiro e aproximado de 0,09 e 0,79%. Iteracdes adicionais
podem ser feitas para refinar a estimativa da raiz.
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FIGURA 5.13

Comparacdo dos erros relativos
dos métodos da bisseccdo e
da falsa posicdo.
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Iteracoes

Uma impressdo sobre a eficiéncia relativa dos métodos da bissecc¢ao e falsa posicio
pode ser obtida consultando-se a Figura 5.13, em que estdo marcados os erros relativos
percentuais verdadeiros para os Exemplos 5.4 e 5.5. Observe como o erro na falsa posi¢@o
diminui muito mais rapidamente do que na bisseccio por causa do esquema mais efi-
ciente para a localiza¢do da raiz no método da falsa posicdo.

Lembre que, no método da bisseccdo, o intervalo entra x; e x,, se tornava menor durante
o cdlculo. O intervalo, definido por Ax/2 = |x, — x;|/2 na primeira itera¢do, fornece, por-
tanto, uma medida do erro nessa abordagem. Esse ndo é o caso no método da falsa posi¢ao
porque uma das aproximagdes iniciais pode permanecer fixa durante o cdlculo enquanto a
outra converge para a raiz. Como ilustracio, no Exemplo 5.6 a aproximagao inferior x; per-
manece em 12 enquanto x, converge para a raiz. Para tais casos, o comprimento do inter-
valo ndo se contrai para zero, mas, em vez disso, aproxima-se de um valor constante.

O Exemplo 5.6 sugere que a Equagdo (5.2) representa um critério de erro muito con-
servador. Na realidade, a Equacao (5.2) constitui de fato uma aproximacao da discrepan-
cia da iteracdo anterior. Isso ocorre porque, para um caso tal como o Exemplo 5.6, no qual
o método estd convergindo rapidamente (por exemplo, o erro estd sendo reduzido quase
uma ordem de grandeza por iteracdo), a raiz da iteracdo atual x/°'° é uma estimativa
muito melhor do valor verdadeiro do que o resultado da iteragio prévia x**!"°, Assim, a
quantidade no numerador da Equacdo (5.2) na realidade representa a discrepancia da ite-
racdo anterior. Conseqiientemente, podemos estar certos de que o fato de a Equacio (5.2)
ser satisfeita garante que a raiz serd conhecida com precisdo maior do que a tolerancia
prescrita. Entretanto, como serd descrito na préxima se¢do, ha casos em que o método da
falsa posi¢do converge lentamente. Nesses casos, a Equacdo (5.2) se torna ndo-confidvel
e um critério de parada alternativo deve ser deduzido.

5.3.1 Armadilhas do Método da Falsa Posicdo

Embora o método da falsa posi¢do possa parecer sempre ser o melhor dos métodos inter-
valares, hd casos em que seu desempenho € deficiente. Na realidade, como ocorre no
préximo exemplo, hd certos casos nos quais a bisseccao fornece resultados superiores.
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EXEMPLO 5.6 Um Caso em que a Bissec¢do E Preferivel & Falsa Posicdo

Enunciado do Problema. Use a bissec¢do e a falsa posi¢dio para localizar a raiz de
fx) =x1—1

entre x =0¢ 1,3.

Solucdo. Usando a bissec¢io, os resultados podem ser resumidos por

Iteracao x| Xy X, £q (%) &4 (%)
1 0 1.3 0,65 100,0 35,0
2 0,65 1,3 0,975 33,3 2.5
3 0,975 1,3 1,1375 14,3 13,8
4 0,975 1,1375 1,05625 7.7 5,6
5 0,975 1,05625 1,015625 4,0 1,6

Logo, depois de cinco iteragdes, o erro verdadeiro foi reduzido para menos de 2%. Na
falsa posi¢do, é obtida uma saida muito diferente:

Iteracao x| Xy X, £q (%) et (%)
1 0 1,3 0,09430 Q0,6
2 0,09430 1,3 0,18176 48,1 81,8
3 0,18176 1,3 0,26287 30,9 73,7
4 0,26287 1,3 0,33811 22,3 66,2
5 0,33811 1,3 0,40788 17,1 59,2

FIGURA 5.14
Grdfico de f(x) = x'© — 1, ilustrando a convergéncia lenta do método da falsa posicdo.

f(x)
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Depois de cinco iteragdes. o erro verdadeiro diminuiu apenas para cerca de 59%.
Além disso, observe que ¢, < &;. Logo, o erro aproximado € enganoso. Pode-se ganhar al-
guma intuicao sobre esses resultados examinando o grafico da fun¢do. Como na Figura 5.14,
a curva viola a hipdtese basica na qual a falsa posicao foi baseada — isto é, se f(x;) estd
muito mais préximo de zero do que f(x,), entdo a raiz estd mais préxima de x; do que de x,,
(lembre-se da Figura 5.12). Por causa da forma da funcdo presente, o contrario € ver-
dadeiro.

O exemplo anterior ilustra que generalizacdes abrangentes com rela¢do aos métodos
de localizacdo de raizes, em geral, ndo sdo possiveis. Embora um método como a falsa
posicdo seja quase sempre superior a bisseccdo, invariavelmente hd casos que violam
essas conclusdes gerais. Portanto, além de se usar a Equacgao (5.2), os resultados deveriam
sempre ser verificados substituindo a estimativa da raiz na equagao original e verificando
se o resultado estd proximo a zero. Tal verificacdo deveria ser incorporada em todos os
programas de computador para a localizag@o de raizes.

O exemplo também ilustra uma grande fraqueza do método da falsa posicao: ele é
unilateral. Ou seja, conforme as iteragdes continuam, uma das extremidades do intervalo
terd a tendéncia de permanecer fixa. Isso pode levar a convergéncia insatisfatoria, particu-
larmente para fun¢des com curvatura significativa.

5.3.2 Falsa Posicao Modificado

Uma forma de abrandar a natureza “unilateral” da falsa posi¢do € fazer o algoritmo de-
tectar quando uma das extremidades estd presa. Se isso ocorrer, o valor da fungdo na

FIGURA 5.15
Pseudocaddigo para o método
da falsa posi¢c@o modificado.

FUNCTION FalsaPosMod(xI, xu, es, imax, xr, iter, ea)
iter = 0
fl = f(xI)
fu = f(xu)
D0
xrold = xr
Xr=xu— fu* (xI —xu)/ (fl = fu)
fr = f(xr)
iter = iter + 1
IF xr <> 0 THEN
ea = Abs((xr — xrold) / xr) * 100

END IF
test = f1 * fr
IF test < 0 THEN
Xu = Xr
fu = f(xu)
u=20
i1 =1l +1

If 11 = 2 THEN f1 = 1/ 2
ELSE IF test > 0 THEN

Xl = xr
fl = f(xI)
il =20

u=1u+ 1
IF iu= 2 THEN fu = fu / 2

ELSE
ea =0
END IF
IF ea < es OR iter = imax THEN EXIT
END DO

FalsaPosMod = xr
END FalsaPosMod



5.4 BUSCAS INCREMENTAIS E DETERMINACAO DE APROXIMACOES INICIAIS 113

3.4

extremidade presa pode ser dividido por dois, o que é chamado de mérodo da falsa
posicdo modificado.

O algoritmo na Figura 5.15 implementa essa estratégia. Observe como contadores
sdo usados para determinar quando uma das extremidades permanece fixa por duas ite-
racdes. Se isso ocorrer, o valor da fun¢do na extremidade presa é dividido por dois.

A eficiéncia desse algoritmo pode ser ilustrada aplicando-o ao Exemplo 5.6. Se um
critério de parada de 0,01% for usado, os métodos da bisseccdo e da falsa posi¢ao con-
vergiriam em 14 e 39 iteragdes, respectivamente. Em contraste, o método da falsa posi¢ao
modificado convergiria em 12 iteracdes. Portanto, para esse exemplo, ele € um pouco
mais eficiente do que a bisseccdo e é muito superior ao método da falsa posicdo nao-
modificado.

BUSCAS INCREMENTAIS E DETERMINACAO DE
APROXIMACOES INICIAIS

Além de verificar uma resposta individual, vocé deve determinar se todas as raizes
possiveis foram localizadas. Como mencionado anteriormente, um grafico da funcao,
em geral, ¢ muito ttil como guia nessa tarefa. Uma outra opcdo € incorporar uma
busca incremental no inicio do programa de computador. Isso consiste em comecar em
uma extremidade da regido de interesse e entdo calcular a fun¢do em pequenos incre-
mentos através da regido. Quando a fun¢do muda de sinal, assume-se que uma raiz esta
dentro do incremento. Os valores de x no inicio e no fim do incremento podem, entdo,
servir como aproximagdes iniciais para uma das técnicas descritas neste capitulo.

Um problema potencial para um busca incremental € a escolha do comprimento do
incremento. Se o comprimento for pequeno demais, a busca pode gastar muito tempo. Por
outro lado, se o comprimento for grande demais, existe a possibilidade de que raizes
proximas possam ser perdidas (Figura 5.16). O problema é composto com a possivel
existéncia de raizes multiplas. Um remédio parcial para tais casos é calcular a primeira
derivada da fungdo f'(x) no inicio e no fim de cada intervalo. Se a derivada mudar de
sinal, isso sugere que ocorreu um minimo ou um méximo e que o intervalo deve ser
examinado com mais ateng@o para se verificar a existéncia de uma possivel raiz.

Embora tais modifica¢des ou o uso de incrementos muito pequenos possam diminuir
o problema, deve ficar claro que métodos do tipo for¢a bruta, como a busca incremental,
ndo sdo a prova de erros. Seria sensato suplementar tais técnicas automadticas com outras
informagdes que fornecam uma intuicdo na localizagdo das raizes. Essas informacdes
podem ser encontradas fazendo-se graficos e entendendo o problema fisico do qual a
equacdo se originou.

FIGURA 5.16

Casos nos quais se podem
perder raizes em razdo de o
comprimento do incremento do
procedimento de busca ser
grande demais. Observe que a
dltima raiz & direita é miltipla e
seria perdida
independentemente do
comprimento do incremento.

f(x)
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PROBLEMAS

5.1 Determine as raizes reais de f(x) = —0,5x> + 2,5x + 4,5:

(a) Graficamente.

(b) Usando a férmula quadratica.

(¢) Usando trés iteracdes do método da bissec¢@o para determinar
a maior raiz. Use as aproximacdes iniciais x; = 5 e x, = 10.
Calcule o erro estimado &, e o erro verdadeiro &, depois de
cada iterag@o.

5.2 Determine a raiz real de f(x) = 5x° — 5x% + 6x — 2:

(a) Graficamente.

(b) Usando o método da bissec¢do para localizar a raiz. Use as
aproximagdes iniciais x; = 0 e x,, = 1 e itere até que o erro es-
timado &, fique abaixo de um nivel &, = 10%.

5.3 Determine a raiz real de f(x)= —25+ 82x —90x2+

4453 — 8x* 4+ 0,7x°:

(a) Graficamente.

(b) Usando o método da bisseccdo para determinar a raiz até
&y = 10%. Use as aproximagdes iniciais x; = 0,5 e x, = 1,0.

(¢) Faca os mesmos célculos que em (b) mas use o método da falsa
posicdoe g = 0,2 %.

5.4 (a) Determine as raizes de f(x) = —12—21x 4 18x% —

2,75x3 graficamente. Além disso, determine a primeira raiz da

fun¢do pela (b) bissecgdo e (c) falsa posi¢do. Para (b) e (c), use as
aproximagdes iniciais x; = —1 e x, = 0 e um critério de parada

de 1%.

5.5 Localize a primeira raiz nio-trivial de sen x = x>, onde x est4

em radianos. Use uma técnica grafica e a bissec¢@o com o intervalo

inicial de 0,5 a 1. Faca os cdlculos até que &, seja menor do que

&s = 2%. Faca também uma verificagdo do erro substituindo sua

resposta final na equag@o original.

5.6 Determine a raiz real positiva de In *xH =0,7 (a) grafica-

mente, (b) usando trés iteracdes do método da bisseccdo, com

aproximagoes iniciais x; = 0,5 e x, = 2, e (¢) usando trés iteracdes
do método da falsa posi¢do, com as mesmas aproximagdes iniciais

que em (b).

5.7 Determine a raiz real de f(x) = (0,8 — 0,3x)/x:

(a) Analiticamente.

(b) Graficamente.

(¢) Usando trés iteracdes do método da falsa posi¢do e aproxi-
magdes iniciais 1 e 3. Calcule o erro aproximado &, e o erro
verdadeiro &, depois de cada iteracdo. H4 algum problema com
o resultado?

5.8 Encontre a raiz quadrada positiva de 18 usando o método da

falsa posi¢do até &, = 0,5%. Use aproximagdes iniciais x; =4 e

X, =5.

5.9 Encontre a menor raiz positiva da fungdo x> |cos Jx | =5

estd em radianos) usando o método da falsa posi¢do. Para localizar

a regido na qual estdo as raizes, inicialmente trace a funcio para

valores de x entre 0 e 5. Faca os cdlculos até que ¢, fique abaixo de

& = 1%. Verifique sua resposta final substituindo-a na fungao

original.

5.10 Encontre a raiz real positiva de f(x) = x* — 8x> — 35x2 +

450x — 1001 usando o método da falsa posicdo. Use aproximagdes

iniciais x; = 4,5 e x, = 6 e faga cinco iteracdes. Calcule os erros

verdadeiro e aproximado baseado no fato de que a raiz € 5,60979.

Use um grafico para explicar seus resultados e faga os calculos até

&g = 1,0%.

5.11 Determine a raiz real de x> = 80: (a) analiticamente e (b)

pelo método da falsa posicao até e, = 2,5%. Use aproximagdes ini-

ciais de 2,0 e 5,0.

5.12 Dada
fx) = =2x% —1,5x* + 10x 4+ 2

Use a bissec¢do para determinar o mdximo dessa funcdo. Use
aproximagdes iniciais x; = 0 e x, = 1 e facga iteracdes até que o
erro relativo aproximado fique abaixo de 5%.

5.13 A velocidade v do para-quedista em queda livre é dada por

V= @ (1 _ e—(c/m)[)
c

onde g = 9,8 m/s%. Para um para-quedista com um coeficiente de
arrasto ¢ = 15 Kg/s calcule a massa m para que a velocidade seja
v=35m/semt=09s. Use o método da falsa posicdo para deter-
minar m até o nivel de &, = 0,1%.

5.14 Uma viga estd sob carga como mostrado na Figura P5.14. Use
o método da bissec¢@o para determinar a posi¢dao dentro da viga
onde ndo existe nenhum torque.

100 Ib/pés 100 Ib

hn

3 ‘ 3 ‘ 9 4—

Figura P5.14

5.15 Agua estd escoando em um canal trapezoidal a uma vazio de
Q =20 m%/s. A profundidade critica y para tal canal deve satisfazer
a equagao
2
0=1-2p
gA?

onde g = 9,81 m/s%, A, é a drea da se¢io transversal (m?), e B é a
largura do canal na superficie (m). Para esse caso, a largura e a drea
transversal podem ser relacionadas a profundidade y por

B=3+y e

Encontre a profundidade critica usando (a) o método grifico, (b) a
bissec¢do e (¢) a falsa posi¢@o. Para (b) e (c), use aproximacdes ini-
ciais de x; = 0,5 e x, = 2,5, e itere até que o erro aproximado
fique abaixo de 1% ou que o nimero de iteragdes ultrapasse 10.
Discuta seus resultados.

5.16 Vocé estd projetando um tanque esférico (Figura P5.16) para
armazenar a 4gua para uma pequena vila em uma regifio em desen-
volvimento. O volume de liquido que ele armazena pode ser calcu-
lado por

R—h
V:nh2[337]2

onde V é o volume [m?], & é a profundidade da 4gua no tanque [m],
R € o raio do tanque [m].
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Se R = 3 m, até que profundidade o tanque deve estar cheio para
que ele armazene 30 m3? Use trés iteracdes do método da falsa
posicdo para determinar sua resposta. Determine o erro relativo
aproximado depois de cada iteragdo.

Figura P5.16

5.17 O coeficiente de saturagdo do oxigénio dissolvido em dgua
fresca pode ser calculado pela equagdo (APHA,1992)
1,575701 x 10°  6,642308 x 107
T, T2
1,243800 x 10'0  8,621949 x 10"
T3 T

Inog, = —139,34411 +

onde oy € a concentracdo de saturagido do oxigénio dissolvido em
dgua frescaa 1 atm (mg/L) e T, € a temperatura absoluta (K). Lem-
bre-se de que 7, = T + 273,15, onde T € a temperatura (°C). De
acordo com essa equacio, a satura¢do diminui com o aumento da
temperatura. Para dguas naturais tipicas em climas temperados, a
equagdo pode ser usada para determinar a variagdo da concen-
tragdo de oxigénio de 14,621 mg/L a 0° C até 6,413 mg/L a 40° C.
Dado um valor da concentra¢do de oxigé€nio, essa formula e o
método da bissec¢do podem ser usados para determinar a tempe-
ratura em ° C.

(a) Se as aproximacgdes iniciais forem tomadas como 0 e 40° C,
quantas iteragcdes da bissec¢do seriam necessdrias para deter-
minar a temperatura até um erro absoluto de 0,05°C?

(b) Desenvolva e teste um programa de bisseccdo para determinar
T como uma funcé@o de uma dada concentragdo de oxigénio até
um erro absoluto pré-especificado como em (a). Dadas as
aproximagdes iniciais 0 e 40° C, teste seu programa para um
erro absoluto = 0,05° C e os seguintes casos: oy = 8, 10 e
12 mg/L. Verifique seus resultados.

5.18 Integre o algoritmo delineado na Figura 5.10 em um subpro-

grama de bissec¢do completo, amigdvel ao usudrio. Entre outras

coisas:

(a) Coloque comentdrios de documentagdo em todo o subprograma
para identificar o que foi planejado para cada secio realizar.

(b) Identifique a entrada e a saida.

(¢) Acrescente uma verificagdo da resposta que substitua a estima-
tiva da raiz na funcdo original para verificar se o resultado final
estd proximo de zero.

(d) Teste o subprograma repetindo os cdlculos dos Exemplos 5.3 e 5.4.
5.19 Desenvolva um subprograma para o método da bissec¢do
que minimize célculos de fung¢des, baseado no pseudocddigo da
Figura 5.11. Determine o nimero de célculos de funcdes (n) para
cada total de iteracdes. Teste o programa repetindo o Exemplo 5.6.
5.20 Desenvolva um programa amigdvel ao usudrio para o método
da falsa posicdo. A estrutura de seu programa deve ser parecida
com o algoritmo de bissec¢@o esbogado na Figura 5.10. Teste seu
programa repetindo o Exemplo 5.5.
5.21 Desenvolva um subprograma para o método da falsa posi¢do
que minimize os cdlculos de fun¢des de uma forma parecida com a
da Figura 5.11. Determine o ntimero de cdlculos de funcdes (n) para
cada total de iteracdes. Teste o programa repetindo o Exemplo 5.6.
5.22 Desenvolva um programa amigavel ao usudrio para o método
da falsa posicio modificado, baseado na Figura 5.15. Teste seu pro-
grama determinando a raiz da fung@o descrita no Exemplo 5.6. Faca
diversas execucdes até que o erro relativo porcentual verdadeiro
fique abaixo de 0,01%. Marque em um grafico os erros relativos
percentuais verdadeiros e aproximados em fungdo do nimero de it-
eracdes em um papel semilog. Interprete os seus resultados.
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Métodos Abertos

Nos métodos intervalares do capitulo anterior, a raiz era localizada dentro de um intervalo
prescrito por um limitante inferior e um superior. As aplicacdes repetidas desses métodos
sempre resultam em estimativas mais préximas do valor verdadeiro da raiz. Tais métodos
sdo ditos convergentes porque se aproximam da verdade a medida que os cdlculos
prosseguem (Figura 6.1a).

Em contraste, os métodos abertos descritos neste capitulo sao baseados em férmu-
las que exigem apenas um unico valor inicial de x ou dois valores iniciais que ndo de-
limitam necessariamente a raiz. Como tal, eles algumas vezes divergem ou se afastam da
raiz verdadeira a medida que os célculos prosseguem (Figura 6.15). Entretanto, quando
os métodos abertos convergem (Figura 6.1c¢), eles em geral o fazem muito mais rapida-
mente do que os métodos intervalares. Iniciaremos nossa discussio das técnicas abertas
com uma versdo simples, que serd ttil para ilustrar sua forma geral e também o conceito
de convergéncia.

ITERACAO DE PONTO FIXO SIMPLES

Como mencionado na abertura deste capitulo, os métodos abertos usam uma férmula para
prever a raiz. Tal férmula pode ser deduzida para a iteracdo de ponto fixo simples (ou,
como também € chamada, iteracdo de um ponto, substitui¢des sucessivas ou aproximagoes

FIGURA 6.1

Descricdo gréfica da diferenca
fundamental entre os métodos
(a) intervalares e (b) e ()
abertos para a localizacdo de
raizes. Em [a), que é o méfodo
da bisseccdo, a raiz estd
restrita ao interior do intervalo
definido por x, e x,. Em
confraste, para o método
aberto descrito em (b e (c), é
usada uma férmula para
avancar de x; a x4 de forma
iterafiva. Assim, o método pode
ou (b divergir ou (c] convergir
rapidamente, dependendo do
valor da aproximagéo inicial.
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EXEMPLO 6.1

sucessivas) reescrevendo a equacdo f(x) = 0 de modo que x esteja isolado no lado es-
querdo da equacdo:

x =g ©6.1)

Pode-se conseguir essa transformagao ou por manipulagdo algébrica ou simplesmente so-
mando x em ambos os lados da equag@o original. Por exemplo,

x*=2x+3=0
pode ser manipulada de forma simples para obtermos

x2 43
X =
2

enquanto sen x = 0 pode ser colocada na forma da Equagao (6.1) somando x a ambos os
lados para obter

X = senx +x

A utilidade da Equagdo (6.1) é que ela fornece uma férmula para prever um novo
valor de x em fun¢do de um velho valor de x. Portanto, dada uma aproximacao inicial para
araiz x;, a Equacdo (6.1) pode ser usada para calcular uma nova estimativa x;; | expressa
pela férmula iterativa

Xip1 = g(x;) (6.2)

Como com as outras férmulas iterativas deste livro, o erro aproximado para essa equagdo
pode ser determinado usando-se o estimador de erro [Equacdo (3.5)]:

Xiyl — Xj

100%

Eq =

Xi+1

lteracdo de Ponto Fixo Simples
Enunciado do Problema.  Use a iteragio de ponto fixo simples para localizar a raiz de
fx)=e*—x

Solucdo. A funcdo pode ser separada diretamente e expressa na forma da Equacio (6.2)
como

Xiyp =e M

Comecando com uma aproximagao inicial xy = 0, essa equacdo iterativa pode ser usada
para calcular

i xi £a (%) er (%)

0 0 100,0

1 1,000000 100,0 76,3

2 0,367879 171,8 35,1

3 0,692201 46,9 22,1

4 0,500473 38,3 11,8

5 0,606244 17,4 6,89
6 0,545396 11,2 3,83
7 0,579612 5,90 2,20
8 0,560115 3,48 1,24
9 0,571143 1,03 0,705
10 0,564879 100 0,399

Assim, cada iteracdo traz o valor estimado para mais perto do valor verdadeiro:
0,56714329.
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EXEMPLO 6.2

6.1.1 Convergéncia

Observe que o erro relativo porcentual verdadeiro para cada iteragdo do Exemplo 6.1 é
aproximadamente proporcional (por um fator de cerca de 0,5 a 0,6) ao erro da iteracio an-
terior. Essa propriedade, chamada de convergéncia linear, é caracteristica da iteragdo de
ponto fixo.

Além de comentarmos sobre a “taxa” de convergéncia, nesse ponto devemos co-
mentar sobre a “possibilidade” de convergéncia. Os conceitos de convergéncia e di-
vergéncia podem ser descritos graficamente. Lembre-se de que na Secdo 5.1 tragamos o
grafico de uma fung¢@o para visualizar sua estrutura e seu comportamento (Exemplo 5.1).
Tal abordagem € usada na Figura 6.2a para a funcdo f(x) = e~ * — x. Uma abordagem gra-
fica alternativa é separar a equag@o em duas componentes, como em

i) = A
Entéo, as duas equacdes

i = filx) (6.3)
e

2 = fa(x) (6.4)

podem ser tracadas separadamente (Figura 6.2b). Os valores de x correspondentes as in-
terseccdes dessas fungdes representam as raizes de f(x) = 0.

O Método Grdafico das Duas Curvas

Enunciado do Problema. Separe a equagio e * — x = 0 em duas partes e determine
suas raizes graficamente.

Solucdo. Reformule a equagiio como y; = x ey, = e~ *. Os seguintes valores podem ser
calculados:

FIGURA 6.2

Dois méfodos gréficos £(x)
altfernativos para determinar as

raizes de f(x) = e — x. (d]

Raiz em um ponto onde o

gréfico cruza o eixo x; (b) raiz

na interseccdo das funcdes /
componentes.

f)=e"—x

Raiz

(a)
fo)

—_——————ee e — —

‘»i

Raiz

(b)
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X b4 Y2

0,0 0,0 1,000
0,2 0,2 0,819
0,4 0,4 0,670
0,6 0,6 0,549
0,8 0,8 0,449
1,0 1,0 0,368

Esses pontos estdo marcados na Figura 6.2b. A interseccao das duas curvas indica uma
raiz em aproximadamente x = 0,57, que corresponde ao ponto onde a curva tnica na
Figura 6.2a cruza o eixo x.

O método das duas curvas pode agora ser usado para ilustrar a convergéncia e a di-
vergéncia da iteracao de ponto fixo. Primeiro, a Equacdo (6.1) pode ser reescrita como um
par de equagdes y; = x e y, = g(x). Essas duas equagdes podem entdo ser tracadas sepa-
radamente. Como era o caso com as Equacdes (6.3) e (6.4), as raizes de f(x) = 0 corres-
pondem aos valores da abscissa na intersec¢cao das duas curvas. A fung¢do y; = x e quatro
formas diferentes para y, =g(x) sdo mostradas na Figura 6.3.

No primeiro caso (Figura 6.3a), a aproximagao inicial xy € usada para determinar o
ponto correspondente na curva y; [xo, g(xo)]. O ponto (x1, x;) € localizado movimentando-
se horizontalmente para a esquerda até a curva y;. Esses movimentos sio equivalentes a
primeira iteracdo no método do ponto fixo:

x; = g(xo)

Portanto, em ambas as equacdes e no grafico, um valor inicial xy € usado para se obter
uma estimativa de x;. A préxima iteracio consiste em se movimentar para [x;, g(x;)] e
entdo para (xy, x»). Essa iteracdo é equivalente a equacdo

Xy = g(x1)

FIGURA 6.3

Descrigdo gréfica da
convergéncia (a) e (b) e
divergéncia (c] e (d) da
iteracdo de ponto fixo simples.
Os grdficos (a) e [c) sdo
chamados padrées mondtonos,
enquanto (b) e [d) sdo
chamados padrées oscilantes
ou espirais. Observe que a
convergéncia ocorre quando
gl < 1.

=X
yr=x .

/]2=g(x) \

y2 =8

Xy X o X Xo X

(a) (b)

Yy = g(x) ¥, = g(x)

yi=x

Xo X Xo X

() (d)
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Quadro 6.1

Do estudo da Figura 6.3, deveria estar claro que a iteragdo de ponto
fixo converge se, na regido de interesse, |g’(x)| < 1. Em outras
palavras, a convergéncia ocorre se 0 médulo da inclina¢@o de g(x)
for menor do que a inclinacio da reta fix) = x. Essa observacdo
pode ser demonstrada teoricamente. Lembre-se de que a equacdo
iterativa é

Xip1 = 8(x;)
Suponha que a solugdo verdadeira seja

X, = g(x,)

Subtraindo essas equacdes obtém-se:

X —Xipr = g(x,) — g(x;) (Q6.1.1)

O teorema do valor médio para derivadas (lembre-se da Secdo
4.1.1) afirma que, se a fung¢@o g(x) e sua primeira derivada forem
continuas sobre um intervalo a < x < b, entdo existe pelo menos
um valor de x = & dentro do intervalo tal que

g(b) — g(a)

g =

(Q6.1.2)

O lado direito dessa equagdo ¢é a inclinag@o da reta ligando g(a) e
g(b). Logo, o teorema do valor médio afirma que existe pelo menos

Convergéncia da lteragdo de Ponto Fixo

um ponto entre a e b que tem uma inclinagdo, denotada por g’(§),
que ¢é paralela a reta ligando g(a) e g(b) (lembre-se da Figura 4.3).

Agora, se fizermos a = x; e b = x,, 0 lado direito da Equacao
(Q6.1.1) pode ser expresso como

—g(x) = (x, —x)g' (&)

onde £ estd em algum lugar entre x; e x,. Esse resultado entdo pode
ser substituido na Equacéo (Q6.1.1) para fornecer

g(x,)

(Q6.1.3)

Se o erro verdadeiro para a i-ésima itera¢do for definido por

X — X = (X —x)g' ()

Ei=x —x
entdo a Equagdo (B6.1.3) torna-se

E i1 = g/(S)Er,i

Conseqiientemente, se |g'(x)] <1, os erros diminuem a cada
iteragdo. Para |g'(x)| > 1, o erro cresce. Observe também que, se a
derivada for positiva, os erros serdo positivos e, portanto, a solu¢éo
iterativa serd monotona (Figura 6.3a e ¢). Se a derivada for nega-
tiva, os erros oscilardo (Figura 6.3b e d).

Um desdobramento da andlise € que ela também demonstra
que, quando o método converge, o erro é aproximadamente pro-
porcional e inferior ao erro no passo anterior. Por essa razdo, a ite-
racdo de ponto fixo simples é dita linearmente convergente.

A solug@o na Figura 6.3a é convergente porque as estimativas de x se aproximam da raiz
a cada iteracdo. O mesmo € verdade para a Figura 6.3b. Entretanto, esse ndo € o caso para
as Figuras 6.3c e d, nas quais as iteragdes divergem da raiz. Observe que a convergéncia
parece ocorrer apenas quando o valor absoluto da inclina¢do de y, = g(x) € menor do que
a inclinacdo de y; = x, isto é, quando |g'(x)| < 1. O Quadro 6.1 fornece uma deducéio

tedrica desse resultado.

6.1.2 Algoritmo para a lteracdo de Ponto Fixo

O algoritmo computacional para a iterac@o de ponto fixo € extremamente simples, e con-
siste em um lago para calcular iterativamente novas estimativas até que o critério de
parada seja satisfeito. A Figura 6.4 apresenta um pseudocddigo para o algoritmo. Outros

FIGURA 6.4

Pseudocadigo para a iteragdo xr = x0

de ponto fixo. Observe que iter =0
outros métodos abertos podem 0o

ser organizados nessa forma xrold = xr
geral.

xr = g(xrold)
iter =iter + 1
IF xr # 0 THEN

FUNCTION Fixpt(x0, es, imax, iter, ea)

‘~100

xr — xrold
eq=| ——
Xr
END IF
IF ea < es OR iter = imax EXIT
END DO
Fixpt = xr

END Fixpt
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FIGURA 6.5

Descricdo gréfica do método
de NewtonRaphson. A
fangente & fungdo em x; [isto &,
Fx]] & prolongada até o eixo
x para fornecer uma estimativa
da raiz em x4.

fx)

Inclinacédo = f'(x;)

o) b }:,

|
|
L P f) -0
|
|
0 L
X1 X; X
\—,—l
X — X;

i i+l

6.2

métodos podem ser programados de forma parecida, sendo a principal mudanga a troca da
férmula iterativa que € usada para calcular a nova estimativa da raiz.

O METODO DE NEWTON-RAPHSON

EXEMPLO 6.3

Talvez a férmula mais amplamente usada para localizar uma raiz seja a equagao de New-
ton-Raphson (Figura 6.5). Se a aproximacao inicial da raiz for x;, pode-se estender uma
reta tangente a partir do ponto [x;, f(x;)]. O ponto onde essa tangente cruza o eixo x usual-
mente representa uma estimativa melhorada da raiz.

O método de Newton-Raphson pode ser deduzido com base em sua interpretagdao
geométrica (um método alternativo baseado na série de Taylor € descrito no Quadro 6.2).
Como na Figura 6.5, a primeira derivada em x € equivalente & inclinagao:

=0
flx) = J0a) =0 (6.5)

Xi — Xi+1

que pode ser reorganizada para fornecer

S
f(xi)

Xit+1 = X; (6.6)

que é chamada de formula de Newton-Raphson.

Método de Newton-Raphson

Enunciado do Problema. Use o método de Newton-Raphson para fazer uma estimativa
daraiz de f(x) = e ¥ — x, utilizando uma aproximagdo inicial xy = 0.

Solucd@o. A primeira derivada da funcdo pode ser calculada como

fla)y=—e*—1

que pode ser substituida junto com a fungdo original na Equacao (6.6) para dar

o
e =X

X; =X, — —————
i+1 i e 1



122 METODOS ABERTOS

cada para calcular

Comegando com uma aproximagao inicial de xy = 0, essa equagdo iterativa pode ser apli-

i xi er (%)

0 0 100

] 0,500000000 11,8

2 0,566311003 0,147

3 0,567143165 0,0000220
4 0,567143290 <10°®

Assim, a aproximacio converge rapidamente para a raiz verdadeira. Observe que o erro
relativo porcentual verdadeiro em cada iteracdo diminui muito mais rapidamente do que
no método da iteragdo de ponto fixo simples (compare com o Exemplo 6.1).

6.2.1 Critério de Parada e Estimativas de Erro

De forma igual aos outros métodos de localizacdo de raizes, a Equagdo (3.5) pode ser
usada como critério de parada. Além disso, entretanto, a dedug@o pela série de Taylor do
método (Quadro 6.2) fornece uma visdo tedrica da taxa de convergéncia, expressa por
E;11 = O(E?). Assim, o erro deveria ser aproximadamente proporcional ao quadrado do
erro anterior. Em outras palavras, o ndmero de algarismos significativos de acuricia
aproximadamente dobra a cada iteracdo. Esse comportamento serd examinado no pro-

ximo exemplo.

Quadro 6.2 Deducdo e Andlise de Erro do Método de Newton-Raphson

Além da dedugdo geométrica [Equagdes (6.5) e (6.6)], o método de
Newton-Raphson pode ser deduzido a partir da expansdo em série
de Taylor. Essa dedug@o alternativa ¢ util, pois também d4 infor-
magao sobre a taxa de convergéncia do método.

Lembre-se do Capitulo 4 que a expansdo em série de Taylor
pode ser representada por

fxiv) = fx) + ) (i — xi)

I )

+2!

(Q6.2.1)

2
(Xiy1 —xi)

onde & estd em algum ponto do intervalo de x; a x;+ . Uma versao

aproximada € obtida truncando-se a série depois do termo da
primeira derivada:

fxig) = fx) + f/x) i — x0)

Na interseccdo com o eixo x, flx;+1) deveria ser igual a zero, ou

0= fx;) + f'(x;)(xig1 — i) (Q6.2.2)

que pode ser reescrita como

_ Sxi)

S (i)
que ¢ idéntica a Equacdo (6.6). Portanto, deduzimos a férmula de
Newton-Raphson usando a série de Taylor.

Além da deducdo, a série de Taylor também pode ser usada
para fazer uma estimativa do erro da férmula, o que se consegue
percebendo que, se a série de Taylor completa fosse usada, seria
obtido um resultado exato. Nessa situacdo, x;+; = x,, na qual x é

Xit1 = X

o valor verdadeiro da raiz. Substituindo esse valor junto com f{x,) = 0

na Equacdo (Q6.2.1) obtém-se

f(&)
2!

A Equagdo (Q6.2.2) pode ser subtraida da Equacdo (Q6.2.3)
fornecendo

0= flxi) + f'(x)x, —x;) + (x, —x;)?

(Q6.2.3)

)

0= f"(x)(x —xip1) + T x)? (Q6.2.4)

Agora, perceba que o erro € igual a discrepancia entre x; 1 € o valor
verdadeiro x,, como em

Eiiv1 =X —Xip

e a Equacdo (Q6.2.4) pode ser expressa por

'@ L

0= fl(xi)Et,iJrl + BX 1,

(Q6.2.5)
Se supusermos a convergéncia, ambos x; e & deveriam eventual-
mente ser aproximados pela raiz x, e a Equac@o (Q6.2.5) pode ser
reorganizada para fornecer
"

— " (x.
— &Etzl (Q6.2.6)

2f"(x) "
De acordo com a Equacdo (Q6.2.6), o erro é aproximadamente
proporcional ao quadrado do erro anterior. Isso significa que o
nimero de casas decimais corretas aproximadamente dobra a cada
iteracdo. Tal comportamento é chamado de convergéncia quadrd-
tica. O Exemplo 6.4 evidencia essa propriedade.

Eiivi
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EXEMPLO 6.4

EXEMPLO 6.5

Andlise de Erro do Método de Newton-Raphson

Enunciado do Problema.  Como deduzido no Quadro 6.2, 0 método de Newton-Raph-

son € quadraticamente convergente. Ou seja, o erro é aproximadamente proporcional ao

quadrado do erro anterior, como em
N

E;; = ; 4.
LS S ) (E6.4.1)

Examine essa féormula e veja se ela se aplica aos resultados do Exemplo 6.3.
Solucdo. A primeira derivada de f(x) = e ¥ — x é

flx)=—e"—1
o que pode ser calculado em x, = 0,56714329 como f'(0,56714329) = —1,56714329. A
segunda derivada é

ffax)y=e™
o que pode ser calculado como f"(0,56714329) = 0,56714329. Esses resultados podem
ser substituidos na equagdo (E6.4.1) para fornecer

0,56714329

Ep iy -2 7087
L 2(—1,56714329)

E}; = 0,18095E;,

Do Exemplo 6.3, o erro inicial era E, o = 0,56714329, o que pode ser substituido na
equagio do erro para prever

E; 1 = 0,18095(0,56714329) = 0,0582
o que estd proximo do erro verdadeiro de 0,6714329. Para a proxima iteracgao,
E;» = 0,18095(0,06714329)% = 0,0008158

0 que também se compara favoravelmente com o erro verdadeiro de 0,0008323. Para a
terceira iteracao,

E; 3 = 0,18095(0,0008323)* = 0,000000125

que é o erro obtido no Exemplo 6.3. A estimativa de erro melhora dessa forma porque,
conforme nos aproximamos da raiz, x e £ s3o mais bem aproximados por x, [lembre-se de
nossa hipétese ao passarmos da Equacdo (Q6.2.5) para a Equagdo (Q6.2.6) no Quadro
6.2]. Finalmente,

E,4 = 0,18095(0,000000125)2 = 2,83 x 107!

Logo, esse exemplo ilustra que o erro no método de Newton-Raphson para esse caso é, de
fato, aproximadamente proporcional (por um fator de 0,18095) ao quadrado do erro da
iteracdo anterior.

6.2.2 Armadilhas do Método de Newton-Raphson

Embora o método de Newton-Raphson seja em geral muito eficiente, ha situacdes nas
quais ele tem um desempenho insatisfatério. Um caso especial — raizes multiplas — serd
examinado adiante neste capitulo. Entretanto, mesmo quando tratando com raizes sim-
ples, podem aparecer dificuldades, como no préximo exemplo.

Exemplo de uma Fungdo que Converge Lentamente com Newton-Raphson

Enunciado do Problema.  Determine a raiz positiva de f(x) = x' — 1 usando o método
de Newton-Raphson e uma aproximacao inicial x = 0,5.
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Solucdo. A férmula de Newton-Raphson para esse caso é
x,-lo —1

Xipl = Xj — ——5—
IOx?

a qual pode ser usada para calcular

Iteracdo x
0 0,5
1 51,65
2 46,485
3 41,8365
4 37,65285
5 33,887565
00 1,0000000

Logo, depois da primeira previsao fraca, a técnica estd convergindo para a raiz verdadeira
de 1, mas a uma taxa muito lenta.

Além da convergéncia lenta em razdo da natureza da funcdo, outras dificuldades
podem aparecer, como ilustrado na Figura 6.6. Por exemplo, a Figura 6.6a descreve o caso
no qual ocorre um ponto de inflexdo [isto é, f”(x) = 0] na vizinhanga de uma raiz. Ob-
serve que as iteracdes comecando em x se afastam progressivamente da raiz. A Figura
6.6b ilustra a tendéncia da técnica de Newton-Raphson em oscilar em torno de uma
posi¢do de maximo ou de minimo. Tais oscila¢cdes podem persistir, ou, como na Figura
6.6b, ¢ atingida uma inclinagdo préxima a zero, em que a solu¢do ¢ mandada para longe da
area de interesse. A Figura 6.6¢ mostra como uma aproximacao inicial que esteja proxima
de uma raiz pode pular para uma posi¢ao longe por diversas raizes. Essa tendéncia de se
afastar da area de interesse se dd porque foram encontradas inclinagdes préximas de zero.
Obviamente, uma inclinacao nula [ f'(x) = 0] é, na verdade, um desastre porque provoca
divisdo por zero na férmula de Newton-Raphson [Equagdo (6.6)]. Graficamente (ver Fi-
gura 6.6d), isso significa que a soluc¢@o dispara horizontalmente e nunca atinge o eixo x.

Logo, nao existe nenhum critério de convergéncia geral para o Newton-Raphson.
Sua convergéncia depende da natureza da funcdo e da precisdo da aproximagao inicial. O
unico remédio é ter uma aproximacio inicial que esteja “suficientemente” préxima da
raiz. E para algumas fun¢des, nenhuma aproximacao funcionard! Boas aproximagdes de-
pendem em geral do conhecimento das condi¢des do problema fisico ou dos artificios tais
como os graficos que fornecem informagéo sobre o comportamento da solugao. A falta de
um critério de convergéncia geral também sugere que um bom software de computador
deveria ser planejado para reconhecer convergéncia lenta ou divergéncia. A préxima
se¢do trata de algumas dessas questdes.

6.2.3 Algoritmo para o Método de Newton-Raphson

Um algoritmo para o método de Newton-Raphson é prontamente obtido substituindo a
Equagdo (6.6) na férmula de predi¢do [Equagdo (6.2)] na Figura 6.4. Observe, contudo,
que o programa também deve ser modificado para calcular a primeira derivada, o que se
pode conseguir simplesmente pela inclusdo de uma fun¢do definida pelo usudrio.

Além disso, com base na discussdo anterior dos problemas em potencial do método
de Newton-Raphson, o programa seria melhorado pela incorporagdo de diversas carac-
teristicas adicionais:

1. Uma rotina de gréficos deveria ser incluida no programa.

2. No final dos cdlculos, a estimativa final da raiz deveria sempre ser substituida na
fun¢do original para calcular se o resultado estd proximo a zero. Essa verificagao nos
resguarda parcialmente daqueles casos nos quais a convergéncia oscilante ou lenta
pode levar a valores pequenos de ¢, enquanto a solugdo ainda estd longe da raiz.
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6.3
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Xo X X
(d)
FIGURA 6.6

Quatro casos nos quais o método de Newton-Raphson exibe convergéncia insatisfatoria.

3. O programa deveria sempre incluir um limite superior no niimero de iteragdes para
se prevenir de solugdes oscilantes, lentamente convergentes ou divergentes que
poderiam persistir interminavelmente.

4. O programa deveria alertar o usudrio e levar em conta a possibilidade de que f'(x)
possa ser igual a zero a qualquer instante durante os célculos.

O METODO DA SECANTE

Um problema em potencial na implementa¢do do método de Newton-Raphson é o célculo
da derivada. Embora isso ndo seja inconveniente para polindmios e muitas outras
funcdes, ha certas fungdes cujas derivadas podem ser extremamente dificeis ou inconve-
nientes para calcular. Nesses casos, a derivada pode ser aproximada por uma diferenca di-
vidida regressiva, como em (Figura 6.7)

SGxiz) — fxp)

Xi—1 — X

o) =
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EXEMPLO 6.6

f@x)

f(x,‘)

JACTINY)

FIGURA 6.7

Descricdo gréfica do método da secante. Essa técnica é parecida com a técnica de Newton-
Raphson [Figura 6.5) no sentido que uma estimativa da raiz é prevista extrapolando-se uma
fangente da Fungdo até o eixo x. Enfretanto, o método da secante usa uma diferen(;o em vez
de uma derivada para fazer uma estimativa da inclinacdo.

Essa aproximacao pode ser substituida na Equagdo (6.6) para fornecer a seguinte equagio
iterativa:

Xiy = xp — D = %) )

SGxio) — f(xi)

A Equagdo (6.7) € a férmula do método da secante. Observe que a abordagem exige duas
estimativas iniciais de x. Mas, como ndo € exigido que f(x) mude de sinal entre as esti-
mativas, ele nao € classificado como um método intervalar.

O Método da Secante

Enunciado do Problema. Use o método da secante para fazer uma estimativa da raiz
de f(x) = e * —x. Comece com as estimativas iniciais de x_; = 0 e xo = 1,0.

Solucdo. Lembre-se de que a raiz verdadeira € 0,56714329....
Primeira iteracdo:
x.1=0  fx_;) = 1,00000

xo=1  flxo)) =—0,63212
—0,63212(0 — 1)

X1 = 1— m = 0,61270 & = 8,0%
Segunda iteracdo:
xo=1 f(x0) = —0,63212

x; = 0,61270 Sf(x1) = —0,07081
(Observe que ambas as estimativas estdo agora do mesmo lado da raiz.)

—0,07081(1 — 0,61270
x, =0,61270 — ( ) =0,56384 & = 0,58%
—0,63212 — (—0,07081)
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Terceira iteragdo:
x; =0,61270 Sf(x1) = —0,07081
xp, = 0,56384 Sf(x2) =0,00518
0,00518(0,61270 — 0,56384)

— 0,56384 — —0,56717 — 0,0048%
3 ~0.07081 — (—0,00518) & ¢

6.3.1 A Diferenca entre os Métodos da Secante e da Falsa Posicao

Observe a semelhanca entre o0 método da secante e o método da falsa posi¢do. Por exemplo,
as Equagdes (6.7) e (5.7) sdo idénticas em uma comparacdo termo a termo. Ambos usam duas
estimativas iniciais para calcular uma aproximacdo da inclinacdo da fungdo que ¢ utilizada
para projetar para o eixo x para uma nova estimativa da raiz. Entretanto, uma diferenca critica
entre os métodos ¢ como um dos valores iniciais € substituido pela nova estimativa. Lembre-
se de que no método da falsa posicao a tltima estimativa da raiz substitui qualquer um dos
valores iniciais que fornega o valor da funcdo com o mesmo sinal que f(x,). Conseqiiente-
mente, as duas estimativas sempre delimitam a raiz. Portanto, para todos os propésitos prti-
cos, o método sempre converge porque a raiz ¢ mantida dentro do intervalo. Em contraste, o
método da secante substitui os valores em seqiiéncia estrita, com o novo valor x;1 substi-
tuindo x; e x; substituindo x;_;. Para certos casos, isso pode levar a divergéncia.

Comparacdo da Convergéncia das Técnicas da Secante e da Falsa Posicdo

Enunciado do Problema.  Use os métodos da falsa posi¢do e da secante para fazer uma
estimativa da raiz de f(x) = In x. Comece os célculos com os valores x; = x;—1 = 0,5 e
x, = x; = 5,0.

FIGURA 6.8

Comparagdo dos métodos da falsa posicéo e da secante. As primeiras iteragdes (a) e (b)
para ambas as técnicas sdo iguais. Enfretanto, na segunda iteracdo (c) e [d), os pontos
usados sdo diferentes. Como conseqiiéncia, o método da secante pode divergir, como

indicado em (d).

Falsa posicéao Secante

f(x) fx) o ) f&x) -

X, X X, X
(
7 s fi )
(a) (b)
f(x) §ACY) Fxio ) -
VACH)
fe),
'xr

X X
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Solucdo. No método da falsa posi¢io, o uso da Equacdo (5.7) e o critério de delimi-
tacdo para substituir as estimativas resultam nas seguintes iteragdes:

Iteracdo x| Xy X
] 0,5 5,0 1,8546
2 0,5 1,8546 1,2163
3 0,5 1,2163 1,0585

Como pode ser visto (Figuras 6.8a e ¢), as estimativas estdo convergindo para a raiz ver-
dadeira, que € igual a 1.

Para o método da secante, usar a Equagao (6.7) e o critério seqiiencial para substituir
as estimativas resulta em

Iteracao Xi_1 X; Xii1
1 0,5 5,0 1,8546
2 5,0 1,8546 -0,10438

Como na Figura 6.8d, a abordagem ¢é divergente.

Embora o método da secante possa ser divergente, quando ele converge, usualmente
o faz a uma taxa mais rdpida do que o método da falsa posi¢@o. Por exemplo, a Figura 6.9
ilustra a superioridade do método da secante com relacdo a isso. A inferioridade do

FIGURA 6.9
Comparagdo dos erros relativos percentuais verdadeiros & para os méfodos para deferminar
raizes de f(x) = e~ — x.
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método da falsa posicao resulta de uma extremidade permanecer fixa para continuar a de-
limitar a raiz. Essa propriedade, que € vantajosa do ponto de vista de impedir a divergéncia,
¢ uma desvantagem com relacio a taxa de convergéncia; torna a estimativa por diferenca
finita uma aproximag¢do menos acurada da derivada.

6.3.2 Algoritmo para o Método da Secante

Como com os outros métodos abertos, um algoritmo para o método da secante € obtido
modificando-se a Figura 6.4 de modo que as duas aproximagdes iniciais sejam entradas e
usando-se a Equag@o (6.7) para calcular a raiz. Além disso, as op¢des sugeridas na Se¢@o
6.2.3 para o método de Newton-Raphson também podem ser aplicadas com bastante van-
tagem ao programa da secante.

6.3.3 Método da Secante Modificado

Em vez de usar dois valores arbitrarios para fazer uma estimativa da derivada, uma abor-
dagem alternativa envolve uma pequena perturbacao da varidvel independente para fazer
uma estimativa de f/(x),

flx +8x) — f(xp)

(S)Cl'

fl) =

onde & é uma pequena fracdo de perturbac@o. Essa aproximacdo pode ser substituida na
Equacao (6.6) para fornecer a seguinte equagao iterativa:

B dx; fx;)
fxi 4+ 6x;) — f(xi)

Xitl = Xi (6.8)

Método da Secante Modificado

Enunciado do Problema. Use o método da secante modificado para fazer uma esti-
mativa da raiz de f(x) = e * — x. Use um valor de 0,01 para § e comece com xy =1,0.
Lembre-se de que a raiz verdadeira € 0,56714329. . ..

Solucdo.
Primeira iteragdo:
xo=1 f(xo) = —0,63212

X0 + 8xp = 1,01 Sf(xo + 8x9) = —0,64578
0,01(—0,63212)
~ —0,64578 — (—0,63212)
Segunda iteracao:
xo = 0,537263 f(xp) = 0,047083
xo + 8xo = 0,542635 Sf(xo + 8x9) = 0,038579
0,005373(0,047083)

0537263 — — 0.56701 — 0.0236%
x1 = 0,537263 — 5038579 —0.047083 — 2670 le] = 0,0236%

=0,537263 e/ = 5.3%

X1 =

Terceira iteragéo:
xo = 0,56701 f(xg) = 0,000209
X0 + 6xg = 0,572680 f(xg + 8x9) = —0,00867
0,00567(0,000209)

x1 =0,56701 — =0,567143 le;] = 2,365 x 107°%
—0,00867 — 0,000209

A escolha de um valor adequado para § ndo € automatica. Se § for muito pequeno, o
método pode ser sobrecarregado de erros de arredondamento causados pelo cancelamento
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da subtracdo no denominador da Equagdo (6.8). Se for grande demais, a técnica pode
tornar-se ineficiente e mesmo divergente. Entretanto, se escolhido corretamente, ele
fornece uma boa alternativa para os casos nos quais o cdlculo da derivada € dificil e en-
contrar duas aproximagdes iniciais € inconveniente.

RAIZES MULTIPLAS

—4 -
(b)
f(x)
4 - Raiz
quadrupla

()

FIGURA 6.10

Exemplos de raizes mltiplas
que sdo tangentes Ao eixo x.
Observe que a fungdo néo
cruza o eixo em cada lado das
raizes de multiplicidade par (a)
e (c), enquanto cruza o eixo
nos casos impares (b).

Uma raiz miltipla corresponde a um ponto onde a funcdo é tangente ao eixo x. Por
exemplo, uma raiz dupla aparece em

O =&-3)x-Dkx-1 (6.9)

ou, multiplicando os termos, f(x) = x* — 5x*> + 7x — 3. A equagio tem uma raiz dupla
porque um valor de x torna dois termos na Equagao (6.9) iguais a zero. Graficamente, isso
corresponde a curva tocar o eixo x tangencialmente na raiz dupla. Examine a Figura 6.10a
em x = 1. Observe que, na raiz, a funcao toca o eixo, mas nio o cruza.

Uma raiz tripla corresponde ao caso no qual um valor de x anula trés termos em uma
equagdo, como em

) =&-=-3)x—-Dx—-Dx—-1)

ou, multiplicando os termos, f(x) = x* — 6x® +12x> — 10x + 3. Observe que a descricio
grifica (Figura 6.10b) indica novamente que a fun¢@o € tangente ao eixo na raiz, mas
que, nesse caso, o eixo € cruzado. Em geral, raizes com multiplicidade impar cruzam o
eixo, enquanto as pares ndo. Por exemplo, a raiz quiadrupla na Figura 6.10c ndo cruza
0 eixo.

As raizes multiplas causam algumas dificuldades para muitos dos métodos numéri-
cos descritos na Parte Dois:

1. O fato de a fun¢do ndo mudar de sinal em raizes de multiplicidade par impede o uso
dos métodos intervalares confidveis, que foram discutidos no Capitulo 5. Portanto,
dos métodos descritos neste livro, vocé estd limitado aos métodos abertos, que
podem divergir.

2.  Um outro problema possivel esta relacionado ao fato de que ndo sé f(x) mas também
f'(x) vai a zero na raiz. Isso introduz problemas tanto no método de Newton-Raph-
son quanto no da secante, ja que ambos contém a derivada (ou sua estimativa) no de-
nominador de suas respectivas férmulas, o que pode resultar na divisdo por zero
quando a solug@o converge para muito préximo da raiz. Uma forma simples de con-
tornar esse problema € baseada no fato que pode ser demonstrado teoricamente (Ral-
ston e Rabinowitz, 1978) que f(x) sempre atingird zero antes de f’(x). Portanto, se
uma verificacdo do zero for incluida no programa de computador, os cdlculos podem
ser parados antes de f'(x) atingir zero.

3. E possivel demonstrar que os métodos de Newton-Raphson e da secante sio linear-
mente — em vez de quadraticamente — convergentes para raizes multiplas (Ralston
e Rabinowitz, 1978). Foram propostas modificagdes para diminuir esse problema.
Ralston e Rabinowitz (1978) indicaram que uma pequena mudanca na formulacio
restaura sua convergéncia quadritica, como em

Sfxi)
f(x)

Xitl = X; —m (6.9a)

onde m é a multiplicidade da raiz (isto €, m = 2 para uma raiz dupla, m = 3 para uma
raiz tripla etc.). E claro que isso pode ser uma alternativa insatisfatéria, porque
depende do conhecimento prévio da multiplicidade da raiz.

Uma outra alternativa, também sugerida por Ralston e Rabinowitz (1978), é definir
uma nova funcio u(x), isto €, o quociente da funcio por sua derivada, como em
J)
J'(x)

u(x) = (6.10)
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E possivel mostrar que essa funcio tem raizes em todas as mesmas posi¢des que a fungdo
original. Portanto, a Equagdo (6.10) pode ser substituida na Equacgao (6.6) para deduzir
uma forma alternativa para o método de Newton-Raphson:

u(x;)
w' (x;)

Xit] = Xi — (6.11)

A equacdo (6.10) pode ser derivada para fornecer

_ 0 f'@) = f@) f' )
Lf' ()]

As Equagdes (6.10) e (6.12) podem ser substituidas na Equagado (6.11) e o resultado pode
ser simplificado para fornecer

u'(x)

(6.12)

_ S f(x)
Lf/ ) = fx) £/ (x;)

Xit1 = X; (6.13)

Método de Newton-Raphson Modificado para Raizes Miltiplas

Enunciado do Problema. Use os métodos padrio e modificado de Newton-Raphson
para calcular a raiz multipla da Equagao (6.9), com aproximagao inicial xo = 0.

Solucdo. A primeira derivada da Equagio (6.9) é f/(x) = 3x2—10x + 7, e, portanto,
o método padrao de Newton-Raphson para esse problema € [Equagao (6.6)]
x? —5xi2—|—7x,- -3

3xi2 —10x; +7

Xit1l = X —

que pode ser resolvido iterativamente por

i xi er (%)
0 0 100
1 0,4285714 57
2 0,6857143 31
3 0,8328654 17
4 0,9133290 8,7
5 0,9557833 4,4
6 0,9776551 2,2

Como previsto, o método converge linearmente para o valor verdadeiro de 1,0.
Para o método modificado, a segunda derivada é f”(x) = 6x — 10 e a relagdo ite-
rativa é [Equacdo (6.13)]

(7 = 5 + 7% = 3)(3x7 — 10x +7)
(37 = 105 +7)" — (& — 57+ To; = 3)(6x; — 10)

que pode ser resolvida por

Xitl = X —

i xi er (%)

0 0 100

1 1,105263 1

2 1,003082 0,31

3 1,000002 0,00024

Logo, a férmula modificada é quadraticamente convergente. Pode-se também usar
ambos os métodos para procurar a raiz simples em x = 3. Usando uma aproximacao ini-
cial de xy = 4, obtém-se os seguintes resultados:
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i Padréo £ (%) Modificado £ (%)

0 4 33 4 33

] 3,4 13 2,636364 12

2 3,1 3,3 2,820225 6,0

3 3,008696 0,29 2961728 1,3

4 3,000075 0,0025 2,9984/9 0,051

5 3,000000 2x 1077 2,999008 7.7 x 107

Portanto, ambos os métodos convergem rapidamente, com o método padrdo sendo um
pouco mais eficiente.

Esse exemplo ilustra os prés e contras envolvidos na escolha do método modificado
de Newton-Raphson. Embora ele seja preferivel para raizes multiplas, ¢ um pouco menos
eficiente e exige mais esforco computacional do que o método padrdo para raizes simples.

Deve ser observado que uma versdo modificada do método da secante adequado
para raizes multiplas também pode ser deduzida substituindo-se a Equacdo (6.10) na
Equacdo (6.7). A férmula resultante é (Ralston e Rabinowitz, 1978)

uw(x;)(xi—1 — x;)

Xitl = Xi —
u(xi—1) — u(x;)

SISTEMAS DE EQUACOES NAO-LINEARES

Até este ponto, concentramo-nos na determinacgdo das raizes de uma dnica equagdo. Um
problema relacionado € a localiza¢do das raizes de um conjunto de equag¢des simultaneas,

filx1, x2, ..., x,) =0
Srlxi,x2, ..., x,) =0

(6.14)

fﬂ(xls X2, ...,xn) =0

A solugdo desse sistema consiste em um conjunto de valores de x que resultam
simultaneamente em igualar todas as equacdes a zero.

Na Parte Trés, serdo apresentados métodos para o caso em que todas as equacgdes
simultaneas sdo lineares — isto é, elas podem ser expressas na forma geral

f)=axi+ax,+ -+ +a,x, —b=0 (6.15)

na qual o b’s e os a’s sdo constantes. Equacdes algébricas e transcendentais que nio se
ajustam a essa forma s@o chamadas equacdes ndo-lineares. Por exemplo,

x4+ xy =10

y +3xy* =57

sdo duas equagdes ndo-lineares simultdneas com duas incégnitas, x e y. Elas podem ser
expressas na forma da Equagao (6.14) como

u(x,y) =x>+xy—10=0 (6.16a)
v(x,y) =y +3xy* —57=0 (6.16b)

Portanto, a solugdo seriam os valores de x e y que fizessem as funcdes u(x, y) e v(x, y)
iguais a zero. Em sua maioria, as abordagens para determinar tais solugdes sdo extensodes
dos métodos abertos para a resolugdo de uma tnica equagdo. Nesta seciio, vamos inves-
tigar dois deles: iteracdo de ponto fixo e Newton-Raphson.
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6.5.1 lteracao de Ponto Fixo

A abordagem por iteracdo de ponto fixo (Se¢do 6.1) pode ser modificada para resol-
ver duas equagdes ndo-lineares simultidneas. Essa abordagem serd ilustrada no
seguinte exemplo.

lteragdo de Ponto Fixo para um Sistema Né&o-Linear

Enunciado do Problema. Use a iteracdo de ponto fixo para determinar as raizes da
Equagao (6.16). Observe que um par correto de raizes € x = 2 e y = 3. Inicie os cdlculos
com as aproximagdes x = 1,5ey = 3,5.

Solucéo. A Equagdo (6.16a) pode ser reescrita como

10 — x?
Xip1 = (E6.10.1)
Yi
e a Equacdo (6.16b) pode ser resolvida por
Vir1 =57 = 3x;y} (E6.10.2)

Observe que os subscritos serdo omitidos no restante do exemplo.
Com base nas aproximacdes iniciais, a Equac¢do (E6.10.1) pode ser usada para de-
terminar um novo valor de x:
_10-a ,5)?
35
Esse resultado e o valor inicial y = 3,5 podem ser substituidos na Equacdo (E6.10.2) para
determinar um novo valor de y:

y =57 —3(2,21429)(3,5)* = —24,37516

=2,21429

Logo, a abordagem parece estar divergindo, comportamento ainda mais pronunciado na
segunda iteracdo:

10 — (2,21429)
x = M = —0,20910
—24,37516

y =57 — 3(—0,20910)(—24,37516) = 429,709

Obviamente, o método esta deteriorando.
Agora, vamos repetir os cdlculos, mas com as equacdes originais escritas em uma
forma diferente. Por exemplo, uma formulag@o alternativa para a Equacdo (6.16a) é

x=410—xy

e para a Equacgdo (6.16b) é

5T —=y
= 3x

Agora os resultados sdo mais satisfatérios:

x =+/10—-1,5(3,5) =2,17945

= [ 27235 5 se0s1
Y= 3217945 T 7

x = /10 — 2,17945(2,86051) = 1,94053

57 — 2,86051
= (212090 3 04055
Y 3(1,94053)

Logo, a abordagem estd convergindo para os valores verdadeiros de x =2 ey = 3.
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O exemplo anterior ilustra a desvantagem mais grave da iteracido de ponto fixo —
isto é, a convergéncia freqiientemente depende da maneira como as equacdes sdo formu-
ladas. Adicionalmente, mesmo nos casos em que a convergéncia € possivel, a divergéncia
pode ocorrer se as aproximagdes iniciais ndo estiverem suficientemente préximas da
solucdo verdadeira. Usando um raciocinio andlogo ao do Quadro 6.1, pode ser demons-
trado que condicdes suficientes para a convergéncia no caso de duas equagdes sdo

ou u

— — 1
8x+8y<

ov av

— — 1
8x+8y<

Esses critérios sdo tdo restritivos que a iteragdo de ponto fixo tem utilidade limitada na
solucdo de sistemas ndo-lineares. Entretanto, como descreveremos mais adiante neste
livro, ela pode ser muito itil para resolver sistemas lineares.

6.5.2 Newton-Raphson

Lembre-se de que o método de Newton-Raphson era baseado no uso da derivada (isto €,
da inclinag@o) de uma funcdo para fazer uma estimativa de sua intersec¢cdo com o eixo das
varidveis independentes — ou seja, a raiz (Figura 6.5). Essa estimativa era baseada na ex-
pansdo em série de Taylor (lembre-se do Quadro 6.2),

fxig) = fx) + (i — x0) f(x) (6.17)

onde x; € a aproximacao inicial da raiz e x; 1 € o ponto no qual a tangente intercepta o eixo
x. Nessa interseccdo, f(x;+;) por definicdo € igual a zero e a Equacdo (6.17) pode ser
reorganizada para fornecer

S
1)
que ¢ a forma para uma unica equacio do método de Newton-Raphson.
A forma para varias equagdes é deduzida de maneira idéntica. Entretanto, uma série
de Taylor para diversas varidveis deve ser usada para representar o fato de que mais de
uma varidvel independente contribui para a determinacdo da raiz. Para o caso de duas va-
ridveis, a série de Taylor de primeira ordem pode ser escrita [lembre-se da Equagdo
(4.26)] para cada equacdo ndo-linear como

Xigl = X (6.18)

au,- Bu,-
wiv1 = u; + Xip1 — X)) — + Qig1 — yi) (6.19a)
dax ay
e
8v,~ 31),‘
Vi1 = v + (X1 — X)) — + Qi1 — Vi) (6.19b)
ax dy

Da mesma forma como para a versio para uma tnica equago, a estimativa da raiz
corresponde aos valores de x e y nos quais ;41 € v;41 S0 iguais a zero. Para tal situacao,
a Equacdo (6.19) pode ser reorganizada para fornecer

81,{,‘ 4 E)ui 4 814,‘ T 31/” (6 20 )
o i i+l = —Uj T Xi— i .

ax ! dy Yiel ox Y dy “
8v,- + 81),‘ + al},' + 8Ui (6 20[7)
oo X o Yitl = TV T X i .

ax +1 dy Yi+1 ax y dy

Ja que todos os valores subscritos com i sdo conhecidos (eles correspondem a tltima
aproximacdo), as Unicas incognitas sdo x; ;| e y;y;. Portanto, a Equagao (6.20) é um con-
junto de duas equagdes lineares com duas incégnitas [compare com a Equagdo (6.15)].
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Conseqiientemente, manipulagdes algébricas (por exemplo, a regra de Cramer) podem ser
usadas para determinar

av,‘ 8u,~
Lli@ — Uia
bl =X = au,‘ 31),‘ 8u,~ 8v,~ (6.21a)
dx dy dy ox
81/{,' Bvi
Vi— —Uj—
Ox ox (6.21b)

Yitl = Yi = 81/!,' 81),' 8u,- 81),-

dx dy ay 0x

O denominador de cada uma dessas equagdes é chamado formalmente de determinante da
matriz Jacobiana do sistema.

A Equagdo (6.21) € a versao para duas equacdes do método de Newton-Raphson.
Como no exemplo a seguir, ele pode ser usado iterativamente para aproximar as raizes de
duas equagdes simultaneas.

EXEMPLO 6.11 Newton-Raphson para um Sistema Nao-linear

Enunciado do Problema.  Use o método de Newton-Raphson para equagdes muiltiplas
para determinar as raizes da Equacédo (6.16). Observe que o par correto de raizes é x = 2
e y = 3. Inicie os célculos com a aproximagdo x = 1,5ey = 3,5.

Soluc@o. Determine primeiro as derivadas parciais e calcule-as nas aproximagdes ini-
ciaisde x e y:

dug dug

O 4y =2(1,5)4+35=65 N _y_15

ax dy

9 9

% —3y? =3(3,5)> = 36,75 % — 14 6xy=1+6(1,5(3,5) = 32,5
x y

Portanto, o determinante da matriz Jacobiana para a primeira iteracio é
6,5(32,5) — 1,5(36,75) = 156,125
Os valores das func¢des podem ser calculados nas aproximagdes iniciais como sendo
uo = (1,5%+1,53,5 — 10 = —2,5
vo =3,5+3(1,5(3,5?%—-57 = 1,625
Esses valores podem ser substituidos na Equacio (6.21) para fornecer
—2,5(32,5) — 1,625(1,5)

— 15— — 2.0360
x=13 156,125 3
1,625(6.5) — (=2.5)(36.75
y =35 1025009 = (229)E6.7) _ ) ¢4
156.125

Desse modo, os resultados estdo convergindo para os valores verdadeiros x = 2 ey = 3.
O célculo pode ser repetido até que uma acurdcia aceitdvel seja obtida.

Da mesma forma como na iteracdo de ponto fixo, a abordagem de Newton-Raphson
ird com freqiiéncia divergir se as aproximagdes iniciais ndo estiverem suficientemente
préximas das raizes verdadeiras. Enquanto os métodos graficos podiam ser usados para
se encontrar boas aproximagdes para o caso de uma udnica equagdo, nenhum proce-
dimento simples estd disponivel para a versdo com diversas equagdes. Embora existam
algumas abordagens avancadas para se obter primeiras estimativas aceitiveis, em geral as
aproximacdes iniciais precisam ser obtidas com base na tentativa e erro e no conheci-
mento do sistema fisico que esta sendo modelado.
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A abordagem de Newton-Raphson para duas equacdes pode ser generalizada para
resolver n equagdes simultineas. J4 que a forma mais eficiente para fazer isso envolve a
dlgebra de matrizes e a resolugcdo de equagdes lineares simultaneas, vamos adiar nossa
discussdo da abordagem geral até a Parte Trés.

PROBLEMAS

6.1 Use a iteragdo de ponto fixo simples para localizar a raiz de

f(0) = 2sen(v/x) — x

Use a aproximagdo inicial xo = 0,5 e itere até ¢, < 0,001%. Veri-

fique que o processo € linearmente convergente, como descrito no

Quadro 6.1.

6.2 Determine a maior raiz real de

Fx)=2x3—11,7x* +17,7x = 5

(a) Graficamente.

(b) Pelo método da iteracdo de ponto fixo (trés iteragdes, xo = 3).
Observacio: certifique-se de desenvolver uma solugdo que
convirja para a raiz.

(c) Pelo método de Newton-Raphson (trés iteragdes, xo = 3).

(d) Pelo método da secante (trés iteragdes, x—; = 3, xg = 4).

(e) Pelo método da secante modificado (trés iteracdes, xg = 3,
3 =0,01).

Calcule os erros relativos percentuais aproximados para suas

solucdes.

6.3 Use (a) a iteracdo de ponto fixo e (b) o método de Newton-

Raphson para determinar a raiz de f(x) = —x% + 1,8x +2,5

usando xog = 5. Faca os calculos até que ¢, seja menor do que

&5 = 0,05%. Faca também uma verificacdo do erro na sua resposta

final.

6.4 Determine as raizes reais de f(x) = —1 + 5,5x — 4x + 0,5x°:

(a) graficamente e (b) usando o método de Newton-Raphson até

& = 0,01%.

6.5 Use o método de Newton-Raphson para determinar uma raiz

real de f(x) = —1 + 5,5x — 4x? + 0,527 usando aproximacdes ini-

ciais (a) 4,52 e (b) 4,54. Discuta e use métodos graficos e analiticos
para explicar quaisquer peculiaridades nos seus resultados.

6.6 Determine a menor raiz real de f(x) = —12 — 21x + 18x> —

2,4x: (a) graficamente e (b) usando o método da secante para um

valor de & correspondente a trés algarismos significativos.

6.7 Localize a primeira raiz positiva de

f(x) =senx +cos(l +x2) — 1

onde x estd em radianos. Use quatro itera¢des do método da secante

com aproximacdes iniciais (a) x;—; = 1,0e x; = 3,0; (b) x;—; = 1,5

ex;=25,e(c)xi—; = 1,5ex; = 2,25 para localizar a raiz. (d) Use

o método grafico para explicar seus resultados.

6.8 Determine a raiz real de x>° = 80, com o método da secante

modificado até &; = 0,1% usando uma aproximagdo inicial xo =

3,5ed =0,01.

6.9 Determine a maior raiz real de f(x) = 0,95x°> — 59x> + 10,9x — 6:

(a) Graficamente.

(b) Usando o método de Newton-Raphson (trés iteragdes,
X = 3,5)

(¢) Usando o método da secante (trés iteragdes, x;—; = 2,5 e
x; = 3.,5).

(d) Usando o método da secante modificado (trés iteragdes,
x;=35ed =0,01).

6.10 Determine a menor raiz real de f(x) = 8 sen(x)e” ™ — 1:

(a) Graficamente.

(b) Usando o método de Newton-Raphson (trés iteragdes, x; = 0,3).

(¢) Usando o método da secante (trés iteracdes, x;—; = 0,5 e x; = 0,4).

(d) Usando o método da secante modificado (cinco iteragdes,

x;=03ed =0,01).
6.11 A funcio x* — 2x* — 4x + 8 tem uma raiz dupla em x = 2.
Use (a) Newton-Raphson padrdo [Equacdo (6.6)], (b) Newton-
Raphson modificado [Equacdo (6.9a)] e (¢) Newton-Raphson mo-
dificado [Equacdo (6.13)] para determinar a raiz em x = 2. Com-
pare e discuta a taxa de convergéncia usando uma aproximagio
inicial de xo = 1,2.
6.12 Determine as raizes das seguintes equagdes ndo-lineares si-
multaneas usando (a) iteracdo de ponto fixo e (b) o método de
Newton-Raphson:

y=—x*+x+0,75

y+5xy = x?
Use aproximagdes iniciais x = y = 1,2 e discuta os resultados.
6.13 Determine as raizes das equagdes ndo-lineares simultineas

@=4P+ (-4 =5

x24+y2=16
Use uma abordagem grafica para obter suas aproximagdes ini-
ciais. Determine estimativas refinadas com o método de Newton-
Raphson para duas equacdes descrito na Secdo 6.5.2.
6.14 Repita o Problema 6.13, agora para

y= x2+1

y =2cosx
6.15 Um balanco de massa para um poluente em um lago bem mis-
turado pode ser escrito como

V@ =W - Qc—kViec

dt

Dados os valores dos pardmetros V = 1 X 10°m?, Q = 1 X 10° m*ano,
W =1 % 10° g/ano e k = 0,25 m®3/g%/ano, use 0 método da secante
modificado para determinar a concentragdo estaciondria. Use uma
aproximacdo inicial de ¢ = 4 g/m> e & = 0,5. Faca trés iteracdes e de-
termine o erro porcentual relativo depois da terceira iteragio.
6.16 Para o Problema 6.15, a raiz pode ser localizada com a ite-
racdo de ponto fixo por

. (W— Qc)2
kV
ou por
W —kV./c
‘T o

Apenas um caso convergira para aproximagdes iniciais 2 < ¢ < 6.
Escolha o correto e mostre por que ele sempre funcionard.

6.17 Desenvolva um programa amigével ao usudrio para o método
de Newton-Raphson baseado na Figura 6.4 e na Secdo 6.2.3. Teste-
o repetindo os cédlculos do Exemplo 6.3.

6.18 Desenvolva um programa amigével ao usudrio para o método
da secante baseado na Figura 6.4 e na Secdo 6.2.3. Teste-o
repetindo os cédlculos do Exemplo 6.6.

6.19 Desenvolva um programa amigével ao usudrio para o método
da secante modificado baseado na Figura 6.4 e na Secdo 6.2.3.
Teste-o repetindo os calculos do Exemplo 6.8.
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6.20 Desenvolva um programa amigédvel ao usudrio para o método
de Newton-Raphson para duas equacdes baseado na Secdo 6.5.
Teste-o resolvendo o Exemplo 6.10.

6.21 Use o programa que vocé desenvolveu no Problema 6.20
para resolver os Problemas 6.12 e 6.13 até uma tolerncia de
&, = 0,01%.

6.22 O método “divisdo e média”, um método antigo para aproxi-
mar a raiz quadrada de qualquer nimero positivo a, pode ser for-
mulado como

_x+a/x
2

X

Demonstre que isso € equivalente ao algoritmo de Newton-Raphson.
6.23 (a) Aplique o método de Newton-Raphson a fungdo f(x) =
tgh (x> — 9) para calcular sua raiz real conhecida em x = 3. Use
uma aproximacao inicial xop = 3,1 e faca um minimo de quatro ite-
racdes. (b) O método convergiu para sua raiz real? Esboce o gra-
fico, com os resultados para cada iteracao identificados.

6.24 O polindmio f(x) = 0,0074x* — 0,284x> + 3,355x% —
12,183x + 5 tem uma raiz real entre 15 e 20. Aplique o método de
Newton-Raphson a essa fun¢@o usando uma aproximagao inicial xq
= 16,15. Explique seus resultados.

6.25 Use o método da secante na funcio do circulo (x + 1) +
(y — 2)*> = 16 para encontrar uma raiz positiva. Tome sua aproxi-
magcao inicial como x; = 3 e x;—; = 0,5. Aproxime-se da solugdo a
partir do primeiro e quarto quadrantes. Quando calcular f(x) no
quarto quadrante, certifique-se de tomar o valor negativo da raiz
quadrada. Por que a sua solucdo diverge?

6.26 Voceé estd projetando um tanque esférico (Figura P6.26) para
armazenar dgua para uma pequena vila em um pais em desenvolvi-

mento. O volume de liquido que ele pode armazenar pode ser cal-
culado por

v = g2 BR =0
- 3

onde V é o volume [m?], i é a profundidade da 4gua no tanque [m]
e R € o raio do tanque [m].

Figura P6.26

Se R = 3 m, até qual profundidade o tanque deve ser enchido para
que armazene 30 m>? Use trés iteracdes do método de Newton-
Raphson para determinar sua resposta. Determine o erro relativo
aproximado depois de cada iteracdo. Observe que uma aproxi-
macdo inicial R serd sempre convergente.
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7.1

Raizes de Polindmios

Neste capitulo, serdo discutidos métodos para encontrar as raizes de equacdes polino-
miais da forma geral

fux) = ap + a1x + arx> + - - - + ayx" (7.1)

onde n € o grau do polindmio e os a’s sdo coeficientes constantes. Embora os coeficientes
possam ser nimeros complexos, a discussao se limitard aos casos em que eles sio reais.
Para tais casos, as raizes podem ser reais e/ou complexas.

As raizes de tais polindmios seguem estas regras:

1. Parauma equacio de grau n, existem n raizes reais ou complexas. Deve-se observar
que essas raizes ndo serdo necessariamente distintas.

2. Se n for impar, existe pelo menos uma raiz real.

3. Se existirem raizes complexas, elas existem em pares conjugados (isto é, A + i e
A — wi)onde i = /—1.

Antes de descrever as técnicas para localizar as raizes dos polindmios, serdo fornecidos

alguns fundamentos. A primeira se¢@o oferece alguma motivacao para o estudo das técni-

cas; a segunda trata de algumas manipulagdes computacionais fundamentais envolvendo

polindmios.

POLINOMIOS NA ENGENHARIA E NA CIENCIA

Os polindmios tém muitas aplicacdes na engenharia e na ciéncia. Por exemplo, eles sdo
usados amplamente no ajuste de curvas. Entretanto, uma de suas aplicacdes mais interes-
santes e poderosas é na caracteriza¢do de sistemas dindmicos e, em particular, dos sis-
temas lineares. Os exemplos incluem aparelhos mecanicos, estruturas e circuitos elétri-
cos. Serdo explorados exemplos especificos por todo o resto deste texto.

Por agora, serd mantida a discussdo simples e geral focalizando em um sistema
de segunda ordem simples definido pela seguinte equacdo diferencial ordindria linear
(ou EDO):

d’y dy

— — = F(¢ 7.2
a_ tar -+ aoy (0 (72)

onde y e t s@o as varidveis dependente e independente, respectivamente, os a’s sdo coefi-
cientes constantes e F(f) ¢ um termo forcante. Se entender como essa equagdo ¢ deduzida
a partir de um sistema fisico ajudar a motivar seu estudo de matemadtica, vocé poderia ler
atentamente o inicio da Se¢do 8.4 antes de continuar.
Além disso, deve-se observar que a Equacgdo (7.2) pode ser alternativamente ex-

pressa como um par de EDOs de primeira ordem definindo uma nova varidvel z,

dy
Cdt
A Equacio (7.3) pode ser substituida junto com sua derivada na Equagao (7.2) para se re-
mover o termo da segunda derivada. Isso reduz o problema a resolver

z (7.3)

dz _ F(t) —aiz — apy

7.4
dt an 74
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dy

dar
De forma andloga, uma EDO linear de ordem n pode sempre ser expressa como um sis-
tema de n EDOs de primeira ordem.

Agora, a solucdo serd considerada. O termo forcante representa o efeito do mundo
externo no sistema. A solu¢do homogénea ou solucdo geral da equagdo trata do caso no
qual o termo forcante € igualada a zero,

d’y dy
a——= +a;—

dr? dt
Logo, como o nome sugere, a solucdo geral de todos os sistemas lineares com termo
forcante nulo diz algo muito fundamental sobre o sistema que estd sendo simulado — isto
é, como o sistema responde na auséncia de estimulos externos.

Agora, a solugdo geral de todos os sistemas lineares homogéneos é da forma y = ¢
Se essa fun¢do for derivada e substituida na Equagédo (7.6), o resultado é

4 (7.5)

+apy =0 (7.6)

ar’e + ayre” + aget =0

ou, cancelando os termos exponenciais,
2
ar +air +a9=0 (7.7)

Observe que o resultado é um polindmio chamado de equagdo caracteristica. As
raizes desse polindmio sdo os valores de r que satisfazem a Equacdo (7.7). Esses r’s sdo
chamados de valores caracteristicos do sistema, ou autovalores.

Logo, aqui estd a conexdo entre raizes de polindmios e engenharia e ciéncia. O au-
tovalor diz algo fundamental sobre o sistema que se estd modelando e encontrar os auto-
valores envolve encontrar as raizes de polindmios. E, enquanto encontrar as raizes de uma
equacdo de segundo grau € facil usando a férmula quadratica, encontrar raizes de sis-
temas de ordem superior (e, portanto, de polindmios de grau mais alto) € dificil (ou im-
possivel) analiticamente. Logo, a melhor abordagem geral exige métodos numéricos do
tipo descrito neste capitulo.

FIGURA 7.1

A solucdo geral das EDOs lineares pode ser composta de componentes (a) exponenciais
e (b) senoidais. A combinacdo das duas formas resulta na funcdo senoidal amortecida
mostrada em (c).

(4

! (b)

N/
\ /\ / N\~
\/ N !
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7.2

Antes de prosseguir para esses métodos, € preciso avangar um pouco mais na andlise
investigando o que valores especificos de autovalores podem implicar no comportamento
de sistemas fisicos. Inicialmente, calculam-se as raizes da Equacg@o (7.7) com a férmula
quadratica,

_ 2 _
r ay £ /a; — 4aza

) ap

Portanto, obtém-se duas raizes. Se o discriminante (al2 — 4anay) for positivo, as raizes sdo
reais e a solucdo geral pode ser representada por

y =cie" + cre™ (7.8)

onde os ¢’s s30 onstantes que podem ser determinadas a partir das condi¢des iniciais. Esse
€ o chamado caso superamortecido.

Se o discriminante for nulo, resulta uma tinica raiz real e a solucdo geral pode ser for-
mulada como

y = (c1 +cat)e (1.9)

Esse é o chamado caso criticamente amortecido.
Se o discriminante for negativo, as raizes serdo nimeros complexos conjugados,

ry .
=1t
r ur

e a solucdo geral pode ser formulada como

y = ¢ | oy gttt

O comportamento fisico dessa solucdo pode ser elucidada usando-se a férmula de Euler
eM' = cos ut +1i sen put

para reformular a solug@o geral como (ver Boyce e DiPrima, 1992, para detalhes da de-
dugao)

y = c1e cos ut + cre™ sen ut (7.10)

Esse é chamado o caso subamortecido.

As Equacdes (7.8), (7.9) e (7.10) expressam as possiveis maneiras de sistemas li-
neares responderem dinamicamente. Os termos exponenciais significam que as solugdes
podem decair (parte real negativa) ou crescer (parte real positiva) exponencialmente com
o tempo (Figura 7.1a). Os termos senoidais (parte imagindria) significam que a solucao
pode oscilar (Figura 7.1b). Se o autovalor tiver tanto parte real quanto imagindria, as for-
mas exponencial e senoidal sdo combinadas (Figura 7.1¢). Como tal conhecimento é um
elemento-chave no entendimento, no projeto e no controle do comportamento de um sis-
tema fisico, os polindmios caracteristicos sdo muito importantes na engenharia e em
muitos ramos da ciéncia. Serd explorada a dindmica de diversos sistemas em engenharia
nas aplicagdes cobertas no Capitulo 8.

CALCULOS COMPUTACIONAIS COM POLINOMIOS

Antes de se descrever os métodos de localizacdo de raizes, serdo abordadas algumas
operagdes computacionais fundamentais envolvendo polindmios. Elas tém utilidade por
si s0, além de fornecerem suporte na procura das raizes.

7.2.1 Cdlculo e Derivacao de Polinomios

Embora seja a forma mais comum, a Equacao (7.1) fornece métodos insatisfatérios para
determinar o valor de um polindmio em um valor de x particular. Por exemplo, calcular
um polindmio de terceiro grau como
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fr(x) = azx>+ arx+ ajx + ag (7.11)

envolve seis multiplicacdes e trés adi¢des. Em geral, para um polindmio de grau n, essa
abordagem exige n(n + 1)/2 multiplicagdes e n adigdes.
Em contraste, uma forma estruturada,

f3(x) = ((a3x + az)x +ap)x + ao (7.12)

envolve trés multiplicagdes e trés adi¢des. Para um polindmio de grau n, essa abordagem
exige n multiplicagdes e n adi¢cdes. Como a forma estruturada minimiza o nimero de ope-
ragdes, tende a minimizar os erros de arredondamento. Observe que, dependendo de sua
preferéncia, a ordem da estrutura pode ser invertida:

f3(x) = ap + x(a1 + x(az + xaz)) (7.13)

Um pseudocédigo sucinto para implementar a forma estruturada pode ser escrito
simplesmente como

DOFOR j = n, 0, —1
p=p*xtalj)
END DO

onde p guarda o valor do polindmio (definido por seus coeficientes, os a’s) calculado
em X.

Ha casos (como no método de Newton-Raphson) em que se pode querer calcular
tanto a funcéo quanto sua derivada. Esse cdlculo também pode ser naturalmente incluido
adicionando-se uma tnica linha ao pseudocédigo anterior,

DOFOR j = n, 0, —1
df = df = x+p

p=p*xtalj)
END DO

onde df guarda o valor da primeira derivada do polindmio.

7.2.2 Deflacao Polinomial

Suponha que vocé tenha determinado uma tnica raiz de um polindmio de grau n. Se repe-
tir seu procedimento para a localizagdo de raizes, vocé€ poderd encontrar a mesma raiz.
Portanto, seria bom remover a raiz encontrada antes de continuar. Esse processo de re-
moc¢ao é chamado de deflacdo polinomial.

Antes de mostrar como isso € feito, alguma orientag¢do poderia ser util. Os polindmios
sdo tipicamente representados na forma da Equacdo (7.1). Por exemplo, um polindmio de
grau cinco poderia ser escrito como

f5(x) = —120 — 46x + 79x% — 3x7 — Tx* 4 ° (7.14)

Embora essa seja uma forma familiar, ela ndo é necessariamente a melhor expressio para
entender o comportamento matematico do polindmio. Por exemplo, o polindmio de grau
cinco poderia ser expresso alternativamente por

) =x+Dx—-4Hx -5 +3)x—-2) (7.15)

Essa é a chamada forma fatorada do polindmio. Se fossem completadas as multipli-
cacdes e os termos semelhantes fossem agrupados, seria obtida a Equagdo (7.14). Entre-
tanto, a forma da Equagdo (7.15) tem a vantagem de indicar claramente as raizes da
fun¢do. Portanto, € claro que x = —1, 4,5, —3 e 2 sdo todas raizes porque cada uma faz
com que um termo individual na Equacdo (7.15) se anule.
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EXEMPLO 7.1

Agora, suponha que esse polindmio de grau cinco seja dividido por qualquer um de
seus fatores, por exemplo, x 4 3. Nesse caso, o resultado serd um polindmio de grau quatro

fix) = x4+ Dx —4)(x —5)(x —2) = —40 — 2x +27x> — 10x> +x*  (7.16)

com um resto nulo.

No passado distante, voc€ provavelmente aprendeu a dividir polindmios usando uma
abordagem chamada divisdo sintética'. Diversos algoritmos de computador (baseados
tanto na divisdo sintética quanto em outros métodos) estdo disponiveis para fazer a opera-
¢do. Um esquema simples € fornecido pelo seguinte pseudocddigo, que divide um
polindmio de grau n por um fator do tipo mondmio x — #:

r=a(n)

an) =20

DOFOR i = n—1, 0, —1
s =a(i)
a(i) =r
r=s+rx*t

END DO

Se 0 mondmio corresponder a uma raiz do polindmio, o resto r serd nulo e os coeficientes
do quociente estardo armazenados em a no final do laco.

Deflagdo Polinomial

Enunciado do Problema. Divida o polinémio de segunda ordem
f) =@ —Hx+6)=x>+2x —24

pelo fator x — 4.

Solucdo. Usando a abordagem delineada no pseudocédigo anterior, os pardmetros sio

n=2ay=—-24,a;,=2,a,=1¢et =4, que podem ser usados para calcular
r=a; =1
a; = 0

O lago é entdo iteradode i =2 — 1 =1a0. Parai =1,

s=a; =2

a=r=1

r=s+rt=24+14) =6
Parai =0,

s =ag=—24

ag=r==6

r=-24464) =0

Portanto, o resultado é como esperado — o quociente € ag + a;x = 6 + x, com resto nulo.

Também € possivel dividir por polindmios de grau mais alto. Como veremos mais
adiante neste capitulo, a tarefa mais comum envolve a divisdo por um polindmio de grau
dois ou uma parabola. A sub-rotina na Figura 7.2 trata do problema mais geral de dividir
um polindmio a de grau n por um polindmio d de grau m. O resultado € um polindmio g
de grau n — m, com um polindmio de grau m — 1 como resto.

Como cada raiz calculada é conhecida apenas aproximadamente, deve ser observado
que a deflacdo € sensivel a erros de arredondamento. Em alguns casos, eles podem crescer
a ponto de os resultados ficarem sem significado.

I'N.R.T.: Algoritmo de Briot-Ruffine.
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7.3

SUB poldiv(a, n, d, m, q, r)

DOFOR j = 0, n
r(j) = alj)
q(j) =0

END DO

DOFOR k = n—m, 0, —1
q(k+1) = rim+k) / d(m)
DOFOR j = m+k—1, k, —1

r(j) = r(j)=q(k+1) = b(j—k)
END DO

END DO

DOFOR j = m, n
rj) =20

END DO

n = n—m

DOFOR 1 = 0, n
a(i) = q(i+1)

END DO

END SUB

FIGURA 7.2
Algoritmo para dividir um polinémio a (definido por seus coeficientes| por um polinémio d de
grau menor.

Algumas estratégias gerais podem ser aplicadas para minimizar esse problema. Por
exemplo, o erro de arredondamento é afetado pela ordem na qual os termos sdo calcu-
lados. A deflacdo progressiva se refere ao caso no qual os coeficientes dos novos
polindmios estdo em ordem de poténcias decrescente de x (isto €, do que tem maior grau
para o termo de grau zero). Nesse caso, € preferivel dividir pelas raizes de menor valor
absoluto primeiro. Reciprocamente, para a deflacdo regressiva (isto é, do que tem
grau zero para o termo de maior grau), é preferivel dividir pelas raizes de maior valor
absoluto primeiro.

Uma outra forma de reduzir os erros de arredondamento é considerar cada estima-
tiva sucessiva da raiz obtida durante a deflacdo como uma boa primeira aproximagao.
Esses arredondamentos podem ser usados como aproximagdes iniciais, e as raizes de-
terminadas novamente com o polindmio original nio-deflacionado. Isso é chamado
polimento da raiz.

Finalmente, aparece um problema quando duas raizes deflacionadas sao suficiente-
mente inacuradas para que ambas convirjam para uma mesma raiz ndo-deflacionada.
Nesse caso, alguém pode ser levado erroneamente a acreditar que o polindmio tenha uma
raiz multipla (lembre-se da Secdo 6.4). Uma forma de detectar tal problema é comparar
cada raiz polida com aquelas localizadas anteriormente. Press et al. (1992) discutiram
esse problema em mais detalhes.

METODOS CONVENCIONAIS

Agora que cobrimos algum material fundamental sobre polindmios, podemos comecar
a descrever os métodos para localizar suas raizes. O primeiro passo dbvio seria inves-
tigar a viabilidade das abordagens intervalares e dos métodos abertos descritos nos
Capitulos 5 e 6.

A eficdcia dessas abordagens depende do fato de o problema que estd sendo re-
solvido envolver ou nao raizes complexas. Se houver apenas raizes reais, qualquer um
dos métodos descritos anteriormente pode ser utilizado. Entretanto, encontrar boas apro-
ximacdes iniciais complica tanto os métodos intervalares quanto os métodos abertos, en-
quanto que os métodos abertos s@o suscetiveis a divergéncia.
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7.4

Quando sdo possiveis raizes complexas, os métodos que isolam as raizes ndo podem
ser usados por causa do problema 6bvio de que o critério para definir um intervalo que de-
limite a raiz (isto €, onde ocorra mudanga de sinal) ndo se estende para as aproximagdes
complexas.

Dos métodos abertos, o método de Newton-Raphson tradicional forneceria uma
abordagem vidvel. Em particular, pode-se desenvolver um cddigo conciso que inclua a
deflacdo. Se for usada uma linguagem que permita varidveis complexas (como o Fortran),
tal algoritmo localizard tanto as raizes reais quanto as complexas. Contudo, como se
poderia esperar, ele seria suscetivel a problemas de convergéncia. Por essa razdo, foram
desenvolvidos métodos especiais para encontrar as raizes reais e complexas de
polindmios. Descreveremos dois deles — os métodos de Miiller e de Bairstow — na pré-
xima se¢do. Como vocé verd, ambos estdo relacionados a abordagem com os métodos
abertos mais convencionais descrita no Capitulo 6.

O METODO DE MULLER

Lembre-se de que o método da secante obtém uma estimativa da raiz prolongando uma
reta por dois valores da fungdo até o eixo x (Figura 7.3a). O método de Miiller adota uma
abordagem parecida, mas prolonga uma pardbola através de trés pontos (Figura 7.3b).

O método consiste na determinagdo dos coeficientes da parabola que passa pelos trés
pontos. Esses coeficientes podem entdo ser substituidos na férmula quadratica para se
obter o ponto no qual a pardbola intercepta o eixo x — isto €, a estimativa da raiz. O
método se torna mais facil escrevendo-se a equagdo da parabola em uma forma conve-
niente,

H(x) =alx —x2)* +b(x —x2) +¢ (7.17)

Queremos que essa pardbola passe por tré€s pontos (xo, f(xo)), (x1, f(x1)) e (x2, f(x2)). Os
coeficientes da Equacdo (7.17) podem ser calculados substituindo cada um dos trés pon-
tos para obter

f(x0) = a(xg — x2)* + b(xg — x2) + ¢ (7.18)
fx1) = a(x; — x2)* + b(x) — x2) + ¢ (7.19)
f(x2) = a(xs — x2)* + b(xa — x2) + ¢ (7.20)

Observe que omitimos o subscrito “2” da func¢do para sermos concisos. Como temos trés
equacgdes, é possivel resolver para determinar os trés coeficientes desconhecidos a, b e c.

FIGURA 7.3

Uma comparagdo de duas
abordagens relacionadas
para localizar raizes: {a) o
método da secante e

(b) o método de Miller.

f(x) Reta S
secante | .|
| o | \
) ) | : |
Estimativa ! | | Parabola
da raiz | : :
| s |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
! | ! !
Xg X Xy Xy Xg X
Raiz Raiz Estimativa
da raiz

(a) (b)
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J4 que dois dos termos na Equagdo (7.20) sdo nulos, ela pode ser imediatamente re-
solvida, fornecendo ¢ = f(x,). Logo, o coeficiente ¢ é simplesmente igual ao valor da
funcdo calculada na terceira aproximacdo, x;. Esse resultado pode ser substituido nas
Equacdes (7.18) e (7.19) para fornecer duas equacdes com duas incégnitas:

f(xo) — f(x2) = a(xo — x2)* + b(xg — x2) (7.21)
fx1) = f(x2) = a(xy — x2)* + b(x; — x2) (7.22)

Pode-se entdo usar manipulagdo algébrica para determinar os coeficientes restantes
a e b. Uma maneira de fazer isso envolve a defini¢do de algumas diferencas,

ho = x1 — X hy =x2 —x
5 o JoD = S0 — S .
X1 — Xo X2 — X1
Elas podem ser substituidas nas Equacdes (7.21) e (7.22) para fornecer
(ho 4+ h)b — (ho + h1)*a = hodo + h18;
hy b— K a= 8,
a partir das quais se pode isolar a e b. O resultado pode ser resumido como
a = H (7.24)
b =ah; + 4 (7.25)
c= flx2) (7.26)

Para encontrar a raiz, aplicamos a formula quadratica a Equacao (7.17). No entanto,
por causa do possivel erro de arredondamento, em vez de usar a forma convencional, serd
usada a formulacdo alternativa [Equagao (3.13)] para obter

—2c
B—Xy = —— (7.27a)

b+ Vb? —4dac

ou, isolando a incdgnita x3 no lado esquerdo da igualdade,

—2c
X3 =X+ ———— (7.27b)

b+ /b? —4ac
Observe que o uso da férmula quadratica significa que podem ser localizadas tanto raizes
reais quanto complexas. Essa é uma importante vantagem do método.
Além disso, a Equacdo (7.27a) fornece uma forma natural de determinar o erro
aproximado. Como o lado esquerdo representa a diferencga entre a estimativa atual (x3) e
anterior (x) da raiz, o erro pode ser calculado por

B 7% 00%

Eq =
X3

Agora, um problema com a Equacdo (7.27a) é que ela fornece duas raizes, corre-
spondendo ao termo + no denominador. No método de Miiller, o sinal é escolhido para
coincidir com o sinal de b. Essa escolha resultard no denominador maior e, portanto, dara
a estimativa da raiz que estd mais proxima de x,.

Uma vez que x3 esteja determinada, o processo é repetido. Isso traz a tona a questao
de qual ponto descartar. Duas estratégias gerais sdo tipicamente usadas:

1. Se estiverem sendo localizadas apenas raizes reais, escolhemos os dois pontos
originais que estejam mais proximos da nova estimativa da raiz, xs.

2. Se estiverem sendo calculadas tanto raizes reais quanto complexas, ¢ usada uma
abordagem seqiiencial. Isto é, da mesma forma que no método da secante, xy, x; € x3
tomam o lugar de xo, x; € x,.
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EXEMPLO 7.2

O Método de Miiller

Enunciado do Problema.  Use o Método de Miiller com aproximacdes xo, x; € x, dadas
por 4,5, 5,5 e 5, respectivamente, para determinar uma raiz da equacao

flx) =x* —13x — 12
Observe que as raizes dessa equacdo sdo —3, —1 e 4.
Solucdo. Inicialmente, é calculada a funcfio nas aproximagdes

f(4,5) = 20,625 f(5,5) = 82,875 f(5) =48

que podem ser usadas para calcular

ho=55—45=1 B =5_55=_05
82,875 — 20,625 48 — 82,875
= — =622 = " =
0 5’5_475 6 B 5 81 5_5’5 69,75

Esses valores, por sua vez, podem ser substituidos nas Equagdes (7.24) a (7.26) para cal-
cular

69,75 — 62,25
a=——7—/—""=15 b =15(-0,5) + 69,75 = 62,25 c=48
—-0,5+1

A raiz quadrada do discriminante pode ser calculada por

\/62,252 —4(15)48 = 31,54461

Entdo, como |62,25 + 31,54451| > 162,25 — 31,54451], o sinal positivo € usado no de-
nominador da Equagdo (7.27b) e uma nova estimativa da raiz é determinada por

—0(48)
_5 — 3.976487
M3 =0 525 1 31.54451

e a estimativa de erro por

—1,023513
3,976487

&g =

100% = 25,74%

Como o erro € grande, novas aproximacdes sdo escolhidas; x( € substituido por xy, x; é
substituido por x,, x, € substituido por x3. Portanto, para a nova iteragao,

x0=25,5 x1 =35 X = 3,976487

e os calculos sdo repetidos. Os resultados, tabulados a seguir, mostram que o método con-
verge rapidamente para a raiz x, = 4:

i xr £q (%)

0 5

1 3,076487 2574

2 4,00105 0,6139

3 4 0,0262

4 4 0,0000119

O pseudocddigo para implementar o método de Miiller para raizes reais € apresen-
tado na Figura 7.4. Observe que essa rotina estd construida de forma a usar como entrada
uma dnica aproximagao inicial ndo-nula que entdo é perturbada para determinar as outras
duas aproximacdes. E claro que o algoritmo poderia ser programado para acomodar trés
aproximacdes. Para linguagens como o Fortran, o c6digo encontrard raizes complexas se
as varidveis adequadas forem declaradas como complexas.
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7.5

SUB Muller(xr, h, eps, maxit)

X2 = Xr

X1 = Xr + h*x,
X0 = Xp — h*x,
Do

iter = iter + 1

/70 = X1 — Xp

h = X2 — X1

dyp = (f(x;) — f(xp)) / hy

d; = (f(x2) — f(x1)) / h
a={(d — dg)/ (hy + hy)
b =a*h; + d;

c = f(xp)

rad = SORT(b*b — 4*a*c)
If |b+rad| > |b—rad| THEN
den = b + rad
ELSE
den = b — rad
END IF
dx, = —2*c / den
Xr = Xp + dXp
PRINT iter, X,
IF (|dx-| < eps*x. OR iter >= maxit) EXIT
Xo = X1
X1 = Xo
Xo = Xr
END DO
END Miller

FIGURA 7.4
Pseudocadigo para o método de Miller.

O METODO DE BAIRSTOW

O método de Bairstow é uma abordagem iterativa vagamente relacionada a ambos os
métodos, de Miiller e de Newton-Raphson. Antes de se fazer uma descricdo matematica
da técnica, lembre-se da forma fatorada do polindomio,

) =@+Dx-Hx -5 +3)(x —2) (7.28)

Se dividirmos por um fator que n@o corresponda a uma raiz (por exemplo, x + 6), o
quociente serd um polindmio de quarto grau. Entretanto, nesse caso, resultard um resto
ndo-nulo.

Com base no exposto, pode-se elaborar um algoritmo para determinar uma raiz de
um polindmio: (1) escolha um valor para a raiz x = ¢, (2) divida o polindomio pelo fator
x — t e (3) determine se existe um resto. Se ndo existir, a escolha foi perfeita e a raiz é
igual a 7. Se existir um resto, a escolha pode ser sistematicamente ajustada e o procedi-
mento ser repetido até que o resto desaparega e a raiz seja localizada. Depois de con-
seguir isso, todo o procedimento pode ser repetido para o quociente, para determinar
uma outra raiz.

O método de Bairstow é, de modo geral, baseado nessa abordagem. Conseqiientemente,
ele depende do processo matemadtico de dividir um polindmio por um fator. Da discussdo
sobre deflag@o de polindmios (Segdo 7.2.2), lembre-se de que a divisdo sintética envolve a
divisdo de um polindmio por um fator x — . Por exemplo, o polindmio geral [Equagao (7.1)]

fux) = ag + a1x + apx* 4+ - + a,x" (7.29)
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pode ser dividido pelo fator x — ¢ para fornecer um segundo polindmio que tem um grau
a menos,

fuo1(x) = by +box +b3x? + -+ bx"! (7.30)
com um resto R = by, onde os coeficientes podem ser calculados pela relacdo de recorréncia

b, =a,

bi =a; + biit parai =n—1a0

Observe que, se ¢ fosse uma raiz do polindmio original, o resto by seria igual a zero.

Para permitir o cédlculo de raizes complexas, o método de Bairstow divide o
polindmio por um fator quadratico x> — rx — s. Isso é feito para a Equacio (7.29), o re-
sultado € um novo polindmio

fua(X) = by +b3x + -+ + by X" 4 byx"?
com um resto
R=bi(x —r)+ by (7.31)

Como no caso da divisdo sintética normal, uma relag@o de recorréncia simples pode ser
usada para fazer a divis@o pelo fator quadratico:

b, =a, (7.32a)
by_1 = ay—1 +rb, (7.32b)
bi =a; +rbiy1 + sbi» parai =n—2a0 (7.32¢)

O fator quadrético € introduzido para permitir a determinacio de raizes complexas.
Isso se relaciona ao fato de que, se os coeficientes do polindmio original forem reais, as
raizes complexas ocorrem em pares conjugados. Se x> — rx — s for um divisor exato do
polindmio, as raizes podem ser determinadas pela férmula quadratica. Portanto, o método
se reduz a determinar valores de r e s que tornam o fator quadratico um divisor exato. Em
outras palavras, procuram-se os valores que tornam o termo do resto igual a zero.

Uma inspecdo da Equagéo (7.31) leva a concluir que, para o resto ser nulo, by e b;
precisam ser nulos. Como é pouco provavel que nossas aproximacdes iniciais dos valores
de r e s levem a esse resultado, devemos determinar uma maneira sistematica de modi-
ficar nossas aproximacdes de modo que by e b; se aproximem de zero. Para fazé-lo, o
método de Bairstow usa uma estratégia parecida com a abordagem de Newton-Raphson.
Como by e b; sdo fungdes tanto de r quanto de s, podem ser expandidos usando-se uma
série de Taylor, como em [lembre-se da Equagao (4.26)]

0b, ab,

bi(r+Ar,s 4+ As) =by + — Ar + — As
ar as
ob ob
bo(r + Ar, s + As) = by + 3—0 Ar + 3_0 As (7.33)
r s

onde os valores no lado direito s@o todos calculados em r e s. Observe que o termo de se-
gunda ordem e os de ordem mais alta foram desprezados, o que representa uma hip6tese
implicita de que Ar e As sdo suficientemente pequenos para que os termos de ordem su-
perior sejam despreziveis. Uma outra forma de expressar essa hipétese é dizer que as
aproximacdes iniciais estdo adequadamente préximas dos valores de r e s nas raizes.

As variagdes, Ar e As, necessdrias para melhorar nossas aproximagdes podem ser
estimadas igualando-se a Equacdo (7.33) a zero para obter

b, b,

PAr+ 2L Ag = —b, (7.34)
or 0

ob ab

70 Ar 70 As = —by (7.35)



7.5 O METODO DE BAIRSTOW 149

EXEMPLO 7.3

Se as derivadas parciais dos b’s puderem ser determinadas, elas sdo um sistema de duas
equagdes que podem ser resolvidas simultaneamente para as duas incégnitas, Ar e As.
Bairstow mostrou que as derivadas parciais podem ser obtidas por uma divisdo sintética
dos b’s de um modo andlogo a maneira como os proprios b’s foram determinados:

¢ = by (7.36a)
Coml = by +rey (7.36b)
¢i =b; +rciy) +sciyo parai =n—2al (7.36¢)

onde dby/or = ¢y, dby/ds = db1/dr = ¢y, € db;/ds = c3. Portanto, as derivadas parciais
sdo obtidas por uma divisdo sintética dos b’s. A seguir, as derivadas parciais podem ser
substituidas nas Equagdes (7.34) e (7.35) junto com os b’s para fornecer

o Ar + c3As = —by
C1Ar + caAs = —by

Essas equacgdes podem ser resolvidas para determinar Ar e As, 0S quais, por sua vez,
podem ser usados para melhorar as aproximagdes iniciais de » e s. Em cada passo, pode-
se fazer uma estimativa de um erro em r € um em s, COmo em

Ar

€a.r] = |— | 100% (7.37)
r

c

As

Eas|l = |— o .

[€a.s] 100% (7.38)
S

Quando ambas as estimativas de erro cairem abaixo de um critério de parada pré-especi-
ficado ¢, os valores das raizes podem ser determinados por

r+r?+4s

5 (7.39)

X =

Nesse ponto, ha trés possibilidades:

1. O quociente é um polinémio de grau maior ou igual a trés. Nesse caso, o método de
Bairstow seria aplicado ao quociente para calcular novos valores de r e s. Os valores
anteriores de r e s podem servir como aproximagdes iniciais nessa aplicacao.

2. O quociente é um polinémio quadrdtico. Nesse caso, as duas raizes restantes pode-
riam ser calculadas diretamente com a Equacdo (7.39).

3. O quociente é um polindémio de grau um. Nesse caso, a Unica raiz restante pode ser
calculada simplesmente por

x=—= (7.40)
r

Método de Bairstow

Enunciado do Problema. Use o método de Bairstow para determinar as raizes do
polindbmio

fs(x) = x> —3,5x* +2,75x +2,125x% — 3,875x + 1,25
Use aproximagdes iniciais r = s = —1 e itere até o nivel de &5 = 1%.

Solucdo. As Equagdes (7.32) e (7.36) podem ser usadas para calcular
bs =1 by = —4,5 by = 6,25 by = 0,375 by =—10,5
by = 11,375
Cy = 1 Cy = —5,5 C3 = 10,75 Cy) = —4,875 c] = —16,375
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Logo, as equagdes simultineas para Ar e As que devem ser resolvidas sdo
—4,875Ar +10,75As = 10,5
—16,375Ar — 4,875As = —11,375

e cuja solucdo é Ar=0,3558 e As = 1,1381. Portanto, nossas aproximacdes iniciais
podem ser corrigidas para

r=—140,3558 = —0,6442
s =—1+4+1,1381 =0,1381
e os erros aproximados podem ser calculados pelas Equagdes (7.37) e (7.38),

0,3558 1,1381
—0,6442 0,1381

A seguir, os célculos sdo repetidos usando-se os valores revistos de r e s. Aplicando as
Equagdes (7.32) e (7.36) obtem-se:

bs=1 by=—4,1442 by =55578 by =—2,0276  b; = —1,8013
by = 2,1304
es=1 ci=-47884  ¢3=8,7806 c»=—8,3454 ¢, =4,7874

Portanto, é preciso resolver

100% = 55,23% l€as| =

|€a,r| = 100% = 824,1%

—8,3454Ar + 8,7806As = 1,8013
4,7874Ar — 8,3454As = —2,1304

e obtém-se Ar =0,1331 e As = 0,3316, os quais podem ser usados para corrigir as esti-
mativas da raiz para

r =—0,6442 40,1331 = —-0,5111 lea.r| =26,0%
s =0,1381 + 0,3316 = 0,4697 leas| = 70,6%
Pode-se continuar os calculos, com o resultado de que ap6s quatro iteragdes o método

converge para os valores r= —0,5 (|&,.,| = 0,063%) e s=0,5 (Je, 5| = 0,040%). A
Equagao (7.39) pode entdo ser usada para calcular as raizes como sendo

—0,5+/(=0.5)2 + 4(0.5)
X = =
2

0,5, -1,0
Nesse ponto, o quociente € a equagdo cibica
flx) = x> —4x? +5,25x — 2,5
O método de Bairstow pode ser aplicado a esse polindmio usando-se os resultados do

passo anterior, r = —0,5 e s = 0,5, como aproximagdes iniciais. Cinco itera¢cdes forne-
cem as estimativas r = 2 e s = —1,249, as quais podem ser usadas para calcular

2+ /22 +4(—1,249)
X =
2

=1+0,499i

Nesse ponto, o quociente ¢ um polindmio de grau um que pode ser resolvido direta-
mente pela Equacdo (7.40) para determinar a quinta raiz: 2.

Observe que o cerne do método de Bairstow € o cédlculo dos b’s e dos ¢’s usando as
Equagdes (7.32) e (7.36). Um dos principais pontos fortes do método € a maneira concisa
como essas relagdes de recorréncia podem ser programadas.

A Figura 7.5 lista um pseudocédigo para implementar o método de Bairstow. O
cerne do algoritmo consiste no lago para calcular os b’s e os ¢’s. Observe também que
o cddigo para resolver as equacdes simultdneas faz uma verificagcdo para prevenir a di-
visdo por zero. Se esse for o caso, os valores de r e s s@o ligeiramente perturbados e o
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procedimento € iniciado novamente. Além disso, o algoritmo coloca um limitante su-
perior, definido pelo usudrio, no nimero miximo de iteragdes (MAXIT) e deveria ser
planejado para evitar a divisdo por zero ao calcular as estimativas de erros. Finalmente,
o algoritmo necessita das aproximagdes iniciais para r e s (rr e ss no codigo). Se ndo
houver nenhum conhecimento prévio sobre as raizes, elas podem ser igualadas a zero
no programa de chamada.

FIGURA 7.5

(a) Algoritmo para implementar o método de Bairstow, junfo com (b) um algoritmo para deferminar as raizes de um
polinémio quadrdtico.

(a) Algoritmo de Bairstow

SUB Bairstow (a,nn,es,rr,ss,maxit,re,im,ier) IF iter < maxit THEN
DIMENSION b(nn), c(nn) IF n = 2 THEN
r=rr; s=25S;n=nn r= —a(l)/a(2)
jer =0; eal = 1; ea? =1 s = —a(0)/a(2)
Do CALL Quadroot(r,s,rl,il,r2,i2)
IF n < 3 0R iter = maxit EXIT re(n) = rl
iter =0 im(n) = 1l
Do re(n — 1) =r?
iter = iter + 1 imn — 1) =12
b(n) = a(n) ELSE
bn— 1) =a(n — 1)+r * b(n) re(n) = —a(0)/a(l)
c(n) = b(n) im(n) =0
cin—1)=bn—1)+r *c(n) END IF
D0 i=n-2,0, —1 ELSE
b(i) =a(i)+r *b(i+1)+s *b(i+2) jer = 1
c(i) =b(i)+r *c(i+1)+s *c(i+2) END IF
END DO END Bairstow
det = c(2) * c(2)—c(3) * c(1)
IF det # 0 THEN
dr = (=b(1) * c(2) + b(0) * c(3))/det
ds = (—=b(0) * c(2) + b(1) * c(1))/det (b) Algoritmo para as Raizes de um Polinémio
_ Quadratico
r=r+dr
S =s+ds

SUB Quadroot(r,s,rl,il,r2,i2)
disc=r"2+4*%*s
IF disc > 0 THEN

IF r#0 THEN eal = ABS(dr/r) * 100
IF s#0 THEN eaZ = ABS(ds/s) * 100

ELSE .
R rl = (r + SQRT(disc))/2
c— o4 r§_=0(r — SORT(disc))/2
iter = 0 72__ )

END IF EL;E -

IF eal = es AND ea? < es OR iter = maxit EXIT SR

END DO rl=r/

. . r2 = rl
CALL Quadroot(r,s,rl,il,r2,i2) . .

a 71 = SQRT(ABS(disc))/2
re(n) = rl . .
. ; 2= -1l
im(n) = 11
END IF
re(n — 1) =r2 END QuadRoot
imn — 1) =12 Haaroo
n=n-2
D0 i =0, n
a(i) =b(i+2)

END DO

END DO
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7.6

OUTROS METODOS

7.7

Ha outros métodos disponiveis para localizar as raizes de polindmios. O método de Jenkins-
Traub (Jenkins e Traub, 1970) é usado comumente em bibliotecas de software como o
IMSL. Ele é bastante complicado, e um bom ponto para comegar a entendé-lo é encon-
trado em Ralston e Rabinowitz (1978).

O método de Laguerre, que aproxima tanto raizes reais quanto complexas e tem con-
vergéncia cubica, estd entre as melhores abordagens. Uma discussdo completa pode ser
encontrada em Householder (1970). Além disso, Press et al. (1992) apresentam um bom
algoritmo para implementar esse método.

LOCALIZACAO DE RAIZES COM BIBLIOTECAS E PACOTES

As bibliotecas e os pacotes de software t€ém excelentes recursos para localizar raizes.
Nesta secdo, serd dada uma pequena amostra de alguns dos mais tteis.

7.7.1 Excel

Uma planilha como o Excel pode ser usada para localizar a raiz por tentativa e erro. Por
exemplo, se queremos encontrar uma raiz de

f(x) =x —cosx

primeiro, entramos um valor de x em uma célula. Entdo construimos uma outra célula para
f(x) que obteria seu valor para o x da primeira célula. Vocé pode entdo variar x na célula até
que a célula de f(x) se aproxime de zero. Esse processo pode ser mais aprimorado usando-
se os recursos graficos do Excel para obter boas aproximacdes iniciais (Figura 7.6).

Embora o Excel de fato facilite a abordagem por tentativa e erro, ele também tem
duas ferramentas padrdo que podem ser usadas na localizacdo de raizes: Goal Seek e
Solver. Ambas as ferramentas podem ser usadas para ajustar sistematicamente as aproxi-
magdes iniciais. O Goal Seek € usado explicitamente para conduzir uma equacgio para um
valor (no nosso caso, o zero) variando um tnico parametro.

i1 | = =A11-COS(A11)
T T e e e
walores para o grafico
i ) |
0 -1
05 -0.37758
1 04596595
1.5 1.429263
2 2416147 | O

1 a

== k3 Ll

L I e B S A S

valores para tentstiva e erro
10 | x f{x) 2 -
11| 0.739125 E.EflE-EIE_

FIGURA 7.6
Uma planilha construida para deferminar a raiz de f(x) = x — cos x por fenfativa e erro.
O gréfico é usado para obter uma boa aproximacdo inicial.

EXEMPLO 7 .4

Usando a Ferramenta Goal Seek do Excel para Localizar uma Unica Raiz

Enunciado do Problema. Use o Goal Seek para determinar a raiz da funcdo transcen-
dental

fx) =x —cosx
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Solucdo. Como na Figura 7.6, a chave para resolver uma tinica equacio com o Excel é
criar uma célula para armazenar o valor em questio da funcdo e entdo considerar o valor
dependente em uma outra célula. Uma vez que isso tenha sido feito, a op¢do Goal Seek é
escolhida no menu de ferramentas (Tools). Nesse ponto, um quadro de didlogo sera
mostrado, pedindo-lhe para impor um valor para uma célula, por meio da mudanca de
uma outra célula. Por exemplo, suponha que, como na Figura 7.6, sua aproximacao foi in-
serida na célula A1l e o resultado de sua fung@o estd na célula B11. O quadro de didlogo
do Goal Seek seria preenchido como

Goal Seek |

et cell; l611 57|

To walue: IEI

By changirg cell: I,a,1 1 _’n_j
ik _ancel |

Quando a op¢do OK ¢ escolhida, um quadro de mensagem mostra os resultados,

Goal Seek 5Status |

anal Seeking with Cell B11
found a salukion,

Cancel
Target value: 0

Current walue:  6.63645E-05 Step

_concel |
s |
_pae |

Pause

As células na planilha também seriam modificadas para os novos valores (como mostrado
na Figura 7.6).

A ferramenta Solver é mais sofisticada do que o Goal Seek nos aspectos: (1) ela
pode variar vdarias células simultaneamente e, (2) a0 mesmo tempo em que conduz
uma célula-alvo para um valor, ela pode minimizar e maximizar seu valor. O proxi-
mo exemplo ilustra como isso pode ser usado para resolver um sistema de equagdes
ndo-lineares.

Usando o Solver do Excel para um Sistema Néo-linear

Enunciado do Problema. Lembre-se de que na Seciio 6.5 obtivemos a solugio do
seguinte conjunto de equacgdes simultineas

u(x,y)=x2+xy—10=0
v(x,y) =y+3xy>—=57=0

Observe que o par correto de raizes € x =2 e y = 3. Use o Solver para determinar as
raizes utilizando aproximacdes iniciais x =1ey =3,5.

Solucdo. Como mostrado a seguir, duas células (B1 e B2) podem ser criadas para ar-
mazenar as aproximacdes para x e y. Os valores da prépria fungdo, u(x, y) e v(x, y), podem
entdo ser inseridos em duas outras células (B3 e B4). Como pode ser visto, as aproxi-
magdes iniciais resultam em valores da fun¢@o que estio longe de zero.
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B6 | =| =B3+2+B4+2
A | B | ¢ |

1 = _ 1

2 |y 3.5

3 |uix, ) -5.5

4 |wlx, v | -1BVE

h

b |zomadaos qua-:lr.ad-:xsl 31|:|.B125.|

7

A seguir, uma outra célula pode ser criada para armazenar uma tnica varidvel que re-
flita quao préximas de zero ambas as funcdes estdo. Uma forma de fazer isso é somar os
quadrados dos valores das fungdes; em seguida, o resultado é armazenado na célula B6.
Se ambas as fun¢des forem nulas, essa fun¢do também deveria ser nula. Além disso, o uso
do quadrado das fungdes evita a possibilidade de que ambas as fun¢des pudessem ter o
mesmo valor ndo-nulo, mas com sinais opostos. Nesse caso, a célula-alvo (B6) seria zero,
mas as raizes seriam incorretas.

Uma vez que a planilha seja criada, a opg¢do Solver é escolhida do menu Tools.
Nesse ponto, um quadro de didlogos serd mostrado, pedindo-lhe as informacdes perti-
nentes. As células pertinentes do quadro de didlogo do Solver seriam preenchidas como

Solver Parameters |

Sek Target Cell: E& % Solve

i

Equal Ta C Max O Mo 0 valueof |0
~Bv Changing Cells:

B1:B2 EY| GLEss |

—Subject ko the Constraints: o

Opkions

] add |
Zhange |
LI Delete |

Close |

Reset All

L

Help

Quando a op¢ao OK for escolhida, um quadro de didlogo serd aberto com um relatério
sobre o sucesso da operacao. No caso presente, o Solver obtém a solugdo correta:

A e e E
3 200003
| 2999984
uf, y) 0.000176
| 0.000202

SO e LD D —
=
—
_}ﬁC
s
—

soma das quadrad-:xsl ?19E-DB!

Deve-se observar que o Solver pode falhar. Seu sucesso depende (1) do condiciona-
mento do sistema de equacdes e/ou (2) da qualidade das aproximagdes iniciais. Logo, a
saida bem-sucedida do exemplo anterior ndo é garantida. Apesar disso, consideramos o
Solver suficientemente ttil para tornd-lo uma op¢do possivel para obter rapidamente
raizes em uma ampla variedade de aplicacdes em engenharia.
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7.7.2 MATLAB

Como resumido na Tabela 7.1, o software MATLAB € capaz de localizar raizes de uma
unica equagdo algébrica ou transcendental. Ele € excelente na manipulagdo e determi-
nac¢do de raizes de polindmios.

A funcio fzero foi desenvolvida para localizar uma raiz de uma tnica equagdo. Uma
representacao simplificada de sua sintaxe é

fzero(f, xy, options)

onde f ¢ a funcdo que vocé estd analisando, x( € a aproximacao inicial, e options sdo os
parimetros de otimizacgdo (estes sio mudados usando-se a fungdo optimset). Se options
for omitido, serdo usados valores padrdo. Observe que podem ser utilizadas uma ou duas
aproximacdes. Se forem usadas duas aproximacdes, ¢ suposto que elas delimitem uma
raiz. O exemplo a seguir ilustra como fzero pode ser usado.

TABELA 7.1 Fungdes comuns no MATLAB relacionadas com a
localizag@o de raizes e manipulagdo de polindmios.

Funcao Descricdo

fzero Raiz de uma Unica fungdo.

roofs Encontra raizes de polindmios.

poly Constréi polinémios com raizes especificadas.

polyval Calcula valores de polinémios.

polyvalm Caleula valores de polinémios com argumentos matriciais.
residue Expansdo em fragdes parciais [residuos).

polyder Deriva polinémios.

conv Multiplica polinémios

deconv Divide polinémios.

Usando o MATLAB para a Localizagcdo de Raizes

Enunciado do Problema.  Use a fungio fzero do MATLAB para encontrar as raizes de
fx)=x"-1

no intervalo entre x; = 0 e x, = 4. Obviamente, ocorrem duas raizes, em —1 e 1. Lembre-se
de que, no Exemplo 5.6, usamos o método da falsa posi¢d@o com aproximagdes iniciais de
0 e 1,3 para determinar a raiz positiva.

Solug@o. Usando as mesmas condig¢des iniciais do Exemplo 5.6, podemos utilizar o
MATLAB para determinar a raiz, como em

>> x0=[0 1.3]1;
>> x=fzero(inline('x"~10-1"),x0)

1

De modo andlogo, podemos usar as aproximagoes iniciais de —1,3 e O para determinar
araiz negativa,

>> x0=[-1.3 0];
>> x=fzero(inline('x"~10-1"),x0)

-1

Pode-se utilizar também uma tnica aproximacgido. Um caso interessante seria usar
uma aproximagao inicial 0,
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>> x0=0;
>> x=fzero(inline('x"~10-1"),x0)

-1

Assim, para essa aproximagdo, acontece que o algoritmo subjacente converge para a raiz
negativa.

O uso do optimset pode ser ilustrado utilizando-o para mostrar as proprias iteracdes
a medida que a solug@o progride:

>> x0=0;
>> option=optimset ('DISP', 'ITER');
>> x=fzero(inline('x"10-1"),x0,option)

Func-count x f(x) Procedure
1 0 -1 initial
2 -0.0282843 -1 search
3 0.0282843 -1 search
4 -0.04 -1 search
21 0.64 -0.988471 search
22 -0.905097 -0.631065 search
23 0.905097 -0.631065 search
24 -1.28 10.8059 search

Looking for a zero in the interval [-1.28], 0.9051]

25 0.784528 -0.911674 interpolation
26 -0.247736 -0.999999 bisection
27 -0.763868 -0.932363 bisection
28 -1.02193 0.242305 bisection
29 -0.968701 -0.27239 interpolation
30 -0.996873 -0.0308299 interpolation
31 -0.999702 -0.00297526 interpolation
32 -1 5.53132e-006 interpolation
33 -1 -7.41965e-009 interpolation
34 -1 -1.88738e-014 interpolation
35 -1 0 interpolation
Zzero found in the interval: [-1.28, 0.9051].
X =
-1

Esses resultados ilustram a estratégia usada pelo fzero quando lhe é fornecida uma
unica aproximacao. Inicialmente, ele procura na vizinhanga da aproximagao até detectar
uma mudancga de sinal. Entdo, usa uma combinacdo de bissec¢do e interpolagdo para
procurar a raiz. A interpolag¢do envolve tanto o método da secante quanto a interpolacdo
quadratica inversa (lembre-se da Sec¢do 7.4). Deve-se observar que o algoritmo fzero é
muito mais complexo do que essa descri¢do basica poderia indicar. Vocé pode consultar
Press et al. (1992) para detalhes adicionais.
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EXEMPLO 7.7

Usando o MATLAB para Manipular e Determinar as Raizes de Polindmios

Enunciado do Problema. Investigue como o MATLAB pode ser usado para manipu-
lar e determinar as raizes de polindmios. Use a seguinte equacdo do Exemplo 7.3,

fs(x) = x> —3,5x* +2,75x3 +2,125x% — 3,875x + 1,25 (E7.7.1)
que tem trés raizes reais: 0,5, —1,0 e 2, e um par de raizes complexas: —1 £ 0.5i.

Solug@o.  Os polindmios sio inseridos no MATLAB armazenando-se seus coeficientes
como um vetor. Por exemplo, quando o MATLAB solicitar (>>), digitar e inserir a
seguinte linha armazena os coeficientes em um vetor a,

>> a=[1 -3,5 2,75 2,125 -3,875 1,25];

Pode-se entio prosseguir para manipular o polindmio. Por exemplo, € possivel calcula-lo
em x = | digitando

>> polyval(a,l)
com o resultado 1(1)° — 3,5(1)* + 2,75(1)* + 2,125(1)*> — 3,875(1) + 1,25 = —0,25,

ans =
-0,2500

Pode-se calcular a derivada f’(x) = 5x* — 14x> 4 8,25x> + 4,25x — 3,875 por

>> polyder (a)
ans =
5,0000 -14,0000 8,2500 4,2500 -3,8750

A seguir, vamos criar um polindmio quadratico que tenha raizes correspondentes a duas
das raizes originais da Equacdo (E7.7.1): 0,5 e —1. Esse polindmio quadrético é
x=05x+1)= 24+05x—05e pode ser inserido no MATLAB como o vetor b,

>> b=[1 0,5 -0,5];
Divide-se entdo o polindmio original por esse polindmio por meio de
>> [d,e]=deconv(a,b)
com o resultado sendo um quociente (um polindmio de grau trés d) e um resto (e),

a =
1,0000 -4,0000 5,2500 -2,5000

0 0 0 0 0 0

z

Como o polindmio é um divisor perfeito, o polindmio resto tem coeficientes nulos.
Agora, as raizes do polindmio quociente podem ser determinadas por

>> roots(d)

com o resultado esperado de que as raizes restantes do polindmio original (E7.7.1) sdo en-
contradas,

ans =
2,0000
1,0000 + 0,50001
1,0000 — 0,50001




158 RAIZES DE POLINOMIOS

Pode-se agora multiplicar d por b para reencontrar o polindmio original,

>> conv (d, b)
ans =
1,0000 -3,5000 2,7500 2,1250 -3,8750 1,2500

Finalmente, determinam-se todas as raizes do polindmio original por

>> r=roots(a)
r =
-1,0000
2,0000
1,0000 + 0,50001
1,0000 — 0,50001
0,5000

7.7.3 IMSL

O IMSL tem diversas sub-rotinas para determinar raizes de equagdes (Tabela 7.2). Na
discussdo presente, vamo-nos concentrar na rotina ZREAL. Essa rotina localiza os zeros
reais de uma fung¢@o real usando o método de Miiller.

O ZREAL ¢ implementado pelo seguinte comando CALL,

CALL ZREAL(F, ERABS, ERREL, EPS, ETA, NROOT, IMAX, X0, X, INFO)

TABELA 7.2 Rotinas IMSL para localizar raizes.

Categoria Rotina Capacidade

Raizes de uma funcéo

ZREAL Encontra os zeros reais de uma funcdo real usando o
método de Miller.

ZBREN Enconfra um zero de uma fungdo real que muda de
sinal em um infervalo dado.

ZANLY Enconfra os zeros de uma fungdo complexa univa-

lorizada usando o método de Milller.

Raizes de um sistema de equagdes

NEQNF Resolve um sistema de equagdes ndolineares usando
um algoritmo hibrido modificado de Powell (uma va-
riagdo do método de Newton) e uma aproximagdo
do jacobiano por diferenca finita.

NEQN)J Resolve um sistema de equagdes néorlineares usando
um algoritmo hibrido modificado de Powell (uma vo-
riacdo do método de Newton) com um jacobiano
fornecido pelo usudrio.

NEQBF Resolve um sistema de equagdes ndolineares usando
atualizagdes faforadas da secante e uma aproxi-
magdo do jacobiano por diferenca finita.

NEQB] Resolve um sistema de equagdes néolineares usando
atualizagdes fatoradas da secante com um jacobiano
fornecido pelo usudrio.

Raizes de polinémios

ZPORC Encontra os zeros de polinémios com  coeficientes
reais com o algoritmo de Jenkins-Traub.

ZPIRC Enconfra os zeros de polinémios com coeficientes
reais com o méfodo de laguerre.

ZPOCC Enconfra os zeros de polindmios com coeficientes

complexos com o algoritmo de Jenkins-Traub.
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onde

F = Funcdo definida pelo usudrio, para a qual os zeros devem ser encontrados.
ERABS = Primeiro critério de parada, termina se |f(x;)|] < ERABS. (Entrada)

ERREL = Segundo critério de parada; termina se |(x; — x;—;)/x;] < ERREL.
(Entrada)

EPS = Ver ETA. (Entrada)

ETA = Critério de dispersio para raizes mdltiplas. (Entrada)

Se o zero, x;, foi calculado e |x; — x;| < EPS, onde x; € um zero calculado an-
teriormente, o cdlculo € reiniciado com uma nova aproximagao x; + ETA.

NROOT = Nuamero de raizes a serem encontradas. (Entrada)

IMAX = Nudmero maximo de iteragdes por zero. (Entrada)

X0 = Vetor de comprimento NROOT contendo as aproximacdes iniciais. (Entrada)
X = Vetor de comprimento NROOT contendo os zeros calculados. (Saida)

INFO = Vetor inteiro de comprimento NROOT. (Saida)

Contém o nimero de iteragdes para encontrar cada raiz.

Observe que a iteragdo termina quando qualquer um dos critérios de parada for
satisfeito ou quando o nimero maximo de iteracdo for atingido. A funcdo F tem a
forma geral

FUNCTION F (X)
REAL F,X

F =

END

em que a linha “F = ...” é onde a funcdo da varidvel desconhecida X é escrita.

Usando o IMSL para Localizar uma Unica Raiz

Enunciado do Problema. Use o ZREAL para determinar a raiz da fungio trans-
cendental

f(x) =x —cosx

Solugdo. Um exemplo de um programa principal em Fortran 90 e uma fungio usando
ZREAL para resolver esse problema pode ser escrito como

PROGRAM RoOt

IMPLICIT NONE

INTEGER: :nroot

PARAMETER (nroot=1)

INTEGER: : itmax=50

REAL: :errabs=0.,errrel=1.E-5,eps=0.,eta=0.
REAL: : f,x0 (nroot) ,x(nroot)

EXTERNAL f

INTEGER: :info (nroot)

PRINT *, "Enter initial guess"

READ *, x0

CALL ZREAL (f,errabs,errrel,eps,eta,nroot, itmax,x0,x,info)
PRINT *, "root = ", X

PRINT *, "iterations = ", info

END PROGRAM

FUNCTION f (x)
IMPLICIT NONE
REAL::f,x

f = x — cos(x)
END FUNCTION
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A saida é::

0.5
root =
iterations =

Enter initial guess

7.390851E-01

PROBLEMAS

7.1 Divida o polindmio f(x) = x* —7,5x3 4 14,5x> + 3x — 20

pelo mondmio x — 2. E verdade que x = 2 é uma raiz?

7.2 Divida o polindmio f(x) = x° — 5x* 4+ x> — 63> — 7x 4 10 pelo

mondmio x — 2.

7.3 Use o método de Miiller para determinar a raiz positiva de

@ f)=x+x>-3x-5

b) f(x) =x> — 05> +4x -3

7.4 Use o método de Miiller ou o MATLAB para determinar as

rafzes reais e complexas de

@@ fo)=x>—x*+3x-2

(b) f(x) = 2x* + 632 + 10

(© f)=x*—2x"+6x>—8x+8

7.5 Use o método de Bairstow para determinar as raizes de

(@) f(x) = =2 + 6,2x — 4x> + 0,7x°

(b) f(x) = 9,34 — 21,97x + 16,3x> — 3,704x°

(© f)=x* =33 +5x2—-x—-10

7.6 Desenvolva um programa para implementar o método de

Miiller. Teste-o repetindo o Exemplo 7.2.

7.7 Use o programa desenvolvido no Problema 7.6 para determi-

nar as raizes reais do Problema 7.4a. Construa um grafico (a mio

ou com o Excel ou algum outro pacote grifico) para encontrar

aproximagdes iniciais adequadas.

7.8 Desenvolva um programa para implementar o método de

Bairstow. Teste-o repetindo o Exemplo 7.3.

7.9 Use o programa desenvolvido no Problema 7.8 para determi-

nar as raizes das equacdes no Problema 7.5.

7.10 Determine as rafzes reais de x> = 80 com o recurso Goal

Seek do Excel ou uma biblioteca ou um pacote de sua escolha.

7.11 A velocidade de um pdra-quedista em queda livre é dada por
gm —(c/m)t

V= ~ (1 —e~(e/m )

onde g = 9,8 m/s% Para um péara-quedista com coeficiente de ar-

rasto ¢ = 14 kg/s, calcule a massa m para que a velocidade seja
v =235m/sem ¢ =8 s. Use o recurso Goal Seek do Excel ou uma
biblioteca ou um pacote de sua escolha.

7.12 Determine as raizes das equagdes ndo-lineares simultdneas
y=—-x>+x40,75

y+5xy = x2

Use aproximagdes iniciais x = y = 1,2 e a ferramenta Solver do
Excel ou uma biblioteca ou um pacote de sua escolha.

7.13 Determine as raizes das equagdes ndo-lineares simultaneas
=4+ —4"=5

2 +y* =16

Use uma abordagem grafica para obter suas aproximagdes iniciais.
Determine estimativas refinadas com a ferramenta Solver do Excel
ou uma biblioteca ou um pacote de sua escolha.

7.14 Faca operagdes no MATLAB idénticas aquelas do Exemplo
7.7 ou use uma biblioteca ou um pacote de sua escolha para encon-
trar todas as raizes do polindmio

J@O) =@ =HEx+2)(x - D +5x-7)

Observe que a fungdo poly pode ser usada para converter as raizes
para um polindmio.

7.15 Use o MATLAB ou uma biblioteca ou um pacote de sua es-
colha para determinar as raizes das equacdes no Problema 7.5.
7.16 Desenvolva um subprograma para encontrar as raizes de um
polindmio usando a rotina IMSL, o ZREAL ou uma biblioteca ou
um pacote de sua escolha. Teste-o determinando as raizes das
equagdes dos Problemas 7.4 ¢ 7.5.

7.17 Um cilindro circular bidimensional é colocado em um escoa-
mento uniforme a alta velocidade. Sdo emitidos vértices do cilindro
a uma freqiiéncia constante, e sensores de pressio na superficie de
trds do cilindro detectam essa freqiiéncia calculando quao freqiien-
temente a pressao varia. Dados trés pontos, use o método de Miiller
para encontrar o instante no qual a pressdo era nula.

0,60 062 064
Pressio | 20 50 60

Tempo |

7.18 Quando tentamos determinar a acidez de uma solucdo de
hidréxido de magnésio em 4cido cloridrico, obtemos a seguinte
equacgao

A(x) = x> +3,5x2 — 40

onde x € a concentrag@o do fon hidronio. Encontre a concentragio
do fon hidronio para uma solucdo saturada (acidez nula) usando
dois métodos diferentes no MATLAB (por exemplo, graficamente
e usando a fun¢do roots).

7.19 Considere o seguinte sistema com trés incégnitas a, u, € v:

W — 20 =4d*

u+v=2

a*—2a—u=0

Determine os valores reais das incognitas usando: (a) o Solver do
Excel e (b) um pacote de software de manipula¢do simbdlica.

7.20 Na andlise de sistemas de controle, sdo desenvolvidas fungdes
de transferéncia que relacionam matematicamente a dindmica da en-
trada de um sistema com sua saida. Uma func¢do de transferéncia
para um sistema de posicionamento de um robo ¢ dada por

57 412,557 + 50,55 + 66
TONGs) st 41953 + 12252 42965 4 192

onde G(s) é o ganho do sistema, C(s) é a saida do sistema, N(s) ¢ a
entrada do sistema e s € a transformada de Laplace complexa de
freqiiéncia. Use uma técnica numérica para encontrar as raizes do
numerador e do denominador e fatore-os na forma

_ (s +ap)(s +ax)(s +az)

(5D +b2)(s +b3)(s + by)

onde a; e b; sdo as raizes do numerador e do denominador,
respectivamente.

7.21 Desenvolva uma funcdo M-file para a bissec¢do de forma

andloga a Figura 5.10. Teste a fungdo repetindo os cdlculos dos
Exemplos 5.3 e 5.4.

G(s)
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7.22 Desenvolva uma funcdo M-file para o método da falsa
posi¢do. A estrutura de sua fun¢@o deveria ser andloga ao algoritmo
da bissecg¢do esbocado na Figura 5.10. Teste o programa repetindo
o Exemplo 5.5.

7.23 Desenvolva uma funcdo M-file para o método de Newton-
Raphson com base na Figura 6.4 e na Secdo 6.2.3. Além da aproxi-
magdo inicial, passe a fungdo e sua derivada como argumentos.
Teste a fun¢do repetindo os cdlculos do Exemplo 6.3.

7.24 Desenvolva uma fung¢do M-file para o método da secante
baseado na Figura 6.4 e na Secdo 6.3.2. Além das duas aproxi-
magdes iniciais, passe a fun¢do como um argumento. Teste a
fung¢@o repetindo os cdlculos do Exemplo 6.6.

7.25 Desenvolva uma funcdo M-file para o método da secante
modificado baseado na Figura 6.4 e na Secdo 6.3.2. Além da
aproximacao inicial e da perturbacdo, passe a fun¢do como um ar-
gumento. Teste a fungdo repetindo os cédlculos do Exemplo 6.8.
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8.1

Estudo de Casos:
Raizes de Equacdes

O propésito deste Capitulo € usar os procedimentos numéricos discutidos nos Capitulos
5, 6 e 7 para resolver problemas reais de engenharia. As técnicas numéricas sdo impor-
tantes nas aplicagdes praticas porque a engenharia freqiientemente encontra problemas
que ndo podem ser abordados usando-se técnicas analiticas. Por exemplo, modelos
matematicos simples que podem ser resolvidos analiticamente nem sempre sdo aplicaveis
quando problemas reais estdo envolvidos. Logo, modelos mais complicados precisam ser
usados. Nesses casos, é apropriado implementar uma solu¢cao numérica com o computa-
dor. Em outras situacdes, problemas de projeto de engenharia exigem solucdes para as
varidveis implicitas em equacdes complicadas.

Os estudos de casos a seguir sao encontrados rotineiramente nos cursos de graduagao
mais avangados e nos de pds-graduacdo. Além disso, sdo representativos dos problemas
tratados profissionalmente. Tais problemas sdo tirados de quatro ramos importantes da en-
genharia: quimica, civil, elétrica e mecanica. Essas aplicacdes também servem para ilus-
trar os prés e contras entre as diversas técnicas numéricas.

A primeira aplicag@o, tirada da engenharia quimica, fornece um exemplo excelente
de como os métodos para localizar raizes permitem usar férmulas realisticas na pratica da
engenharia. Além disso, também ilustra como a eficiéncia da técnica de Newton-Raphson
¢ usada com vantagem quando um grande niimero de localizacdes de raizes é necessario.

Os problemas de projeto em engenharia seguintes sao tirados da engenharia civil,
elétrica e mecanica. A Se¢do 8.2 usa tanto os métodos intervalares quanto os métodos
abertos para determinar a profundidade e a velocidade da dgua escoando em um canal
aberto. A Sec¢@o 8.3 mostra como as raizes das equacdes transcendentais podem ser uti-
lizadas no projeto de um circuito elétrico. As Secdes 8.2 e 8.3 também ilustram como
os métodos grificos fornecem percepcao do processo de localizagdo de raizes. Final-
mente, a Secdo 8.4 usa a localizagdo de raizes de polindmios para analisar a vibragdo de
um automével.

LEIS DOS GASES IDEAIS E Ni\O-II?EAIS
(ENGENHARIA QUIMICA/BIOQUIMICA)

Fundamentos. A lei dos gases ideais é dada por
pV =nRT 8.1)

onde p € a pressdo absoluta, V é o volume, n € o niimero de moles, R € a constante uni-
versal dos gases e T é a temperatura absoluta. Embora essa equag@o seja amplamente
usada pelos engenheiros e cientistas, ela é acurada apenas sobre um intervalo limitado de
pressdo e temperatura. Além disso, a Equagdo (8.1) é mais apropriada para alguns gases
do que para outros.

Uma equacdo de estado alternativa para os gases ¢ dada por

(p + %)(v —b)=RT (8.2)

conhecida como equacdo de van der Waals, onde v = V/n é o volume molar e a e b sdo
constantes empiricas que dependem do gds particular.
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Um projeto de engenharia quimica exige que se faga uma estimativa acurada do vo-
lume (v) tanto do diéxido de carbono como do oxigénio para diversas temperaturas dife-
rentes e diversas combinacdes de pressdo de modo que recipientes de armazenamento
adequados possam ser escolhidos. Também ¢é de interesse examinar quao bem cada gas
obedece a lei dos gases ideais comparando os volumes molares calculados pelas
Equacdes (8.1) e (8.2). Sdo fornecidos os seguintes dados:

R = 0,082054 L atm/(mol K)

a=3,592 L.
b — 0.04267 } dioxido de carbono
a = 1,360 .
oxigénio
b =0,03183

As pressoes de interesse para o projeto sdo 1, 10 e 100 atm combinadas com temperaturas
de 300, 500 e 700 K.

Solugéo. Os volumes molares para ambos os gases sdo calculados usando a lei dos
gases ideais, com n = 1. Por exemplo, se p = 1 atme 7 = 300 K,
V. RT L atm 300 K

v=—=— =0,082054
n p mol K 1 atm

= 24,6162 L/mol

Esses cdlculos sdo repetidos para todas as combinacdes de temperatura e pressao apre-
sentadas na Tabela 8.1.

Os calculos do volume molar a partir da equacdo de van der Waals podem ser feitos
usando qualquer um dos métodos numéricos para encontrar raizes de equacdes discutidos
nos Capitulos 5, 6 e 7, com

fw) = (p + %)(v —b)—RT (8.3)

Nesse caso, a derivada de f(v) € facil de determinar e o método de Newton-Raphson é
implementado de forma conveniente e eficiente. A derivada de f(v) com relacdo a v
¢é dada por
, a  2ab
f(v)ZP_F-’_F 84

O método de Newton-Raphson € descrito pela Equacdo (6.6):

Sf)
Sf(v)

Vitl = Vi —

TABELA 8.1 Cdlculos do volume molar.

Volume Molar Volume Molar

Volume Molar (van der Waals) (van der Waals)
Temperatura, Pressdo, (Lei dos Gases Ideais), Diéxido de Oxigénio,
K atm L/mol Carbono, L/mol L/mol

300 1 24,6162 24,5126 24,5928
10 2,4616 2,3545 2,4384

100 0,2462 0,0795 0,2264

500 1 41,0270 40,9821 41,0259
10 4,1027 4,0578 41016

100 0,4103 0,3663 0,4116

700 1 57,4378 57,4179 57,4460
10 5,7438 5,7242 5,7521

100 0,5744 0,5575 0,5842
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8.2

que pode ser utilizada para fazer uma estimativa da raiz. Por exemplo, usando a apro-
ximacao inicial 24,6162, o volume molar do di6xido de carbono a 300 K e 1 atm ¢ calcu-
lado como sendo 24,5126 L/mol. Esse resultado foi obtido depois de apenas duas ite-
ragdes e tem um &, de menos que 0,001%.

Célculos andlogos para todas as combinacdes de pressio e temperatura para ambos
os gases estdo apresentados na Tabela 8.1. Vé-se que os resultados da lei dos gases ideais
sdo diferentes daqueles provenientes da equacdo de van der Waals para ambos os gases,
dependendo dos valores especificos de p e T. Além disso, como alguns dos resultados sdo
significativamente diferentes, seus projetos de recipientes de armazenamento seriam bem
diferentes, dependendo de qual equagdo de estado fosse usada.

Nesse caso, uma equagdo de estado complicada foi examinada usando o método de
Newton-Raphson. Os resultados diferem significativamente da lei dos gases ideais em di-
versos casos. Do ponto de vista pratico, o método de Newton-Raphson foi apropriado
para essa aplicagdo, pois f(v) era facil de calcular. Portanto, as propriedades de con-
vergéncia rapida do método de Newton-Raphson puderam ser exploradas.

Além de demonstrar seu poder para um tnico célculo, o problema de projeto do qual se
esta tratando também ilustra como o método de Newton-Raphson € especialmente atraente
quando sdo necessarios diversos calculos. Por causa da velocidade dos computadores digi-
tais, as eficiéncias dos diversos métodos numéricos para a maioria das raizes de equagdes sao
indistinguiveis para um tnico cdlculo. Mesmo uma diferenca de 1 s entre a abordagem gros-
seira por bissec¢do e a eficiéncia do método de Newton-Raphson ndo corresponde a uma
perda significativa de tempo quando apenas um cdlculo esté sendo feito. Entretanto, suponha
que milhdes de célculos de raizes sdo necessdrios para resolver um problema. Nesse caso, a
eficiéncia do método pode ser um fator decisivo na escolha da técnica.

Por exemplo, suponha que lhe tenha sido pedido para projetar um sistema de con-
trole computadorizado automatico para um processo de producéo quimica. O sistema pre-
cisa de estimativas acuradas do volume molar em uma base essencialmente continua para
fabricar adequadamente o produto final. Sdo instalados medidores que fornecem leituras
instantaneas da pressdo e da temperatura. Os célculos de v devem ser obtidos para uma
variedade de gases usados no processo.

Para tais aplicagdes, os métodos intervalares, como a bisseccio ou o método da falsa
posi¢do, seriam, provavelmente, muito lentos. Além disso, as duas aproximacdes iniciais
necessdrias nessas abordagens também poderiam interpor um atraso critico no processo.
Essas deficiéncias também sao relevantes no método da secante, que, de modo similar,
necessita de duas estimativas iniciais.

Em contraste, o método de Newton-Raphson necessita de apenas uma aproximacao
para a raiz. A lei dos gases ideais poderia ser usada para obter essa aproximagao no inicio
do processo. Entdo, supondo que a escala de tempo seja suficientemente pequena para
que a pressdo e a temperatura nao variem muito entre os calculos, a solucéo para a raiz an-
terior serviria como uma boa aproximacgdo para a préxima aplica¢do. Portanto, a boa
aproximagao que, em geral, € um pré-requisito para a convergéncia do método de Newton-
Raphson estaria automaticamente disponivel. Todas essas consideragdes favoreceriam
muito a técnica de Newton-Raphson para tais problemas.

ESCOAMENTO DE CANAL ABERTO (ENGENHARIA
CIVIL/AMBIENTAL)

Fundamentos. A engenharia civil é um amplo campo que inclui dreas tdo diversas
quanto as engenharias estrutural, geotécnica, de transporte, ambiental e de recursos hidri-
cos. As duas tultimas especialidades tratam tanto da polui¢do quanto do fornecimento da
dgua e, portanto, fazem um extenso uso da ciéncia da mecénica dos fluidos.

Um problema geral estd relacionado com o escoamento de d4gua em canais abertos
como rios e canais. A vazdo, que € rotineiramente medida na maioria dos principais rios e
corregos, € definida como o volume de dgua passando por um determinado ponto em um
canal por unidade de tempo, Q (m?¥/s).
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Embora a vazio seja uma quantidade util, uma outra questao se relaciona com o que
acontece quando se pde uma vazdo especifica em um canal inclinado (Figura 8.1). Na rea-
lidade, acontecem duas coisas: a dgua atinge uma profundidade especifica H (m) e se
move a uma velocidade especifica U (m/s). Os engenheiros ambientalistas poderiam estar
interessados em saber essas quantidades para prever o transporte e o destino de poluentes
em um rio. Assim, a questdo geral é: se for dada a vazao para um canal, como calcular a
profundidade e a velocidade?

Solucdo.  Arelacdo mais fundamental entre o escoamento e a profundidade é a equacdo
da continuidade:

0 = UA, (8.5)

onde A, € a drea da secdo transversal do canal (m?). Dependendo da forma do canal, a drea
pode ser relacionada com a profundidade por alguma relagio funcional. Para o canal re-
tangular descrito na Figura 8.1, A, = BH. Substituindo essa relacdo na Equagdo (8.5),
obtém-se

Q = UBH (8.6)

onde B € a largura (m). Deve-se observar que a equacdo da continuidade € deduzida a par-
tir da conservacdo da massa (lembre-se da Tabela 1.1).

Agora, embora a Equacdo (8.6) certamente relacione os parametros do canal, ndo é
suficiente para responder a questdo. Supondo que B tenha sido especificado, hd uma
equacdo para duas incégnitas (U e H). Portanto, € necessaria uma equagado adicional. Para
escoamentos uniformes (significando que o escoamento nio varia nem no espago nem no
tempo), o engenheiro irlandés Robert Manning prop0s a seguinte férmula semi-empirica
(apropriadamente chamada de equacdo de Manning)

1
U= —R*3§'/?2 8.7
n

onde n € o coeficiente de rugosidade de Manning (um ndmero adimensional usado para
parametrizar o atrito no canal), S € a inclina¢io do canal (adimensional, queda em metros
por metro de comprimento) e R € o raio hidraulico (m), o qual se relaciona com os
parametros mais fundamentais por
A
R=— (8.8)
P
onde P ¢é o perimetro molhado (m). Como o nome indica, o perimetro molhado € o com-
primento dos lados e do fundo do canal que estdo submersos. Por exemplo, para um canal
retangular, ele é definido por

P=B+2H (8.9)

Deve-se observar que, do mesmo modo como a equagdo da continuidade é deduzida da
conservacdo da massa, a equacio de Manning é uma expressdo da conservagdo do mo-
mento. Em particular, ela indica como a velocidade depende da rugosidade, uma mani-
festacdo do atrito.

FIGURA 8.1

Pw ;

""f‘“\ 0.U
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Embora o sistema de equagdes ndo-lineares (8.6 e 8.7) possa ser resolvido simul-
taneamente (por exemplo, usando a abordagem multidimensional de Newton-Raphson
descrita na Secdo 6.5.2), uma abordagem mais simples seria combinar essas equagdes. A
Equacdo (8.7) pode ser substituida na Equacdo (8.6) para fornecer

BH
Q = —R*3s'/? (8.10)
n

Entdo, o raio hidrdulico, Equagdo (8.8), juntamente com as diversas relacdes para o

canal retangular podem ser substituidos,

Sl/2 (BH)5/3

T n (B+2H)?3 (8.11)

Portanto, a equagdo agora contém uma unica incégnita H juntamente com os valores
dados para Q e para os pardmetros do canal (n, S e B).

Embora se tenha uma equacdo com uma incégnita, € impossivel resolvé-la explici-
tamente para determinar H. Entretanto, a profundidade pode ser determinada numerica-
mente reformulando-se a equagcdo como um problema de raiz

S1/2 (BH)5/3
n (B+2H)3

A Equagdo (8.12) pode ser resolvida prontamente com qualquer um dos métodos
para localizacdo de raizes descritos nos Capitulos 5 e 6. Por exemplo, se Q =5 m%s,
B =20m,n=0,03,eS =0,0002, a equagdo é

f(H) =0,471405 (20H)>" 5=0 8.13

o (2042H)23 T (8.13)
Ela pode ser resolvida, fornecendo H = 0,7023m. O resultado ¢ verificado por substi-
tuicdo na Equacdo (8.13) para fornecer

(20 x 0,7023)°/3
(20 + 2 x 0,7023)%/3

que estd bastante préximo de zero.
A outra incégnita, a velocidade, pode agora ser determinada substituindo-se nova-
mente na Equacio (8.6),

U= o _ >
" BH ~ 20(0,7023)

Portanto, tivemos sucesso em resolver as equagdes, determinando a profundidade e a ve-
locidade.

A seguir, a abordagem se aprofundard um pouco mais nos aspectos numéricos desse
problema. Uma questdo pertinente seria: como encontrar boas aproximacdes iniciais para
o método numérico? A resposta depende do tipo de método.

Para os métodos intervalares como a bisseccdo e a falsa posicdo, uma abordagem
seria determinar se é possivel encontrar estimativas inferiores e superiores que sempre
delimitem uma tnica raiz. Uma abordagem conservadora seria escolher zero como aprox-
imagao inferior. Ento, se for conhecida a maxima profundidade que poderia ocorrer, esse
valor servird como aproximagdo superior. Por exemplo, todos os rios do mundo,
exceto os maiores, t¢m menos de 10 m de profundidade. Portanto, pode-se escolher O e 10
como limitantes para H.

Se QO > 0e H=0, a Equacao (8.12) serd sempre negativa para a aproximacao infe-
rior. Conforme H aumenta, a Equagdo (8.12) aumentard monotonamente e eventualmente
se tornard positiva. Portanto, as aproximacdes devem delimitar uma tnica raiz para a
maioria dos casos confrontados rotineiramente nos rios e corregos naturais.

Agora, uma técnica como a bissec¢do encontraria a raiz de forma muito confidvel.
Mas qual o pregco pago? Usando-se um intervalo tdo grande e uma técnica como a bis-
seccdo, o nimero de iteracdes para atingir a precisdo desejada poderia ser computa-

f(H) = ~0=0 (8.12)

f(H) = 0,471405 —5=7,8x107 (8.14)

= 0,356 m/s (8.15)
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cionalmente excessivo. Por exemplo, se fosse escolhida uma tolerdncia de 0,001 m, a
Equacdo (5.5) poderia ser usada para calcular

_ 1og(10/0,001)

=133
log 2

Portanto, seriam necessdrias 14 iteracdes. Embora isso certamente ndo seja caro para um
unico célculo, poderia tornar-se exorbitante se fossem feitos muitos cdlculos como esse.
A alternativa seria estreitar o intervalo inicial (com base no conhecimento especifico do
sistema), mudar para uma técnica intervalar mais eficiente (como a falsa posic¢do), ou
aceitar uma precisdo mais grosseira.

Uma outra forma de obter melhor eficiéncia seria usar um método aberto como os
métodos de Newton-Raphson ou da secante. E claro que, nesses casos, a questio das
aproximacdes iniciais € complicada pela questdo de convergéncia.

Pode-se conseguir alguma intui¢do sobre essas questdes examinando a menos efi-
ciente das abordagens abertas — a iteracdo de ponto fixo. Examinando a Equacio (8.11),
ha duas formas diretas de isolar H, isto &, pode-se isolar H no numerador,

_ (Qn)* (B +2H)*

H D (8.16)
ou no denominador
1 [ S3(BH)/?
H=2 o (8.17)

Esse € o ponto em que uma argumentacao fisica pode ser ttil. Para a maioria dos
rios e corregos, a largura é muito maior do que a profundidade. Portanto, a quantidade B
+ 2H ndo deve variar muito. De fato, ela deveria ser aproximadamente igual a B. Em
comparacao, BH ¢é diretamente proporcional a H. Conseqiientemente, a Equacdo (8.16)
deveria convergir mais rapidamente para a raiz. Isso pode ser verificado substituindo as
aproximacgdes H = 0 e 10 em ambas as equagdes. Para a Equacdo (8.16), os resultados
s30 0,6834 e 0,9012, que estdo ambos proximos do valor verdadeiro de 0,7023. Em con-
traste, os resultados para a Equagao (8.17) sao —10 e 8,178, que estdo claramente dis-
tantes da raiz.

A superioridade da Equacao (8.16) € ainda mais confirmada pelos graficos das com-
ponentes (lembre-se da Figura 6.3). Como na Figura 8.2, a componente g(H) da Equacao
(8.16) € quase horizontal. Portanto, ela ndo sé convergird, como o fard rapidamente. Em
contraste, a componente g(H) da Equacdo (8.17) é quase vertical, implicando uma di-
vergéncia forte e rapida.

FIGURA 8.2

Grdficos das componentes
para dois casos de iteragdo de
ponto fixo, uma que convergira
[la), Equagdo (8.16]] e uma
que divergiré [(b)
Equagao(8.17]].

y y
4 4
— — ¥, = g(H)
2+ y=H 2= n=H
— Y2 = g(H) —
0 | | 0 L] | |
0 1 2 H 0 1 2 H
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8.3

Ha duas formas praticas de tirar vantagem de tal andlise:

1. Na eventualidade de um método aberto mais refinado ser usado, a Equacao (8.16)
fornece uma maneira de obter uma excelente aproximagao inicial. Por exemplo, se
H for escolhido como zero, a Equacao (8.12)

se tornara
B)3/5
y = (/)
§3/10

onde H seria o valor inicial usado no método de Newton-Raphson ou da secante.

2. Foi mostrado que a iteracdo de ponto fixo fornece uma opg¢ao vidvel para esse pro-
blema particular. Por exemplo, usando uma aproximagdo inicial de H=0, a
Equacdo (8.16) atingiria seis digitos de precisdo em quatro iteragcdes no caso que esta
sendo examinado. Uma situag¢@o na qual a férmula de ponto fixo poderia vir a calhar
seria em uma aplicagdo de planilha. Isto €, as planilhas so ideais para uma férmula
iterativa convergente que dependa de uma tnica célula.

PROJETO DE UM CIRCUITO ELETRICO (ENGENHARIA ELéTRICA)

Fundamentos.  Os engenheiros elétricos geralmente usam as leis de Kirchhoff para es-
tudar o comportamento estaciondrio (que ndo varia com o tempo) de circuitos elétricos.
Tal comportamento estaciondrio serd examinado na Secao 12.3. Um outro problema im-
portante envolve os circuitos que sao transientes por natureza e em que ocorrem variagoes
temporais stbitas. Tal situag@o ocorre depois que a chave na Figura 8.3 for fechada. Nesse
caso, ocorrerd um periodo de ajuste apds o fechamento da chave, até que um novo estado
estaciondrio seja atingido. A durag@o desse periodo de ajustamento estd intimamente lig-
ada as propriedades de armazenamento do capacitor e do indutor. O armazenamento do
circuito ird dissipar o médulo das oscilagoes.

O fluxo de corrente através do resistor causa uma queda de voltagem (V) dada por

Vg =iR

onde i € a corrente e R é a resisténcia do resistor. Quando R e i tém unidades de ohms e
amperes, respectivamente, Vg tem unidades de volts.
Analogamente, um indutor resiste a variacdes na corrente, de modo que a queda de
voltagem V| através dele é
Vi = L di
L=L—
dt
onde L ¢ a indutancia. Quando L e i t¢ém unidades de henrys e amperes, respectivamente,
V. tem unidades de volts e ¢ tem unidades de segundos.
A queda de voltagem no capacitor (V¢) depende da carga (g) nele:

VC:E

onde C € a capacitancia. Quando a carga estiver expressa em unidades de coulombs, a
unidade de C € farad.

FIGURA 8.3
Um circuito elétrico. Quando a chave é fechada, a corrente sofre uma série de oscilacdes até
que um novo estado estaciondrio seja afingido.

—a

<

Chave 0 ;

Bateria Vo Capacitor Indutor
+ +

Resistor
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FIGURA 8.4

A carga em um capacitor
como uma fun¢do do tempo
logo apés a chave da Figura

8.3 ter sido fechada.

=
Péndulo

Massa/mola

Corrente

Circuito LC

FIGURA 8.6

Trés exemplos de osciladores
harménicos. A flecha de duas
ponfas ilustra as oscilagdes
para cada sistema.

A segunda lei de Kirchhoff afirma que a soma algébrica das quedas de voltagem em
torno de um circuito fechado € zero. Depois que a chave é fechada, tem-se
di

[ . q
L— + R — =0
dt+ l+C

Entretanto, a corrente estd relacionada com a carga por

. dq
i =—
dt
Portanto,
d’q dq 1
L—+R—+ —qg=0 8.18
ar T Nar Tt (6-15)

Essa é uma equagdo diferencial ordindria linear de segunda ordem que pode ser resolvida
usando-se os métodos do cdlculo (ver Secdo 8.4). A solugdo € dada por

q(t) = goe /D cos 1 <£>2 t (8.19)
LC 2L

naqualt =0, g = qo= VypCe V,é avoltagem fornecida pela bateria. A Equacio (8.19)

descreve a variacdo no tempo da carga no capacitor. A solucdo ¢(f) estd tragada na

Figura 8.4.

Um problema de projeto tipico em engenharia elétrica poderia envolver a determi-
nag¢do do resistor apropriado para dissipar energia a uma taxa especificada, com valores
conhecidos para L e C. Para esse problema, suponha que a carga deva ser dissipada a 1%
de seu valor original (¢/go = 0,01) emt=0,05s,comL=5He C = 107*F.

Solucd@o. E necessdrio resolver a Equacdo (8.19) para determinar R, com valores co-
nhecidos de ¢, qo, L e C. Entretanto, deve ser usada uma técnica de aproximagdo
numérica, ja que R é uma varidvel implicita na Equacdo (8.19). O método da bissec¢do
serd usado para esse proposito. Os outros métodos discutidos nos Capitulos 5 e 6 também

FIGURA 8.5

Gréfico da Equagdo (8.20) usada para obter aproximagées iniciais para R que cercam a raiz.

f®) Raiz ~ 325
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8.4

sdo apropriados, embora o método de Newton-Raphson possa ser considerado inconve-
niente pelo fato de a derivada da Equacgdo (8.19) ser um pouco trabalhosa. Reorganizando
a Equacdo (8.19),

1 R\’
f(R)=eR/CDcos | [— ——) t|— 4
Lc \2L %

ou, usando os valores numéricos dados,

A(R) = e~95R ¢0s[,/2000 — 0,01R2 (0,05)] — 0,01 (8.20)

O exame dessa equacdo sugere que um intervalo inicial razodvel para R é de 0 a 400 Q2
(pois 2000 — 0.01R? deve ser maior que zero). A Figura 8.5, um grafico da Equagio
(8.20), confirma isso. Vinte e uma itera¢cdes do método da bissec¢do dao R = 328,1515 €2,
com um erro de menos que 0,0001%.

Portanto, pode-se especificar um resistor com essa resisténcia para o circuito
mostrado na Figura 8.6 e esperar atingir um comportamento de dissipagdo consistente
com as exigéncias do problema. Esse problema de projeto ndo poderia ser resolvido efi-
cientemente sem o uso dos métodos numéricos dos Capitulos 5 e 6.

ANALISE DE VIBRACAO
(ENGENHARIA MECANICA/AEROESPACIAL)

Fundamentos.  As equacdes diferenciais sdo freqiientemente usadas para modelar a vi-
bracdo de sistemas em engenharia. Alguns exemplos (Figura 8.6) sao um péndulo sim-
ples, uma massa em uma mola e um circuito elétrico indutancia-capacitincia (lembre-se
da Sec¢@o 8.3). A vibracdo desses sistemas pode ser amortecida por algum mecanismo que
absorva energia. Além disso, a vibracdo pode ser livre ou sujeita a alguma perturbagcao
periddica externa. No udltimo caso, 0 movimento € dito forcado. Nesta sec@o, serdo exa-
minadas as vibragdes livres e forcadas do automoével mostrado na Figura 8.7. A abor-
dagem geral € aplicdvel a varios outros problemas de engenharia.

Como mostrado na Figura 8.7, um carro de massa m é apoiado por molas e amorte-
cedores. Os amortecedores oferecem uma resisténcia ao movimento que € proporcional a
velocidade vertical (movimento para baixo e para cima). As vibracdes livres ocorrem
quando o carro € perturbado do equilibrio, como depois de passar por um buraco. Em
qualquer instante depois de atingir o buraco, as for¢as resultantes agindo em m s@o a re-
sisténcia das molas e a forca de amortecimento dos amortecedores. Essas forcas tendem
a fazer com que o carro volte ao seu estado de equilibrio original. De acordo com a lei de
Hooke, aresisténcia da mola é proporcional a constante da mola k e a distancia da posi¢ao
de equilibrio, x. Portanto,

For¢a da mola = —kx

FIGURA 8.7

Um carro de massa m.
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onde o sinal de menos indica que a forca restauradora age na direcdo de restaurar a
posi¢do de equilibrio do carro (isto é, na direcdio negativa de x). A forca de amortecimento
do amortecedor ¢ dada por

. X
Forca de amortecimento = -
onde c é o coeficiente de amortecimento e dx/dr é a velocidade vertical. O sinal negativo
indica que a for¢a de amortecimento age na dire¢do oposta a da velocidade.
As equagdes de movimento para o sistema sdo dadas pela segunda lei de Newton
(F = ma), a qual para esse problema € expressa por

d’x dx
m X — = —c— + (—kx)
dr? dt
—— —— —_—— ——
Massa X aceleracdo = for¢ca de amortecimento + forca da mola
ou
d’x dx
m—s +c— +kx=0
dr? dt

Observe a similaridade com a Equacao (8.18) que foi deduzida na Secdo 8.3 para um cir-
cuito elétrico.

Supondo que a solugdo tenha a forma x(r) = e, pode-se escrever a equacdo
caracteristica

mr*+cr+k=0 (8.21)

A incdégnita, r, € a solugdo da equagdo caracteristica quadratica que pode ser obtida
tanto analitica quanto numericamente. Em problemas de projetos, primeiro se usa a
solugdo analitica para obter uma visdo geral da maneira pela qual o movimento do sis-
tema € afetado pelos coeficientes do modelo — m, k e c. Também se usam varios méto-
dos numéricos para obter solug¢des e verificar a acuracia dos resultados utilizando a
solugdo analitica. Finalmente, prepara-se o terreno para problemas mais complexos que
serdo descritos mais tarde no texto, para os quais os resultados analiticos sdo dificeis ou
impossiveis de obter.
A solugdo da Equagdo (8.21) para r é dada pela férmula quadratica

r —cEtAc?—4mk
b e T (8.22)

Observe o significado do médulo de ¢ comparado com 2+/km. Se ¢ > 2+/km, rye r,
sdo ndmeros reais negativos e a solucio é da forma

x(t) = Ae" + Be™ (8.23)

onde A e B sdo constantes a serem determinadas a partir das condicdes iniciais para x e
dx/dt. Tais sistemas sdo chamados superamortecidos.
Se ¢ < 2+/km, as raizes sdo complexas,

: ; = A+ pui
onde
|c2 — 4mk]|
H= 2m
e a solucgdo € da forma
x(t) = e M (Acos ut + B sen ut) (8.24)

Tais sistemas sao chamados de subamortecidos.
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Finalmente, se ¢ = 2+/km, a equacdo caracteristica tem uma raiz dupla e a solucdo é
a da forma

x(t) = (A + Bt)e ™ (8.25)
onde

c
A= —
2m
Tais sistemas sdo chamados de criticamente amortecidos.

Em todos os trés casos, x () tende a zero quando ¢ tende a infinito. Isso significa que
o carro sempre volta a sua posi¢do de equilibrio depois de passar pelo buraco (embora
isso possa parecer pouco provavel em algumas cidades que visitamos!). Esses casos estdo
ilustrados na Figura 8.8.

O coeficiente de amortecimento critico c. € o valor de ¢ que torna o radical na
Equacao (8.22) igual a zero,

c. = 2Vkm ou cc =2mp (8.26)
onde

k
p=.= (8.27)
m
A razdo ¢/c. é chamada de fator de amortecimento, e p é chamado de fregiiéncia natural
da vibragdo livre ndao amortecida.

Agora, considere o caso de um carro sujeito a uma forca periddica dada por

P=P,senwt ou d=d,senwt
onde d,, = P,,/k é a deflexdo estética do carro sujeito a for¢a P,,. A equacdo diferencial
que rege esse caso é

x + +k P, t

m——s.+c— X = sen w

2 dt "

A solug@o geral dessa equacao € obtida somando-se uma solucgao particular a solugao
de vibragdo livre dada pelas Equacdes (8.23) a (8.25). Considere um movimento esta-
ciondrio do sistema forcado em que o movimento transiente inicial foi totalmente amorte-
cido. Supondo que essa solucdo de estado estaciondrio tenha a forma

X5 () = X, sen(wt — @)
pode ser mostrado que

X X 1
moo_Im o _ (8.28)
Pulk dn 1= (@/p)P +4(c/c*(@/p)?
FIGURA 8.8

Oscilacdes (a)
superamortecidas, (b)
subamortecidas e ()

criticamente amortecidas.

x(1)

Criticamente
amortecida

Superamortecida

Subamortecida
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A quantidade, x,,/d,, chamada de fator de aumento da amplitude, depende apenas da
razdo do amortecimento real para o amortecimento critico e da razdo da freqiiéncia
forcante para a freqiiéncia natural. Observe que, quando a freqiiéncia for¢ante w se apro-
xima de zero, o fator de aumento tende a 1. Além disso, se o sistema for levemente
amortecido, ou seja, se ¢/c. for pequeno, entdo o fator de aumento se torna infinito
quando w tende a p. Se o amortecimento for nulo, entdo o fator de aumento se torna in-
finito quando w = p e diz-se que o termo forcante estd em ressondncia com o sistema.
Finalmente, quando w/p se torna muito grande, o fator de aumento se aproxima de zero.
A Figura 8.9 mostra graficos do fator de aumento como fung¢io de w/p para diversos fa-
tores de amortecimento.

Observe que o fator de amortecimento pode ser mantido pequeno escolhendo-se um
fator de aumento grande ou mantendo-se as freqiiéncias natural e forcada bem distantes.

O projeto da suspensdo de um carro envolve os prds e contras entre o conforto e a es-
tabilidade em todas as condi¢des de conducgio e velocidades. Pediram que vocé determi-
nasse a estabilidade de um projeto proposto que tem boas condi¢cdes de conforto em
estradas rugosas. A massa do carro é m = 1,2 x 10° g e ele tem um amortecedor com co-
eficiente de amortecimento ¢ = 1 x 107 g/s.

Suponha que a expectativa de conforto do publico esteja satisfeita se as vibracdes
livres do carro forem subamortecidas e o primeiro cruzamento com a posicao de equi-
librio ocorra em 0,05 s. Se, em t = 0, o carro for subitamente deslocado da posi¢do de
equilibrio, x, € a velocidade for zero (dx/dt = 0), a solu¢do da equac¢do de movimento €
dada pela Equagio (8.24), com A = xy e B = xoA /1. Portanto,

—t A
x(t) = xpe cos ut + — sen ut
n
As condig¢des do projeto sao satisfeitas se
A
x(t) =0 =cos(0,05u) + — sen(0,05n)
7

ou

k c?

k c?
0=cos| 0,05,/ — — — = (8.29)
m

c
— —_— 0,05
4m? ) + Nakm — 2 Sen( m 4m

Como ¢ e m sdo dados, o problema de projeto se reduziu a encontrar um valor apropriado
de k que satisfaca a Equacdo (8.29).

Solucdo. Isso pode ser feito usando os métodos da bisseccdo, falsa posicio ou secante,
pois eles ndo necessitam do cdlculo da derivada da Equagao (8.29), o que poderia ser con-
siderado um pouco inconveniente nesse problema. A solugdo é k = 1,397 x 10, com 12
iteracdes do método da bissec¢iio com um intervalo inicial de k = 1 x 10°a2 x 10° g, =
0,07305%.

FIGURA 8.9

Gréfico do fator de aumento
de amplitude x,/x4 [Equagdo
(8.28)] em funcdo da
freqiiéncia w dividida pela
frequiéncia natural p para
diversos valores do coeficiente
de amortecimento ¢ dividido
pelo coeficiente de
amortecimento crifico c..

X,,/Xy
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Embora o projeto satisfaca as exigéncias de vibragao livre (depois de atingir um bu-
raco), ele também deve ser testado sob condi¢des rugosas de estrada. A superficie da
estrada pode ser aproximada por

d =d, sen <2£>
D

onde d ¢ a deflexdo, d,, é a deflexdo maxima de 0,1 m e D € a distincia entre picos, igual
a 20 m. Se a velocidade horizontal do carro for v (m/s), entdo a equacdo global do movi-
mento para o sistema pode ser escrita como

d*x dx 27V
mﬁ + CE + kx = kd,, sen (Ft>

onde w = 27v/D € a freqiiéncia forgante.

A estabilidade do carro € considerada satisfatdria se em um estado estaciondrio a dis-
tAncia maxima x,, estd abaixo de 0,2 m para todas as velocidades de condug@o. O fator de
amortecimento € calculado de acordo com a Equagao (8.26),

c 10 _ 1 x 107
¢ 2vkm 21,397 x 10°(1,2 x 106)

=0,1221

Agora, procuram-se valores de w/p que satisfacam a Equagdo (8.28),

1
2 — (8.30)

VI = (@/p)’ + 4(0,1221)%(w/ p)?

Quando a Equacio (8.30) € expressa como um problema de raiz, tem-se

f(@/p) =21 — (/) + 4(0,1221)*(w/p)> =1 =0 (8.31)

Vé-se que os valores de w/p podem ser determinados encontrando-se as raizes da
Equacdo (8.31).

Um grafico da Equacdo (8.31) € encontrado na Figura 8.10, e mostra que a Equagao
(8.31) tem duas raizes positivas que podem ser determinadas pelo método da bissec¢do.
Em 18 iteragBes, obtém-se que o menor valor para w/p € igual a 0,7300, com um erro
estimado de 0,000525%, com aproximacdes inferior e superior de O e 1. Em 17 iteracdes,

FIGURA 8.10
Gréfico da Equacdo (8.31)

indicando duas raizes positivas.

f(wlp)
N
T
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encontra-se que o maior valor para w/p € igual a 1,1864, com um erro estimado de
0,00064%, com aproximacdes inferior e superior de 1 e 2.
Também € possivel expressar a Equacao (8.30) como um polinémio,

w 4 w 2
<—) —1,9404<—> +0,75
P P

(8.32)

e usar o software MATLAB para determinar as raizes, como a seguir:

>> a=[1 0 -1,9404 O

>> roots (a)
ans =
1,1864
-1,1864
0,7300
-0,7300

/7515

Isso confirma o resultado obtido com a bissec¢@o. E também sugere que, embora superfi-
cialmente pareca ser uma equaco de quarto grau para w/p, a Equacdo (8.32) é na reali-
dade uma equacio quadritica para (w/p)>.

O valor da freqiiéncia natural p é dado pela Equacao (8.27),

1,397 x 10° .
p= ] —34125
1,2 x 106

As freqiiéncias forgantes, para as quais a deflexdo méaxima é 0,2 m, sdo entdo calcu-
ladas por

» = 0,7300(34,12) = 24,91 s~
w = 1,1864(34,12) = 40,48 57!

o que fornece

D 24,9120 36005 k ,
po @D 249100 oy g m S M 285 km/h (= 177 mi/h)
2 2(3,14159) S h 1000 m
oD 40,48(20) m  3600s km ,
= 0P A oggs ™ — 464 km/h (= 288 mi/h
YT 27 T 2(3.14159) s 7 h 1000m ( mi/h)

Portanto, usando esses resultados e a Figura 8.10, encontra-se que o projeto proposto
para o carro apresentard comportamento aceitavel para as velocidades comuns de con-
ducdo. Nesse ponto, o projetista deve estar ciente de que o projeto ndo satisfaz as
condicdes de adequagdo para velocidades extremamente altas (por exemplo, em corridas).

Esse problema de projeto apresentou um exemplo extremamente simples que permi-
tiu obter alguns resultados analiticos que foram usados para avaliar a acurdcia dos méto-
dos numéricos para encontrar as raizes. Os casos reais podem rapidamente se tornar tdo

complicados que as solucdes s6 sdo obtidas usando-se métodos numéricos.

PROBLEMAS

Engenharia Quimica/Bioengenharia

8.1 Faga os mesmos cédlculos que na Secdo 8.1, mas para o dlcool
etilico (a = 12,02 e b = 0,08407) a uma temperatura de 400 K e p
de 2,5 atm. Compare seus resultados com a lei dos gases ideais. Se
possivel, use um software de seu computador para determinar o
volume molar. Caso contrario, use qualquer um dos métodos
numéricos discutidos nos Capitulos 5 e 6 para fazer os cdlculos.
Justifique sua escolha da técnica.

8.2 Em engenharia quimica, os reatores tubulares de fluxo pisto-
nado (isto é, aqueles nos quais o fluido escoa de uma extremidade
para a outra com mistura minima ao longo do eixo longitudinal) sdo
usados com freqiiéncia para converter reagentes em produtos. Foi
determinado que a eficiéncia da conversio pode algumas vezes ser
melhorada reciclando-se uma parte da corrente de produto de modo
que ele volte para a entrada para uma passagem adicional pelo
reator (Figura P8.2). A taxa de reciclagem € definida por
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volume do fluido que volta para a entrada

volume deixando o sistema

Suponha que estamos processando uma substancia quimica A para
gerar um produto B. Para o caso em que A forma B por meio de
uma reacdo autocatalisadora (isto é, na qual um dos produtos age
como um catalisador ou um estimulo para a reacdio), pode ser
mostrado que uma taxa de reciclagem 6tima deve satisfazer

1+ R(1 — Xap) R+1

R0 —Xap) RO+ R = Xap)]

onde X,y € a fragdo de reagente A que é convertida para o produto
B. A taxa de reciclagem 6tima corresponde ao reator de tamanho
minimo necessdrio para se atingir o nivel desejado de conversao.
Use um método numérico para determinar as taxas de reciclagem
necessdrias para minimizar o tamanho do reator para uma fracdo de
conversdo de Xy = 0,95.

Reator tubular de

fluxo pistonado - Produto

Alimentacao o

Reciclagem

Figura P8.2
Representagdio esquemdtica de um reator tubular de fluxo pistonado
com reciclagem.

8.3 Em um processo de engenharia quimica, vapor de dgua (H,O)
¢é aquecido a uma temperatura suficientemente alta para que uma
parte significativa da dgua se dissocie, ou se quebre, para formar
oxigénio (O,) e hidrogénio (Hy):

H,O = H, + 10,

Se for suposto que essa € a Unica reacdo envolvida, a fracdo molar
x de H,O que se dissocia pode ser representada por

x 2p;
24 x

K =

(P8.3)

onde K ¢ a constante de equilibrio da reacdo e p, ¢ a pressao total da
mistura. Se p, = 3,5 atm e K = 0,04, determine o valor de x que sa-
tisfaz a Equagao (P8.3).

8.4 A seguinte equagdo estd ligada a concentracdo de uma substan-
cia quimica em um reator completamente misturado:

—004¢ —004t

c=cin(l —e™) + coe
Se a concentragdo inicial for ¢co = 5 e a concentragdo do fluxo de
entrada for ¢j, = 12, calcule o tempo necessdrio para que ¢ seja
85% de cjy.

8.5 Uma reagdo quimica reversivel

2A+B=C

pode ser caracterizada pela relacdo de equilibrio

Ce

2
CLCh

onde o simbolo ¢; representa a concentracdo do constituinte i.
Suponha que definamos uma varidvel x que represente o nimero de
moles de C que sdo produzidos. A conserva¢ao da massa pode ser
usada para reformular a rela¢do de equilibrio como

— (CL‘,O + .)C)
(a0 — 2x)%(Cp0 — X)

onde o subscrito 0 indica a concentrag¢do inicial de cada consti-
tuinte. Se K = 0,016, c,,0 = 42, cp0 = 28 e ¢, o = 4, determine o
valor de x. (a) Obtenha a solu¢@o graficamente. (b) Com base em
(a), resolva para determinar a raiz com aproximagdes iniciais
x; =0ex, =20 até g = 0,5%. Escolha ou a bissec¢do ou a falsa
posicdo para obter a solucdo. Justifique sua escolha.

8.6 As seguintes reacdes quimicas ocorrem em um sistema
fechado:

2A+B<=C
A+D=C

No equilibrio, elas podem ser caracterizadas por

Cp
K=
cacb
Cp
Ky = —
CaCqd

onde o simbolo ¢; representa a concentracao do constituinte i. Se x;
e x2 sdo o nimero de moles de C que sdo produzidos por causa da
primeira e da segunda reagdes, respectivamente, use uma abor-
dagem parecida com a do Problema 8.5 para reformular a relagdo
de equilibrio em termos das concentragdes iniciais dos consti-
tuintes. A seguir, use o método de Newton-Raphson para resolver o
par de equagdes ndo-lineares simultdneas para determinar xj e x; se
Ki=4x10" K, =3,7%x 1072, ¢c40=50,cp0=20,cco=5¢
cq,0 = 10. Utilize uma abordagem grifica para encontrar suas
aproximagdes iniciais.

8.7 A equacdo de estado de Redlich-Kwong é dada por

RT a
v—>b w4+ bT

onde R ¢ a constante universal dos gases [= 0,518 kl/(kg K)], T é a
temperatura absoluta (K), p € a pressdo absoluta (kPa) e v é o volume
de um kg de gds (m*/kg). Os pardmetros a e b sdo calculados por

p:

R>T?? T.
b =0,0866R—
p(? pC

a = 0,427

onde p, € a pressdo critica (kPa) e 7, é a temperatura critica (K).
Como engenheiro quimico, foi-lhe pedido para determinar a quan-
tidade de gis metano (p. = 4580 kPa e 7. = 191 K) que pode ser
mantido em um tanque de 3 m® a uma temperatura de —50° C com
uma pressdo de 65,000 kPa. Use um método para localizar raizes de
sua escolha para calcular v e a seguir determinar a massa de metano
contida no tanque.

8.8 O volume V de liquido em um cilindro horizontal raso de raio r
e comprimento L se relaciona com a profundidade do liquido % por

V= |:r2 cos™! (—r ; h) — (r —h)V2rh — hﬂ L

Determine 7 dadoque r =2m, L =5m,e V = 8.,5 m?>. Observe
que, se voce estiver usando uma linguagem de programacao ou fer-
ramenta de software que ndo seja rica em fungdes trigonométricas,
0 arco-co-seno pode ser calculado por

cos™

-1 ()

2 1 — 2
8.9 O volume V de liquido em um tanque esférico de raio r estd
relacionado com a profundidade % do liquido por
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Th*>(3r — h)
3

V =

Determine i dado que r=1me V = 0,75 m’.
8.10 Para o tanque esférico do Problema 8.9, é possivel desen-
volver as seguintes férmulas de dois pontos fixos:

b [h3 + 3V /m)
- 3r
h=7/3 (rh2 — K)
b4

Ser=1meV =0,75 m’, determine se alguma delas € estdvel e
o intervalo de aproximacdes iniciais para o qual elas sdo estdveis.
8.11 A equacido de Ergun, mostrada a seguir, € usada para descre-
ver o escoamento de um fluido através de um leito compactado.
AP € a queda de pressao, p € a densidade do fluido, G, € a veloci-
dade da massa (vazdo em massa dividida pela drea da seco trans-
versal), D), € o didmetro das particulas dentro do leito, u € a vis-
cosidade do fluido, L é o comprimento do leito e € ¢ a fracdo vazia
do leito.

APp D, ¢ — 150 11—
I—e (DpGo/in)
Dados os valores dos pardmetros listados a seguir, encontre a
fracdo vazia ¢ do leito.

+ 1,75

G2 L

D,G,
p—G:1000

APpD
205 _ 20
G2L
8.12 A queda de pressdo na se¢do de um tubo pode ser calcula-
da por

LpV?
2D

Ap=f

onde Ap € a queda de pressdo (Pa), f¢é o fator de atrito, L é o com-
primento do tubo [m], p é a densidade (kg/m?®), V é a velocidade
(m/s) e D é o diametro (m). Para escoamentos turbulentos, a equa-
¢do de Colebrook fornece uma maneira de calcular o fator de atrito

1 201 e N 2,51
— = —4, (0] _— R
JT *\370 " Rey7
onde ¢ € a rugosidade (m) e Re é o niimero de Reynolds,
VD
Re= PV%
“w

onde y é a viscosidade dindmica (N - s/m?).

(a) Determine Ap para uma extensdo horizontal de 0,2 m de
comprimento de tubulacdio submersa lisa, dado que
p=123kg/m?, 1 =179% 105N s/m? D =0,005 m,
V =40m/s e ¢ = 0,0015 mm. Use um método numérico para
determinar o fator de atrito. Observe que para os tubos lisos
com Re < 10°, uma boa aproximagio inicial pode ser obtida
usando a férmula Blasius, f = 0,316/Re%?.

(b) Repita os cdlculos, agora para um tubo de ago comercial mais
rugoso (¢ = 0,045 mm).

8.13 O pH da dgua é muito importante para os engenheiros am-

bientalistas e quimicos. Ele pode ser relacionado a processos

variando de corrosdo de tubos a chuva dcida. O pH estd relacionado
com a concentragdo de fon hidrogénio por

pH = —log,o[HT]

As seguintes cinco equagdes governam a concentracdo da mistura
de didxido de carbono e 4gua em um sistema fechado:

N _
&, — HHIHCO; |
[CO]

 [H][co7]
T mHCoy]
K, = [H'][OH7]
cr = [COy] + [HCO3 1+ [CO7 ]
Alk = [HCO; ] +2[CO3"] + [OH| — [H']

onde Alk € a alcalinidade, ¢y € o carbono inorgénico total e os K’s
sdo os coeficientes de equilibrio. As cinco incdégnitas sdo
[CO,] para o diéxido de carbono, [HCO;3 ] para o bicarbonato,
[CO%f] para o carbonato, [H*] para fon hidrogénio e [OH ] para o
fon hidroxila. Determine as cinco incégnitas dado que
Alk=2x1073, ¢z =3x 1073, K, =107%, K, =107193 ¢
K, = 107", Além disso, calcule o pH da soluco.

8.14 A operagdo de um reator tubular de fluxo pistonado com den-
sidade constante para a producdo de uma substincia por meio de
uma rea¢do enzimadtica € descrita pela equacdo a seguir, onde V é o
volume do reator, F é a taxa de escoamento do reagente C, Cey ©
Csaida s30 as concentragdes dos reagentes entrando e saindo do
reator, respectivamente, e K e kysx sS40 constantes. Para um reator
com 500 L, com uma concentracio de entrada de Cep¢ = 0,5 M,
uma vazio de entrada de 40 L/s, kmsx = 5 x 1073 s~ e K = 0,1
M, encontre a concentracio de C na saida do reator.

Vv _ /Csaida K N 1 Jc
F B Cent kmaxC kmax

Engenharia Civil e Ambiental
8.15 O deslocamento de uma estrutura € definido pela seguinte
equacdo para uma oscilacdo amortecida:

y = 9¢ ¥ cos wt

ondek=0,7ew =4.

(a) Use o método gréifico para fazer uma estimativa inicial do
tempo necessdrio para que o deslocamento diminua para 3,5.

(b) Use o método de Newton-Raphson para determinar a raiz até
& = 0,01%.

(¢) Use o método da secante para determinar a raiz até
& =0,01%.

8.16 Na engenharia estrutural, a férmula da secante define a forga

por unidade de drea P/A que causa uma tensio o, maxima em uma

coluna de taxa de finura dada L/k:

P Om

A~ 1+ (ec/k2) secl0,5VPJ(EA(L/K)]

onde ec/k? é o raio de excentricidade e E é o médulo de elastici-
dade. Se para uma viga de aco E = 200.000 MPa, ec/k> = 0,4 ¢
om = 250 MPa, calcule P/A para L/k = 50. Lembre-se de que
secx = 1/cosx.

8.17 Um cabo catendrio € um cabo que estd pendurado entre dois
pontos que ndo estdo na mesma reta vertical. Como descrito na
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Figura P8.17 s
(a) As forcas agindo em uma segdo

AB de um cabo flexivel pendurado.

A carga é uniforme ao longo do cabo

[mas ndo é uniforme por distancia
horizontal x). (b) Um diagrama de
corpo livre da segdo AB.

(a)

Figura P8.17a, ele ndo estd sujeito a nenhuma carga além do seu
préprio peso. Portanto, seu peso (N/m) age como uma carga uni-
forme por unidade de comprimento ao longo do cabo. Um dia-
grama de corpo livre de uma se¢do AB € descrito na Figura P8.17b,
onde T4 e Tp sdo as forgas de tensdo nas extremidades. Com base
nos balancos de forca horizontal e vertical, é possivel deduzir a
seguinte equacdo diferencial para modelar o cabo:

d?y w dy 2

Lo 1+ (=

dx? Ty dx
O célculo pode ser usado para resolver essa equagdo para determi-
nar a altura y do cabo como uma fung¢ao da distancia x,

T,
y= —Acosh<ix) +yo— —
w Ta w
onde o cosseno hiperbdlico pode ser calculado por
1
coshx = E(e" +e™)

Use um método numérico para calcular um valor para o pardmetro
T4 dados os valores para os pardmetros w = 12 e yp = 6, tal que o
cabo tenha uma altura y = 15 em x = 50.

8.18 A Figura P8.18a mostra uma viga uniforme sujeita a uma
carga distribuida de forma linearmente crescente. A equagdo para a
curva elastica resultante é (ver Figura P8.18b)

Wo

~ 120EIL

y (—x° +2L%x% — L*x) (P8.18)

Figura P8.18

2,
L |
(a)
(x=L,y=0)
(x=0,y=0) N
# S
|,
(b)

Use a bissec¢@o para determinar o ponto de deflexdo maxima (isto
é, o valor de x onde dy/dx = 0). A seguir, substitua esse valor na
Equacdo (P8.18) para determinar o valor da deflexdo mdxima. Use
os seguintes valores dos parametros nos seus calculos: L = 600
cm, E = 50.000 kN/cm?, I = 30.000 cm* e wy = 2,5 kN/cm.
8.19 Na engenharia ambiental (uma é4rea especializada da enge-
nharia civil), a seguinte equacio pode ser usada para calcular o
nivel de oxigénio ¢ (mg/L) em um rio a jusante de uma descarga
de esgoto:

¢ =10 —20(e713% — 705%)

onde x ¢ a distancia a jusante em quilometros.

(a) Determine a distincia a jusante onde o nivel de oxigénio cai pela
primeira vez até a leitura de 5 mg/L. (Sugestdo: esta a menos de
2 km da descarga). Determine sua resposta a menos de um erro
de 1%. Observe que niveis de oxigénio abaixo de 5 mg/L, em
geral, sdo prejudiciais a peixes tais como trutas e salmoes.

(b) Determine a distancia a jusante na qual o oxigénio estd em um
minimo. Qual € a concentracio nessa posi¢ao?

8.20 A concentragdo da bactéria poluente ¢ em um lago diminui de

acordo com

c= 756715[ + 20670,075I

Determine o tempo necessdrio para que a concentracio de bactéria
seja reduzida a 15 usando (a) o método gréfico e (b) o método de
Newton-Raphson com aproximagdo inicial # = 6 e critério de pa-
rada 0,5%. Verifique seu resultado.

8.21 Na engenharia oceanogréfica, a equagdo para uma onda esta-
ciondria em um cais é dadapor A = 16,1 = 12, v = 48:

2wX 2wty
h—h -x
o|:sen<k>cos< 5 )+e ]

Determine o menor valor positivo de x se & = 0,5h.

8.22 Vocé comprou uma pega de equipamento de $ 25.000 sem en-
trada e pagando $ 5.500 por ano por seis anos. Qual a taxa de juros
que vocé estd pagando? A férmula que relaciona o valor atual P, os
pagamentos anuais A, o nimero de anos » e a taxa de juros i €

i(14i)"
1+im =1

8.23 Muitos campos da engenharia necessitam de estimativas acu-
radas da populacdo. Por exemplo, os engenheiros de transporte
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150 kip-ft 15 kips
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5’

Figura P8.24

27— 2

podem achar necessdrio determinar separadamente a tendéncia de
crescimento da populagdo de uma cidade e do suburbio adjacente.
A populacdo da drea urbana estd diminuindo com o tempo de
acordo com

Pu(t) = Pu,maxe_kut + Pu,min

enquanto a populacdo suburbana esta crescendo de acordo com

P §,max

1+ [Ps,max/PO - l]e_kjt

onde P, max, Ku, Psmax. Po € kg sdo pardmetros determinados em-
piricamente. Determine o tempo e os valores correspondentes de
P,(t) e Ps(t) quando os suburbios forem 20% maiores que a
cidade. Os valores dos pardmetros sdo P, max = 75,000, k, =
0,045/ano, Py mm = 100.000 pessoas, P max = 300.000 pessoas,
Py = 10.000 pessoas, ks = 0,08/ano. Para obter suas solucdes, use
os métodos (a) grafico, (b) falsa posicdo e (¢) secante modificado.
8.24 Uma viga apoiada em apenas um ponto ¢ carregada como
mostra a Figura P8.24. Usando funcdes de singularidade, a tensdo
ao longo da viga pode ser expressa pela equacio:

Pi(t) =

V(x) =20[(x —0)' — (x =5)'] =15 (x — 8)° — 57
Por defini¢do, a fun¢do de singularidade pode ser expressa como:

(x _a)n — { (x —a)" quandox > a}

0 quandox < a
Use um método numérico para encontrar o(s) ponto(s) onde a ten-
sdo é igual a zero.
8.25 Para a mesma viga apoiada em um unico ponto do Problema
8.24, o torque ao longo da viga é dado por:

M(x) = —10[{x —0)> — (x —5)2] + 15 (x — 8)!
+ 150 (x = 7)0 +57x

Use um método numérico para encontrar o(s) ponto(s) onde o
torque € igual a zero.

8.26 Para a mesma viga apoiada em um unico ponto do Problema
8.24, a inclinag@o ao longo da viga € dada por:

duy 10 o s BB gy
dx(x)_ 3 [(x =0)" —(x 5)]-1-2()6 8)

1, 37,
+ 150 (x = 7)" + 7x — 238,25
Use um método numérico para encontrar o(s) ponto(s) onde a incli-
nagdo ¢ igual a zero.

8.27 Para a mesma viga apoiada em um unico ponto do Problema
8.24, o deslocamento ao longo da viga é dado por:

-5 15
y () = —=[(x = 0 — (x — 5"+ < - 8)2

57
+75(x =7+ gﬁ —238,25x

(a) Encontre o(s) ponto(s) onde o deslocamento € igual a zero.
(b) Como vocé usaria uma técnica de localizagdo de raizes para de-
terminar a posi¢do de deslocamento minimo?

Engenharia Elétrica

8.28 Faca os mesmos cdlculos que na Secdo 8.3 para determinar o
valor C necessdrio para que o circuito dissipe até atingir 1% do seu
valor original em = 0,05 s, dado que R =280 e L =7,5 H.
Use (a) uma abordagem gréfica, (b) bisseccdo e (¢) um software de
localizag@o de raizes tal como o Excel Solver ou a fungdo fzero
do MATLAB.

8.29 Uma corrente oscilante em um circuito elétrico € descrita por
i =9¢7 ! cos(2nt), onde ¢ estd em segundos. Determine todos o0s
valores 7 tais que i = 3.

8.30 A resistividade p do silicio dopado é baseada na carga g de
um elétron, na densidade eletrdnica n e na mobilidade do elétron .
A densidade eletronica é dada em termos da densidade da dopagem
N e da densidade de transporte intrinseca n;. A mobilidade do
elétron € descrita pela temperatura 7, pela temperatura de referén-
cia Ty e pela mobilidade de referéncia o. As equagdes necessarias

para o célculo da resistividade sdo
1

p=—
qnpu
onde

1 T\ 242
)« wen()

Determine N dado que Tp = 300 K, 7 = 1000 K, po = 1. 350 cm?
(Vs)™', g =1,7%x10"" C, n; = 6,21 x 10° cm™> e uma resis-
tividade desejada de p = 6,5 x 10° V s em/C. Use o método (a) da
bissec¢do e (b) secante modificado.

8.31 Uma carga total Q estd uniformemente distribuida ao redor de
um condutor circular de raio a. Uma carga ¢ estd localizada a uma
distancia x do centro do anel (Figura P8.31). A forca exercida na
carga pelo anel é dada por

1 qQOx
T dmey (x2 4 a?)3?

onde ¢y = 8,85 x 10712 C%/(N m?). Encontre a distancia x onde a
forcaé 1,25 Nse ge Q sdo 2 x 1075 C para um anel de raio 0,9 m.

Figura P8.31

— Q —>
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Figura P8.32

8.32 A Figura 8.32 mostra um circuito com um resistor, um indu-
tor e um capacitor em paralelo. As regras de Kirchhoff podem ser
usadas para exprimir a impedancia do sistema como

1_1+C12
z VR T\ e

onde Z é a impedancia (£2) e w € a freqiiéncia angular. Encontre
a freqiiéncia @ que resulta em uma impedancia de 75 2 usando
tanto a bisseccdo quanto a falsa posi¢do com aproxima-
¢des iniciais de 1 e 1.000 para os seguintes pardmetros:
R=225Q,C=0,6x10"° Fe L =0,5 H. Determine quantas
interacdes de cada técnica sdo necessdrias para determinar a res-
posta até &g = 0,1%. Use a abordagem gréfica para explicar quais-
quer dificuldades que apare¢am.

Engenharia Mecanica e Aeroespacial

8.33 Para o escoamento de fluidos em tubos, o atrito é descrito por
um numero adimensional, o fator de atrito de Fanning f. O fator de
atrito de Fanning depende de diversos pardmetros relacionados ao
tamanho do tubo e ao fluido, os quais podem todos ser representa-
dos por uma outra quantidade adimensional, o niimero de Reynolds
Re. Uma férmula que prevé fdado Re é a equacdo de von Karman,

1
i 4logy(Rey/f) — 0,4
Para o escoamento turbulento, os valores tipicos do nimero de
Reynolds estdao entre 10.000 e 500.000 e os do fator de atrito
de Fanning estdo entre 0,001 e 0,01. Desenvolva uma funcdo que
use a bissecciio para determinar f dado um valor fornecido pelo
usudrio de Re entre 2.500 e 1.000.000. Desenvolva a funcdo para que

ela garanta que o erro absoluto no resultado seja E, 4 < 0,000005.

8.34 Os sistemas mecanicos reais podem envolver a deflexdo de
molas nao-lineares. Na Figura 8.34, uma massa m €é abandonada a
uma distancia i acima de uma mola ndo-linear. A forga de resistén-
cia F' da mola é dada por

F = — (kid + kd*?)
A conservagdo da energia pode ser usada para mostrar que

2Urd®? 1
0= 25 + Ekldz—mgd—mgh

Figura P8.34

(@)

Determine d dados os seguintes valores dos pardmetros:
ki = 50.000g/s2, ky = 40g/(s> m®%), m =90 g, g = 9,81 m/s> e
h =0,45m.

8.35 Os engenheiros mecéanicos, da mesma forma que a maioria
dos outros engenheiros, utilizam a termodinamica freqiientemente
nos seus trabalhos. O seguinte polindmio pode ser usado para rela-
cionar o calor especifico a pressdo nula do ar seco, ¢, kJ/(kg K), a
temperatura (K):

cp =0,99403 + 1,671 x 10747 49,7215 x 10772
—9,5838 x 107173 +1,9520 x 10714714

Determine a temperatura que corresponde a um calor especifico de
1,1 kJ/(kg K).
8.36 Os engenheiros aeroespaciais algumas vezes calculam a tra-
jetdria de projéteis como foguetes. Um problema relacionado trata
da trajetéria de uma bola lancada. A trajetéria da bola é definida
pelas coordenadas (x, y) como mostrado na Figura P8.36. A tra-
jetéria pode ser modelada por

8 2

+
2v§ cos? 6 Yo

y = (tgbo)x —
Encontre o angulo inicial apropriado 6y, se a velocidade inicial for
vo = 20 m/s e a distancia do receptor x for 35 m. Observe que a
bola deixa a mao do langador a uma elevacdo de yp =2 m e o re-
ceptor a recebe a 1 m. Expresse o resultado final em graus. Use um
valor de 9,81 m/s? para g e utilize um método grifico para encon-
trar suas aproximagdes iniciais.

Figura P8.36

8.37 Avelocidade para cima de um foguete pode ser calculada pela
seguinte féormula:

onde v ¢ a velocidade para cima, u € a velocidade na qual o com-
bustivel € expelido com relacéo ao foguete, m é a massa inicial do
foguete no instante t = 0, g € a taxa de consumo de combustivel, e
g ¢ a aceleracdo da gravidade para baixo (suposta constante
e igual a = 9,81 rr1/s2). Se u = 2000 m/s, mg = 150.000 kg, e
q = 2700 kg/s, calcule o instante no qual a velocidade é igual a
750 m/s. (Sugestdo: t estd em algum ponto entre 10 e 50 s). Deter-
mine seu resultado de modo que ele esteja a menos de 1% do valor
verdadeiro. Verifique sua resposta.

8.38 Na Secdo 8.4, o angulo de fase ¢ entre a vibragdo forcada cau-
sada pela rugosidade da estrada e o movimento do carro € dado por

2(c/cc)(@/p)

P = (/)
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Como um engenheiro mecanico, vocé gostaria de saber se existem
casos em que ¢ = w/3 — 1. Use os outros parametros da secio para
escrever a equagdo como um problema de raizes e determinar .
8.39 Dois fluidos em temperaturas diferentes entram em um mis-
turador e saem a mesma temperatura. A capacidade térmica do flui-
do A é dada por

¢p = 3,381+ 1,804 x 10727 — 4,300 x 10072
e a capacidade do fluido B ¢ dada por:
cp = 8,592+ 1,290 x 107'T — 4,078 x 10772

onde ¢, estd em unidades de cal/mol K, e T estd em unidades de K.
Observe que
T
c,dT
T

AH =

A entra no misturador a 400° C. B entra no misturador a 700° C. H4
duas vezes mais de A do que de B entrando no misturador. A qual
temperatura os dois fluidos saem do misturador?

8.40 Um compressor estd operando a taxa de compressdo R, de
3,0 (a pressdo de gds na saida ¢ trés vezes maior do que a pressdo
de gds na entrada). Os requisitos de poténcia do compressor H,
podem ser determinados a partir da equacdo a seguir. Supondo que
os requisitos de poténcia do compressor sdo exatamente iguais a
zRT; /MW, encontre a eficiéncia politropica n do compressor. O
pardmetro z é a compressibilidade do gés nas condi¢des de opera-
¢do do compressor, R € a constante do gds, 77 € a temperatura do
gds na entrada do compressor e MW ¢é o peso molecular do gés.

_ ZRT1 n (‘n—l)/n _ 1)

HP = MWn—l( ¢

8.41 Na garrafa térmica mostrada na Figura P8.41, o comparti-
mento mais interno é separado do compartimento do meio por
védcuo. Existe uma camada final ao redor da garrafa térmica. Essa
camada final € separada da camada do meio por uma fina camada
de ar. O lado de fora da tltima camada entra em contato com o ar
ambiente. A transferéncia de calor do compartimento interno para a
préxima camada ¢; se dd apenas por radiagdo (ja que existe vacuo
nesse espago). A transferéncia de calor entre a camada do meio e a
camada externa g, se d4 por convec¢do em um pequeno espago. A
transferéncia da camada externa para o ar g3 se dd por convecgdo
natural. O fluxo de calor em cada regido da garrafa térmica deve ser
igual — isto é, ¢ = g2 = ¢3. Encontre as temperaturas 7} e 75 no
estado estacionario. Ty é 450° Ce T3 = 25°C.

Figura P8.41

q1 = 107°[(Tp 4 273)* — (T} +273)")
@ =411 —T)
g3 = 1.3(T, — T)*?

8.42 A forma geral para um campo de tensdes tridimensional é
dada por

Oxx Oxy Oxz
Oxy Oyy Oyz

Oxz Oyz Oz
onde os termos da diagonal representam as tensdes de compressao

ou dilatac@o e os termos fora da diagonal representam a tenséo de
cisalhamento. Um campo de tensdes (em MPa) ¢ dado por

10 14 25
14 7 15
25 15 16

z

Para determinar as tensdes principais, é necessdrio construir a
seguinte matriz (novamente, em MPa):
10—-0o 14 25
14 7T—0 15
25 15 16—0
o1, 0n € 03 podem ser determinados a partir da equacio

o3 —Ic>+ 1o — 111 =0
onde

I =0y +0yy + 0

_ 2 2 2
11 = OxxOyy + 0xx 0z + OyyOzz — GX)' —O0xz — G}'z

2 2 2
Il = 0y,0yy0;; — 0xx0y, — OO0y, — 0.0, + 204,040

1, 11, e III sdo conhecidos como invariantes da tensao. Encontre oy,
o, e 03 usando uma técnica para determinar raizes.

8.43 A Figura P8.43 mostra trés reservatdrios ligados por tubos
circulares. Os tubos, que sdo feitos de ferro fundido recoberto por
asfalto (¢ = 0,0012 m), tém as seguintes caracteristicas:

Figura P8.43

Tubo 1 2 3
Comprimento, m 1800 500 1400
Diagmetro, m 0,4 0,25 0,2
Escoamento, m3/s 2 0,1 2

Se as elevacdes da superficie da dgua nos reservatdrios A e C sdo
200 e 172,5 m, respectivamente, determine a elevacdo no reser-
vatdrio B e o escoamento nos tubos 1 e 3. Observe que a viscosidade
cinemitica da dgua é 1 x 107° m%/s e use a equaciio de Colebrook
para determinar o fator de atrito (lembre-se do Problema 8.12).
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8.44 Um fluido é bombeado na rede de tubos mostrada na
Figura P8.44. No estado estaciondrio, os seguintes balancos de
escoamento precisam ser satisfeitos:

01=02+0s
03 =04+ Qs
Os = Q¢+ 07

onde Q; é o escoamento no tubo i[m3/s]. Além disso, as quedas de
pressdo em torno dos trés lacos a direita devem ser nulas. A queda
de pressdo em cada secdo de tubo circular pode ser calculada por

onde AP ¢ a queda de pressdo [Pa], f € o fator de atrito (adimen-
sional), L é o comprimento do tubo [m], p € a densidade do fluido
[kg/m3] e D é o didgmetro do tubo (m). Escreva um programa (ou
desenvolva um algoritmo em um pacote de software matematico)
que lhe permita calcular o escoamento em todas as secdes de tubo
dado que Q) =1 m3/s e p =123 kg/m3. Todos os tubos tém
D =500 mm e f =0,005. Os comprimentos dos tubos sido
L3 =L5 =L3 =L9=2m;L2 =L4=L6=4meL7 =8m.

—_ _— ——
0, O3 Os

0.4 0.4 2§ o

Q1o Oy Og
~—

Figura P8.44

8.45 Repita o Problema 8.44, mas incorpore o dado de que o fator
de atrito pode ser calculado com a equagdo de von Karman,

1
i 41og,y(Rey/f) — 0,4

onde Re ¢ o nimero de Reynolds

pVD

I

onde V ¢ a velocidade do fluido no tubo [m/s] e u € a viscosidade
dindmica (N-s/m?). Observe que, para um tubo circular,
V =4Q/m D?. Além disso, suponha que o fluido tem viscosidade
de 1,79 x 107 N - s/m2.
8.46 O oOnibus espacial, no langcamento a partir de sua plataforma
de lancamento, tem quatro forcas agindo sobre ele, as quais sdo
mostradas no diagrama de corpo livre (Figura P8.46). O peso combi-
nado dos dois foguetes auxiliares sélidos e do tanque de combustivel
externo é Wz = 1,663 x 10° 1b. O peso da nave espacial com
carga total é Ws = 0,23 X 10° Ib. O empuxo combinado dos dois
foguetes auxiliares sdlidos é T = 5,30 X 10°1b. O empuxo com-
binado dos trés motores de combustivel liquido do médulo orbital é
Ts = 1,125 x 10° Ib.

No lancamento, o empuxo do motor do médulo orbital estd di-
recionado a um angulo 6 para fazer com que o torque resultante na
montagem total da espagonave (tanque externo, foguetes auxiliares
solidos e mddulo orbital) seja igual a zero. Com o torque resultante

Re

igual a zero, a espaconave nio ird girar em torno de seu centro de
massa G no lancamento. Com essas forgas, a espagonave terd uma
forca resultante com componentes tanto na diregéo vertical quanto
na horizontal. A componente vertical da forca resultante é a que
permite que a espagonave seja lancada de sua plataforma de langa-
mento e que voe verticalmente. A componente horizontal da forca
resultante faz com que a espagonave voe horizontalmente. O torque
resultante agindo na espagonave serd nulo quando 6 for ajustado no
valor adequado. Se esse angulo ndo for ajustado adequadamente e
existir algum torque resultante agindo na espaconave, ela tenderd a
girar em torno de seu centro de massa.

2]

_>| 4 r-—
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|
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Figura P8.46

(a) Decomponha o empuxo do médulo orbital 7s em suas compo-
nentes horizontal e vertical e entdo some os torques relativos ao
ponto G, o centro de massa da espagonave. Iguale a equagio do
torque resultante a zero. Pode-se agora resolver essa equagao
para determinar o valor de 6 necessdrio para o langamento.
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(b) Deduza uma equag@o para o torque resultante agindo na es- do momento resultante. Escolha uma primeira aproximacio
paconave em termos do angulo 6. Trace o grafico do momento inicial para a raiz de interesse a partir do grafico. Pare suas
resultante como fun¢@o do angulo 6 sobre um intervalo de —5 iteracdes quando o valor de € tiver mais que cinco algarismos
radianos a +5 radianos. significativos.

(¢) Escreva um programa computacional para determinar o dngulo  (d) Repita o programa para um peso minimo de carga extra no mo-
0 usando o método de Newton para encontrar a raiz da equagao dulo orbital de Wg = 195.0001b.
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PROS E CONTRAS

A Tabela PT2.3 fornece um resumo dos prés e contras envolvidos na determinagdo de
raizes de equacdes algébricas e transcendentais. Embora os métodos graficos sejam de-
morados, eles fornecem uma visualizacdo do comportamento da funcio e sdo tteis na
identificac@o de aproximagdes iniciais e possiveis problemas como raizes multiplas. Por-
tanto, se o tempo permitir, um esbog¢o rdpido (ou, melhor ainda, um grafico computa-
dorizado) pode fornecer informacdes valiosas relativas ao comportamento da fungao.

Os préprios métodos numéricos estio divididos em duas categorias gerais: 0os méto-
dos intervalares e os métodos abertos. Os primeiros exigem duas aproximagdes iniciais
que estdo uma de cada lado de uma raiz.

Esse fato de delimitar a raiz € mantido a medida que a solucgio prossegue, e portanto,
essas técnicas sdo sempre convergentes. Entretanto, paga-se um prego por essa pro-
priedade, ja que a taxa de convergéncia € relativamente lenta.

As técnicas abertas diferem dos métodos intervalares no fato de que usam infor-
mag¢do em um dnico ponto (ou dois valores que nio precisam delimitar a raiz para ex-
trapolar para uma nova estimativa da raiz). Tal propriedade é uma faca de dois gumes,

TABELA PT2.3 Comparagdo dos métodos alternativos para determinar raizes de equagdes algébricas e transcendentais.
As comparagdes sdo baseadas na experiéncia geral e ndo levam em conta o comportamento de
funcdes especificas.

Aproximacées Taxa de Amplitude de  Esforco de
Método Iniciais  Convergéncia Estabilidade  Acurécia Aplicacggo  Programacdo Comentdarios
Direto — — — — Limitada
Grdfico — — — Ruim Raizes reais — Pode levar
mais tempo
do que os
métodos
numéricos
Bissec¢do 2 Lenta Sempre Boa Raizes reais Facil
Falsa posi¢do 2 Lenta/média Sempre Boa Raizes reais Facil
FP modificado 2 Média Sempre Boa Raizes reais Fécil
lteracdo de ponto 1 Lenta Possivel divergéncia Boa Geral Facil
fixo
Newton-Raphson 1 Rapida Possivel divergéncia Boa Geral Fécil Exige o
céleulo de
f'(x)
Newton-Raphson 1 Répida para raizes  Possivel divergéncia Boa Geral Fécil Exige o
modificado maltiplas; média céleulo de
para simples f'(x) e f'(x
Secante 2 Média a répida Possivel divergéncia Boa Geral Fécil As aproximagdes
iniciais ndo
precisam
cercar a
raiz
Secante modificado 1 Média a répida Possivel divergéncia Boa Geral Facil
Miiller 2 Média a répida Possivel divergéncia Boa Polinémios Moderado
Bairstow 2 Répida Possivel divergéncia Boa Polindmios Moderado
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pois, embora leve a uma convergéncia mais rdpida, também permite que a solugdo possa
divergir. Em geral, a convergéncia nas técnicas abertas depende, em parte, da qualidade
da aproximacdo inicial e da natureza da func¢do. Quanto mais préxima da raiz verdadeira
a aproximagao estiver, mais provavel serd que os métodos convirjam.

Das técnicas abertas, o método de Newton-Raphson padrao é em geral usado por
causa de sua propriedade de convergéncia quadratica. Entretanto, sua maior deficiéncia é
que ele exige que a derivada da fungfo seja calculada analiticamente. Para algumas
fungdes, isso ndo € pratico. Nesses casos, o0 método da secante, que usa uma representa-
cdo por diferenca finita da derivada, fornece uma alternativa viavel. Por causa da aproxi-
magao por diferenca finita, a taxa de convergéncia do método da secante € inicialmente
mais lenta do que a do método de Newton-Raphson. Entretanto, a medida que a estima-
tiva da raiz € refinada, a aproximacao por diferenca se torna uma representa¢do melhor da
derivada verdadeira e a convergéncia acelera rapidamente. A técnica de Newton-Raphson
modificada pode ser usada para atingir uma convergéncia rapida no caso de raizes multi-
plas. Mas tal técnica exige a expressdo analitica para a primeira e a segunda derivadas.

Todos os métodos numéricos sao faceis de programar no computador e gastam um
tempo minimo para determinar uma tdnica raiz. Com base nisso, vocé poderia concluir
que um método simples como a bissec¢ao seria suficientemente bom para os prop6sitos
praticos. Isso seria verdade se vocé estivesse interessado exclusivamente em determinar
a raiz de uma equagdo uma Unica vez. Entretanto, ha muitos casos em engenharia nos
quais muitas localizacdes de raizes sdo necessdrias e a velocidade se torna importante.
Nesses casos, os métodos lentos gastam muito tempo e sao, portanto, caros. Por outro
lado, os métodos abertos rapidos podem divergir e os conseqiientes atrasos também
podem ser caros. Alguns algoritmos computacionais tentam aproveitar as vantagens de
ambas as classes de técnicas, utilizando inicialmente um método intervalar para se apro-
ximar dela e entdo mudando para um método aberto para refinar rapidamente a estima-
tiva. Se uma tnica abordagem ou uma combinagdo for usada, os prds e contras entre a
convergéncia e a velocidade estdo no cerne da escolha da técnica de localizagdo de raizes.

PT2.5 RELACéES E FORMULAS IMPORTANTES
A Tabela PT2.4 resume informagdes importantes que foram apresentadas na Parte Dois.
Ela pode ser consultada para acessar rapidamente relacdes e formulas importantes.
PT2.6 METODOS AVANCADOS E REFERENCIAS ADICIONAIS

Os métodos deste texto se concentraram na determinacdo de uma unica raiz de uma
equacdo algébrica ou transcendental com base no conhecimento prévio de sua localizagio
aproximada. Além disso, também foram descritos métodos construidos especificamente
para determinar as raizes reais e complexas de polindmios. Referéncias adicionais sobre
o assunto sdo Ralston e Rabinowitz (1978) e Carnahan, Luther e Wilkes (1969).

Além dos métodos de Miiller e Bairstow, diversas técnicas estdo disponiveis para de-
terminar todas as raizes de polindmios. Em particular, o algoritmo da diferenca do quo-
ciente (Henrici, 1964, e Gerald e Wheatley, 1989) determina todas as raizes sem aproxi-
magdes iniciais. Ralston e Rabinowitz (1978) e Carnahan, Luther e Wilkes (1969) contém
discussdes desse método, bem como de outras técnicas para localizar raizes de
polindmios. Como discutido no texto, os métodos de Jenkins-Traub e Laguerre sdo am-
plamente usados.

Em resumo, a discussdo anterior tem o objetivo de mostrar um caminho para uma
exploracdo mais profunda do assunto. Além disso, todas as referéncias citadas fornecem
descricdes das técnicas basicas cobertas na Parte Dois. N6s o encorajamos a consultar
essas fontes alternativas para ampliar seu entendimento dos métodos numéricos para a lo-
calizacdo de raizes.'

! Os livros sio citados aqui apenas pelos autores, uma bibliografia completa é encontrada no final do texto.
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TABELA PT2.4 Resumo das informagdes importantes apresentadas na Parte Dois.

Interpretacao Erros e
Método Formulacao Gréfica Critério de Parada
Métodos intervalares:
Bissecgdo X = At % fx) Critério de parada:
2 Raiz
XPovo — yelho .
Se f(x)f(x) < O, x,= x; x; L X, T 100% = €,
fix)f(x) > 0, xi = x, o
L/2
]
L/4
]
flx)
Falsa posigdo X = X, — fix b = x) Critério de parada:
f(XI) N f(Xu] xDovo velho
Se Fx)f(x) < 0, xo = x; oo | 100% =
fix)f(x) > 0, x1 = x;
flx)
Newton-Raphson Tangente\" Critério de parada:
’
flx) 3 T 2100% < e,
Xigl = X~ ’ Xi+1
Fix) ’ 5
Erro: Ei+1 = O(Ef)
Xipr N
Secante S '2 Critério de parada:
1
Fix(xi-1 — xi HE Xitl = Xi| .o
Xit1 = X~ T 1) — Fix) 1 : X1 100% = €
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PT3.1 MOTIVACAO
Na Parte Dois, foi determinado o valor de x que satisfaz uma tnica equagao, f(x) = 0.
Agora, serd abordado o caso de determinar os valores xi, xy, . . . , X, que satisfazem si-

multaneamente um conjunto de equagdes
filxi, xa, o) =0

Hr(x, x2, ..., %,) =0

fn(xl,x2, ...,x,,) =0

Tais sistemas podem ser ou lineares ou ndo-lineares. Na Parte Trés, tratamos das
equagoes algébricas lineares que tém a forma geral

anxy +apxy + -+ apx, = b

ax X1 +apnxy + -+ asyx, = b

(PT3.1)

an1 X1 + app X2 + -+ - + app Xy = bn

onde os a's sdo coeficientes constantes, os b's sdo constantes e n € o nimero de equagdes.
Todas as outras equagdes sdo ndo-lineares. Os sistemas ndo-lineares foram discutidos no
Capitulo 6 e serdo de novo abordados brevemente no Capitulo 9.

PT 3.1.1 Métodos Nao-computacionais para Resolver Sistemas
de Equacoes

Para um nimero pequeno de equacdes (n < 3), as equacdes lineares (e, as vezes, as nao-
lineares) podem ser resolvidas rapidamente por técnicas simples. Alguns desses métodos
serdo revistos no Capitulo 9. Entretanto, para quatro ou mais equagdes, as solugdes se tor-
nam trabalhosas e os computadores devem ser utilizados. Historicamente, a impossibili-
dade de resolver todos os conjuntos de equagdes — exceto os menores — a mao limitou
o alcance de problemas tratados em vdrias aplicagdes da engenharia.

Antes dos computadores, as técnicas para resolver equagdes algébricas lineares eram
lentas e desconfortdveis. Essas abordagens restringem a criatividade, pois os métodos
sdo, em geral, dificeis de implementar e entender. Conseqiientemente, as técnicas eram,
algumas vezes, superenfatizadas a custa de outros aspectos do processo de resolucdo do
problema, como a formulacio e a interpretacdo (lembre-se da Figura PT1.1 e da discussao
que a acompanha).

O advento de computadores facilmente acessiveis tornou possivel e pratica a re-
solucdo de grandes conjuntos de equacdes algébricas lineares simultaneas. E, portanto,
vocé pode abordar exemplos e problemas mais realistas e complexos. Além disso, vocé
terd mais tempo para testar suas habilidades criativas, pois poderd por mais €nfase na for-
mulagdo do problema e na interpretacio da solucao.
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PT3.1.2 Equacoes Algébricas Lineares e a Pratica da Engenharia

Muitas das equagdes fundamentais da engenharia sdo baseadas em leis de conservagdo
(lembre-se da Tabela 1.1). Algumas quantidades familiares que se submetem a tais leis
sdo massa, energia e momento. Em termos matemadticos, esses principios levam a
equacdes de continuidade ou de balango que relacionam o comportamento do sistema,
representado por seus niveis ou respostas das quantidades que estdo sendo modeladas, as
propriedades ou caracteristicas do sistema e aos estimulos externos ou termos forcantes
agindo sobre o sistema.

Como um exemplo, o principio de conservagdo de massa pode ser usado para for-
mular um modelo para uma série de reatores quimicos (Figura PT3.1a). Para esse caso, a
quantidade sendo modelada é a massa do composto quimico em cada reator. As pro-
priedades do sistema sdo as caracteristicas da reacdo do composto quimico e o tamanho
dos reatores e as vazdes. Os termos forcantes sdo as taxas de alimentacdo dos compostos
quimicos no sistema.

Na Parte Dois, vocé viu como os sistemas com uma dnica componente resultam em
uma tnica equagdo que pode ser resolvida usando-se as técnicas de localizacao de raizes.
Sistemas com componentes multiplas resultam em um conjunto de equagdes matematicas
acopladas, que devem ser resolvidas simultaneamente. As equagdes sdo acopladas porque
as partes individuais do sistema sdo influenciadas pelas outras partes. Por exemplo, na
Figura PT3.1a o reator 4 recebe entradas dos reatores 2 e 3. Conseqiientemente, sua res-
posta depende das quantidades dos compostos quimicos nesses outros reatores.

Quando essas dependéncias sdo expressas matematicamente, as equagdes resultantes
sdo, muitas vezes, da forma algébrica linear da Equagao (PT3.1). Os x's sdo em geral me-
didas das intensidades das respostas de componentes individuais. Usando a Figura
PT3.1a como um exemplo, x; poderia indicar a quantidade de massa no primeiro reator,
X, poderia indicar a quantidade no segundo e assim por diante. Os a’s representam tipica-
mente as propriedades e caracteristicas que produzem as intera¢des entre as componentes.
Por exemplo, os a’s para a Figura PT3.1a poderiam refletir as vazdes em massa entre os
reatores. Finalmente, os b’s representam os termos forcantes agindo sobre o sistema,
como a taxa de alimentacdo na Figura PT3.1a. As aplicacdes no Capitulo 12 fornecem
outros exemplos de tais equagdes vindas da pratica da engenharia.

FIGURA PT3.1

Dois fipos de sisfemas que podem ser modelados usando equagdes algébricas lineares:
(o) sistemas de variaveis agrupadas que envolvem componentes finitas acopladas e

(b) sistemas de variaveis distribuidas que envolvem um confinuo.

Alimentacao

Xq Xg
- -
N SR

T T T T T T
) ; 1 1 1 1 1 1
Alimentagdo—» x; +— .- —:> X;_q = X —:->xl-+1 4> . —e X,

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

(b)
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PT3.2

Problemas com varias componentes do tipo citado surgem de modelos matemadticos
de varidveis tanto agrupadas (macro) quanto distribuidas (micro) (Figura PT3.1). Pro-
blemas de varidveis agrupadas envolvem componentes finitas acopladas. Os exemplos in-
cluem trelicas (Secdo 12.2), reatores (Figura PT3.1a e Secdo 12.1) e circuitos elétricos
(Secao 12.3). Esses tipos de problemas usam modelos que fornecem pouco ou nenhum
detalhe espacial.

Reciprocamente, problemas de varidveis distribuidas tentam descrever detalhes espa-
ciais de sistemas em uma base continua ou semicontinua. A distribui¢do de compostos
quimicos ao longo do comprimento de um reator retangular alongado (Figura PT3.1b) é
um exemplo de um modelo de varidvel continua. As equacdes diferenciais deduzidas das
leis de conservacdo especificam a distribuicdo das varidveis dependentes para tais sis-
temas. Essas equagdes diferenciais podem ser resolvidas numericamente transformando-as
em um sistema equivalente de equacdes algébricas simultaneas. A solugdo de tais conjun-
tos de equagdes representa uma drea de aplicagdo importante na engenharia para os méto-
dos nos capitulos seguintes. Essas equacdes sdo acopladas, pois as varidveis em uma
posi¢cdo dependem das varidveis nas regides adjacentes. Por exemplo, a concentracao no
meio do reator € uma fun¢do da concentracdo nas regides adjacentes. Exemplos similares
podem ser desenvolvidos para distribui¢Oes espaciais de temperatura ou momento. Iremos
tratar de tais problemas quando discutirmos as equagdes diferenciais mais adiante no livro.

Além dos sistemas fisicos, as equagdes algébricas lineares simultaneas também
aparecem em uma variedade de contextos de problemas matemadticos. Elas ocorrem
quando exigimos que fungdes matemadticas satisfacam vdérias condi¢cdes simultineas.
Cada condicdo resulta em uma equagdo que tem coeficientes conhecidos e varidveis in-
determinadas. As técnicas discutidas nesta parte podem ser utilizadas para determinar as
incégnitas quando as equagdes forem lineares e algébricas. Algumas técnicas numéricas
amplamente utilizadas baseadas em equacOes simultaneas sdo a andlise de regressdo
(Capitulo 17) e a interpolacdo por splines (Capitulo 18).

FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Todas as partes deste livro requerem algum fundamento matematico. Para a Parte Trés, a
notacdo e a algebra matricial sdo tteis, pois fornecem uma forma concisa de representar
e manipular equagdes algébricas lineares. Se vocé ja estiver familiarizado com matrizes,
sinta-se livre para pular para a Secdo PT3.3. Para aqueles que néo estdo familiarizados ou
querem uma revisdo, o material a seguir fornece uma breve introducgdo ao assunto.

PT3.2.1 Notacao Matricial

Uma matriz consiste em uma tabela retangular de elementos representados por um unico
simbolo. Como mostrado na Figura PT3.2, [A] € a notagdo abreviada para a matriz e a;;
designa um elemento individual da matriz.

Um conjunto horizontal de elementos é chamado de /inha e um conjunto vertical é
chamado de coluna. O primeiro indice i sempre representa o niimero da linha no qual o

FIGURA PT3.2

Uma matriz.

Coluna 3
ajp apz a3 ... aim
axy axp a3 ... Ay | Linha2

[Al =

Anl  dnp2  4p3 ... dpm
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elemento estd. O segundo indice j designa a coluna. Por exemplo, o elemento a3 estd na
linha 2 e coluna 3.

A matriz na Figura PT3.2 tem n linhas e m colunas e dizemos que tem dimensdo n
por m (ou n x m). Ela é chamada de uma matriz n por m.

As matrizes com numero de linhas n = 1, tais como

[Bl=1[by by - byl

sdo chamadas vetores linha. Observe que, por simplicidade, o primeiro indice de cada

elemento foi omitido. Também se deve mencionar que, alguma vezes, é desejavel empre-

gar uma notagfo abreviada especial para diferenciar uma matriz linha de outros tipos de

matrizes. Uma forma de fazer isso é utilizar colchetes abertos em cima, como em |B].
As matrizes com numero de colunas m = 1, tais como

€1
€2

[C]=

Cn

sdo chamadas de vetores coluna. Por simplicidade, o segundo indice € omitido. Como nos
vetores linha, hd ocasides nas quais ¢ desejavel empregar uma notacio abreviada especial
para diferenciar uma matriz coluna de outros tipos de matrizes. Uma forma de fazer isso
€ usar chaves, como em {C}.

As matrizes em que n = m sdo chamadas matrizes quadradas. Por exemplo, uma
matriz 4 por 4 é

app  diz a3 dig

Ay Ay a;  ax
[A] =
ay ax; a4z ax

a4y Aqp Q43 Aaq

A diagonal consistindo nos elementos ajj, a», as3 € asq € chamada diagonal principal
da matriz.

As matrizes quadradas sdo particularmente importantes quando resolvemos conjun-
tos de equagdes lineares simultaneas. Para tais sistemas, o nimero de equagdes (corres-
pondentes as linhas) e o nlimero de incdgnitas (correspondentes as colunas) devem ser
iguais para que seja possivel uma solugdo tnica. Conseqiientemente, sdo encontradas
matrizes de coeficientes quadradas quando lidamos com tais sistemas. Alguns tipos espe-
ciais de matrizes quadradas sdo descritas no Quadro PT3.1.

PT3.2.2 Regras de Operacoes Matriciais

Agora que foi especificado o que queremos dizer por matriz, pode-se definir certas ope-
ragdes que governam o seu uso. Duas matrizes n por m sdo iguais se, e somente se, todo
elemento na primeira € igual a todo elemento na segunda, isto é, [A] = [B] se a; = b;; para
todoiej.

A adi¢do de duas matrizes, digamos [A] e [B], € feita somando-se os termos corres-
pondentes em cada matriz. Os elementos da matriz resultante [C] s@o calculados por

¢ij = aij + bij
parai=1,2,...,nej=1,2,..., m. Analogamente, a subtracdo de duas matrizes, diga-
mos, [E] menos [F'], é obtida subtraindo-se os termos correspondentes, como em

dij = eij — fij
parai=1,2,...,nej=1,2,..., m. Segue diretamente dessas definicdes que a adigcdo e

a subtragdo podem ser efetuadas apenas entre matrizes com as mesmas dimensdes.
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Quadro PT3.1

Ha algumas formas especiais de matrizes quadradas que sdo im-
portantes e devem ser observadas:
Uma matriz simétrica é aquela em que d;; = dj; para todos 0s
i’s e j’s. Por exemplo,
51 2
[Al=|1 3 7
2 7 8

¢ uma matriz 3 por 3 simétrica.
Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada cujos elementos
fora da diagonal principal sdo iguais a zero, como em

ap

[A] = an

Aaay

Observe que, quando blocos grandes de elementos sao nulos, eles
sdo deixados em branco.

Uma matriz-identidade é uma matriz diagonal na qual todos
os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1, como em

1

U]=

Tipos Especiais de Matrizes Quadradas

O simbolo [/] é usado para denotar a matriz identidade. A matriz
identidade tem propriedades similares a unidade.

Uma matriz triangular superior ¢ uma matriz em que todos
os elementos abaixo da diagonal principal s@o zero, como em

app app apiz dig
ay a3 A4
[A]l =
aszy  dzg
Aagq

Uma matriz triangular inferior € uma matriz em que todos os
elementos acima da diagonal principal sdo zero, como em

ap
a daxp
[A]l =
asy  dszp  dsz
aq1  dgp Q43 Ay

Uma matriz de banda tem todos os elementos iguais a
zero, com a possivel exce¢do de uma faixa centrada na diagonal
principal:

a  dap
axy  dyp  dx
[A]l =
dasy dszz a4z
as3  dgg

Essa matriz possui largura da banda 3 e tem um nome espe-
cial — matriz tridiagonal.

Ambas, a adi¢do e a subtragdo, sdo comutativas:

[A]l+[B] = [B] + [A]

A adicdo e a subtracdo sdo também associativas, isto €,

([A]1+[BD + [C] =[A] + (IB] +[CD

A multiplicacdo de uma matriz [A] por um escalar g € obtida multiplicando-se todo ele-
mento de [A] por g, como em

8gai
8az1

[D] = gl[A] =

ganl

gain 8dim
gann 8dom
8an2 8nm

O produto de duas matrizes € representado por [C] = [A][B], em que os elementos de [C]
sdo definidos por (ver Quadro PT3.2 para uma forma simples de visualizar a multipli-

cacdo de matrizes)

n
cij = E aixby;
k=1

(PT3.2)

onde n € o nimero de colunas de [A] e o nimero de linhas de [B]. Isto €, o elemento c;; €
obtido somando-se o produto dos elementos individuais da i-ésima linha da primeira ma-
triz, no caso [A], com a j-ésima coluna da segunda matriz, [B].
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Quadro PT3.2 Um Método Simples para Multiplicar Duas Matrizes

Apesar de a Equacdo (PT3.2) ser bem apropriada para ser imple-
mentada em um computador, ela ndo é a forma mais simples de vi-
sualizar o mecanismo de multiplicacdo de duas matrizes. O que
segue dd uma expressdao mais concreta a operagao.

Suponha que queremos multiplicar [X] por [Y] para obter
2],

3.1
[Z]=[X]lY]=| 8 6 [5 9]
7 2
0 4

Uma forma simples de visualizar o cdlculo de [Z] é levantar [Y],
como em

Ll
59 v
0] em

31
[X]— | 8 6 ? ~ [Z]
0 4

Agora, a resposta [Z] pode ser calculada no espago vago deixado
por [Y]. Essa forma tem utilidade ja que alinha as linhas e as colu-
nas apropriadas que devem ser multiplicadas. Por exemplo, de
acordo com a Equag@o (PT3.2), o elemento z;; € obtido multipli-
cando-se a primeira linha de [X ] pela primeira coluna de [Y]. Isso
significa somar o produto de x;; e y;; ao produto de x> € y»y,
como em

(—[f ]

3 175 [3x5+1x7=22
8 6
0 4

Entdo, z;; € igual a 22. O elemento z; pode ser calculado de
maneira similar, como em

5 9

7 2

A
31 22
8 6| —|8x54+6x7=82
0 4

O calculo continua dessa forma, seguindo o alinhamento das
linhas e colunas, fornecendo o resultado

22 29
[Z]=| 82 84
28 8

Observe como esse método simples torna claro por que € im-
possivel multiplicar duas matrizes se o nimero de colunas da
primeira nao for igual ao nimero de linhas da segunda. Além disso,
observe como ele ilustra que a ordem da multiplicacdo é impor-
tante (isto é, a multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa).

De acordo com essa defini¢do, a multiplicacdo de matrizes pode ser efetuada apenas
quando a primeira matriz tem tantas colunas quanto o nimero de linhas da segunda ma-
triz. Entao, se [A] € uma matriz n por m, [B] pode ser uma matriz m por /. Nesse caso, a
matriz resultante [C] terd dimensao n por . Entretanto, se [B] fosse uma matriz [ por m,
a multiplicacdo ndo poderia ser efetuada. A Figura PT3.3 fornece uma forma facil de ve-
rificar quando duas matrizes podem ser multiplicadas.

Se as dimensdes das matrizes forem adequadas, a multiplicacdo de matrizes serd

associativa,

([AI[BDIC] = [AI([BIICD

FIGURA PT3.3

[Aln x m

sdo iguais; a
multiplicacao
é possivel

[Blmw x1 =
L

Dimensdes internas

[Cln x 1

Y

Dimensodes externas definem

as dimensodes do resultado
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e distributiva,
[AI([B] + [C]) = [Al[B] + [A]IC]

ou
([AT+ [BDIC] = [AlIC] + [BIIC]

Porém, em geral, a multiplica¢do nado é comutativa:
[A][B] # [BI[A]

Isto é, a ordem na multiplica¢@o é importante.

A Figura PT3.4 mostra um pseudocédigo para multiplicar uma matriz [A] n por m
por uma matriz [B] m por [ e armazenar o resultado em uma matriz [C] n por I. Observe
que, em vez de o produto interno ser diretamente acumulado em [C], ele é guardado em
uma varidvel tempordria, soma, o que € feito por duas razdes. Primeiro, isso ¢ um pouco
mais eficiente, pois o computador precisa determinar a posicdo de c¢; j apenas n x [ vezes
emvezden x [ x m vezes. Segundo, a precisdo da multiplicacdo pode ser bastante me-
lhorada declarando-se a soma como uma varidvel de dupla precisdao (lembre-se da dis-
cussio de produtos internos na Secdo 3.4.2).

Apesar de a multiplicacdo ser possivel, a divisdo de matrizes ndo é uma operagio
definida. Porém, se a matriz [A] for quadrada e ndo singular, existe uma outra matriz
[A]7!, chamada a inversa de [A], tal que

[Al[A]™" = [A]7'[A] = [1] (PT3.3)

Assim, a multiplicacdo de uma matriz pela sua inversa é o andlogo da divisao, no sentido
de que um ntimero dividido por si mesmo € igual a 1. Isto é, a multiplicacdo de uma ma-
triz pela sua inversa resulta na matriz identidade (lembre-se do Quadro PT3.1).

A inversa de uma matriz quadrada de dimensdo 2 pode ser representada simples-
mente por

1 _
A= ————| % e (PT3.4)
apax — apaz | —az apy

Férmulas semelhantes para matrizes de dimensao maior sdo muito mais complexas. Al-
gumas secdes nos Capitulos 10 e 11 serdo dedicadas a técnicas para usar métodos numéri-
cos e o computador para calcular a inversa de tais matrizes.

Duas outras manipulacdes de matrizes que terdo utilidade na nossa discussdo sdo a
transposta e o trago de uma matriz. A transposta de uma matriz envolve transformar suas
linhas em colunas e suas colunas em linhas. Por exemplo, para a matriz 4 x 4,

ay diz diz dyg
az) dpy az3 A4
asp  dsy dszz A4
aqr g a43  daq

[A] =

FIGURA PT3.4

SUBROUTINE Mmult (a, b, ¢, m, n, 1)
DOFOR i =1, n
DOFOR j =1, 1
soma = 0.
DOFOR k =1, m
soma = soma + a(i,k) - b(k,j)
END DO
c(i,j) = soma
END DO
END DO
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a transposta, denotada por [A], é definida por

app  azy as  ag
[A]T _ app dxp daxn ag
apiz  dazy  dszz 443
ajg  dp4  dA3z4  dgq

Em outras palavras, o elemento a;; da transposta € igual ao elemento a;; da matriz original.

A transposta tem uma grande variedade de fun¢des na dlgebra das matrizes. Uma
vantagem simples € que ela permite que uma coluna seja escrita como uma linha. Por
exemplo, se

C1
(&)
{C}=
3
4
entao

CY' =lan e o el

onde o sobrescrito 7 designa a transposta. Por exemplo, isso pode economizar espaco
quando escrevemos um vetor coluna em um texto. Além disso, a transposta tem inimeras
aplicacdes matematicas.

O traco de uma matriz é a soma dos elementos da diagonal principal. Ele é denotado
por tr [A] e € calculado por

tr[A] = 2”: aj;
i=1

O traco serd utilizado na discussdo sobre autovalores no Capitulo 27.

A tdltima manipulagdo de matrizes que terd utilidade na nossa discussao é o aumento.
A matriz é aumentada pela adi¢do de uma coluna (ou colunas) a matriz original. Por
exemplo, suponha que temos uma matriz de coeficientes:

ayp ap as
[Al= | ax axn ax

asy  dsy dasjz

Vocé poderia querer aumentar essa matriz [A] com a matriz identidade (lembre-se do
Quadro PT3.1) para produzir uma matriz de dimensao 3 por 6:

aip ap a3 + 1 0 0
[Al=]an an a3 {0 1 0
a3y ax ax 0 0 1
Tal expressao tem utilidade quando € preciso efetuar um conjunto de operagdes idénticas

em duas matrizes. Assim, pode-se efetuar as operacdes na matriz aumentada em vez de
fazg-lo nas duas matrizes individuais.

PT3.2.3 Representando Equacoes Algébricas Lineares na Forma
Matricial

Deve ficar claro que as matrizes fornecem uma notag@o concisa para representar equagoes
lineares simultaneas. Por exemplo, a Equacao (PT3.1) pode ser expressa por

[Al{X} = {B} (PT3.5)
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PT3.3

onde [A] é a matriz quadrada n por n de coeficientes,

[(ann  ap ain ]
a; ax oy
[A] =
Ldnl dn2 App |

{B} é o vetor coluna n X 1 de constantes,
(BY =1b1 by -~ b,

e {X} € o vetor coluna n X 1 de incégnitas:
X =l o ol

Recorde a defini¢cao de multiplicacdo de matrizes [Equacdo (PT3.2) ou Quadro PT3.2]
para se convencer de que as Equacdes (PT3.1) e (PT3.5) sdo equivalentes. Além disso,
observe que a Equacao (PT3.5) € uma multiplicacido de matrizes vélida, pois o nimero de
colunas, n, da primeira matriz [A] € igual ao ndmero de linhas, n, da segunda matriz {X}.

Esta parte do livro € dedicada a resolver a Equagdo (PT3.5), para determinar {X}.
Uma maneira formal de obter a solu¢do usando dlgebra de matrizes é multiplicar cada
lado da equagdo pela inversa de [A] para obter

[A]"'[AN{X} = [A]"'{B)}
Como [A]'[A] é igual a matriz-identidade, a equag@o se torna
{X} =[A1""{B} (PT3.6)

Entao, a equacdo foi resolvida e { X} foi determinado. Esse € um outro exemplo de como
a inversa desempenha um papel na dlgebra de matrizes que é semelhante a divisdo. De-
vemos observar que esse ndo ¢ um método muito eficiente para resolver um sistema de
equagdes. Portanto, outras abordagens sdo empregadas nos algoritmos numéricos. Entre-
tanto, como discutido no Capitulo 10, a prépria matriz inversa tem grande importancia na
analise de tais sistemas.

Finalmente, algumas vezes, serd ttil aumentar [A] com {B}. Por exemplo, se n = 3,
isso resulta na matriz de dimensdes 3 por 4:

an an a3z} b
[Al=] an axn a3 | b (PT3.7)
ayi axp aszx | b3

Expressar as equacdes nessa forma € ttil, pois diversas técnicas para resolver sis-
temas lineares executam operacdes idénticas na linha de coeficientes e na constante cor-
respondente do lado direito da equacdo. Como mostrado na Equagdo (PT3.7), pode-se
efetuar a manipulacdo uma tnica vez na linha da matriz aumentada em vez de efetud-la
na matriz dos coeficientes e no vetor coluna do lado direito.

ORIENTACAO

Antes de prosseguir para os métodos numéricos, mais um pouco de orientagdo pode ser
util. A se¢fo a seguir tem a inteng@o de fornecer uma visio geral do material discutido na
Parte Trés. Além disso, formulamos alguns objetivos para ajuda-lo a concentrar seus es-
forcos quando estudar este material.

PT3.3.1 Escopo e Visao Geral

A Figura PT3.5 fornece uma viséo geral da Parte Trés. O Capitulo 9 é dedicado a técnica
mais fundamental para resolver sistemas algébricos lineares: eliminagdo de Gauss. Antes
de uma discussio detalhada dessa técnica, uma secio preliminar trata dos métodos sim-
ples para resolver sistemas pequenos. Essas técnicas sdo apresentadas para fornecer uma
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percepgdo visual e porque um dos métodos — a eliminagdo de incognitas — representa a
base da eliminacdo de Gauss.

Depois do material preliminar, a eliminacdo de Gauss “ingénua” € discutida.
Comecamos com essa versdo simplificada porque ela permite que a técnica fundamental
seja elaborada, sem detalhes complicados. Entdo, nas se¢cdes subseqiientes, serdo discuti-
dos problemas em potencial da abordagem ingénua e apresentadas diversas modificacdes
pra minimizar e contornar esses problemas. O foco da discussdo serd o processo de per-
mutar linhas, ou o pivotamento parcial.

O Capitulo 10 comega ilustrando como a elimina¢io de Gauss pode ser formulada
como uma decomposi¢do LU. Tais técnicas de solug@o sdo valiosas para os casos em que
muitos vetores do lado direito precisam sem calculados. E mostrado como esse atributo
permite o célculo eficiente da matriz inversa, o que tem tremenda utilidade na pratica da
engenharia. O capitulo termina com uma discussdo do condicionamento de matrizes. O
niimero de condicionamento é apresentado como uma medida da perda de algarismos sig-
nificativos de acurdcia que pode ocorrer ao se resolver matrizes mal condicionadas.

FIGURA PT3.5

Esquema da organizagdo do material na Parte Trés: Sistemas de Equacdes Algébricas Lineares.
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O comeco do Capitulo 11 se concentra em tipos especiais de sistemas de equacdes
que tém ampla gama de aplicagdes na engenharia. Em particular, sdo apresentadas técni-
cas eficientes para resolver sistemas tridiagonais. Entdo, o resto do capitulo se concentra
em uma alternativa para os métodos de eliminacdo chamada mérodo de Gauss-Seidel.
Essa técnica é semelhante aos métodos de aproximagao de raizes de equacgdes que foram
discutidos no Capitulo 6. Isto €, a técnica envolve escolher uma solucido aproximada e
entdo iterar para obter uma estimativa refinada. O capitulo termina com informagdes rela-
cionadas a resolucdo de equagdes algébricas lineares com pacotes e bibliotecas de soft-
ware.

O Capitulo 12 mostra como os métodos podem de fato ser aplicados para resolver
problemas. Como em outras partes do livro, as aplicagdes sdo extraidas de todos os cam-
pos da engenharia.

Finalmente, um epilogo € incluido no final da Parte Trés. Essa revisdo inclui uma
discussdo dos prés e contras relevantes para a implementacdo dos métodos na pratica da
engenharia. A secdo também resume as férmulas importantes e os métodos avangados
relacionados as equagdes algébricas lineares. Assim, ela pode ser usada antes dos exames
ou como lembrete depois que vocé se formar e precisar voltar as equagdes algébricas li-
neares como profissional.

PT3.3.2 Metas e Objetivos

Objetivos de Estudo. Apés completar a Parte Trés, vocé deve ser capaz de resolver prob-
lemas envolvendo equacdes algébricas lineares e apreciar a aplica¢do dessas equagdes em
vérias dreas da engenharia. Deve tentar dominar as diversas técnicas e avaliar sua confia-
bilidade. E deve entender os prés e contras envolvidos na escolha do “melhor” método (ou
métodos) para qualquer problema particular. Além desses objetivos gerais, 0s conceitos es-
pecificos listados na Tabela PT3.1 precisam ser assimilados e dominados.

Objetivos Computacionais. Seu objetivo computacional mais importante € ser capaz
de resolver um sistema de equagdes algébricas lineares e calcular a matriz inversa. Vocé
certamente vai querer ter subprogramas desenvolvidos para decomposi¢do LU de ma-
trizes cheias ou tridiagonais. E também pode querer ter seu préoprio software para imple-
mentar o método de Gauss-Seidel.

E necessério saber como usar pacotes para resolver equacdes algébricas lineares e
determinar a matriz inversa. E se familiarizar com a forma pela qual os mesmos célculos
podem ser implementados com pacotes populares tais como o Excel ou o MATLAB,
assim como com bibliotecas de software.

TABELA PT3.1 Objetivos especificos de estudo para a Parte Trés.

1. Entender a interpretagdo gréfica dos sistemas mal condicionados e como isso se relaciona com o
determinante.
2. Esfar familiarizado com a ferminologia: eliminagdo progressiva, substituicdo regressiva, equagdo
pivd, coeficiente pivé.
3. Entender os problemas provenientes de diviséo por zero, erros de arredondamento e mal
condicionamento.
. Saber calcular o determinante usando a eliminacdo de Gauss.
. Entender as vantagens do pivotamento; perceber a diferenca entre o pivotamento parcial e o complefo.
. Saber a diferenca fundamental entre a eliminagdo de Gauss e o método de Gaussjordan e qual é o
mais eficiente.
7. Reconhecer como a eliminagdo de Gauss pode ser formulada como uma decomposicdo LU.
8. Saber como incorporar o pivotamento e a inversdo de mafrizes em um algoritmo de decomposicéo LU.
Q. Saber como inferpretar os elementos da matriz inversa no célculo de respostas a estimulos em
engenharia.
10. Perceber como usar a inversa e a norma de uma matriz para avaliar o condicionamento do sistema.
11. Entender como sistemas de banda e simétricos podem ser decompostos e resolvidos eficientemente.
12. Entender por que o método de Gauss-Seidel é particularmente apropriado para sistemas de equagdes
grandes e esparsos.
13. Saber como avaliar a dominancia diagonal de um sistema de equagdes e como isso se relaciona
com o fato de esse sistema poder ou ndo ser resolvido pelo método de Gauss-Seidel.
14. Entender o argumento por trés do relaxamento; saber onde sub-relaxamento e sobre-relaxamento s@o
apropriados.

[ONC RN




9.1

Eliminacdo de Gauss

Este capitulo trata das equagdes algébricas lineares simultdneas que podem ser represen-
tadas no caso geral por

anxy +apxy + - +apx, = b
a1 xy +apx; + -+ ayx, =b

9.1)

an1 X1 + A X2 + - -+ + App Xy = bn

onde os a’s sdo coeficientes constantes € os b’s s30 constantes.

A técnica descrita neste capitulo é chamada de eliminacdo de Gauss, pois envolve
combinar equagdes para eliminar varidveis. Apesar de ser um dos métodos mais antigos
para resolver equagdes simultineas, mantém-se como um dos algoritmos mais impor-
tantes em uso hoje em dia e € a base da resolugdo de equacdes lineares em muitos pacotes
de software populares.

RESOLUCAO DE UM NUMERO PEQUENO DE EQUACOES

Antes de prosseguir para os métodos computacionais, serdo descritos varios métodos que sao
apropriados para resolver um conjunto pequeno de equacgdes simultaneas (n < 3) e que nao
exigem um computador: o método grafico, a regra de Cramer e a eliminacdo de varidveis.

9.1.1 O Método Grdfico

Uma solugdo grafica para duas equacdes pode ser obtida esbocando-se seus graficos em
coordenadas cartesianas, com um eixo correspondente a x; € o outro a x;. Como estamos

z

lidando com sistemas lineares, cada equagdo € uma reta. Isso pode ser facilmente
ilustrado para as equagdes na forma geral

ajx; +apx; = by

a(xy + axnx; = by

Pode-se isolar x; nas duas equacdes:
ai b
Xo=—|— |x1 + —
an ar
a by
e <_)XI + an
an an
Assim, as equagdes estdo agora na forma de equacdes de retas: isto €, x, = (inclina¢do)
x1 + intersec¢do com o eixo. Essas retas podem ser tragadas em coordenadas cartesianas

com x, como a ordenada e x; como a abscissa. Os valores de x; e x; na intersec¢do das
retas representam a solucéo.

199
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ELIMINACAO DE GAUSS

EXEMPLO 9.1

O Método Grdfico para Duas Equacdes

Enunciado do Problema. Use o método gréfico para resolver o sistema
3x; 4+ 2x, = 18 (E9.1.1)
—x1+2x, =2 (E9.1.2)

Solugdo. Seja x; a abscissa. Isole x; na Equagio (E9.1.1):
3
Xy = —Exl +9

que, quando tracada na Figura 9.1, é uma reta que intercepta o eixo x; em 9 e cuja incli-
nagdo é —3/2.
Também se pode isolar x, na Equacdo (E9.1.2):

= - 1
X2 2x1 +

que também estd tracada na Figura 9.1. A solugdo € a interseccdo das duas retas em
x1 =4 e xp = 3. Esses resultados podem ser verificados substituindo esses valores nas
equagdes originais, o que leva a

34)+23) =18

—4)+23)=2

Assim, os resultados coincidem com o lado direito das equagdes originais.

FIGURA 9.1
Solugdo gréfica de um conjunto de duas equagdes algébricas lineares simulténeas. A inferseccdo
dos refas representa a solug&o.

X2

Solugédo: x; = 4;x, = 3

Para trés equacdes simultineas, cada equagdo serd representada por um plano em um
sistema de coordenadas tridimensional. O ponto no qual os planos se interceptam ira re-
presentar a soluc@o. Para mais de trés equagdes, os métodos gréaficos ndo funcionam e, con-
seqiientemente, t€m pouco valor prético para resolver equacdes simultaneas. Apesar disso,
as vezes sdo uteis para visualizar propriedades das solugdes. Por exemplo, a Figura 9.2
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FIGURA 9.2

Xy Xy X

(b) ()

Descrigdo gréfica de sistemas singulares e mal condicionados: (a) nenhuma solugéo, () infinitas solugdes e (c] sistemas
mal condicionados, nos quais as inclinagdes séo tdo préximas que o ponfo de inferseccdo é dificil de detectar

visualmente.

descreve trés casos que podem ser problemdticos quando se resolve um conjunto de
equacdes lineares. A Figura 9.2a mostra o caso em que duas equagdes representam retas
paralelas. Para tais situagdes, ndo hd solucdo, pois as retas ndo se cruzam. A Figura 9.2b
mostra o caso em que as duas retas sao coincidentes. Para tais situacdes, hd um nimero in-
finito de solugdes. Ambos os tipos de sistemas s@o chamados de singulares. Além desses,
sistemas que estdo muito préximos de serem singulares (Figura 9.2¢) também podem
causar problemas. Esses sistemas s@o chamados de mal condicionados. Graficamente, isso
corresponde ao fato de que € dificil identificar o ponto exato no qual as retas se intercep-
tam. Os sistemas mal condicionados também causardo problemas quando forem encontra-
dos durante as solu¢des numéricas de equagdes lineares, porque sdo extremamente sen-
siveis a erros de arredondamento (lembre-se da Secdo 4.2.3).

9.1.2 Determinantes e a Regra de Cramer

A regra de Cramer € outra técnica de resolucdo que € mais bem adequada a um pequeno
nimero de equagdes. Antes de descrever esse método, serd apresentado brevemente o
conceito de determinante, que é usado para implementar a regra de Cramer. Além disso,
o determinante € relevante para avaliar o mal condicionamento de uma matriz.

Determinantes. O determinante pode ser ilustrado para um conjunto de trés equagdes:
[AI{X} = {B}
onde [A] é a matriz dos coeficientes:
ap  app as
[Al=| a1 axn ax
a1 azx  as;
O determinante D desse sistema é formado a partir dos coeficientes da equagdo, como em
ap  app as
D=|ay axn ax 92)
az  aszx as;
Apesar de o determinante D e a matriz dos coeficientes [A] serem compostos dos mesmos
elementos, sdo conceitos matematicos completamente diferentes. Por essa razao, sdo dis-
tinguidos visualmente usando-se colchetes para delimitar a matriz e linhas retas para

delimitar o determinante. Em contraste com a matriz, o determinante € um tnico nimero.
Por exemplo, o valor do determinante de segunda ordem

ay  ap
D:

a; dan
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EXEMPLO 9.2

EXEMPLO 9.3

¢ calculado por
D = ajjaxn — apay 9.3)

Para o caso de terceira ordem [Equacdo (9.2)], o valor numérico do determinante pode ser
calculado por

dzy A3 azy a3 azy A

D = ay; —ap +ap 94

dasy dsj asy  dasj asy  das;

onde os determinantes dois por dois sdo chamados de menores.

Determinantes

Enunciado do Problema.  Calcule os valores dos determinantes dos sistemas dados nas
Figuras 9.1 ¢ 9.2.

Solucdo. Para a Figura 9.1:

D = 3 2—3(2) 2(-1) =8

=|_] 2|7 =

Para a Figura 9.2a:

12 1] -1 -1
D= :7(1)—1(—)=0

—1/2 1 2
Para a Figura 9.2b:
p=| 121 =_—1(2)—1(—1)=0
-1 2 2

Para a Figura 9.2¢:

p=| 12 1 ' = _—1(1) — 1(‘2’3> = —0,04

235 1| 2 5

No exemplo precedente, os sistemas singulares tém determinantes nulos. Além
disso, os resultados sugerem que o sistema que é quase singular (Figura 9.2¢) tem um
determinante préximo de zero. Essas idéias serdo examinadas mais a fundo na discussdo
subseqiiente de mal condicionamento (Secdo 9.3.3).

Regra de Cramer. Essa regra estabelece que cada incégnita em um sistema de
equacdes algébricas lineares pode ser expressa como uma fracio de dois determinantes,
com denominador D e com o numerador obtido a partir de D trocando-se a coluna de
coeficientes da incégnita em questdo pelas constantes by, by, . . ., b,. Por exemplo, x| é
calculada por

by ann ap

by axn ax

by axn as

= 9.5)

Regra de Cramer

Enunciado do Problema. Use a regra de Cramer para resolver
0,3x; + 0,52x, + x3 = —0,01
0,5x1 +x, + 1,9x3 = 0,67
0,1x; + 0,3x, + 0,5x3 = —0,44
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Soluc@o. O determinante D pode ser escrito como [Equagdo (9.2)]

0,3 0,52 1

D=|05 1 1,9
0,1 03 0,5

Os menores sdo [Equagdo (9.3)]

A= by = 1(0,5) — 1,9(0,3) = —0,07

"Tlo3 05| T
0,5 1,9

2= 101 0.5 0.5(0,5) — 1,9(0,1) = 0,06
05 1

Ay =" =0,5(0,3) — 1(0,1) = 0,05

=101 03 ,5(0,3) — 1(0, 1)

Esses podem ser usados para calcular o determinante, como em [Equacdo (9.4)]
D = 0,3(—0,07) — 0,52(0,06) + 1(0,05) = —0,0022

Aplicando a Equacio (9.5), a solucdo é

-0,01 0,52 1
0,67 1 1,9
-0,44 0,3 0,5 0,03278
x| = = =—14,9
—0,0022 —0,0022
0,3 —-0,01 1
0,5 0,67 1,9
0,1 -0,44 0,5 0,0649
Xy = = =-29,5
—0,0022 —0,0022
0,3 052 -0,01
05 1 0,67
0,1 03 -044 —0,04356
X3 = = = 19,8
—0,0022 —0,0022

Para mais de trés equagdes, a regra de Cramer torna-se impraticavel, pois a medida
que o nimero de equagdes cresce, os determinantes demoram mais para ser calculados a
mao (ou pelo computador). Conseqiientemente, sdo usadas alternativas mais eficientes.
Algumas dessas alternativas sdo baseadas na tultima técnica de solu¢do ndo-computa-
cional, estudada na préxima secdo — a eliminagfo de varidveis.

9.1.3 A Eliminacao de Variaveis

A eliminacdo de varidveis pela combinac@o de equacdes € uma abordagem algébrica que
pode ser ilustrada para um conjunto de duas equagdes:

ayxi +apx; = by (9.6)
ax1 X1 + anxs = b, 9.7)

A estratégia basica ¢ multiplicar as equac¢des por constantes de modo que uma das va-
ridveis seja eliminada quando as duas equagdes sdo combinadas. O resultado é uma tinica
equacgdo que pode ser resolvida determinando a varidvel restante. Entdo, esse valor pode
ser substituido em qualquer uma das equagdes originais para calcular a outra varidvel.

Por exemplo, a Equacdo (9.6) pode ser multiplicada por a,; e a Equacdo (9.7) por ay;
para fornecer
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ayaxxy + apaxx; = biay (9.8)
ax1ay1xy + anayx; = bray 9.9)

EXEMPLO 9.4

Subtrair a Equagdo (9.8) da Equacgdo (9.9) ird, portanto, eliminar o termo x; da
equagdo, dando

anaixy — apax; = bray — biay;

que pode ser resolvida por

aybr, —anb
X = 1102 2101 9.10)
ajjdazy — djpdy]

A Equacdo (9.10) pode entdo ser substituida na Equacao (9.6), a qual é resolvida por

anby — apbs
X =— 9.11)
ayiax — apdy;

Observe que as Equacdes (9.10) e (9.11) seguem diretamente da regra de Cramer, a qual
afirma que

by ap

= by ax _ biay — apnbs
ap  dap ajidzy — apdaz
a ax
air by

o= ay by _ aiby — bran
ap  dap ajjdzy — appdz)
az  axn

Eliminacdo de Varidveis

Enunciado do Problema. Use a eliminagdo de variéveis para resolver (lembre-se do
Exemplo 9.1)

3x; +2x, =18
—X1+2x, =2
Solucdo. Usando as Equacdes (9.11) e (9.10),
2(18) —2(2
_ 209 -20) _,

1S5 -20h
3@ - (=DI8
SR

que € consistente com a solucao gréfica ( Figura 9.1).

A eliminacdo de varidveis pode ser estendida a sistemas com mais do que duas ou
trés equacdes. Porém, os numerosos célculos necessdrios para sistemas maiores tornam
o método extremamente tedioso para ser implementado & ma@o. Mas, como se verd
na préxima secdo, a técnica pode ser formalizada e rapidamente programada para o
computador.
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9.2

ELIMINACAO DE GAUSS INGENUA

Na secdo anterior, a eliminacéo de varidveis foi usada para resolver um par de equagdes
simultaneas. O processo consiste em dois passos:

1. As equagdes sdo manipuladas para eliminar uma das varidveis das equagdes. O
resultado desse passo de eliminacdo foi que se obteve uma equagdo com uma
varidvel.

2. Conseqiientemente, essa equacdo pode ser resolvida diretamente e o resultado
substituido regressivamente em uma das equagdes originais para determinar a
varidvel remanescente.

Essa abordagem bdésica pode ser estendida a conjuntos maiores de equacdes desen-
volvendo-se um esquema sistematico ou um algoritmo para eliminar varidveis e substituir
regressivamente. A eliminagcdo de Gauss € o mais basico desses esquemas.

Esta se¢ao inclui técnicas sistemadticas para eliminagao progressiva e substitui¢ao re-
gressiva que compdem a eliminacido de Gauss. Apesar de essas técnicas serem hipoteti-
camente adequadas para implementa¢do em computadores, algumas modifica¢des serdo
necessarias para se obter um algoritmo confidvel. Em particular, o programa de computa-
dor deve evitar a divisdo por zero. O método a seguir € chamado de eliminacdo de Gauss
“ingénua” porque nao evita esse problema. Se¢des subseqiientes irdo tratar das carac-
teristicas adicionais necessdrias para um programa de computador efetivo.

A abordagem € planejada para resolver um conjunto arbitrario de n equagdes:

ayxi +apx; +apxs + -+ apx, = b (9.12a)
ax1 X1 + anxs + anxz + - - -+ ayx, = by (9.12b)
A1 X1 + ApaXy + ap3x3 + - -+ appX, = b, (9.12¢)

Da mesma forma como no caso da solu¢do de duas equagdes, a técnica para n
equacdes consiste em duas fases: a eliminag@o de varidveis e a solu¢do por meio da
substituicdo regressiva.

Eliminacdo Progressiva de Varidveis. A primeira fase € projetada para reduzir o con-
junto de equagdes a um sistema triangular superior (Figura 9.3). O passo inicial serd
eliminar a primeira varidvel, x;, da segunda até a n-ésima equacao. Para fazer isso, mul-
tiplique a Equacgdo (9.12a) por a»;/a;; para obter

FIGURA 9.3

As duas fases da eliminacdo
de Gauss: eliminacdo
progressiva e subsfituic@o
regressiva. As linhas indicam
o nimero de vezes que os
coeficientes e as constantes
foram modificados.

fan1 a2 a3 b1
az1 Qg2 Q23 by
la31 a3 a3z bs ] o
Eliminacdo
U | progressiva
[a11 a2 a3 b
apy  db3 b’
| a3 bs
X3 = b§/0§3 o~
b bl Substituicdo
xo = (b5 — absxs)/a - ;
2 2 23X3]/a22 regressiva
X] = (b} — Qipxp — OW3X3_)_/__C_7_1_]_7
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asy asi as)
anxy + —apxy + -+ —apux, = —b; 9.13)
ap ap ai

Agora, essa equagdo pode ser subtraida da Equagdo (9.120) para se obter

az; as asi
<022 - —a12>x2 +- 4 (a2n — ——ai, |x, =by — —b;
ai ay ap

ou
Xy 4 -+ ay, X, = b
dxX2 AopXn = by

onde as linhas indicam que o elemento foi modificado de seu valor original.

O processo € repetido para as equagdes seguintes. Por exemplo, a Equacdo (9.12a)
pode ser multiplicada por a3, /a; e o resultado, subtraido da terceira equag@o. Repetindo
o procedimento para as equagdes restantes, obtém-se o seguinte sistema modificado:

anxy +apxy +apx; 4+ -+ apx, = b (9.14a)
Ay Xy + Ay3x3 + -+ + ah,x, = b (9.14b)
/ / ! /
a3Xo +ayx3 + - -+ as,x, = by (9.14¢)
)Xo + apxs + -+ ay,x, = b, (9.144d)

Para os passos precedentes, a Equacdo (9.12a) é chamada de equagdo pivo e aj; é
chamado de coeficiente ou elemento pivd. Observe que o processo de multiplicar a
primeira linha por ay/a;; € equivalente a dividi-la por a;; e multiplica-la por ay;. As
vezes, essa operacdo de divisdo é chamada de normaliza¢do. Fazemos essa distingdo
porque um elemento pivd nulo pode interferir na normalizagdo, ja que provoca uma di-
visdo por zero. Voltaremos a esse assunto importante depois de completar a descricdo da
eliminacdo de Gauss ingénua.

Agora, repita o que foi feito para eliminar a segunda varidvel das Equacdes (9.14c)
até (9.14d). Para fazer isso, multiplique a Equacdo (9.14b) por a},/a}, e subtraia o
resultado da Equacdo (9.14¢). Faca uma eliminagdo semelhante nas equagdes restantes
para obter

anxy +apxs +apx; + -+ apx, = by
/ / / /
a22X2 + a23x3 + e + aznxn = b2

" " 1
azXs + - az, X = by

" " 1"
A3X3 + -0+ Ay Xy = bn

onde as linhas duplas indicam que os elementos foram modificados duas vezes.

O processo pode continuar usando as equagdes pivo remanescentes. A dltima coisa a
fazer € usar a (n — 1)-ésima equagdo para eliminar o termo x,_; da n-ésima equacgdo.
Nesse ponto, o sistema terd sido transformado em um sistema triangular superior (lembre-se
do Quadro PT3.1):
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anxi +apxy +ai3x; + -+ apx, = by (9.15a)
AhyXy + Ay3x3 + -+ + ab,x, = bl (9.15b)

ayxs + - - +ay,x, = b} (9.15¢)

al"x, =pi" (9.15d)

Um pseudocddigo para implementar a eliminacdo progressiva é apresentado na
Figura 9.4a. Observe que trés lagos encaixados fornecem uma representacao concisa do
processo. O lago exterior move-se para baixo na matriz de uma linha pivd para a préxima.
O laco do meio move-se para baixo da linha pivd, para cada uma das linhas subseqiientes
onde a eliminacdo ¢ efetuada. Finalmente, o laco interior progride ao longo das colunas
para eliminar ou modificar os elementos de uma linha particular.

Substituicdo Regressiva. A Equagdo (9.15d) pode agora ser resolvida para de-
terminar x,,:
b,(ln—l)

ag ™

Xn (9.16)
Esse resultado pode ser substituido de volta na (n — 1)-ésima equacdo para determinar
X—1. O processo, que € repetido para determinar os x’s remanescentes, pode ser represen-
tado pela seguinte férmula:

n
@i=1) @i=1)
b, - Zaij Xj
j=i+l

@i—1)
a;

X, = parai=n—1,n—-2,...,1 (9.17)

Um pseudocédigo para implementar as Equagdes (9.16) e (9.17) € apresentado na
Figura 9.4b. Observe a semelhanga entre esse pseudocddigo e aquele na Figura PT3.4
para a multiplicagdo de matrizes. Como na Figura PT3.4, uma varidvel tempordria, soma,
¢ usada para acumular as somas da Equacdo (9.17). Isso resulta em uma execu¢do um
pouco mais rapida do que se as somas fossem acumuladas em b;. Mais importante, per-
mite um aperfeicoamento eficiente se a varidvel, soma, for declarada em dupla precisao.

FIGURA 9.4

Pseudocodigo para efetuar

(a) eliminag&o progressiva e (b)
substituicao regressiva.

(a) DOFOR k = 1, n—1
DOFOR i = k+ 1, n
fator = aix / akk
DOFOR j = k+1ton
di,j = di,j — fator - ak,j
END DO
bj = bj — fator - bk
END DO
END DO
(b) Xp = by / an,n
DOFOR i =n—1,1, -1
soma = b;
DOFOR j =1+1,n
soma = soma — aj,j - Xj
END DO
Xi = bj / dij,i
END DO
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EXEMPLO 9.5

Eliminac@o de Gauss Ingénua

Enunciado do Problema. Use eliminacdo de Gauss para resolver

3x; — 0,1x, — 0,2x3 = 7,85 (E9.5.1)
0,1x1 + 7x, — 0,3x3 = —19,3 (E9.5.2)
0,3x; — 0,2x, + 10x3 = 71,4 (E9.5.3)

Use seis algarismos significativos durante os calculos.

Solucdo. A primeira parte do processo é a eliminacdo progressiva. Multiplique a
Equacdo (E9.5.1) por (0,1)/3 e subtraia o resultado da Equacdo (E9.5.2) para obter

7,00333x, — 0,293333x3 = —19,5617

Entdo, multiplique a Equacdo (E9.5.1) por (0,3)/3 e subtraia da Equacdo (E9.5.3) para
eliminar x;. Depois dessas operagdes, o conjunto de equagdes é

3x; —0,1x, —0,2x3 =17,85 (E9.5.4)
7,00333x, — 0,293333x3 = —19,5617 (E9.5.5)
—0,190000x; + 10,0200x3 = 70,6150 (E9.5.6)

Para completar a eliminag@o progressiva, x, deve ser removida da Equagao (E9.5.6). Para
fazer isso, multiplique a Equacdo (E9.5.5) por —0,190000/7,00333 e subtraia o resultado
da Equacdo (E9.5.6). Isso elimina x; da terceira equagdo e reduz o sistema a um sistema
triangular superior, como em

3x; —0,1x; —0,2x3 =17,85 (E9.5.7)
7,00333x, — 0,293333x3 = —19,5617 (E9.5.8)
10,0120x5 = 70,0843 (E9.5.9)

Agora, € possivel resolver essas equacdes por substituicdo regressiva. Primeiro, a
Equacao (E9.5.9) pode ser resolvida para determinar

70,0843
~ 10,0120

X3 = 17,0000 (E9.5.10)

Esse resultado pode ser substituido na Equagdo (E9.5.8):
7,00333x, — 0,293333(7,0000) = —19,5617
que pode ser resolvida por

—19,5617 + 0,293333(7,0000
: 02933337, ):—2,50000 (E9.5.11)
7,00333

Xy =
Finalmente, as Equagdes (E9.5.10) e (E9.5.11) podem ser substituidas na Equagdo
(E9.5.4):

3x; —0,1(—2,50000) — 0,2(7,0000) = 7,85
a qual pode ser resolvida por

71,85+ 0,1(—-2,50000) + 0,2(7,0000)

= 3,00000
3

X1

Tais resultados sdo idénticos a solucdo exata x; = 3, x, = —2,5 e x3 = 7. Isso pode ser
verificado substituindo-se os resultados no conjunto original de equagdes

3(3) — 0,1(—2,5) — 0,2(7) = 17,85

0,13) +7(-2,5) — 0,3(7) = —19,3

0,33) — 0,2(=2,5) + 10(7) = 71,4
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9.2.1 Contando Operacoes

O tempo de execugdo da eliminacdo de Gauss depende da quantidade de operagoes com
ponto flutuante (ou flops) envolvidas no algoritmo. Em computadores modernos usando
co-processadores matematicos, o tempo consumido para efetuar uma adig¢ao/subtracio ou
uma multiplicacdo/divisdo é mais ou menos o mesmo. Portanto, a contagem dessas ope-
racdes fornece informagao sobre quais partes do algoritmo consomem mais tempo e sobre
como o tempo de computagdo cresce a medida que o sistema fica maior.

Antes de analisar a eliminag¢do de Gauss ingénua, primeiro é preciso definir algumas
quantidades que facilitam a contagem de operagdes:

NgE

cfiy=c) [ Y fO+giy=Y fO+Y gi)  O18ab)
i=1 i=1 i=1 i=1

Zl=1+1+1+~--+l=m Zl:m—k+1 9.18¢,d)
i=1 =k

m 1 2
Zi:l+2+3+~-+m=%=%+0(m) 9.18¢)
i=1

m H2m + 1 3
Zi2=12+22+32+~-.+m2=m(mJr )6(m+ )=m?+0(m2) (9.18f)

i=1

onde O(m") significa “termos de ordem m" e menores”.

Em seguida, o algoritmo de eliminag@o de Gauss ingénua (Figura 9.4a) é exami-
nado em detalhes. Primeiro, contam-se os flops no estdgio de eliminac¢do. Na primeira
passagem pelo laco exterior, k = 1. Entdo, os limites no lago do meio sdo de i = 2 até n.
De acordo com a Equagdo (9.184d), isso significa que o nimero de iteragdes do lago do
meio serd

n
dl=n-2+1=n—1 (9.19)
i=2
Para cada uma dessas iteracdes hd uma divis@o para definir o fator. Entdo, o laco interior
executa uma Unica multiplicacdo e subtragdo para cada iteracdo de j = 2 até n. Final-
mente, hd uma multiplicacdo e uma subtra¢do adicionais para determinar o valor do lado
direito. Assim, para cada iteracao do laco do meio, o nimero de multiplicagdes é

Il+n—-2+114+1=1+4n (9.20)

O total de multiplicagdes para a primeira passagem pelo laco exterior €, portanto, obtida
pela multiplicagdao da Equacdo (9.19) pela Equacdo (9.20), o que d4 [n — 1](1 + n). De
modo semelhante, o nimero de subtragdes € calculado como [n — 1](n).

Raciocinios semelhantes podem ser usados para estimar os flops para as iteragdes
subseqiientes do lago exterior. Isso pode ser resumido por

Laco Exterior Laco do Meio Flops Flops
k i Adicao/Subtracéo Multiplicacéo/Diviséo
1 2.0 (n=1)in) n=1n+1)
2 3,n (n—=2)n-1) (n—2)(n)
k k+1,n (n—Kln+1 -k (n—Kln+2 -k

o - 12 (1113
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Entdo, o total de flops de adi¢do/subtragc@o para a eliminacao pode ser calculado por
n—1 n—1
Z m—kn+1—k = Z[n(n+ 1) —kQn+ 1)+ k%]
k=1 k=1
ou

n—1 n—1 n—1
nn+ DY 1—=Qn+ 1Y k+Y K
k=1 k=1 k=1

Aplicar algumas das relagdes da Equacdo (9.18) resulta em

1 7 3
(7' + O] = [ + 0] + 307 + 0(?) | = % +0om) ©.21)

Uma andlise parecida para os flops de multiplicacdo/divisdo resulta em

7 3
(n®+ 0m®)] —[n*+ 0] + %n3 +0m>| = % +0n? (9.22)

Somando os resultados, tem-se

2n? 2

— +0m")

3

Assim, o nimero total de flops € igual a 21° /3 mais uma componente adicional pro-
porcional a termos de ordem n? e menores. O resultado é escrito dessa forma porque, a
medida que n fica maior, 0 O(n”) e termos menores ficam despreziveis. Pode-se entio
concluir, justificadamente, que para n grande, o esforco envolvido na eliminagdo pro-
gressiva converge para 2n°/3.

Como apenas um unico laco foi utilizado, a substituicio regressiva ¢ muito mais sim-
ples de ser avaliada. O nimero de flops de adicao/subtracdo ¢ igual a n(n — 1)/2. Por
causa da divisdo extra anterior ao laco, o nimero de flops de multiplicagdo/divisao é
n(n + 1)/2. Isso pode ser somado para se obter um total de

n> 4+ 0(n)
Assim, o esforgo total na eliminacio de Gauss ingénua pode ser representado por

2n3 2n3

T 4 0(n2) 4 }’l2 4 O(I’l) quando n cresce T 4 O(nz) 9.23)
Eliminacdo Substitui¢do
progressiva regressiva

Duas conclusdes gerais tteis podem ser tiradas dessa andlise:

1. A medida que o sistema fica maior, o tempo de computagdo cresce bastante. Como
na Tabela 9.1, a quantidade de flops cresce quase trés ordens de grandeza para cada
aumento na ordem de grandeza da dimensao.

2. A maior parte do esforco vem do passo de eliminacio. Assim, os esfor¢os para tornar
o algoritmo mais eficiente devem provavelmente concentrar-se nesse passo.

TABELA 9.1 Nomero de flops para a eliminacdo de Gauss.

Substituicao Total Percentagem
n Eliminacéo Regressiva de Flops 2n%/3 Devida
a Eliminacéo

10 705 100 805 667 87,58%
100 671550 10000 681550 666667 98,53%
1000 6,67 x 108 1 x 10° 6,68 x 108 6,67 x 108 99,85%
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9.3

ARMADILHAS DOS METODOS DE ELIMINACAO

Embora existam muitos sistemas de equagdes que podem ser resolvidas pela eliminagdo
de Gauss ingénua, ha algumas armadilhas que precisam ser exploradas antes de escrever
um programa de computador geral para implementar o método. Apesar de o material a
seguir se relacionar diretamente ao método de eliminagdo de Gauss ingénua, a infor-
magcao € relevante também para outras técnicas de eliminacio.

9.3.1 Divisdo por Zero

A principal razdo para que a técnica anterior seja chamada de “ingénua” é que tanto du-
rante a fase de eliminag@o quanto durante a de substituicdo é possivel ocorrer uma divisdo
por zero. Por exemplo, se for usada a eliminacdo de Gauss ingénua para resolver

2x, +3x3 =8
dx) + 6x7 + Tx3 = =3
2x1 + x4+ 6x3 =5

a normalizacdo da primeira linha iria envolver a divisdo por a;; = 0. Também podem sur-
gir problemas quando um coeficiente estd muito préximo de zero. A técnica de pivota-
mento foi desenvolvida para evitar parcialmente esses problemas. Ela serd descrita
na Se¢do 9.4.2.

9.3.2 Erros de Arredondamento

Embora a solu¢do no Exemplo 9.5 estivesse proxima da resposta verdadeira, havia uma
pequena discrepancia no resultado de x3 [Equacdo (E9.5.10)]. Essa discrepancia, que cor-
responde a um erro relativo de —0,00043%, decorreu do uso de seis algarismos signi-
ficativos durante os cdlculos. Se tivessem sido usados mais algarismos significativos, o
erro no resultado seria ainda mais reduzido. Se tivessem sido usadas fracdes em vez de
decimais (e, conseqiientemente, fossem evitados erros de arredondamento), as respostas
seriam exatas. De qualquer forma, como os computadores usam apenas um nimero limi-
tado de algarismos significativos (lembre-se da Se¢do 3.4.1), os erros de arredondamento
podem ocorrer e devem ser considerados quando se avaliam os resultados.

O problema de erros de arredondamento pode tornar-se particularmente importante
quando se resolve um nimero grande de equagdes, por causa do fato de que cada resul-
tado depende dos resultados anteriores. Conseqiientemente, um erro nas etapas iniciais
tende a se propagar — isto &, ird causar erros nas etapas subseqiientes.

Especificar o tamanho do sistema no qual os erros de arredondamento se tornam sig-
nificativos é complicado pelo fato de que o tipo do computador e as propriedades das
equacgdes sdo fatores determinantes. Uma regra empirica é que os erros de arredonda-
mento podem ser importantes quando se lida com 100 ou mais equagdes. De qualquer
modo, vocé deve sempre substituir suas respostas no sistema original para verificar se
erros substanciais ocorreram. Entretanto, como serd discutido a seguir, as ordens de
grandezas dos proprios coeficientes podem influenciar no fato de tal verificacio de erros
garantir ou nao um resultado confiavel.

9.3.3 Sistemas Mal Condicionados

A adequacdo da solucao depende do condicionamento do sistema. Na Secdo 9.1.1, foi de-
senvolvida uma descricao grafica do condicionamento do sistema. Como discutido na
Secdo 4.2.3, sistemas bem condicionados sao aqueles em que uma pequena mudanga em
um ou mais coeficientes resulta em uma pequena mudanca similar nas solugdes. Sistemas
mal condicionados sao aqueles para os quais pequenas mudancgas nos coeficientes resul-
tam em grandes mudancas nas solu¢des. Uma interpretacdo alternativa do mal condi-
cionamento é que uma gama ampla de respostas pode satisfazer aproximadamente as
equacgdes. Como os erros de arredondamento podem induzir pequenas mudancas nos
coeficientes, essas mudancas artificiais s@o capazes de conduzir a erros grandes nas
solucdes nos sistemas mal condicionados, como ilustrado no seguinte exemplo.
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EXEMPLO 9.6

Sistemas Mal Condicionados

Enunciado do Problema. Resolva o seguinte sistema:
X1+ 2x, =10 (E9.6.1)
1,1x) 4+ 2x, = 10,4 (E9.6.2)

A seguir, resolva novamente com o coeficiente de x| na segunda equacdo levemente mo-
dificado para 1,05.

Solucdo. Usando as Equagdes (9.10) e (9.11), a solugio é
~2(10) —2(10,4) 4

T o) 2200
1(10,4) — 1,1(10)
Xy = =3
12) —2(1,1)

Entretanto, com a pequena variacio do coeficiente ay; de 1,1 para 1,05, o resultado muda
de forma dramatica para

| 2(10) - 2(10,4)
T ) 220,05

_ 1104~ 1130)
T2 —20.05

Observe que a razado principal para as discrepancias entre os dois resultados é que o
denominador representa a diferenga de dois nimeros quase iguais. Como ilustrado pre-
viamente na Se¢do 3.4.2, tais diferencas sdo altamente sensiveis a pequenas variagdes nos
nimeros manipulados.

Nesse ponto, vocé poderia sugerir que a substituicdo dos resultados nas equagdes
originais deveria alerta-lo para o problema. Infelizmente, em geral esse ndo é o caso para
sistemas mal condicionados. A substituicdo dos valores errados x; =8 e x, =1 nas
Equagdes (E9.6.1) e (E9.6.2) leva a

8+2(1)=10=10
1,18) +2(1) =10,8 = 10,4

Assim, embora x; = 8 e x, = | ndo sejam a solugdo verdadeira, a verificacio de erro é su-
ficientemente préxima para possivelmente levd-lo a concluir, de maneira erronea, que
essa solucgdo ¢ adequada.

Como foi feito anteriormente na se¢do sobre métodos graficos, uma representagdo vi-
sual do mal condicionamento pode ser desenvolvida tracando-se as Equacgdes (E9.6.1) e
(E9.6.2) (lembre-se da Figura 9.2). Como as inclina¢des das retas sdo quase iguais, € difi-
cil determinar visualmente o ponto exato onde elas se interceptam. Essa dificuldade
visual € refletida quantitativamente nos resultados nebulosos do Exemplo 9.6. Pode-se
caracterizar matematicamente a situagcdo escrevendo as duas equacgdes na forma geral:

ayx) +apxy = by (9.24)
an Xy + axnxy = by (9.25)

Dividindo a Equacgao (9.24) por aj, e a Equagdo (9.25) por ay; e reorganizando, teremos
versdes alternativas que estdo no formato de retas [x, = (inclina¢do) x| + interseccdo
com o €eixo]:

an b
X2 = ——X] -
ap ap
asi by
Xy = ——x; + —
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Conseqiientemente, se as inclina¢des forem quase iguais,
a . a
ap  axn
ou, multiplicando em cruz,
anaxp = apay
0 que pode ser expresso por
apaxy — apay =0 (9.26)

Agora, lembrando que ajja; — ajpan € o determinante do sistema de duas equa-
¢coes [Equagdo (9.3)], chega-se a conclusdo geral de que um sistema mal condicionado
¢ aquele com determinante proximo de zero. De fato, se o determinante for exatamente
zero, as duas inclinacdes serdo idénticas, o que implica que o sistema ndo tem solucdo
ou que tem infinitas solugdes, como no caso dos sistemas singulares esbocados nas Fi-
guras 9.2a e 9.2b.

E dificil especificar quio perto de zero o determinante deve estar para indicar mal
condicionamento. Isso é complicado pelo fato de que o determinante pode ser alterado
pela multiplicacdo de uma ou mais das equacdes por um fator escalar, sem mudar a
solucdo. Conseqiientemente, o determinante € um valor relativo que € influenciado pela
ordem de grandeza dos coeficientes.

Efeito da Escala no Determinante

Enunciado do Problema. Calcule o determinante dos seguintes sistemas:

(a) Do Exemplo 9.1:

3x1 4 2x, = 18 (E9.7.1)
—x; 4 2x, =2 (E9.7.2)
(b) Do Exemplo 9.6:
X1 +2x, =10 (E9.7.3)
1,1x; +2x, = 10,4 (E9.7.4)

(¢) Repita (b), com as equagdes multiplicadas por 10.

Solucdo.

(a) O determinante das Equacdes (E9.7.1) e (E9.7.2), que sdo bem condicionadas, é
D=312)—-2(-1)=38

(b) O determinante das Equagdes (E9.7.3) e (E9.7.4), que sdo mal condicionadas, é
D=12)-2(1,1)=-0,2

(c) Os resultados de (a) e (b) parecem levar a conclusio de que sistemas mal condicio-
nados tém determinantes proximos de zero. Porém, suponha que o sistema mal
condicionado em () seja multiplicado por 10 dando

10x; + 20x; = 100
11x; + 20x, = 104
A multiplicacdo de uma equacdo por uma constante ndo tem efeito na sua solucao.
Além disso, ele € ainda mal condicionado. Isso pode ser verificado pelo fato de que a

multiplicagdo por uma constante nao tem efeito na solugdo grafica. Porém, o deter-
minante é afetado de maneira dramadtica:

D =10(20) —20(11) = =20

Nao apenas aumentou duas ordens de grandeza, como € agora mais que o dobro do
determinante do sistema bem condicionado em (a).
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Como ilustrado pelo exemplo anterior, o valor dos coeficientes introduz um efeito de
escala que complica a relacdo entre condicionamento do sistema e o tamanho do determi-
nante. Uma forma de evitar parcialmente essa dificuldade ¢ mudar a escala das equagdes
de modo que o elemento maximo em qualquer linha seja igual a 1.

EXEMPLO 9.8 Mudando a Escala
Enunciado do Problema. Faca uma mudanca de escala nos sistemas de equacdes do
Exemplo 9.7 para um valor mdximo 1 e calcule novamente seus determinantes.
Solucdo.
(a) Para o sistema bem condicionado, a mudanca de escala resulta em
x1 +0,667x, =6
—0,5x; + xy =1
e o determinante é
D =1(1) — 0,667(—0,5) = 1,333
(b) Para o sistema mal condicionado, mudando a escala tem-se
0,5x; +x, =35
0,55x1 +x,=5,2
e o determinante é
D =0,5(1) — 1(0,55) = —0,05
(¢) No ultimo caso, mudar a escala muda o sistema para a mesma forma obtida em (b) e
o determinante é novamente —0,05. Assim, o efeito da escala foi removido.
Quadro 9.1 Calculo de Determinantes Usando Eliminacdo de Gauss

Na Sec@o 9.1.2, afirmamos que o cdlculo de determinantes por ex-
pansdo em menores era pouco pratico para conjuntos grandes de
equagdes. Assim, concluimos que a regra de Cramer seria aplicdvel
apenas para sistemas pequenos. No entanto, como foi mencionado
na Secdo 9.3.3, o determinante tem utilidade na avaliagdo do condi-
cionamento do sistema. Seria, portanto, util ter um método pratico
para calcula-lo.

Felizmente, a eliminacdo de Gauss fornece uma forma simples
de fazer isso. O método se baseia no fato de que o determinante de
uma matriz triangular pode ser calculado simplesmente como o
produto dos elementos da diagonal:

D =ajanasz -+ ay, (Q9.1.1)

A validade dessa afirmacdo pode ser ilustrada para um sistema
3 por 3:

ayp dpip dis
D= 0 an ans
0 0 ass

onde o determinante pode ser calculado por [lembre-se da Equacdo 9.4]

0 axn
0 0

0 an
0

az Ay

D =ay
0 ass

—an + a3

ou, calculando os menores (isto €, os determinantes 2 por 2),

D = ajapaz; —a;p(0) +a3(0) = aanas;

Lembre-se de que o passo de eliminagdo progressiva na elimi-
na¢do de Gauss resulta em um sistema triangular superior. Como o
valor do determinante nio muda no processo de eliminag@o pro-
gressiva, o determinante pode ser calculado simplesmente no fim
desse processo por
(n—1)

— ’ " .
D =anayaz Ay

(Q9.12)

onde os subscritos significam o nimero de vezes que os elementos
foram modificados pelo processo de eliminacio. Assim, podemos
aproveitar o esforco que ja foi despendido para reduzir o sistema a
uma forma triangular e, de brinde, obter uma estimativa simples do
determinante.

H4 uma pequena modificag¢@o nessa abordagem quando o pro-
grama utiliza pivotamento parcial (Se¢@o 9.4.2). Nesse caso, o de-
terminante troca de sinal toda vez que uma linha é pivotada. Uma
forma de representar isso é modificar a Equacdo (Q9.1.2):

al = (=1r (Q9.1.3)

/ "
D =ayayay -

onde p indica o nimero de vezes que as linhas foram pivotadas.
Essa modificacdo pode ser incorporada de modo simples em um
programa; meramente mantenha controle do nimero de pivotamen-
tos que ocorreram durante os cdlculos e entdo use a Equacdo
(Q9.1.3) para calcular o determinante.
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9.4

Em uma secdo anterior (Secdo 9.1.2), foi sugerido que o determinante € dificil de cal-
cular para mais do que trés equagdes simultaneas. Assim sendo, pode parecer que nao
fornece um meio pratico de avaliar o condicionamento do sistema. Porém, como se verd
no Quadro 9.1, existe um algoritmo simples que vem da elimina¢do de Gauss que pode
ser usado para calcular os determinantes.

Além da abordagem usada no exemplo anterior, hd uma variedade de outras for-
mas de avaliar o condicionamento do sistema. Por exemplo, existem métodos alterna-
tivos para normalizar os elementos (ver Stark, 1970). Além disso, como descrito no
préximo capitulo (Secdo 10.3), a inversa e as normas da matriz podem ser usadas para
avaliar o condicionamento do sistema. Finalmente, um teste simples (mas que gasta
muito tempo) é modificar levemente os coeficientes e repetir a solugdo. Se tais modi-
ficagdes levarem a resultados drasticamente diferentes, o sistema provavelmente é mal
condicionado.

Como se pode ver da discussdao precedente, sistemas mal condicionados sdo pro-
blematicos. Felizmente, em sua maior parte as equacgdes algébricas lineares origindrias de
problemas de engenharia sdo naturalmente bem condicionadas. Além disso, algumas téc-
nicas esbogadas na Secao 9.4 ajudam a amenizar o problema.

9.3.4 Sistemas Singulares

Na secdo anterior, aprendemos que uma forma pela qual um sistema de equacdes pode ser
mal condicionado é quando duas ou mais equacdes sdo quase iguais. Obviamente, é ainda
pior quando duas equagdes sdo idénticas. Em tais casos, perderiamos um grau de liber-
dade, e estarfamos tratando do caso impossivel de n — 1 equagdes com n incdgnitas. Tais
casos podem ndo ser 6bvios para voce, particularmente ao lidar com um conjunto grande
de equagdes. Conseqiientemente, seria 6timo ter alguma forma de detectar a singulari-
dade automaticamente.

A resposta para esse problema € oferecida naturalmente pelo fato de o determinante
de um sistema singular ser zero. Essa idéia pode, por sua vez, ser relacionada a elimi-
na¢do de Gauss, reconhecendo-se que, apds a etapa de eliminacio, o determinante pode
ser calculado como o produto dos elementos da diagonal (ver Quadro 9.1). Assim, um al-
goritmo computacional pode testar para detectar se foi criado um elemento nulo na dia-
gonal durante o processo de eliminagdo. Se algum for descoberto, os cdlculos podem ser
interrompidos imediatamente e uma mensagem é mostrada para alertar o usudrio. Serdo
mostrados detalhes de como isso € feito na apresentacdo de um algoritmo completo para
a eliminagdo de Gauss mais adiante neste capitulo.

TECNICAS PARA MELHORAR SOLUCOES

As seguintes técnicas podem ser incorporadas ao algoritmo da eliminacdo de Gauss in-
génua para evitar algumas das armadilhas discutidas na se¢do anterior.

9.4.1 Uso de Mais Algarismos Significativos

O remédio mais simples para o mal condicionamento € usar mais algarismos significa-
tivos nos cdlculos. Se sua aplicacdo puder ser estendida para manipular palavras de
tamanho maior, tal recurso vai reduzir bastante o problema. Entretanto, deve-se pagar um
preco na forma de uso elevado de memdria e recursos computacionais associado ao uso
de precisdo estendida (Ilembre-se da Se¢do 3.4.1).

9.4.2 Pivotamento

Como mencionado no comeco da Secdo 9.3, problemas ébvios ocorrem quando um
elemento pivo € zero, pois o passo de normalizacdo leva a uma divisdo por zero. Pro-
blemas também podem surgir quando o elemento pivo é muito préximo de zero, em
vez de exatamente igual a zero, porque, se a ordem de grandeza do elemento pivd é
pequena comparada com a dos outros elementos, entdo podem ocorrer erros de
arredondamento.
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Assim, antes que cada linha seja normalizada, é vantajoso determinar o maior coefi-
ciente disponivel na coluna abaixo do elemento pivd. As linhas podem ser trocadas de
modo que o maior coeficiente seja o elemento pivo. Isso é chamado de pivotamento par-
cial. Se procurarmos o maior elemento também nas colunas, além de nas linhas, e entdo
trocarmos, o processo é chamado de pivotamento completo. O pivotamento completo é
usado raramente, pois trocar colunas muda a ordem dos x’s e, conseqiientemente, acres-
centa uma complexidade significativa e normalmente injustificada ao programa de com-
putador. O proximo exemplo ilustra as vantagens do pivotamento parcial. Além de evitar
a divisao por zero, o pivotamento também minimiza os erros de arredondamento. Assim,
serve como um remédio parcial para o mal condicionamento.

Pivotamento Parcial

Enunciado do Problema.  Use eliminacdo de Gauss para resolver

0,0003x; 4 3,0000x, = 2,0001
1,0000x; 4 1,0000x, = 1,0000

Observe que dessa forma o primeiro elemento pivo, a;; = 0,0003, é muito préximo de
zero. Entdo, repita os cdlculos, mas use pivotamento parcial, trocando a ordem das
equacdes. As solucdes exatas sdo x; = 1/3 exp = 2/3.

Solucdo. Multiplicando a primeira equagdo por 1/(0,0003), obtém-se
x1 + 10,000x, = 6667

o que pode ser usado para eliminar x; da segunda equag@o:
—9999x, = —6666

a qual pode ser resolvida por

Xzzg

Esse resultado pode ser substituido na primeira equagao para calcular xi:
2,0001 — 3(2/3)
XN =
: 0,0003

Entretanto, por causa do cancelamento na subtrac@o, o resultado é muito sensivel ao
nimero de algarismos significativos nos cdlculos:

(E9.9.1)

Valor Absoluto
do Erro Relativo

Algarismos Percentual
Significativos Xa x) para x;
3 0,667 -3,33 1099
4 0,6667 0,0000 100
5 0,66667 0,30000 10
6 0,666667 0,330000 1
7 0,6666667 0,3330000 0,1

Observe como a solucdo para x| € altamente dependente do niimero de algarismos signi-
ficativos. Isso ocorre porque, na Equagdo (E9.9.1), estamos subtraindo dois nimeros
quase iguais. Por outro lado, se as equagdes forem resolvidas na ordem inversa, a linha
com elemento pivo maior é normalizada. As equacdes sdo

1,0000x; + 1,0000x, = 1,0000
0,0003x; 4 3,0000x, = 2,0001
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p =Kk

maior = |ax|

DOFOR i1 = k+1, n
dummy = |ay; «|

IF (dummy > big)
maior = dummy
p=1i

END IF

END DO
IF (p # k)

DOFOR jj = k, n
dummy = ap,;j;
dp,jj = Ak.jj
ax,jj = dummy

END DO

aummy = by

by = bk

by = dummy

END IF

FIGURA 9.5
Pseudocédigo para implementar
o pivofamento parcial.

A eliminacdo e a substitui¢@o resultam em x, = 2/3. Para nimeros diferentes de algaris-
mos significativos, x; pode ser calculado da primeira equagio, como em

1—(2/3)
=

Esse caso € muito menos sensivel ao nimero de algarismos significativos nos célculos:

(E9.9.2)

Valor Absoluto
do Erro Relativo

Algarismos Percentual
Significativos X2 xq para x;
3 0,667 0,333 0,1
4 0,6667 0,3333 0,01
5 0,66667 0,33333 0,001
6 0,666667 0,333333 0,0001
7 0,6666667 0,3333333 0,00001

Assim, a estratégia com pivotamento € muito mais satisfatdria.

Os programas de computador com propésitos gerais devem incluir uma estratégia de
pivotamento. A Figura 9.5 fornece um algoritmo simples para implementar tal estratégia.
Observe que o algoritmo consiste em dois lagos principais. Depois de armazenar o elemento
pivo atual e o niimero da linha nas varidveis, maior e p, o primeiro lago compara o elemen-
to pivd com os elementos abaixo dele para verificar se algum deles € maior que o elemento
pivd. Se isso ocorre, 0 novo maior elemento e sua linha sdo armazenados em maior e p.
Entdo o segundo laco troca a linha do pivd original com aquela com o maior elemento para
que essa Ultima se torne a nova linha pivo. Esse pseudocédigo pode ser integrado a um pro-
grama baseado nos outros elementos da eliminacio de Gauss esbocado na Figura 9.4. A
melhor forma de fazer isso € empregar uma abordagem modular e escrever a Figura 9.5
como uma sub-rotina (ou um procedimento) que serd chamado diretamente apds 0 comego
do primeiro lago na Figura 9.4a.

Observe que o segundo IF/THEN construido na Figura 9.5 troca fisicamente as linhas.
Para matrizes maiores, isso pode tornar-se bastante demorado. Conseqiientemente, a maio-
ria dos c6digos ndo troca de fato as linhas, mas mantém um controle das linhas pivo ar-
mazenando os indices apropriados em um vetor. Entdo, esse vetor fornece uma base para
especificar a ordenacdo de linhas apropriada durante a eliminac¢do progressiva e a substi-
tuicdo regressiva. Assim, dizemos que as operacdes sdo implementadas no lugar.

9.4.3 Mudando a Escala

Na Secao 9.3.3, foi proposto que a mudancga de escala € valiosa na padronizacdo do
tamanho do determinante. Além dessa aplicacdo, ela tem utilidade na minimizagdo de
erros de arredondamento para aqueles casos nos quais algumas equagdes do sistema tém
coeficientes muito maiores que as outras. Tais situacdes sdo encontradas freqiientemente
na prética da engenharia quando unidades muito diferentes sdo usadas na deducdo de
equacdes simultaneas. Por exemplo, em problemas de circuitos elétricos, as voltagens in-
determinadas podem ser expressas em unidades variando de microvolts até quilovolts.
Exemplos similares podem surgir em todos os campos da engenharia. Desde que cada
equacdo seja consistente, o sistema serd tecnicamente correto e soldvel. No entanto, o uso
de unidades que difiram muito pode levar a coeficientes de ordens de grandeza muito
diferentes. Isso, por sua vez, pode ter um impacto nos erros de arredondamento, ja que
afeta o pivotamento, como ilustrado no préximo exemplo.
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SUB Gauss (a, b, n, x, tol, er)

DIMENSION s(n)

SUB Pivot (a, b, s, n, k)
p =k

er =20 maior = ABS(ak i/ Sk)

DOFOR i =1, n DOFOR ii = k+ 1, n
Si = ABS(df,]) dummy = ABS(aﬁ‘k/Sﬁ)
DOFOR j = 2, n IF dummy > big THEN

IF ABS(aji,j)>s; THEN s; = ABS(a; ;) maior = dummy

END DO p=1i

END DO END IF

CALL Eliminate(a, s, n, b, tol, er) END DO

IF er # —1 THEN IF p # k THEN

CALL Substitute(a, n, b, x)

END IF
END Gauss

SUB Eliminate (a, s, n, b, tol, er)

DOFOR k = 1, n — 1

CALL Pivot (a, b, s, n, k)
IF ABS (ax.«/Sx) < tol THEN

er = —1
EXIT DO
END IF

DOFOR i =k + 1, n
fator = aj«/akk
DOFOR j = k+ 1, n

67‘,\]' = 67'“]' — fator*ak‘j

DOFOR jj = k, n
dummy = ap, j;
dp.jj = Akjj
ax,j; = dummy

END DO

dummy = by

by, = bk

by = dummy

dummy = Sp

Sp = Sk

Sx = dummy

END IF
END pivot

SUB Substitute (a, n, b, x)

END DO Xn = n/an‘n
bi = b; — fator * b DOFOR i =n— 1, 1, -1
END DO soma = 0
END DO DOFOR j = 1 + 1, n
IF ABS(ay./sx) < tol THEN er = —1 soma = soma + ai; * X;
END Eliminate END DO
Xi = (b; — soma) / ai,i
END DO

FIGURA 9.6

END Substitute

Pseudocddigo para implementacdo da eliminagdo de Gauss com pivotamento parcial.

EXEMPLO 9.10

Efeito da Mudanca de Escala no Pivotamento e nos Erros de Arredondamento

Enunciado do Problema.

(a) Resolva o seguinte conjunto de equagdes usando a eliminagdo de Gauss e a estratégia
de pivotamento:

2x1 + 100.000x, = 100.000
X1+ X =2

(b) Repita a solugdo depois de mudar a escala das equagdes de modo que o maior
coeficiente em cada linha seja 1.

(c) Finalmente, use os coeficientes normalizados para determinar se o pivotamento é
necessdrio. Entretanto, resolva de fato as equagdes com os valores originais dos
coeficientes. Em todos os casos, trabalhe apenas com trés algarismos significativos.
Observe que as respostas corretas sdo x; = 1,00002 e x, = 0,99998 com trés
algarismos significativos, x; = x, = 1,00.
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Solucdo.

(a) Sem mudar a escala, aplica-se a eliminag@o progressiva e obtém-se

2x1 + 100.000x, = 100.000
—50.000x, = —50.000

o que pode ser resolvido por substituicao regressiva, fornecendo
xp, = 1,00
x1 = 0,00

Apesar de x, estar correto, x; estd 100% errado, por causa dos erros de arredon-
damento.
(b) Mudando a escala das equagdes originais, obtém-se

0,00002x; +x, =1
X1 +x =2

Portanto, as linhas devem ser pivotadas para pdr o maior valor na diagonal.
X1 +x =2
0,00002x; +x, =1
A eliminacdo da
X1 +x=2
x, = 1,00
0 que pode ser resolvido por
X] = Xy = 1

Assim, a mudanga de escala conduziu a resposta correta.
(c) Os coeficientes depois da mudanga de escala indicam que o pivotamento €
necessario. Entdo, pivotamos, mas mantemos os coeficientes originais obtendo

X1+ Xy =2
2x1 + 100.000x, = 100.000

A eliminacao dd

X1 + X =2
100.000x, = 100.000

o que pode ser resolvido dando a resposta correta: x; = x, = 1. Assim, a mudanca de
escala foi util para determinar quando o pivotamento é necessdrio, mas nao foi
necessdria uma mudanga de escala nas proprias equacdes para se chegar a uma
resposta correta.

Como no exemplo anterior, a mudanga de escala tem utilidade na minimizag¢ao de
erros de arredondamento. No entanto, deve ser observado que a propria mudanga de es-
cala também leva a erros de arredondamento. Por exemplo, dada a equacao

2x1 + 300.000x, = 1
e usando trés algarismos significativos, a mudanca de escala leva a

0,00000667x; + x, = 0,00000333



220

ELIMINACAO DE GAUSS

EXEMPLO 9.11

Assim, a mudanca de escala introduz um erro de arredondamento no primeiro coeficiente
e na constante do lado direito. Por essa razdo, as vezes recomendamos que a mudanca de
escala seja utilizada apenas como na parte (¢) do exemplo anterior. Ou seja, € usada para
calcular os valores dos coeficientes na nova escala simplesmente como um critério para
pivotamento, mas os coeficientes originais sdo mantidos nos célculos da eliminacdo e
substitui¢do propriamente ditos. Isso envolve prés e contras se o determinante estiver
sendo calculado como parte do programa. Isto €, o determinante resultante no estard na
nova escala. Entretanto, como muitas aplicagdes da eliminagdo de Gauss nio exigem o
célculo do determinante, essa é a abordagem mais comum e serd usada no algoritmo da
préxima se¢ao.

9.4.4 Algoritmo Computacional para a Eliminacdao de Gauss

Os algoritmos das Figuras 9.4 ¢ 9.5 podem ser combinados agora em um algoritmo maior
para implementar o algoritmo completo de eliminacdo de Gauss. A Figura 9.6 mostra um
algoritmo para uma sub-rotina geral que implemente a eliminacdo de Gauss.

Observe que o programa inclui médulos para as trés operagdes principais do algo-
ritmo da elimina¢do de Gauss: eliminagdo progressiva, substitui¢do regressiva e pivota-
mento. Além disso, temos diversos aspectos do cédigo que diferem e sdo aperfeicoamen-
tos dos pseudocddigos das Figuras 9.4 € 9.5. Sdo eles:

* Nao sdo feitas mudangas de escala nas equacdes, mas os valores na nova escala dos
elementos sdo usados para determinar quando o pivotamento deve ser implementado.

* O termo na diagonal ¢ monitorado durante a fase de pivotamento para se detectar a
ocorréncia de valores préximos de zero e identificar sistemas singulares. Se o algoritmo
devolver um valor er = —1, uma matriz singular foi detectada e os cdlculos devem ser
interrompidos. Um valor pequeno para o parametro tol é escolhido pelo usudrio, para
detectar ocorréncias préximas de zero.

Solucdo de Equagdes Algébricas Lineares Usando o Computador

Enunciado do Problema. Um programa de computador para resolver equagdes al-
gébricas lineares, como o baseado na Figura 9.6, pode ser usado para resolver o problema
associado ao exemplo do pdra-quedista em queda livre discutido no Capitulo 1. Suponha
que um time de trés para-quedistas estd ligado por uma corda sem peso enquanto cai, em
queda livre, a uma velocidade de 5 m/s (Figura 9.7). Calcule a tensdo em cada se¢@o da
corda e a aceleracgdo do time, dado o seguinte:

Péaraquedista Massa, kg Coeficiente de
Arrasto, kg/s

1 70 10
2 60 14
3 40 17

Solu¢@o. Diagramas de corpo livre foram esbogados na Figura 9.8. Somando as forgas
na vertical e usando a segunda lei de Newton, tem-se um conjunto de trés equagdes li-
neares simultaneas:

mg—T —cv =mia

myg +T —cv— R =mpa

msg —c3v+ R =mja
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FIGURA 9.8

Diagramas de corpo livre para cada um dos trés para-quedistas em queda livre.

Essas equacdes possuem trés incognitas: a, 7 e R. Depois de substituir os valores co-
nhecidos, as equacdes podem ser expressas na forma matricial (g = 9,8 m/s),

70 1 07( a 636
60 —1 1 T ; =4 518
40 0 -1 R 307

Esse sistema pode ser resolvido usando seu proprio software. O resultado é a = 8,5941 m/s?;
T=1344118 Ne R = 36,7647 N.

SISTEMAS COMPLEXOS

FIGURA 9.7

Trés para-quedistas em queda
livre ligados por uma corda
sem peso.

Em alguns problemas, € possivel obter um sistema de equagdes complexas
[CHZ} = {W} ©.27)
onde

[C]=[A]l+i[B]
{Z} = {X} +i{Y}
(W} ={U}+i{V} (9.28)

onde i = /—1.

A forma mais direta de resolver tal sistema € usar um dos algoritmos descritos nesta
parte do livro, trocando as operacdes reais por operacdes complexas. E claro que isso s6 é
possivel para aquelas linguagens, tal como o Fortran, que permitem varidveis complexas.

Para linguagens que ndo permitem a declaracdo de varidveis complexas, € possivel
escrever um codigo para transformar operagdes reais em complexas. Contudo, essa ndo é
uma tarefa trivial. Uma alternativa € transformar o sistema complexo em outro equiva-
lente envolvendo apenas varidveis reais, o que pode ser feito substituindo-se a Equacdo
(9.28) na Equacdo (9.27) e igualando as partes reais e imagindrias da equacao resultante
para obter
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[Al{X} — [BI{Y} = {U} 9.29)
(&}
[BI{X} + [Al{Y} = {V} (9.30)

9.6

Assim, o sistema de n equagdes complexas se transforma em um conjunto de 2n
equagdes reais. Isso significa que o espaco de armazenamento e o tempo de execucao vao
crescer significativamente. Conseqiientemente, hd prés e contras relativos a essa opcao.
Se vocé calcula sistemas complexos raramente, é preferivel usar as Equacdes (9.29) e
(9.30) por causa de sua conveniéncia. Por outro lado, se vocé os usa muitas vezes e deseja
utilizar uma linguagem que nao permite dados do tipo complexo, entdo pode valer a pena
o esfor¢o de escrever um programa adaptado para resolver equacdes que transforme
operacdes reais em complexas.

SISTEMAS DE EQUACOES NAO-LINEARES

Lembre-se de que no final do Capitulo 6 foi apresentada uma abordagem para resolver
duas equacdes ndo-lineares com duas varidveis. Essa abordagem pode ser estendida ao
caso geral de resolver n equagdes ndo-lineares simultaneas.

Silxi, x2, ..., x,) =0

Srlxi,x2, ..., x,) =0

(9.31)

fn(xl, X2, ...,,Xn) = 0

A solug@o desse sistema consiste no conjunto dos valores de x para os quais todas as
equagdes sejam simultaneamente nulas.

Como descrito na Se¢do 6.5.2, uma abordagem para resolver tais sistemas se baseia
em uma versdo multidimensional do método de Newton-Raphson. Assim, € escrita uma
expansdo em série de Taylor para cada equacdo. Por exemplo, para a k-ésima equacio,

0fk.i 0fk.i 0fk.i
fritt = fri + Gripr —x1) == + (41 — X2,) = 4 -+ + (nip1 — X)) =
0xy dx7 axy,

(9.32)

onde o primeiro indice, k, representa a equagdo ou a variavel e o segundo indice denota se
o valor ou fungio em questdo € o valor atual (i) ou o valor seguinte (i + 1).

Equacdes da forma de (9.32) s@o escritas para cada uma das equagdes ndo-lineares
originais. Entdo, do mesmo modo como foi feito para deduzir a Equacdo (6.20) da
Equacdo (6.19), todos os termos f; ;11 sdo igualados a zero, como seria o caso na raiz,
e a Equacdo (9.32) pode ser escrita como

0fr.i 0fri 0fri
~fri + X1 fe + X2, L3 + - +xn,ii
0x1 0x7 ax,
0fk.i 0fk.i 0fr.i
=X it1—— tXi1—— + -t X i1 (9.33)
x| 0x7 0x,

Observe que as tnicas incognitas na Equacdo (9.33) sdo os termos x;+1 do lado direito
da equagdo. Todas as outras quantidades sdo localizadas no valor atual (i) e, portanto, sdo
conhecidas em qualquer iteracdo. Conseqiientemente, o conjunto de equagdes generica-
mente representado pela Equagdo (9.33) (isto é, com k=1, 2, ..., n) constitui um con-
junto de equagdes lineares simultineas, que pode ser resolvido pelos métodos tratados
nesta parte do livro.
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[an a2 a3 | b
a1 an a3 | b
laz1 az2 azz | b3 |
1o o b
o 1 0 by
0 0 1 b1
X _ b(q)
X _ bigl

x5 = bl

FIGURA 9.9

Descricdo gréfica do método
de Gaussjordan. Compare

com a Figura 9.3 para observar
as diferencas entre essa técnica
e a eliminacéo de Gauss. O
sobrescrito (n) significa que o
elemento do lado direito da
equacdo foi modificado n
vezes (para esse caso, n = 3).

9.7

A notag@o matricial pode ser usada para expressar a Equagao (9.33) de forma con-
cisa. As derivadas parciais podem ser expressas por

[ ofi afii o fu ]
0x1 0Xx> dax,
Of2i  8fai  0fai
dxy 0Xx7 dax,
z1=| . . . (9.34)
8fn,i 8ﬁ1,i 8fn,i
L dxy 0X) ax, ]

Os valores inicial e final se escrevem na forma de vetores

(X' = xi; x Xl

T
(Xir1}) = xniv1 X241 - Xnit1d

Finalmente, os valores da fun¢@o em i podem ser expressos por
FA" =i fi o fuil
Usando essas relagdes, a Equacdo (9.33) € escrita de forma concisa como
[Z){Xin1} = —{F} + [Z){ X} (9.35)

A Equag@o (9.35) pode ser resolvida usando-se uma técnica como a eliminagdo de Gauss.
Esse processo pode ser repetido iterativamente para se obter estimativas refinadas, de
forma parecida com o caso das duas equagdes tratado na Sec¢do 6.5.2.

Deve-se observar que ha dois grandes defeitos nessa abordagem anterior. Primeiro, a
Equagdo (9.34) €, em geral, inconveniente de ser calculada. Assim, varia¢cdes do método
de Newton-Raphson foram desenvolvidas para contornar esse problema. Como seria de
esperar, a maioria delas € baseada em aproximagdes por diferencas finitas das derivadas
parciais que compdem [Z].

O segundo defeito do método de Newton-Raphson para equacgdes multiplas € que, em
geral, sdo necessdrias estimativas excelentes para os valores iniciais para garantir a con-
vergéncia. Como esses valores sdo geralmente dificeis de obter, foram desenvolvidas ou-
tras abordagens alternativas que sdo mais lentas do que o método de Newton-Raphson,
mas que t€m um comportamento de convergéncia melhor. Uma abordagem comum ¢ re-
formular o sistema nio-linear como uma tnica fungéo

n
Fx) =" [fitr, 0, x)] (9.36)

i=1
onde fi(x, X2, . . ., x,) € 0 i-ésimo membro do sistema original da Equagao (9.31). Os va-
lores de x que minimizam essa fun¢do também representam a solucio do sistema nao-
linear. Como veremos no Capitulo 17, essa reformulag@o pertence a classe de problemas
chamada de regressdo ndo-linear. Assim, poderd ser tratada com vdrias técnicas de
otimizacdo como as que serdo descritas mais tarde neste texto (Parte Quatro e especifica-

mente Capitulo 14).

GAUSS-JORDAN

O método de Gauss-Jordan é uma variag@o da elimina¢do de Gauss. A maior diferenca é
que, quando uma varidvel € eliminada no método de Gauss-Jordan, ela é eliminada de
todas as outras equagdes, ndo so das posteriores. Além disso, todas as linhas sdo norma-
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lizadas pela divisdo pelo seu elemento pivo. Entdo, o passo de elimina¢do resulta na ma-
triz identidade e ndo em uma matriz triangular (Figura 9.9). Conseqiientemente, nio €
necessdrio usar a substituicdo regressiva para obter o resultado. O método é mais bem
ilustrado por um exemplo.

Método de Gauss-Jordan

Enunciado do Problema. Use a técnica de Gauss-Jordan para resolver o mesmo sis-
tema do Exemplo 9.5:

3)61 — 0,1)62 — 0,2)63 = 7,85
0,1x; 4+ 7x, — 0,3x3 = —19,3
0,3x1 —0,2x, + 10x3 = 71,4

Solucdo. Primeiro, expresse os coeficientes e as constantes do lado direito da equagio
como uma matriz aumentada:

3 —-0,1 —-0,2 7,85
0,1 7 =03 —19,3
03 —02 10 714

Entdo, normalize a primeira linha dividindo-a pelo elemento pivd, 3, para obter

[ 1 —0,0333333 —0,066667 2,61667
0,1 7 -0,3 —-19,3
| 0.3 -0,2 10 71,4

O termo x; pode ser eliminado da segunda linha subtraindo 0,1 vez a primeira linha da se-
gunda linha. De maneira semelhante, subtraindo 0,3 vez a primeira linha da terceira linha,
iremos eliminar o termo x; da terceira linha:

1 —0,0333333 —0,066667  2,61667
0  7,00333 —0,293333 —19,5617
L 0 —0,190000 10,0200 70,6150

Em seguida, normalizamos a segunda linha, dividindo-a por 7,00333:

1 —0,0333333 —0,066667 2,61667
0 1 —0,0418848 —2,79320
| 0 —0,190000 10,0200 70,6150

A redug@o do termo x, da primeira e da terceira linhas resulta em

(1 0 —0,0680629  2,52356]
0 1 —0,0418848 —2,79320
|0 0 10,01200 70,0843 |

A terceira linha € entdo normalizada dividindo-se por 10,0120:

1 0 —0,0680629  2,52356]
0 1 —0,0418848 —2,79320
(0 0 1 7,0000 |

Finalmente, o termo x3 pode ser reduzido da primeira e da segunda equacdes dando

[1 0 03,0000
0 1 0 —2,5000
[0 0 17,0000

Assim, como descrito na Figura 9.8, a matriz dos coeficientes foi transformada na matriz
identidade e a solucao € obtida no vetor do lado direito. Observe que ndo foi necessdria a
substitui¢do regressiva para se obter a solugdo.
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9.8

Todo o material deste capitulo relativo a armadilhas e aprimoramentos do método de
eliminacdo de Gauss também se aplica ao método de Gauss-Jordan. Por exemplo, uma es-
tratégia de pivotamento parecida pode ser usada para evitar a divis@o por zero e reduzir
erros de arredondamento.

Apesar de a técnica de Gauss-Jordan e a eliminac¢do de Gauss poderem parecer quase
idénticas, a primeira requer mais trabalho. Usando uma abordagem semelhante a da
Secdo 9.2.1, pode-se determinar que o nimero de flops de multiplicagdo/divisao envolvi-
dos no Gauss-Jordan ingénuo é

I’l3 n l’l3
? + n2 _ 5 quando n _cresce ? + 0(n2) (9.37)

Assim, o Gauss-Jordan envolve aproximadamente 50% mais operacdes do que a elimi-
nacdo de Gauss [compare com a Equacdo (9.23)]. Portanto, a eliminacdo de Gauss é o
método de eliminacdo simples preferido para se obter solucdes de equacdes algébricas
lineares. Entretanto, uma das razdes principais para introduzirmos o método de Gauss-Jor-
dan é que ele ainda € usado tanto em engenharia quanto em alguns algoritmos numéricos.

RESUMO

PROBLEMAS

Em resumo, devotamos a maior parte deste capitulo a eliminacdo de Gauss, o método
mais fundamental para resolver equacdes algébricas lineares simultaneas. Apesar de ser
uma das técnicas mais antigas desenvolvidas para esse propoésito, €, no entanto, um algo-
ritmo extremamente efetivo para se obter solugdes para muitos problemas da engenharia.
Além dessa utilidade prética, este capitulo também fornece um contexto para a discussao
de questdes gerais como arredondamento, mudanga de escala e condicionamento. Tam-
bém, foi apresentado brevemente algum material sobre o método de Gauss-Jordan, assim
como sobre sistemas complexos e ndo-lineares.

As respostas obtidas pela eliminacdo de Gauss podem ser verificadas por substitui¢ido
nas equagdes originais. Entretanto, isso nem sempre representa uma verificagao confidvel
para sistemas mal condicionados. Desse modo, deve ser calculada alguma medida do
condicionamento, tal como o determinante do sistema depois da mudanca de escala, se
houver suspeita de erros de arredondamento. Usar pivotamento parcial e mais algarismos
significativos nos cdlculos sao duas op¢des para diminuir os erros de arredondamento. No
préximo capitulo, retornaremos ao tépico de condicionamento do sistema quando discu-
tirmos a matriz inversa.

9.1

(a) Escreva o seguinte conjunto de equagdes na forma matricial: [E]=
50 = 5x3 + 2xo

10 —x; = x3

3x, + 8x1 =20

(b) Escreva a transposta da matriz dos coeficientes.
9.2 Diversas matrizes sdo definidas a seguir

(Al =

{c)

4 7
1 2
5 6
3
6
1

[B] =

[D]Z[

9
2

B -
S o wm
AN W oo

[F]:[3 1

173] [G]=1L17 6 4]

Responda as seguintes questdes em relacio a essas matrizes:
(a) Quais as dimensoes dessas matrizes?

4 3 7 (b) Identifique as matrizes quadrada, linha e coluna.
1 2 7 (¢) Qual o valor dos elementos: a2, b3, d3z, €22, f12, 127
20 4 (d) Efetue as seguintes operacdes:
(1) [E1+[B] (7) [B] x [A]
(@) [AT+[F] ®) [D]"
4 3 —6 (3) [B]—[E] ) [A] x {C}
17 5 ] (4) 7 x [B] (10) [1] x [B]

(5) [E] x [B] (11) [E1T[E]
© {C}F (12) {c}Y{C}
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9.3 Trés matrizes sdo dadas por

[A] = ; 160 [B]—[l 3} [CJ—[2 _2]
- 105 2 T1=3 01
7 4

(a) Efetue todas as multiplicagdes possiveis entre pares dessas
matrizes.

(b) Use o método do Quadro PT3.2 para justificar por que os ou-
tros pares nao podem ser multiplicados.

(c) Use os resultados de (a) para ilustrar por que a ordem da mul-
tiplicagdo é importante.

9.4 Use o método grafico para resolver
4X1 — SXQ =-24
x|+ 6x, =34

Verifique seus resultados substituindo as solu¢des no sistema.
9.5 Dado o sistema de equagdes

—1,1x; + 10x, = 120

—2x1 4+ 17,4x, = 174
(a) Resolva graficamente e verifique os resultados substituindo-os
nas equacoes.
Baseado no resultado gréfico, o que vocé espera em relaciio ao
condicionamento do sistema?
(¢) Calcule o determinante.
(d) Resolva por eliminacdo de varidveis.
9.6 Para o conjunto de equacdes

2x3 +5x3=9
2x1+x+x3=9

3x;1+x =10
(a) Calcule o determinante.
(b) Use aregra de Cramer para determinar os x’s.
(c) Substitua seus resultados nas equacdes originais para verifica-los.
9.7 Dadas as equagdes

0,5)61 — X2 = —9,5
1,02)61 - 2)62 = —18,8

(a) Resolva graficamente.

(b) Calcule o determinante.

(¢) Com base em (a) e (b), 0 que vocé espera em relacio ao condi-
cionamento do sistema?

(d) Resolva por eliminagdo de varidveis.

(e) Resolva novamente com a;; levemente modificado para 0,52.
Interprete seus resultados.

9.8 Dadas as equagdes

(b)

10x1 + 2xp — x3 = 27

—3x) — 6xp +2x3 = —61,5

X1+ x2 +5x3 = =21,5
(a) Resolva por eliminacdo de Gauss ingénua. Mostre todos os
passos dos célculos.
Substitua seus resultados nas equagdes originais para verificar

suas respostas.
Use eliminacdo de Gauss para resolver:

(b)
9.9

8x1 +2xp —2x3 = —2
10x] + 2xp +4x3 =4
12x1 +2x +2x3 =6

Utilize pivotamento parcial e verifique suas respostas, substi-
tuindo-as nas equacdes originais.
9.10 Dado o sistema de equacdes

—3x + Tx3 = 2
X1 +2x—x3=3
5x 1 — 2)62 =2
(a) Calcule o determinante.
(b) Use aregra de Cramer para determinar os x’s.
(c) Use eliminacdo de Gauss com pivotamento parcial para deter-
minar os x’s.
(d) Substitua seus resultados nas equacdes originais para verificar

suas respostas.
9.11 Dadas as equacdes

2X1 —6)62 — X3 = —38
—3x1 —xp+7x3 =-34
—8x1 +xp —2x3 = —20

(a) Resolva por eliminacdo de Gauss com pivotamento parcial.
Mostre todos os passos dos célculos.

(b) Substitua seus resultados nas equacdes originais para verificar
suas respostas.

9.12 Use elimina¢@o de Gauss-Jordan para resolver:

2x1+x —x3 =1
S5x1 4+ 2x + 2x3 = —4
3x1+x+x3=5
Nao utilize pivotamento. Substitua seus resultados nas equagdes

originais para verificar suas respostas.
9.13 Resolva:

X1 +x—x3=-3

6x1 + 2x3 +2x3 =2

—3x1+4d0n+x3=1
com (a) eliminagdo de Gauss ingénua, (b) elimina¢do de Gauss com
pivotamento parcial e (¢) Gauss-Jordan sem pivotamento parcial.

9.14 Efetue os mesmos cdlculos do Exemplo 9.11, mas use cinco
para-quedistas com as seguintes caracteristicas:

Para-quedista Massa, kg Coeficiente de
Arrasto, kg/s

1 55 10

2 /5 12

3 60 15

4 75 16

5 Q0 10

Os péra-quedistas t€ém velocidade de 9 m/s.
9.15 Resolva

4 -

9.16 Desenvolva, debug e teste um programa em linguagem de alto
nivel ou em macro a sua escolha para multiplicar duas matrizes —
isto é, [ X] = [Y1[Z], onde [Y] € uma matriz m por n e [Z] € uma n por
p. Teste seu programa usando as matrizes do Problema 9.3.
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9.17 Desenvolva, debug e teste um programa em linguagem de
alto nivel ou em macro a sua escolha para gerar a transposta de uma
matriz. Teste seu programa usando as matrizes do Problema 9.3.
9.18 Desenvolva, debug e teste um programa em linguagem de
alto nivel ou em macro a sua escolha para resolver um sistema
de equagdes com eliminacdio de Gauss e com pivotamento parcial.

Use como base o pseudocddigo da Figura 9.6. Teste seu programa
utilizando o seguinte sistema (cuja resposta € x; = x, = x3 = 1),

X1 +2x —x3=2
Sx14+2x+2x3=9

—3x1+5x —x3=1
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10.1

Decomposicdo LU e
Inversdo de Matrizes

Este capitulo trata de uma classe de métodos de eliminag¢ao chamados de técnicas de de-
composi¢do LU. O interesse principal da decomposicdo LU € que o passo de eliminagao,
que consome muito tempo, pode ser formulado de modo que envolva apenas operagdes
na matriz dos coeficientes, [A]. Assim, ele se adapta bem aquelas situa¢des nas quais
muitos vetores a direita, { B}, devem ser calculados para um tnico valor de [A]. Apesar de
haver uma variedade de maneiras pelas quais isso pode ser feito, vamo-nos concentrar em
mostrar como o método de eliminac¢do de Gauss pode ser implementado como uma de-
composig¢do LU.

Um motivo para introduzir a decomposi¢do LU é que ela fornece uma maneira efi-
ciente de calcular a matriz inversa, a qual tem um grande nimero de aplicagdes valiosas
na pratica da engenharia. A decomposi¢do LU também fornece um meio de avaliar o
condicionamento do sistema.

DECOMPOSICAO LU

Como descrito no capitulo anterior, a eliminag¢do de Gauss é projetada para resolver sis-
temas de equacdes algébricas lineares,

[AI{X} = {B} (10.1)

Embora certamente represente um método seguro de resolver tais sistemas, ele se torna
ineficiente ao se resolver equagdes com os mesmos coeficientes [A], mas com diferentes
constantes a direita (os b’s).

Lembre-se que a eliminacio de Gauss envolve dois passos: a eliminag@o progressiva
e a substitui¢do regressiva (Figura 9.3). Desses, a eliminacgdo progressiva compreende o
maior volume de esforco computacional (lembre-se da Tabela 9.1). Isso é particularmente
verdadeiro para grandes sistemas de equagdes.

Os métodos de decomposigdo LU separam a eliminagdo da matriz [A], que consome
tempo, das manipulagdes do lado direito {B}. Assim, uma vez que [A] tenha sido “de-
composta”, vetores mdltiplos a direita podem ser calculados de maneira eficiente.

E interessante observar que a prépria eliminagio de Gauss pode ser escrita como uma
decomposi¢do LU. Antes de mostrar como isso pode ser feito, inicialmente serd fornecida
uma visdo matematica geral da estratégia da decomposicao.

10.1.1 Uma Visao Geral da Decomposicao LU

Do mesmo modo como no caso da eliminacdo de Gauss, a decomposicdo LU requer

pivotamento para se evitar divisdes por zero. Entretanto, para simplificar a descri¢@o a

seguir, a questdo do pivotamento serd adiada até que a abordagem principal seja elabo-

rada. Além disso, a explicacdo seguinte estd limitada a um conjunto de trés equagdes si-

multaneas. Os resultados podem ser estendidos diretamente a sistemas de n dimensdes.
A Equacio (10.1) pode ser reorganizada como

[Al{X} —{B}=0 (10.2)
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Suponha que a Equacido (10.2) possa ser escrita como um sistema triangular superior:

iy U Uiz | (X d,
0 u»y uxn Xof =1d> (10.3)
0 0 uss X3 d3

Perceba que isso é parecido com os cdlculos que ocorrem no primeiro passo da elimi-
nacdo de Gauss. Ou seja, a eliminacdo ¢é usada para reduzir o sistema a uma forma trian-
gular superior. A Equagdo (10.3) também pode ser escrita em notagdo matricial e reorga-
nizada para dar

[UNX} —{D}=0 (10.4)
Agora, suponha que exista uma matriz triangular inferior com 1’s na diagonal,
1 0 O
[L]= [lzl 1 0} (10.5)
Ly I 1

que tenha a propriedade de que, quando o primeiro membro da Equagdo (10.4) for multi-
plicado a esquerda por ela, o resultado seja o primeiro membro da Equagdo (10.2). Isto é,

[L{IUNX} — {D}} = [Al{X} — {B} (10.6)
Se essa equacdo for vélida para todo { X}, segue das regras de multiplicacdo de matrizes que

[LI[U] = [A] (10.7)
e

[L{D} = {B} (10.8)

Uma estratégia de dois passos (ver Figura 10.1) para obter solucdes pode basear-se
nas Equagdes (10.4), (10.7) e (10.8):

1. Passo da decomposicdo LU. [A] é fatorada ou “decomposta” em matrizes triangu-
lares inferior [L] e superior [U].

2. Passo de substituicdo. [L] e [U] sdo usadas para determinar a solu¢do {X} para um
lado direito {B}. Esse passo consiste em duas etapas. Primeiro, a Equacdo (10.8) é
usada para gerar um vetor intermedidrio { D} por substitui¢do progressiva. A seguir,
o resultado € substituido na Equacdo (10.4), que pode ser resolvida por substituicao
regressiva, determinando-se {X}.

Agora, vejamos como a eliminac¢do de Gauss pode ser implementada dessa forma.

FIGURA 10.1
Os passos da
decomposicdo LU.

,/[/i] {x}
[v] [i]
(] {p}

¥ * +(b) Progressiva

{8}

(a) Decomposicao
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—=
>}
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o

‘ J ~ Substituicao

r(c) Regressiva
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10.1.2 A Versao da Eliminacdo de Gauss por Decomposicdo LU

Embora a primeira vista pareca ndo estar relacionada com a decomposi¢do LU, a elimi-
na¢do de Gauss pode ser usada para decompor [A] em [L] e [U]. Isso pode ser visto facil-
mente para [U], que € um produto direto da eliminacdo progressiva. Lembre-se que o
passo de eliminag@o progressiva tem por objetivo reduzir a matriz original dos coefi-
cientes [A] para a forma

ayp dapz as

[Ul=| 0 4} aj (10.9)
0 0 af

que estd na forma triangular superior procurada.
Embora possa ndo ser tdo aparente, a matriz [L] também & produzida durante essa
etapa. Isso pode ser prontamente ilustrado para um sistema de trés equagdes,

ayr ap  a;’ (X by
ayy axp axp [yx2p=1b>
azy a4z asz X3 bs

A primeira etapa da eliminag¢@o de Gauss € multiplicar a linha 1 pelo fator [lembre-se da
Equacdo (9.13)]

fou=—

ar
e subtrair o resultado da segunda linha para eliminar a,;. Analogamente, a linha 1 é mul-
tiplicada por

asy

fri=—

ay

e o resultado € subtraido da terceira linha para eliminar a3;. O passo final é multiplicar a
segunda linha modificada por

/
fo="2
a4

e subtrair o resultado da terceira linha para eliminar a5, .

Agora, suponha que foram meramente efetuadas todas essas manipulagdes na matriz
[A]. Claramente, se ndo se quer modificar a equagdo, também se deve fazer o mesmo com
o lado direito { B}. Mas ndo ha nenhuma razdo que obrigue a efetuar essas operagoes si-
multaneamente. Assim, pode-se salvar os f's e manipular { B} depois.

Onde serdo armazenados os fatores f>;, f31 € f3? Lembre-se que a idéia por trds da
eliminacdo era criar zeros em ayi, as; € asp. Assim, é possivel armazenar f,; em ayi, f31
em as; e f3 em aszp. Depois da eliminagdo, a matriz [A] poderia, portanto, ser escrita como

app diz a3

fa o ay  ay (10.10)
i fn ay
Essa matriz, de fato, representa um armazenamento eficiente da decomposicao LU de [A],
[A] — [L][U] (10.11)
onde
app ap as
wj=| 0 ay ay
0 0 af
e
1 0 O
L]=|/a 1 O
o frn 1

O exemplo a seguir confirma que [A] = [L][U].
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E