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Capitulo 1

MODELOS PROBABILISTICOS

1.1 DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

De uma populagao com N elementos, nos quais M sao de interesse, pega-se uma amostra de n
elementos. A varidvel aleatéria X é definida como

X = numero de elementos de interesse na amostra.

A funcao de probabilidade de X é dada por:

M N-M
f<x>=P<X=x>=( ’ )(<N”)x ) (1.1)

z={max{0,n+M — N},..., min{M,n}}

Os parametros desta distribuicao podem assumir os seguintes valores

N=12,... M=01,...,N n=1,2,...,N
A notagao a ser usada é X ~ H(N,M,n). O valor esperado e a varidncia sdo dados, respectivamente,

por E(X):n% o Var(X):”(%> (NJ_VM) (JX[_TD

Exemplo 1: Suponha que temos o seguinte experimento aleatdrio: retiram-se trés bolas ao azar, sem
reposi¢ao, de uma urna composta por cinco bolas vermelhas e trés cinzas (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Urna com 5 bolas vermelhas e 3 cinzas.
Seja X = ntmero de bolas cinzas extraidas, os valores dos parametros sao:
N =38 M=5 n=3.
Assim, segue que o suporte de X é dado por

x = {max{0,34+5—8},...,min{5,3}} = {0,1,2,3}.
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Neste caso, podemos deduzir que

e e

P(X:.'E)—T, $:O71,2,3.
3

Exemplo 2: Ha um total de N empresas que estao em condigao de inadimpléncia. Um inspetor tem
uma base de dados com 10 registros de empresas inadimplentes e um colega dele pega uma amostra, ao
acaso, de 8 empresas inadimplentes e encontra que X delas ji figuram na base de dados.

a) Para N = 20, verifique que X tem distribui¢do Hipergeométrica e identifique seus pardmetros.

b) Para um valor genérico de N, construa a funcao de probabilidade de X. Se resultou X = 2 e vocé
conhece que N ¢é igual a 40 ou 20, qual valor escolheria?

Solugao:
a) Temos que N =20, M = 10 e n = 8. Assim,

x = {max{0,8 + 10 — N},...,min{10,8}} = {0,...,8}

Logo, 20 10
c:'C
P(X::I:):mCng_m7 x=0,...,8.
8
b) Temos que
ClOcNflo
P(X =zx) = Tz 8-z
oy
Sao comparados ambos 0s casos:
010010
— Se N =20, entdo P(X =2) = —2_5.
C3
1030
— Se N =40, entdao P(X =2) = 20406
8

Escolheremos o valor de N que possui maior probabilidade do evento acontecer {X = 2}.

1.2 MODELOS RELACIONADOS COM O PROCESSO BERNOULLI

1.2.1 DISTRIBUICAO BERNOULLI

Temos um experimento de Bernoulli se, ao realizarmos um experimento, somente dois resultados
sao possiveis:

e X =1 (sucesso com probabilidade p)

e X =0 (fracasso com probabilidade ¢ = 1 — p)

Exemplos:
e Atirar uma moeda e obter cara: p =1/2.
e Escolher uma pessoa da populagao e esta pessoa é doente: p = 1/1000 (prevaléncia da enfermidade).

e Aplicar um tratamento a um doente e que este doente se cure: p = 0,95 (probabilidade de que o
individuo se cure).
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Como se aprecia em experimentos onde o resultado é dicotomico, uma varidvel é perfeitamente de-
terminada conhecendo-se o parametro p.

Exemplo 3: Foi observado em 2000 acidentes de transito com impacto frontal e cujos motoristas
nao possuiam cintos de seguranca, que 300 individuos ficaram com sequelas. Descreva o experimento
usando conceitos de varidveis aleatérias.

Solucgao:
A nocao frequentista de probabilidade nos permite aproximar a probabilidade de haver sequelas por meio
de 300/2000 = 0, 15 = 15%. Entéo a varidvel aleatéria é

X = “ter sequelas apds um acidente sem cinto de seguranca”,
que segue uma distribuicao Bernoulli, onde:
e X =1 tem probabilidade p ~ 0, 15.
e X = 0 tem probabilidade ¢ ~ 0, 85.

Exemplo 4: Foi observado em 2000 acidentes de transito com impacto frontal e cujos motoristas
possuiam cintos de seguranga, que 10 individuos ficaram com sequelas. Descreva o experimento usando
conceitos de variaveis aleatorias.

Solugao:
A nogéo frequentista de probabilidade nos permite aproximar a probabilidade de haver sequelas por meio
de 10/2000 = 0,005 = 0,5%. Entdo a varidvel aleatéria é

X = “ter sequelas ap6s um acidente usando cinto de seguranca”,
que segue uma distribuicao Bernoulli, onde:

e X =1 tem probabilidade p ~ 0, 005.
e X = 0 tem probabilidade ¢ ~ 0, 995.

— Os exemplos 3 e 4 correspondem a distribuigdo Bernoulli para diferentes valores do parametro p.

1.2.2 DISTRIBUICAO BINOMIAL

Em um processo Bernoulli definimos a varidvel aleatéria
X = Numero de sucessos obtidos em n ensaios.

A funcao de probabilidade de X é dada por

r=0,1,...,n

A notacao a ser usada é X ~ B(n,p). O valor esperado e a variancia sdo dados, respectivamente, por
E(X)=np e Var(X) = npg,

na qual ¢ =1 —p.

Exemplo 5: As pegas que saem de uma linha de produgao sao classificadas como defeituosas (D) ou
nao defeituosas (IN), independentemente. A probabilidade de uma pega apresentar defeito é p e nao
muda. Isso implica que, se a populacao for finita, as observacoes serao feitas com reposicgao.

E definida uma varidvel aleatéria X igual ao niimero de pecas defeituosas em 3 analisadas; entao X =
0,1,2,3, e, em uma linha de producao de 3 pegas, temos
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P(X=2)=C2p"(L—p)**
x=0,1,2,3
Ver Figura 1.2 que mostra a distribuicao de probabilidade.

05 3':1 _p:lzp

1 3(1-5) p?

[ LT

et " i
£2= [MhM, MND, MON, DMMN, MDD, DD, DOMN, DDDG

X{nnop=1
X{nonp=1 3 P(H) P(H) (D)

X(onni=1

Figura 1.2: Funcéo de distribui¢do de probabilidade do niimero de pegas defeituosas em um modelo Binomial.

1.2.3 DISTRIBUICAO GEOMETRICA

Em um processo Bernoulli definimos:
X = Numero de repeticoes necessarias para obter o primeiro sucesso.

A funcao de probabilidade de X é dada por

r=1,2,...

A notagéo a ser usada é X ~ G(p). O valor esperado e a variincia sdo dados, respectivamente, por
1 _q

E(X):}; e Var(X) el

na qual g =1—p.

Exemplo 6: Um dado ¢é langado quantas vezes até que um nimero maior que quatro ocorra. Neste
caso, X é o nimero de langamentos necessarios.

Solucgao:

A: ocorre um nimero maior que quatro.

p: probabilidade de que ocorra o evento A = 2/6.

1 — p: probabilidade de que ndo ocorra o evento A = 4/6.

X: numero de langamentos até obter um nimero maior que 4, Rx =1,2,3,...

PX=xz)= p(ACAC LA =(1 fp)‘rflp
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1.2.4 DISTRIBUICAO BINOMIAL NEGATIVA

Em um processo Bernoulli, definimos a variavel
X = Numero de repeticoes necessarias até obter o r—ésimo sucesso.
Neste caso, temos que a fungao de probabilidade de X é dada por
fa)=Px =)= (271 )ra-ar
r=r,r+1,r+2...

A notagao a ser usada é X ~ BN (p). O valor esperado e a variincia sdo dados, respectivamente, por

e Var(X) = 2,

BO=7 »

na qual g =1 —p.
Exemplo 7: Um dado é jogado tantas vezes até que um nimero maior que quatro ocorra trés vezes.

Neste caso, X é o numero de lancamentos necessarios.

Solugao:

A: ocorrer um nimero maior que quatro.

p: probabilidade de que ocorra o evento A = 2/6.

1 — p: probabilidade de que nao ocorra o evento A = 4/6.

X = nimero de langamentos até obter trés vezes um ndmero maior que 4, Rx = {3,4,5,...}, r =3

P(X =) = p(ACAC ... AAA) = C22L(1 — p)*~3p°

Exemplo 8: Em um determinado setor do comércio, 95% dos estabelecimentos comerciais pagam seus
impostos em dia e de forma independente.

(a) Determine a probabilidade de que pelo menos 6 dos 8 estabelecimentos analisados paguem em dia
seus impostos.

(b) Determine a probabilidade de que o nimero de estabelecimentos inspecionados, até o primeiro que
pague seus impostos a tempo, esteja entre 5 (minimo) e 15 (méximo).

(¢) Determine a probabilidade de que o niimero de estabelecimentos inspecionados, até que o quarto
pague seus importos a tempo, esteja entre 5 (minimo) e 7 (méximo).
Solugao:

(a) Seja X = Numero de estabelecimentos que pagam em dia seus impostos dos 8 analisados. Entao,
podemos deduzir que o modelo adequado para esta v.a. é a distribuicao Binomial com parametros
n=2=8e

p = P(sucesso) = P(que um estabelecimento pague seus impostos em dia) = 0, 95.

Assim, podemos escrever que
X ~ B(8, 0,95).

Portanto, a fungao de probabilidade de X é dada por:

fx(z)=P(X =z)=C20,95"0,05°"%, z=0,1,....8.
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(b)

Finalmente, temos que

P(X>6)=P(X=6)+P(X=17+P(X =8)
= fx(6) + fx(7) + fx(8)
= (§0.95%0.05% + C%0.957 0.05* + C§ 0.95° 0.05°

Seja Y = Numero de estabelecimentos inspecionados até encontrar o primeiro que paga em dia seus

impostos. Podemos deduzir que
Y ~ G(0,95).

Portanto, a fungao de probabilidade de Y é dada por
fy(y) = P(Y =y) =0,95(0,05)V"1, y=1,2,3,....

Dessa forma, a probabilidade a ser calculada é P(5 <Y < 15).

Seja Z = Numero de estabelecimentos inspecionados até encontrar o quarto que paga em dia seus
impostos. Podemos deduzir que
Z ~ BN (4, 0,95).

Portanto, a fungao de probabilidade de Z é dada por

fr(2)=P(Z =z) = ( i 3 1 ) 0,953(0,05)73, 2 =3,4,5,....

Dessa forma, a probabilidade a ser calculada é P(5 < Z < 7).

1.3 MODELOS RELACIONADOS COM O PROCESSO POISSON

1.3.1 DEFINICAO DE PROCESSO POISSON

E um processo composto de eventos discretos que sao independentes no espago e no tempo. Diz-se

que um conjunto de eventos discretos é gerado por um processo de Poisson de taxa w se, para qualquer
intervalo I (geralmente tempo) de comprimento suficientemente pequeno h > 0:

(i) P(ocorréncia de um evento em I) = wh,

(ii) P(ocorréncia de 2 ou mais eventos em I) ~ 0,

(iii) A ocorréncia de eventos em intervalos disjuntos do tipo I sdo independentes.

Exemplos:

- Chegada de avioes a um aeroporto por dia

- Chegada de clientes ao banco por dia

- Ingressos a intranet em uma hora

- Pessoas atendidas em um Refeitério Central entre as 1pm e 2 pm
- Subidas de uma inversao na bolsa de valores por dia

- Numero de acidentes de trabalho por semana

- Chegada de caminhoes a um armazém por dia

- Subidas de precos do petréleo por semana
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1.3.2 VARIAVEIS QUE SE PODEM DEFINIR

Considerando o exemplo de “Chegada de avides a um aeroporto por dia” é possivel definir as seguintes
variaveis aleatorias:

- Numero de avides que chegam a um aeroporto por dia
- Tempo decorrido até a chegada do primeiro aviao

- Tempo decorrido até a chegada do terceiro aviao

A primeira corresponde a um modelo Poisson denotada por P(A = wt), a segunda a um modelo Expo-
nencial denotada por Exp(8 = w) e a terceira associada a um modelo Gama denotada por T'(a, 8 = w).
Note que o modelo Exponencial é um caso particular do modelo Gama, ou seja,

Exp(f=w)=T(a=1,5=w).

1.3.3 DISTRIBUICAO POISSON

Se o nimero de eventos esperados A, num intervalo de extensao t, é A = wt (w é a taxa de eventos
por unidade de t), entao definimos a varidvel

X = ntimero de eventos que ocorrem num intervalo de extensao t,
cuja funcao de probabilidade de X é dada por

e AN

z!

r=0,1,2,3,....

A notagao a ser usada é X ~ P(X). O valor esperado e a varidncia sdo dados, respectivamente, por

E(X)=A e Var(X) = A

400
|

300
|

probabilidad
200
l

100
|

Mumero de eventos

Figura 1.3: Distribuicao de Poisson.
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1.3.4 DISTRIBUICAO GAMA e¢ EXPONENCIAL

Se o numero de eventos esperados A, num intervalo de extensao ¢, é A = wt (w é a média de ocorréncias
de eventos por unidade de t), entdo definimos a varidvel aleatdria continua

Y = tempo até que ocorra o primeiro evento,
cuja a fungao de probabilidade de Y é dada por

fy(y) = Be™PY

y >0, com 8 =w.
Este modelo é denominado distribuigdo Exponencial e a notagao a ser usada é Y ~ Exzp(3). O valor
esperado e a varidncia sao dados, respectivamente, por
Var(v) =
e ar = —.
B B
Se definimos a varidvel aleatéria continua

W = tempo até que ocorra o a-ésimo evento,
entao a funcao de probabilidade de W é dada por

fw(w) = B—waflefﬁw w >0, com = w.

Este modelo é denominado distribuigdo Gama e a notagao a ser usada é W ~ I'(«, ). O valor esperado
e a variancia sao dados, respectivamente por

=3 e Var(W) = %.

15

densidad
1.0

05

0o

Figura 1.4: Distribuigdo Gama para A = 2 e diferentes valores de «, caso exponencial quando o = 1.
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Exemplo 9: Suponha que o nimero de acidentes que acontecem por més num instituto tecnoldgico
segue a distribui¢ao Poisson, de maneira que a probabilidade de que ocorram 2 acidentes seja igual a 2/3
da probabilidade de que ocorra 1 acidente.

(a) Calcular a probabilidade de que nao ocorram acidentes em 3 meses.

(b) Calcular o esperado de acidentes por ano.

Solugao:

(a) Seja X = Numero de acidentes que acontecem por més.

X ~ P(w)
Temos que,
2 e v w? 2 e “w
P(X =2 -P(X=1 = - =
W=2) =3P =1 = =373 = “=3

Logo, espera-se w = 4/3 de acidentes por més.

Suponha que hd uma mudanga na unidade de tempo. Definimos a varidvel

Y = Numero de acidentes em 3 meses.

Portanto,

Finalmente calculamos

(b) Seja Z = Numero de acidentes que acontecem por ano. Temos que

Z ~ P(A* =12-w = 16)

Logo,
E[Z] =) =16
Exemplo 10: Suponha que num terminal rodoviario chegue, ao acaso, uma média de 8 6nibus por hora.

(a) Determine a distribuigao de probabilidade do nimero de énibus que chegam por hora no terminal.

(b) Se tal terminal pode atender apenas 10 6nibus por hora, qual é a probabilidade de que numa hora
determinada devam retornar os 6nibus nao atendidos?

(¢) Calcule o esperado de 6nibus atendidos entre 10 e 12 da noite.

Solugao: Seja X = Numero de 6nibus que chegam no terminal por hora. Temos que E(X) = 8.

(a) X ~P(\) = EX)=A=8s.

67881
(b) P(X =z) = i comz=0,1,2,....
10 10 6_881
P(X>10):1—P(X§10):1_ZP(X:$): _Z -

=0 =0
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Exemplo 11: A distribuicao da duragao em meses de uma lampada é Exponencial com parametro .
Qual é o valor de 8 se conhecemos que ha uma probabilidade de 0,7 de que um destes objetos tenha
uma duragao menor do que 6 meses?

Solugao: Seja X = tempo de vida da lampada. Assim
X ~ Exp(B).
Podemos demostrar que a fungao de distribuicao acumulada de X é dada por:
F(r)=1—e"
Por condicdo do problema, temos que P(X < 6) = 0,7, entao
P(X <6)=F(6)=0,7 = 1-e%=0,7
e 9 =0,3

—683 = 1n(0,3)
B=0,2

R

Exemplo 12: Suponha que o tempo necessario para uma crianga de 8 anos montar um quebra-cabeca
de 100 pecas tem uma distribui¢ao exponencial com média de 40 minutos.

(a) Calcular a probabilidade de que o quebra-cabega seja montado em menos de meia hora.

(b) Se nao montou o quebra-cabeca em meia hora, qual é a probabilidade de que monte no periodo de
20 minutos a mais?

Solugao: Seja X = tempo necessdrio para crianga montar o quebra-cabega, em minutos. Assim,
X ~ Exp(B)

(a) P(X < 30) = F(30) =1 — e 30/40 = 0,528,

(b)

P(X < 50| X > 30) = P(30 < X < 50) _ F(50) — F(30)

P(X > 30) 1— F(30)
0,714 — 0,528
=m0

Exemplo 13: A soma do preco de um livro escolar de uma editora sobe, de acordo a um processo de
Poisson, a razao de duas vezes por ano.

(a) Que tempo vocé espera que acontega entre duas subidas?
(b) Que tempo vocé espera que aconteca entre trés subidas?
(¢) Qual a probabilidade de que as previsoes anteriores se vejam superadas?
Solugao: Definimos as seguintes variaveis
e X = Subidas de prego por ano, X ~ P(w = 2)
e Y = Tempo até a primeira subida, Y ~ Exp(w = 2)
e 7 = Tempo até a a-ésima subida Z ~ I'(a,w = 2)

Assim, temos que

1
(a) Tempo entre duas subidas: E(Y) = — =

— 6
- (6 meses)

N | =
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(b) Tempo entre trés subidas: F(Z) = (1 ano)

NN

«
w
>

(c) P(Y >0,5)=1—Fy(0,5), P(Z>1)=1-Fz(1)

1.4 MODELOS UNIFORME e BETA

1.4.1 DISTRIBUICAO UNIFORME

Uma variavel aleatéria X segue uma distribuigao Uniforme se sua funcao de densidade é dada por

flz) = , coma,beR e a<z<b.

fGa
F 3
oz
ot
X
oo =
234 56 7 5 9 101112
a b
min max

Figura 1.5: Fungao densidade Uniforme

Consideraremos a notacdo X ~ U(a,b). O valor esperado e a varidncia sdo dados, respectivamente, por

a —a2
E(X) = ;b e Vm%X):(bu).

Finalmente, a funcao de distribuicao acumulada é dada por

r—a
F(z) = P

1.4.2 DISTRIBUICAO BETA

Uma variavel aleatoria X segue uma distribuigao Beta se sua funcao de densidade é dada por

fuﬂ:iﬁ;ﬁgxmiﬂ—xf* 0<z<1
= B(a, B) aco‘_l(l—az:)ﬁ_1 0<z<1

Consideraremos a notagao X ~ Beta(q, ). O valor esperado e a variancia sdo dados, respectivamente,

por
af
(@+p8)*(a+B+1)

E(X)= e Var (X) =
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na qual as funcoes Beta e Gama sao definidas como:

— Beta:

B(r,s) = 1;((77:)1(3 = /;vr_l(l — )" da
0

— Gama:

I(n) = /y”fle*ydy n >0
0

Exemplos de densidades da distribuicao Beta sao apresentadas na Figura 1.6.

s
3

@ =5, a5
4

y " 0:8.a, =0.2 @, =0.2, a,=0.8

o2 0. o s 1o
(d)

Figura 1.6: Exemplos da distribuigdo Beta.

A distribuicdo uniforme é adequada para descrever uma varidvel que assume seus valores uniformes
ou indistintamente num intervalo de extremos finitos. No caso da distribuicao Beta, aplica-se também
para modelar uma varidvel aleatéria que assume seus valores num intervalo de extremos finitos, mas sem
que seja uniforme. Uma aplicagdo comum de ambos modelos é modelar proporgdes no intervalo (0, 1).

Exemplo 14: Seja X uma varidvel aleatéria distribuida uniformemente no intervalo [a,b], a < b, com
média igual a 1,5 e varidncia 49/12, calcular a probabilidade de que X seja menor que 1.

Exemplo 15: Estudos conduzidos sobre a proporgao de professores com um nivel adequado em ma-
temdtica, a nivel nacional, indicaram que esta proporgdo estd em torno de 2/10 e com uma dispersao
média de 2/15. H4 interesse em determinar um modelo probabilistico para descrever X, a proporcao de
professores com nivel adequado em matemaética, e obter a probabilidade de que tal proporcao exceda a
0, 25.

Exemplo 16: Um pesquisador educacional propoe que a proporgao de estudantes que ingressam em
uma universidade pode ser modelada usando a seguinte funcao densidade

f(y) =6y(1 —y), 0<y<l1
Um segundo pesquisador propoe usar outro modelo, dado por
flz) =1, 0<z<1

Determine quanto é a proporgao esperada e a variancia da proporgao de ingressantes a universidade,
segundo os modelos propostos, e compare em qual desses modelos existe maior variabilidade.
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1.5 MODELO NORMAL

1.5.1 DISTRIBUICAO NORMAL

Uma variavel aleatéria X segue uma distribuicdo Normal se sua funcao densidade é dada por

1(x—u)2

T

f(oc):27e2 g com —oco< <00, € R >0
o

Jix)

campana de Gauss

Figura 1.7: Funcdo densidade normal (u,o?).

Notagao: X ~ N(u,0?).

E chamada também distribuicio Gaussiana ou sino de Gauss em homenagem a K. Gauss. E uma
distribuigao do tipo continua. Seu comportamento é caraterizado pela Curva Normal, que é o grafico de
sua densidade em forma de sino (é simétrica e mesocirtica) mostrada na Figura 1.7. Os parametros da
distribuigao sao a média p e o desvio padrao o. O valor esperado e a variancia sdo dados, respectivamente,
por

EX)=up e Var(X) = 0%

Se uma variavel aleatéria X tem distribuigao Normal, para calcular a probabilidade de que X esteja entre
dois valores a e b, temos que calcular a area abaixo da curva entre a e b. Esta area se calcula mediante
integracao, porém nao é possivel obter uma solugao analitica, entao utilizamos tabelas ou programas
para seu célculo. Em geral, a fungdo de distribui¢ao acumulada F'(x) ndo tem expressao analitica.

1.5.2 DISTRIBUICAO NORMAL PADRAO

Seja Z ~ N(0, 1), denominada distribuigdo normal padrao. Sua func¢éo densidade é dada por

1 1
flz)= e 2% —00 < z < 00.

V2r

Neste caso 4 =0e 0 =1, e F(z) podemos obter por meio de tabelas.

— 1
g

X
Padronizagao: Se X ~ N(u,0?), entao Z = ~ N(0,1)

Transformacgao: Se X ~ N(u,0?), entdo Y = a +bX ~ N(a + bu,b*c?)
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Figura 1.8: Probabilidade de curvas Normais.

Probabilidades significativas: As seguintes probabilidades sdo obtidas por meio de tabelas:

lo:Plu—o<z<pu+o)=0,683
20 : P(p—20 <z <p+20)=0,955
30:P(p—3c<xz<pu+30)=0,9971

apresentadas na Figura 1.8.

Soma de normais independentes: Se X1, ..., X, sdo v.a. independentes, na qual

X; NN(,uj,UJQ»), i=12....n

?SZZXJ'NN<Z,HJ‘,ZO'JQ»>

i=1

No caso especial, se X; ~ N(u,0%), j=1,2,...,n

:}S:ZX]' ~ N(np,no?)

i=1

B Z:Xj o2
:}X:’Lil NN(:”’a)

n

Teorema Central do Limite (TCL): Se X1, ..., X, sdo v.a. independentes, na qual X; ~ f(u, o
1,2,...,n, f uma distribui¢do qualquer, ndo necessariamente Normal, tal que E(X;) = u, Var(Xj;)
e n suficientemente grande

2);.7:

n
X;
2

= 7 aprox 0'2
= X == " N(p—
n n

O TCL é um dos teoremas mais usados porque nos diz que a soma de varidveis independentes de qualquer
distribuicao pode ser aproximar pela distribuicao Normal. Devido a isto, por exemplo, as distribuigoes
Poisson e Binomial podem ser aproximadas por uma Normal para um ndmero suficientemente grande
de eventos. Também a adigao de nimeros gerados por qualquer outra distribuigdo pode ser aproximada
por uma distribuicao aproximadamente Normal.



1.5. MODELO NORMAL 15

(Sum af 256 random numbers)/ 25

{3um of & randem numbers) (Buem of 10 random numbars),/10
i L

._._
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o
et
De
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fix)
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Figura 1.9: Aproximacao da distribui¢do Binomial pela Normal.

1.5.3 USO DA TABELA NORMAL

— Ver tabela no Anexo A.
Exemplo 17: Qual a probabilidade de que um valor de Z esteja entre 0 e 2,037

(i) Buscar na tabela a drea correspondente a Z < 2,03.

(ii) Neste caso, P(Z < 2,03) = 0,9788.

Figura 1.10: Uso da Tabela Normal.

(iii) Como queremos

P(0< Z<2,03)=P(Z<2,03)— P(Z<0)=0,9788 — 0,5 = 0.4788

Exemplo 18: Seja X é uma populacao Normal com média 4 = 70 e 0 = 10. Calcule as seguintes

probabilidades:
(a) P(X < 60)
(b) P(X > 95)
(¢) P(50 < X < 80)
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Solugao:
(a)
r—p _ 60—-70 60 — 70
P(X =P =P(Z
(X < 60) <a T < T10
= P(Z < —1) = F(—1) Usar tabela Normal
— 10,1587
(b)
P(X >95)=1— P(X <95)
_1_p x—,u§95—70 _1_p Z§95_70
o 10 10
=1-P(Z <2,5)=1-F(2,5) Usar tabela Normal
=1-0,9938 = 0,0062
()
50-70 xz—p 80—170
P X =P
(50 < X < 80) < 0 <% <10 )
:P<5O—7O<Z<951—070>

=P(-2<Z<1)=F(1)— F(-2) Usar tabela Normal
—0,8413 — 0,0228 = 0, 8185

Exemplo 19: Numa operagao financeira, a taxa de rentabilidade, R, é considerada como uma variavel
aleatdria com distribuicdo Normal de média 0,05 e desvio padrao 0,25. Suponha que se fazem duas
operagoes independentes com estas caracteristicas, sendo uma de 10 u.m. e a outra de 20 u.m.

(a) Calcule a probabilidade de que a taxa de rentabilidade, R, associada a esta operagao financeira seja
superior a 0.3.

(b) Em qual inversao o rendimento final pode ser menor ou igual a 15 u.m.?

(c) Calcule a probabilidade da soma dos rendimentos finais ser pelo menos 30 u.m.
Solugao: Temos que, R ~ N(0.05,0.252). Assim,

R—p_03-0.05
o 0,25

(a) P(R>0,3)—P< >—P(Z>1)—0,159.

(b) Definimos RF}; como o rendimento final da inversao j-ésima, j = 1,2. Entao,

RFy=10+10R ¢  RF;=20+20R
Portanto,
0,5—0,05
P(RF, < 15) = P(R < 0,5) = (Z < 025)
= P(Z <1,8)=0,964
—_ 2 _
P(RFy <15) = P(R < =0,25) =P (z < w>

=P(Z<-1,2)=0,115
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(¢) Seja RF = RFy + RF, a soma dos rendimentos finais, assim RF = 30 + 30R. Portanto
RF ~ N(30 + 30 x 0, 05,30% x 0,25%)
~ N(31,5, 7,5%)

Logo, pode-se calcular

P(RF230)—P<2230_31’5>

7.5
=P(Z>-0,2)=1-P(Z < —0,2)
=1-0,4207 = 0,5793

1.5.4 DISTRIBUICAO WEIBULL

Uma variavel aleatéria X segue uma distribuicdo Weibull se sua funcao densidade é dada por
flx) = afx® te P x> 0.
A notagao a ser usada é X ~ W(a, ). O valor esperado e a variincia sdo dados, respectivamente, por
1 2 1
I‘(1+) F<1+>—F2(1+)
Q@ @ «a
E(X) = T € VGT(X) = ﬁQ/CY .

A funcao de distribui¢do acumulada é dada pela seguinte expressao

Flz)=1—e ",
Adicionalmente, temos as seguintes propriedades:
e Se X ~ Exzp(B) = XY ~W(a,p).
o Se X ~W(a,p) = X~ Ezxp(h).

Exemplo 20: Deseja-se estudar a resisténcia de um material contra tremores de terra, X. O sistema
de avaliacao de materiais considera que o material é resistente se X excede o nivel ou valor de V. Quéao
grande deve ser V para que a probabilidade de resisténcia do material seja de 95%, considerando o
modelo probabilistico Weibull? A média e varidncia da resisténcia, segundo estudos anteriores, foi de 3
e 1, respectivamente.

Solucgao: Por condigao do problema, temos que

LI CE I O (1))

Da equagdo com respeito a esperanca, E(X), podemos isolar 3, ou seja

Substituindo na equacdo da variancia, Var(X), temos

P+2)-T(1+ 247

32
N1+ 1)2

Finalmente, devemos encontrar o valor de o que resolve esta equacao nao linear. Para encontrar esta
solugao, podemos usar um programa numérico, por exemplo R, Matlab ou Excel, usando varios métodos.



Esses programas realizam os cédlculos de forma iterativa até que a solugao apresente um erro minimo.
Usando estes programas, temos que o valor de o = 3,3035 e, portanto, 5 = 0,0185. Com estes valores
podemos calcular V, tal que P(X > V) = 0,95. Temos que

PX > V)= 1= F(V) = 1 - (1 ¢ 00V _ ooy

Agora temos que isolar V' na seguinte equagao

_ 3,3035
e 0,0185V — 0, 95

Neste caso, obtemos

ln(0,95)>1/373035 g

V= <_ 0,0185

1.6 DISTRIBUICOES DISCRETAS E CONTINUAS MAIS IMPORTAN-
TES (RESUMO)

e Processo ou ensaios Bernoulli: experimentos aleatérios independentes (com substituigdo) que
correspondem a dois resultados possiveis: X = 1 (sucesso) ou X = 0 (fracasso), na qual P(X =
1)=peP(X=0))=qg=1-p.

e Na distribuicao Hipergeométrica os ensaios sao sem substituicao.

e Processo Poisson: Diz-se que um conjunto de eventos discretos é gerado por um processo de Pois-
son de taxa w se, para qualquer intervalo I (geralmente de tempo) de comprimento suficientemente
pequeno h > 0:

(i) P(ocorréncia de um evento en I) = wh,
(if) P(ocorréncia de 2 ou mais eventos em I) = 0,

(iii) A ocorréncia de eventos em intervalos disjuntos do tipo I sdo independentes.

e Processo Bernoulli: B(n,p), BN(r,p) — G(p)
e Processo Poisson: P()\), I'(«, 8) — Exzp(B)
e Normal: N(p,0?)

e Beta-uniforme: Beta(a, ) — U(0,1)
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Tabela 1.1: Distribuigdoes Comuns.

Nome Notagao: X ~ | Definicao Parametro(s)

Binomial B(n,p) Numero de sucessos em n en- | p = P(sucesso)
saios

Geométrica G(p) Numero de ensaios até conse- | p = P(sucesso)
guir o primeiro sucesso

Binomial negativa BN (r,p) Numero de ensaios até conse- | p = P(sucesso)
guir o r-ésimo sucesso

Hipergeométrica H(N,M,n) Nuimero de elementos do tipo | IN: populacao, M: do tipo A,
A na amostra n n: amostra

Poisson P(X) Nimero de eventos em [0,¢] | A = wt, w: taxa, ¢: unidade
gerados por um processo (tempo)

Exponencial Exp(p) Tempo transcorrido até a | B=w
ocorréncia do 12 evento

Gama e, B) Tempo transcorrido até a | = w e a o nimero de suces-
ocorréncia do a-ésimo evento | sos

Weibull W(a, B) Distribuigao assimétrica | «, 3
continua positiva

Normal N(u,o?) Distribuigao simétrica | p: média, o2: variancia
continua na reta

Uniforme Ul(a, ) Distribuigdo continua, uni- | «: limite inferior do intervalo,
forme no intervalo [, J] B: limite superior do inter-

valo
Beta Beta(a, B) Proporc¢ao a, B
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Tabela 1.2: Distribuicoes de probabilidade, suporte, média e variancia das distribui¢oes comuns.

Notacao: X ~ | Distribuicdo de probabilidade | Suporte pe=E(X) [ V(X)=0%
B(n,p) Crq" "p" r=0,2,---,n np npq
G(p) 7 p =123, 1/p a/p*
BN(r,p) C’I:llq””_Tp rr+1r+2 - r/p rq/p?
crre M M _ L
H(N, M,n) o £=0,2,--,n N n(F)(FH(E=E
n
— A\ T
A
P(\) Bx, r=0,1,2,3, - A A
Exp(3) Be=PX x>0 1/ 1/p?
o a—1_—Px
(o, ) e v>0 a/f o/
a1 —Bz™ r(1+2 r(1+2)-r’(1+1

W(a, B) afz® te B x>0 Fi7a ) %
Nn.0?) o (@—m)?/207 )

,o —00 < <00 o

a V2o a
1 a+p (B—a)?
U(O[”B) B—O{ OL<:Z}‘</B = 5
F(Oé + ﬁ a—1 B—1 o af
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