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“Um sistema mecdanico esta em equilibrio se, e somente
se, o trabalho virtual total de todas as forgas aplicadas for nulo”

Johann Bernoulli
(1667 - 1748), Suica.

deslocamentos possiveis, tal que
deslocamento Virtual 5 um deles i_ré minimizar a energia
necessaria para 0 movimento. consiste em resolver

problemas de maximos e

@ : minimos de funcdes
M :> continuas definidas sobre
trabalho virtual @

algum espaco funcional.
X

Funcional = funcao de funcdes

PRINCiPI0 DOS TRABALHOS VIRTUAIS

EQUILIBRIO DE SISTEMAS MECANICOS
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Trabalho de uma Forc¢a

Uma forca F realiza trabalho sobre um ponto material quando este sofre
um deslocamento na direcao da forga.

dU = F-dr (J,joule)

dU = F'ds cos@

dU>0 — 0°<6<90°
dU <0 — 90° <6 <180°
dU=0 — 6=090°
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Trabalho realizado por Momento de Binario

As forcas de um bindrio sé realizam
trabalho quando o corpo sofre uma

rotacao.
Seja um bindrio de torque M = F'r,
entao:

r r

dU = F (7d0) +F (5d6) = Frdo
S—— S——
ds, ds,
dU =M -do

O trabalho U é positivo se os vetores
M e 0 apresentam o mesmo sentido.
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Em dU =dF -dr e dU =M-df@, dr e df sao quantidades
infinitesimais de movimentos fisicos reais.

Considerar um movimento materialmente possivel imaginado para o
sistema, mas que obedeca as restricoes fisicas em um instante de tempo
determinado. Os deslocamentos originados por esses movimentos sao
denominados deslocamentos virtuais.

or ; 00 = deslocamentos virtuais

Os deslocamentos virtuais também obedecem as regras do calculo

diferencial.
Seja uma varidvel z(6). Seu deslocamento virtual pode ser determinado

. 5z(0) = (6“’;%9)) 50

(diferencial de primeira ordem)
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Trabalho Virtual

O trabalho realizado por uma forca, sujeita a um
deslocamento virtual, e/ou um momento de binario
sujeito a uma rotacao virtual, resultam em um
TRABALHO VIRUTAL.

U =F- -or + M- 6

Prof. Assoc. Flavio D. Marques & Prof. Assoc. Leopoldo de Oliveira I



http://www.eesc.usp.br/fmarques
http://www2.eesc.usp.br/labdin/pessoal/leopoldo.html

' ENGENHARIA % . . o
(yj EESC - USP ﬁ MECANICA [BiN] ) SEM 500 — Estatica Aplicada as Maquinas

Principio dos Trabalhos Virtuais

Um sistema de corpos rigidos interligados estara em equilibrio
se o trabalho virtual realizado por todas as forcas e momentos
externos atuantes no sistema for nulo para cada deslocamento

virtual independente do sistema. ]
Obviamente,

mas para equilibrio, > . F; = 0, sendo que ér; # 0.
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Principio dos Trabalhos Virtuais para Sistemas de
Corpos Rigidos Interligados

O P.T.V. é adequado para resolver problemas de equilibrio de sistemas de
corpos rigidos interligados.

Grau de Liberdade: é a coordenada independente que permite conhecer a
posicao de um nidmero determinado de pontos do sistema.

(a) Sistema com um gd/ (6) (b) Sistema com dois gd!’s (01 e 02)
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EQUILIBRIO pelo METODO DOS TRABALHOS VIRTUAIS
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EQUILIBRIO pelo METODO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Trabalho virtual é
@ lP U = Azdy + Ayby 4 + Bydy g — Pdyp

N mas 0y, =0y +Ldg e dyp =0dyg+ (L/2)06p entdo,
44 n B
L/2 = L2 e OU = Azdz + Ay(dy g + Ldo) + Bydy g — P(dy g + (L/2) 6p)

U = Azdy + (Ay + By — P)dy g + (AyL — P (L/2))dg
Pelo P.T.V.: 6U =0, mas 05 # 0, dy 5 # 0 e g # 0, portanto:

" ]( ____________ ﬁf?_..-_.._.._l.-:.-_-.‘_-.lf.._.__._'.‘_'.'.'f.':.'I.'Z.','.':::::::::-.:-.:::: .... : ::"‘ Am = 0 (Z F, = 0)
A 1, A L—P(L/2) = 0 (> Mg=0)
g L2 L/2
’ o que resulta:
Ay =0; Ay=P/2; By =P/2
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Energia e Estabilidade
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Forcas Conservativas

Uma Forca Conservativa é aquela que realiza trabalho independente
da trajetoéria seguida.

Forca Peso

ra
U:/ F - dr
ri

)
U= / (—=Wj) - (dzi + dyj + dzk)
ri

5
U=-W(y2 — 1) 4

Portanto: 5

€ se deslocamento é para cima: r

U<DO0; Y2

»1 x

© se deslocamento é para baixo:
U > 0;

© se deslocamento na horizontal:

U =0;
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Forca de uma Mola

Mola nao deformada,

posicaio s =0
F.i'
ds For re
e -
u . . /
ey |
]
.,
s - k 5| 53 s
1
ds
F, =ks
S92 892 1 5 1 o
U= Fsds = ksds = —ks; — —ks]
st s1 2 2
1 2 2
U = §k (82 — 81)
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Forca de Atrito

Se um corpo se desloca sobre uma superficie com atrito,
num unico sentido,

U= —/ peNds = —p.N (s2 — s1)

S1

A forca de atrito depende da trajetdria percorrida, portanto nao é uma
forca conservativa.
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Energia Potencial

Energia: grandeza escalar que representa a capacidade de realizar trabalho.

@ Energia Cinética (7'): proveniente do estado de movimento;

@ Energia Potencial (V'): associada com a posi¢do, ou medida da
quantidade de trabalho realizado por uma for¢ca conservativa.

Energia Potencial Gravitacional

V= +Wy ‘/_g — Wy
onde
w Y
Referéncia Vg >0 sey >0
= Vy = sey=20
Energia potencial gravitacional Vg <0 se y < 0
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Energia Potencial Elastica

Posig¢do de ndo-deformagdo, s = 0 ‘/e —_ 1 k. 82
2

s —
W@ V=0
Na condicao deformada a mola

_+SA| sempre tem capacidade de realizar

k trabalho positivo.
WO V, =+ ks?

}__S_

k
Ve=+%ksz
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Funcao Potencial

No caso de um corpo sujeito simultaneamente a forcas gravitacionais e elasticas,

denomina-se funcao potencial:
V=V,+ Ve

O trabalho realizado por uma for¢a conservativa que desloca seu ponto de aplicagao é
medido pela diferenca da funcao potencial,

U=V -V,

Seja o exemplo,

1
V=Vg—|-Ve=—Ws—|—§k32

entre duas posicoes,

Referéncia

1 1
Vi = _Wsl‘l‘EkS% e Vo = —W82+§k85

[
A A D &
TN

1 1
U=-Ws1+ Eks% — (—W32 + Eks%)

1
= W(s2 —s1) — Ek (s% — s%)
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Critério da Energia Potencial para o Equilibrio

Como U = V; — V5, entdo para deslocamentos infinitesimais ds,
dU =V (s)—V(s+ds) = dU=4dV
Similarmente em termos do trabalho virtual, entao,
0U=V(s)—V(s+ds) = 6U=4§V
Portanto, pelo P.T.V.:
U=0 = 0V =0, Vis#0
Isso significa que no equilibrio ndo ha variacao da energia potencial,

portanto:
av.

g_o
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Estabilidade do Equilibrio

-

Se no equilibrio 2% = 0, da anlise de % V vem:
d2V 0 dZV 0
Vi o ds vy av_dv_ vy o gz <
ESTAVEL ds  ds? INSTAVEL
Energia Potencial NEUTRO Energia Potencial
minima maxima
S: s: S;
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Tenta.

Fracassa.

Nao importa.
Tenta outra vez.
Fracassa de novo.
Fracassa melhor.

Samuel Beckett
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