Ondas 11

Fisica II - Modulo II - Fenomenos Ondulatorios
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Ondas Transversais em uma Corda

Consideremos agora uma corda homogénea com tensdo T

A(x,t) é a amplitude da corda no ponto x, no tempo t T, (z + Ax) ?; (aqui , T ﬁXO)
A e
y 0~0:
Ax> Ay *- G f%(x + Az)d ~ Ti

Az + Az, 1)
AA

a:; L(zx)t~-Te_~"\" 25 Q(x)l_

trecho da corda
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Ondas Transversais em uma Corda

Consideremos agora uma corda homogénea com tensdo T

A(x,t) é a amplitude da corda no ponto x, no tempo t

a porgdo a direita da corda exerce uma tensdo sobre o trecho Ax

Y
T
T,(z+ Ax) = T,(x) 1 0 g(x)Am Az — 0
x
T,=Tsinf ~Ttan =T Y AI;;IEOTA$ 0x

a tensao resultante na vertical é entdo

massa do techo de corda

2A A =
Ax :,qua ag’t) T = Am

_ o1, (z) A — T@QA(x,t)

T,(x + Azx) — T,(x) 5 92

densidade linear de massa
(uniforme)
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Equacao da Corda Vibrante

SOIUQGO Geral : Depende de duas condigoes iniciais :

e deslocamento inicial A(x,0)

0A

o Velocidade inicial E(X,O)

duas fungoes de x que podem ser decompostas em série de Fourier
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Ondas Estacionarias & Condi¢oes de Contorno

Vejamos a situacdo de ondas estacionarias
Vimos que solucoes de freqiiéncia fixa sao da forma

Akgaz,t) = aj, cos(wt) cos(kx)+by cos(wt) sin(kx)+cp sin(wt) cos(kx)+dy sin(wt) sin(kx)

Condicoes de Contorno de Dirichlet: corda fixa na extremidade

—
—

Condi¢oes de Contorno de Neumann: corda livre na extremidade
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Ondas Estacionarias & Condi¢oes de Contorno

Vejamos a situacdo de ondas estacionarias
Vimos que solucoes de freqiiéncia fixa sao da forma

Ak(a’;,t) = aj, cos(wt) cos(kx)+bg cos(wt) sin(kx)+cp sin(wt) cos(kx)+dy sin(wt) sin(kx)

B Corda fixa nas duas extremidades

primeiro fixamos a corda em x=0, assim para qualquer seja t

A(0,t) = agcoswt + cpsinwt =0  — ax =c; =0

A(z,t) = by cos(wt) sin(kx) + di, sin(wt) sin(kx)
= Bsin(kz)(sin(wt + ¢)) = Bsin(kx)(sin(wt) cos(p) + sin(¢) cos(wt))

b = Bsin(¢) d, = B cos(¢)
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Ondas Estacionarias & Condi¢oes de Contorno

> X0 OO0 OO0
A ANZAVALVAY

agora fixamos a corda também na outra extremidade, i.e. x=L, entado

A(L,t) = Bsin(kL)(sin(wt + ¢)) =0 Vi

sin(kL) = 0

n=1
frequéncia fundamental

W1 U

N e T oL
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de Contorno

Ondas Estacionarias & Condi¢oes
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Ondas Estacionarias & Condi¢oes de Contorno

B Corda fixa em uma das extremidades e livre na outra

modos normais de vibragao

se a corda agora estiver livre na outra extremidade, i.e. x=L, entao

814(‘(9[” ) —0 VYt = Bkcos(kL)sin(wt+ ¢)=20 cos(kL) =0
X
Esse é o espectro de frequéncia para uma extremidade fixa e uma livre
n=0 n=1 n=2
frequéncia fund tal _
requéncia fundamenta = 3w v —

Wy U

VOZQW_ZLL

lll(
>
o
|
|>/
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L L L
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Ondas Estacionarias & Condi¢oes de Contorno

. Corda livre em ambas exfremidades A(x,t) = ay cos(wt) cos(kx)+by cos(wt)sin(kx)+cy sin(wt) cos(kx)+dy, sin(wt) sin(kx)

se a corda agora estiver livre nas duas extremidade, i.e. x=0 & x=L, entao

0A(0,t) _ 0A(L,Y) _\ oy  DA(0,1)
Ox O 0x

= k by, COS(wt) + k di sin(wt) =0 —b.=d.=0

d i< de vibraca
A(z,t) = ag cos(kzx) cos(wt) + ¢, cos(kz) sin(wt) = C cos(kz)(sin(wt + ¢)) modos normais de vibragao

koL =nm n=20,1,2..

OA(L,t)
ox

= —Cksin(kL)(sin(wt + ¢)) =0 — sin(kL) =0

Esse é o espectro de frequéncia para ambas extremidade livres (duas condicoes de Neumann)
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Ondas Estacionarias & Condi¢oes de Contorno

: : modos normais de vibragao
[l Corda livre em ambas extremidades

koL =nm n=0,1,2...

n=0 é permitido, mas & a solucdo constante i.e. k=0 A=(x,t) = ndo depende de x N
Wy = —

L
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Puxando uma Corda

Vimos que para uma corda presa nos 2 lados apenas entram certas frequéncias:

Az, t) = Z [bn COS (?t) + d,, sin (?t)} sin (n%x) n=1,2,3..

n=1
onde as constantes b, e d, sao obtidos das condigoes iniciais:

Série de Fourier

L
deslocamento inicial Vr — bn — z/ u(m) S1n (nlx) dax
0

L L
O > NI . /nT
&A(x’ 0) =0 = Z Tdn SIn (ff) velocidade inicial - corda inicialmente em repouso Vr —— d, =0
n=1
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Puxando uma Corda

u(x)_{%:c 0<x<d

— h hL

——r— 7 d<x <L
Fazendo a integral 2h T2 1 dn
acima obtemos os bn — d(L Il d) TL27T2 SIn ( T, )
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Puxando uma Corda

Portanto, o movimento da corda para qualquer t > O é dado por:

i 2hL* ! Sin an SIn (Taz) COS (n—ﬂfut>
L d n2m? L L L

n—=1

Motion of Plucked String

https://www.youtube.com/watch?v=_X720n6CSLO
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Condicoes de Contorno na Jungao de 2 meios

Considere agora 2 cordas uma grossa e uma fina ligadas por um no
O que acontece com a onda quando passa pelo no?

E se no lugar de mudar a densidade de massa mudassemos a tensdo na corda?
O que acontece com ondas sonoras quando passam do ar para a agua?

O que acontece com ondas de luz quando passam do ar para o vidro?

Vamos comecar a responder essas perguntas tentando entender o que acontece com uma onda na seguinte situagao:

d
e /\_> : nee xr > (
comeca a chegar a juncaoem t =0

E 1T My onda progressiva r =20 I, KW D
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Condicoes de Contorno na Jungao de 2 meios

Vamos escrever a amplitude da onda como

AE(SE,t) xr < 0
Az, 1) = { Ap(x,t) x>0

02 0? T

A t) = v ——A t — = Vi 0
8t2 E(x7 ) U1 83’52 E(x7 ) U1 » r <
07 0? T,
572 p(x,t) = v P p(x,t) Vo ” T
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Condicoes de Contorno na Jungao de 2 meios

A solucdo deve ser continua em x=0 (jun¢do) — sendo as duas cordas se separam!

—

Ap(0,t) = Ap(0,t) Condi¢des de Contorno na jungdo

Se Am é uma porc¢ado infinitesimal da corda perto de x=0 entdao, como vimos

2
Ama—A(O,t) — TlgAE(O,ﬂ — T2 %AD(O,Q

Ot? ox

mas Am = uAx e no limite Ax — 0
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Reflexao & Transmissao

Suponha agora que a onda progressiva, antes de chegar a juncdo, tenha a forma:

onda incidente (prop. p/ direita =)

Ar (.CC, t) = fz(t ’ ) t <0 bem antes de chegar a juncao
U1

onda incidente + onda refletida (prop. p/ direita = e p/ esquerda =)

Ag(z,t) = f;(t v ) + fr(t - a: ) t~0 quando chega proxima a jungdo
U1 (N]

onda transmitida (prop. p/ direita, =)

X
Ap(z,t) = fi(t 1}2) t >0 no outro lado da juncao
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Reflexao & Transmissao

Vamos impor agora as condicoes de contorno em x=0

continuidade 4 ) _ A, (0.8 9 fi(t) + £-(t) = f:(t) (1)

da funcao

ausencia de 0 - 0
- ) axé, V- TZ%AD (Oyt)\‘
2 - D ne+r Sl =B ero 10 5l e D] — T
ox U1 vl r=0 U1 ¢ " 28$ ' V9 a;:()_ _U_th()
Tl / / L T2 /
S HORS OIS SHONNE)
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Reflexao & Transmissao

Assim usando (2) L [ pi(r) 4 f(0)] + -2 fi(6) = 0

T2 O Se nao fosse nulo, o lado direito teria

T1

[ fz( ) —+ fr( )] | ft (t) — ?ﬂ’éﬁ um deslocamento em todos os instantes,

0 que nao e consistente com (1)

e agora usando (1)

L[ fi(0) + £(0)] =

(fi | fi) f,(t) = (
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Impedancia

Note que:

1) a onda refletida tem a mesma forma que a incidente (mesma funcao),
apenas sua amplitude é modificada

2) a onda transmitida também tem a mesma forma

é uma medida de rigidez do meio

17 1
Definimos agora as impedancias dos meios 1 e 2: /1 = — \/Tl 1 Lo = 2 — \/T2 %,
V1 U2

Iy — Zs 2 Zin

— i = Ji T Jr = i
Z1+sz Je=Jit] 41+ 4o J

fr
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Coeficientes de Reflexao & Transmissao

T1 T2

71 =— = /T1 i1 Zo = = = /Ty o
V1 U2

f . Zl o ZQ f _ f se Z, =/, = Z nao havera reflexdo (R=0, T=1) & a transmissao é completa
ro ([ U se quisermos que isso ocorra precisamos de um “casamento de impedancias”
41 + 4o

coeficiente de reflexado Tl H1 — T2 M2

coeficiente de transmissao

fi — f’L se Z, < Z; entdo T>l, isso significa que a amplitude aumenta quando a

onda muda de um meio de impedancia alta para um meio de impedancia
baixa
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Z, R & T e Mudancga de Fase

©Z:>Z; entdo R<O0 — ha mudanga de sinal entre fi e f (mudanga de fase i.e. ¢'” =-1)

essa troca de sinal ocorre, em particular, se a onda atingir uma parede

l.e. 4 — OC
—
R= -2/5, T=3/5
Z =15 Z; = 35
Z =15 Z; = 35
G
o~ o~ 4 ° _>
eZ; <Z, entao R>0 — nao ha mudanga de sinal R= 4/5. T=9/5
—_— —
Z = 45 Z; =5 Z = 45 Z, =5
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Potencia

Ondas transmitem energia (som, luz, energia em um fio elétrico etc.)

Queremos saber a taxa com que trabalho pode ser realizado usando a onda

forca que tira a corda do equilibrio onda progressiva para esquerda
, , poténcia vai para esquerda
p=T (@) (%) — T (8_A> — (%) onda progressiva para direita
N Ox ot Ox ot poténcia vai para a direita
DAL\ " OAR\" 71— Zy 0A1\? ([ Z1— Zy\"
Pr=71 | — Prh=21|—|=2 = P
! 1(875) " 1(5*15) 1(Zl+22 0t> <21+Z2> !
207, 9AI\"  Zy [ 271 \° _
PT:ZQ L ! :_2 1 P[ P]—PR—l—PT
Zl -+ ZQ Ot Zl Zl + ZQ

a poténcia é conservada !
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