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1. Oscilacoes acopladas! my = mg = m

» Consideremos dois osciladores acoplados:

(k, €)
d” N (1
m dtx; = —k(x1 —0) + k(ze — 21 — {)
sistema acoplado de equacoes diferenciais!
d°x
m dt22 = —k(xg — 20) — k(xg — 21 — )
. Tal . d2 /
agora definimos: - dta;l — ka4 k(2 — 2)
vy =x1—L0 e x5 =19 — 2 —
d? !
m dt22 = —kal, — k(x, — x7)

* Dois métodos de solucao: 1. Mudanca de variaveis e 2. Matrizes!



1. Mudanca de variaveis:

d*x’

n S kot 4 k(o — )
d2 /

m dtiz = —kal, — k(z, — x7)

somando e subtraindo estas equacoes:

d2

) (2] + x5) = —k(x] + 3)

(F, €)

(i

(F, £)

—_—m

Defino g1 =

/ /
Ty + Ty

C {2

30,

Ty — T

2



d2Q1 d2(]1 2

m = —k = —W
—
d2(12 d2Q2

m = —3k = —3w§
* g1 e g2 oscilam com frequéncias diferentes
» g1 e g2 sao chamados de modos/coordenadas normais
» X1 e X2 sao superposicoes de osciladores harmonicos simples

q1 = A1 cos(wot + 1) L1 = (41 — {42

com
go = Ao cos(\/gwot + o) T2 = q1 T+ q2



g1 = A COS(wot T 901) L1 = 41 — g2
com B
go = As cos(ﬁwot + o) T2 = g1+ g2

interpretacao fisica

1 =0eqa#0 g1 #0eq=0

\/§w0 “o

I\mjoxﬂﬂ/o\mj‘ |\Qm/o\mjow



* Video Interessante

https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUQOUvso
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https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUOUvso
https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUOUvso

Generalizacao

d2 /

m dtx; = —kay + k' (2, — x7)
d2 /

m dta;Q = —kal, — k' (x, — x7)

somando e subtraindo estas equacoes:

d2

) (2] + x5) = —k(x] + x3)

s (o — @) = —(k + 2') (- 7))




d2ql d2Q1 2

_ = —Ww
Mo = —kaq dt? 041
—
2
A2 d=qo o 2 2
™m dtq22 — —(]{3 —+ Qk/)qQ 12 Bl _(w() + Wg

* g1 e g2 oscilam com frequéncias diferentes
» g1 e g2 sao chamados de modos/coordenadas normais

» X1 e X2 sao superposicoes de osciladores harmonicos simples

q1 = A1 cos(wot + 1) 21 = q1 — o

com
QQ:AQCOS(\/wngw%tJrg&z) T2 = q1 T g2




q1 = Aq cos(wot + 1) = g1 — o

com
Q2=AQCOS(\/wg+w%t+gp2> T2 = q1 1 Q2
interpretacao fisica
1 =0eq#0 g1 70eq=0
2 2 Wo

Wy T Wg | \
\mfomo\m/‘ |\mfo\m/0\9_ﬂ_ﬂ_ﬂ.ﬂ‘

0S corpos oscilam com a mesma frequéncia nos modos normais
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* Video Interessante

https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUOUvso

Desafio: Considere agora que a massa m1 € deslocada do equilibrio. Usando o que

vocé aprendeu encontre a solucao para as duas massas e faca um grafico com as

duas posicoes. Considere que a constante k¥ é pequena face a k e compare os seu

resultado com o0 mesmo caso mostrado neste video. A condicao inicial €
r1(0) = —a; v1(0) = 0 = 25(0) = v2(0)
Para aprender mais veja

https://www.youtube.com/watch?v=I510 TNXEUgs
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2. Resolucao por matrizes M
(deslocamentos com respeito ao equilibrio!) (k. &) (k. &) (k. €)

o + k( ) = —2kxy + k Tr1 o2 + Wi
T — — R Lo — U — — X X — — LW Wn
772 1 2 1 1 2 172 01 02
—
d2$2 d2CIZ‘2
m = —kxo — k(o — 1) = k1 — 2kx = wir] — 2wir
» Agora escrevemos:
2
dd;gl 72 T —2wg  wg T
, J— ﬁ J—
Lo T Wy —2wg 2
o A2z
iISSO € equacao para T(t) = = 5 = A Z



L S C1 d* T _
» Agora tentamos T = C el com C = ( ) para = A x

que leva a

dt?

—> (p°—A)é=0 Problema de autovalores

» Sistema linear homogéneo! Sé tem solucdo ndo nula se det(p® — A) =0

logo p ==

_iU.J()

2
det(p_g

2 2

p* + 2wp

_i\/§w0

ou p ==z

):<p2+2w8)2—w§=0

que é o resultado ja conhecido!
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* Mais ainda

p* + 2w —W§ C1
(p* — A) =0 =0
—w§ p? + 2w§ Co
C1 — C9 para p — TTlWy
Implica que
cp = —Cy para p= 1V wg

Solucao geral:




Para a solucao ser real impomos que a parte imaginaria é zero

—1 - —1 . . 1 |
CIZ’(t) —CL‘*(t) — a1 ( ) > €+Z\/§wot + ao ( : ) 6—”&\/§wot —|—b1 ( ) e—l-zwot —|—b2 ( , ) e—zwgt
1
1

1
1
_ CLT ( _1 ) e—i\/gwot _ a; ( _1 ) e—l—i\/§w0t o bT ( 1 ) 6_7;w0t —_}

= (
|OgO A1 — CI; c bl — ;
» Escrevendo a; = 76’“02 e b = 767@1
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3. N osciladores acoplados

» Usaremos o método matricial: matriz N x N possui N autovalores/autovetores (modos

normais)
Equilibrium ) Fy - F, B F3

vy, ~~ Y,
Non-Equilibrium » Fy = F, . « F - Fs .
P S E e
¢ % — ¢ =t r :
IXO : & ; % | : fixo
x, =0 : x2 =0
N
k k 1
2 2 _ Z 2
U<37173727 ) §(ZE1 —Qj()) | 2(332 —$1) — §k(£l§']_|_1 _:Uj)
7=0
d?x,, dU
m— - = F, = = k(xpni1—xn)—k(xp,—2n_1) = k(xpi1—22,+T,_1)
n



d?z,,

dt?

» Solucdo de — Wy (Tt — 2%p + Tyt

1wt

« Como vimos no método matricial . = A, e

-Quelevaa —w?A, =wj(Apy1 — 24, +A,_1)

— Independente de n

 Que escolha dos A’s garante a independéncia de n?
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» Tentemos A,, = acos(nf) + B sin(nb)

Api1 = acos(nf + 6) + Bsin(nb + 6)
= a.cos(nf) cos @ — asin(nb) sin 6 + [ sin(nd) cos € + [ cos(nh) sin 0

A,_1 = acos(nb)cosf + asin(nb)sind 4+ G sin(nd) cosd — [ cos(nb) sin @

Apni1+ A1 = 2acos(nb) cosb + 28 sin(nb) cos ¢
= 2 cos f(a cos(nb) + Bsin(nb)) = 2A,, cos b

2 2
2wy — W

>
W

= 2cos
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» Logo temos duas solucoes independentes

[« cos(nb) + Bsin(nh)] et?

Tn(t) = |
v cos(nB) + 6 sin(nd)] e "

Bi . .
analogamente ao feito anteriormente (mostre) a =~" = 716“01 B=0"=—¢

T, (t) = By cos(nf) cos(wt + 1) + By sin(nf) cos(wt + p2)
» Ainda nao obtivemos w e duas solucoes! Esse segue das condicoes de contorno:
1.29(t) =0 = B; =0
2. xn41(t) =0 = Bysin((N +1)f)cos(wt+ ¢2) =0 —

sin((N+1)) =0 =— (N +1)8=jm com j inteiro
X j=1,...,N



« Resumindo:

1. Frequéncias dos modos normais

com 7=1,...,N

2. Modos normais

* Teste das contas: N=2

2w(2)—w2 VK
= 2cosf = 2cos
cu(z) (N+1>

CU CUO _ COS (N 1>_

nJm

N +1

T, (t) = By sin ( ) cos(wt + p2)

i=1 = w®=2w] _1—COS(§>_ = W

] 5\ -
1 — cos (—W>
- 3 —

=2 = w®=2w]
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nJm

2. Modos normais T, (t) = By sin (N 1) cos(wt + ©9)

* Jeste das contas: N=2

j=1 = w®=2w] _1—COS<§>_ = W

i 5\ -
j=2 = w®=2w] 1—COS<§) = 3wy

. 3 3
1=1 = xl(t) = By g cos(cuot + g@z) ; $2(t) = Bo \/7_ COS(wot T 902)
NE V3

j =2 — ZEl(t) — A/2 7 COS<\/§W()t + SO/Q) : sz(t) — _A/2 7 COS(\/ngt T SOIQ)
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w? = 2w§ 1—(308(

» Aprendendo: N=3

- 2 2 |

=2 = wi=2w]

j=2 = w;=w]

JTm o\
N+1)

, nJm
n(t) =D
Ty (1) 23111(NJr
V2
L1 — X3 — —I9
2
L1 — —I3 , QIZ‘Q—O
V2
L1 — X3 2562
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