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Onde paramos:

» Procuremos duas solucoes linearmente independentes para a equagcao homogéenea

2
adm | babj - cx = ()

dt? dt

» Tentemos z(t) = e?* onde p é uma constante. Substituindo temos que

ap’+bp+c=0

—b + \/b2 — 4ac
2a

logo D =

» Primeiro caso: o discriminante € positivo b2 — dac > 0 ha duas raizes distintas P1 € P2

solucao geral x(t) = ¢ eP1t | ¢, eP2?
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b

- Sequndo caso: discriminante nulo  »* — 4gc = (0 hauma Unicaraiz v = 5, Qual a segunda solucao?
A
Tentamos x(t) = f(t) " = proi 0= f(t) =c1 + cot
logo :C(t) — (Cl -+ Cgt) et

Estudemos o terceiro caso:
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» Terceiro caso: o discriminante € negativo b — 4ac < 0 logo p;s = —7 +iw

() = e (c1 e 4 ¢y e
- O que é a exponencial imaginaria? Lembremos da féormula de Euler:

e’ = cosf 4+ i sin 6

VISAO GERAL ANTES DOS DETALHES

* Logo podemos escrever as solucoes sao

z(t) =e " [¢ cos(wt) + ), sin(wt)]

Exemplo oscilador harmonico simples:

d* | k
m dtf Fkr =0 = p = =+ = +iw = x(t) = 1 cos(wt) + ¢y sin(wt)

4



1. Revisao: numeros complexos

- Denotamos a unidade imaginaria por i=+/—1
» Numeros complexos sao daformaz =a+1 b
e Se z1 =ai1 +1by e zo = as + 1bo
a soma é dada por z1 + 22 = (a1 + az) + 1 (b + bs)
e o produto por z1z2 = (ajas — b1bs) + i (a1bs + as by)
» O complexo conjugado donumero € z* =a —1 b

» O mddulo ao quadrado de z é |z|* = 22" = a® + b°



* Plano Argand-Gauss: considere um ponto P no plano (x,y)

OP — ai + bj Agora associamos OP com z = a + b

Im(Zz]

O a RelZ]



 Neste plano o complexo conjugado € a
reflexao no eixo real:

« A soma é a soma de vetores!
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- Formula de Euler:
e’ = cos O 4+ isin 6§

- Comporta-se exatamente como uma exponencial;

1.Para § = 0 = € = cos(0) +i sin(0) =1

2. E também satisfaz: — (e'*") = iae"™

dt



Numeros complexos na forma trigonomeétrica:

» Dado o0 numero complexo z =a + 1 b

a=1rcosfeb=rsimt — z=rcosf +1rsinb — ret?

. Note: 2% =re "
2] = 2"z =r°
— ei% — 1 = eiw
2129 = Tlewl T26i92 — 7 ot (01+02)
21 /29 = 116 [roe?®? = 1y /1y i(01—02)
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Um pouco mais:

- Podemos expressar as funcoes seno e cosseno usando a formula de Euler

1 . .
cos ) = 5(6’9 + e )

1 . .
sinf = — (e — e )
21

» Podemos definir exponenciais de numeros complexos:

6a—l—zb — 6a€zb
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2. Retornando a nossa equacao diferencial:
d*x dx

- b | =3
! dt? dt -t real

- Consideremos uma funcdo complexadet  z(t) = x(t) + i y(&

dz d | dr  .dy
. — = — [z(t t)] = — +i—
Temos que - = z(t) + iy(t)] - ti—
dz d
NOte que Re _a_ — % [RG(Z(t))]
. - . d?z dz
» Generalizamos a equacao diferencial para « T3 - b gy Fcz =0
d? d d? d
- Note que  Re {ad; | bd: | cz} — aﬁRe[z] + bERe[Z] + cRelZz]
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» Logo resolvendo

d*z dz - d*x dx
| | = obtemos a solucao de - b - e =
a T3 b o cz =0 C s e 0
fazendo x(t) = Re|z(?)] (funciona tambem com a parte imaginaria :-)

» Agora procurando solucdes da forma :(t) = ¢** devemoster a p* +bp+c =0

para o caso b —4ac< 0 temos pi2=—7+iw

z(t) = (¢ e YTt 4 ch e " M) — z(t) = e " (¢ e~ Wt 4 e, 6+M)

r(t) = e 7" |dy cos(wt) + ds sin(wt)]
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3. Oscilador harmonico simples (ohs)

« Como vimos um OHS obedece

d*x k 0 — Nk o,
m - K = — 17 = T
dt? p V m

r(t) = cre " + cpe ™! = d; cos(wt) + ds sin(wt) = A cos(wt + ¢)

» A relacao com o movimento circular € direta Im[z]

2(t) = A et
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§ Amplitude 4

x(t) = Acos(wt + ¢) %

2
 Periodo Wl =27 — 1" = “n
W
A 1
* Frequencia v = - em Hz com w = 271

- Energia cinética, potencial e total =(t) = A cos(wt + ¢)

1 [dz\® 1
Ecin — §m (d_ﬂt?) — §mw2A2 SiIlQ(UJt ¢)

1 1

1
Etotal — Ecin + U = §mw2A2

14



Energias médias: definimos a média temporal por

(T
=g [ ds@) paa [+ = f0
T
(Eein) = %/0 dt %mszz sin®(wt + ¢)

1 1 T+¢/w
= —mw?A®— / dt' sin®(wt’)
> T/,
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Analogamente

| 2 42 9D
U) = — dt §mw A cos”(wt + @)
0

1 | [T
—muw” A — / dt' cos®(wt’)
> T/,

1 1 [THe/e
—mw2A2—/ dt’ 5[1+cos(2wt’)]

= (Egin) atrito invalida essa relagao

16



3. Superposicao de OHS

1. Consideremos a soma de duas solucoes na mesma direcao e frequéencia

r1(t) = Ajcos(wt + 1) e  xo(t) = Ascos(wt + @)

calculemos z(t) = x1(t) + 22(t) com z(t) = A1 @iTP) 4 Ayet(@tt92) — 2 () + 25(t)

2(t) = Ae'lwitorta)
Im[Z] wh’ ()

= A7+ A5 + A A

— A?
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““““““““ :::;’ ‘Z(t)‘Q — Z*Z __ (ZT Z;)(Zl 22)

= |Z1|2 + \22\2 + 2729 + 2125

i(92—01) | Li(91—62)

— A% 4 A% + 2A1 Ag cos(pa — ¢1)



- Obtenhamos a fase: ~ Ae'WiToita) — A eilwitor) 4 g, ptlwitez)
Ae™™ = Ay + Ape'lP2791)

B Al —|— A2€i(¢2—¢1)

B A

2. Consideremos a soma de duas solucoes de mesma frequéencia e em direcoes
perpendiculares

eioz

| 427 ) .
Movimento no plano de uma massa presa a uma mola m—s = — k¥ = —mw*T
escrevendo 7= uxi+yj segue & 2 d’y :

r =21+ Yy — —w'r e — —W
12 12 /

x(t) = Acos(wt + 1)

Qual a trajetoria descrita no plano?
y(t) = B cos(wt + éo) J P

solucao

« para facilitar a algebra, tomamos ¢; = 0



1. Caso ¢2 =0

x(t) = Acos(wt) } A
= z(t) = 5 y(¢) é uma reta
y(t) = B cos(wt)

T

2. Caso ¢2=—§ e A=0D

x(t) = Acos(wt)

y(t) = Asin(wt)



3. Caso geral { r(t) = Acos(wt)
y(t) = Bcos(wt + ¢o) = Blcos(wt) cos(¢s) — sin(wt) sin(psg )|

. y X r\?% .
lim d tempo: L = — + — | —
eliminando o tempo cos(po) \/1 ( ) sin(¢s )

temos que | i cos(¢y) = sin®(¢o) e uma elipsel!




oyt my .
A2 | B2 2AB COS(¢2> — Sl (¢2)

- /s 37
casos particulares @2 = 5 © o = -
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3. Superposicao de OHS

1. Consideremos a soma de duas solucoes na mesma direcao e frequéencia
r1(t) = Ajcos(wt + 1) e  xo(t) = Ascos(wt + @)

calculemos x(t) = x1(t) + xa(t)

P Cn
mel e Usando o triangulo O P, P
Py A? = A% -+ A% + 2A1 A5 COS(¢2 — ¢1)
2 . . . Ao
Py Ao sin(gps — ¢1) = Asin(a) = sin(a) = i sin(¢go — ¢1)

z(t) = Acos(wt + ¢1 + )
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