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REGRAS DE CALCULO COM NUMEROS APROXIMADOS

Durante um experimento (de fisico-quimica ou outro) um dos objetivos € obter um ou
mais resultados numéricos. Entre a realizacdo do experimento e a obtencdo deste resultado
numérico associado aquele experimento, sdo realizadas medidas. Estas medidas possuem as
seguintes caracteristicas:

i) SAo observacgdes quantitativas,
ii) Incluem unidades e
iii) Envolvem incertezas

A parte inicial deste documento lida com as caracteristicas destas observacdes
guantitativas e revisam as unidades associadas a cada medida. Ap6s sdo discutidos os
aspectos que envolvem lidar com as incertezas advindas destas medidas associadas ao
protocolo experimental utilizado (sistematicas) e de origem aleatdria. Por fim, serdo definidos
métricas que permitem avaliar a qualidade dos resultados obtidos, especificamente, serdo
definidos os conceitos de precisdo e exatiddo. Como podera ser observado nos roteiros dos
experimentos, trabalharemos na pratica (por restricdes de tempo) com medidas que serdo
feitas no maximo em duplicatas, 0 que ndo permite a avaliacdo apropriada de erros aleatérios.
Desta forma, para os relatdrios, a representacdo adequada dos numeros (parte A) e a
propagacao de incertezas sistematicas, secdo C.1, sera mais enfatizada.

A. Medidas e NUmeros aproximados

A primeira caracteristica abordada de uma medida € que sdo observacdes quantitativas,
isto é, sdo nimeros obtidos do experimento. O nimero obtido a partir desta medida possui
algumas caracteristicas em relacao:

e Algarismos_significativos: representam uma medida em que somente o algarismo
mais afastado a direita ndo é conhecido com certeza.

e Numero de algarismos _significativos: digitos que tém significado em uma
quantidade medida ou calculada, por isso depende da precisdo do instrumento ou
equipamento utilizado. Quando se usam algarismos significativos, o Gltimo digito é
incerto.

Neste caso, qualquer digito diferente de zero é significativo. Por exemplo, 845 cm tem
trés algarismos significativos; ou 1,234 kg tem quatro algarismos significativos:



cm 1,234 kg

exatos exatos

estimado estimado

Os zeros a esquerda do primeiro digito diferente de zero ndo sdo significativos. A
funcdo deles é indicar a posicdo da virgula decimal. Por exemplo, 0,08 L tem um algarismo
significativo; 0,0000349 g possui trés algarismos significativos. Se um namero for maior que
1, todos os zeros a direita da virgula contam como algarismos significativos. Por exemplo:

2,0 mg — dois algarismos significativos
40,062 mL — cinco algarismos significativos
3,040 m — quatro algarismos significativos

Se um numero for menor que 1, apenas os zeros que estdo no fim do nimero contam
como algarismos significativos. Por exemplo:

0,090 kg — dois algarismos significativos
0,3005 L — quatro algarismos significativos
0,00420 m — trés algarismos significativos

Para numeros que ndo tem virgulas, os zeros finais podem ou ndo ser significativos. Por
exemplo, 400 cm pode ser expresso como 4 x 102 (um algarismo significativo), ou 4,0 x 10?2
(dois algarismos significativos) ou 4,00 x 102 (trés algarismos significativos).

O numero de algarismos significativos influenciard a forma como resultados de medidas
feitas com equipamentos que permitem precisfes diferentes (maior ou menor nimero de casas
decimais) sdo combinados. Por exemplo:

Considere-se o seguinte exemplo:

e Em um baldo de massa igual a 225g introduz-se 14,0 g de nitrogénio, 0,0046 g de
hélio e 1,696 g de oxigénio; calcular a massa do sistema.

A “‘soma aritmética” desses valores da:

225
14,0
+ 0,0046
1,696
240,7006

Qo

Nestas condi¢Ges a massa do sistema € de 241 g. Esse resultado é obtido efetuando-se
a soma da seguinte maneira:



225

14

+ 0
2

241

Qo

Concordando com o resultado obtido com o primeiro procedimento.
Considere outro exemplo:

eSomar os comprimentos 15,2 cm; 0,6 cm; 123,515 cm; 12,4 cm e 5,2 cm. A
soma “aritmética” desses valores da 156,915 cm. Observe que o valor 156,9 cm pode
ser obtido efetuando-se a soma do seguinte modo:

15,2 cm

0,6 cm

+ 1235 cm
12,4 cm

52 cm

156,9 cm

Daqui resulta o estabelecimento da seguinte regra pratica: na operacdo de soma
conserva-se nas parcelas um numero de casas decimais igual ao existente na parcela com
menor nimero de decimais; efetua-se a soma. E conveniente ressaltar que em muitos casos
esta regra ndo leva ao resultado correto. Um exemplo de quando esta regra ndo funciona é
dado abaixo:

e Somar as seguintes massas: 5,0049 g; 1,0049 g; 2,434 g; 2,00 g, 4,0049g; 6,0049 g;
18,0049 g; 20,0049 g. Pela aplicacdo da regra vista, tem-se:

5,00

1,00

2,43

2,00

+ 4,00
6,00

18,00

20,00

58,43

[(el{oN{oN{eoN{eoN(oN(oN{eoN(e]

Compare com o resultado obtido considerando-se todos os algarismos:

5,0049
1,0049
2,4349

2,00
+ 4.0049
6,0049
18,0049
20,0049
58,4643

[(ef{oN{oN{eoN{oN(oN(oN{eoN(e]



Neste ultimo caso, obtemos como resultado 58,46 g.

Como medida de seguranga, pode-se adotar a seguinte regra: na operacdo de soma
conserva-se, nas parcelas, uma casa decimal a mais do que as existentes na parcela com
menos algarismos decimais (isto €, com menos algarismos apds a virgula); efetua-se a soma e
apresenta-se o resultado. Por outro lado, no caso da subtracdo, adota-se a seguinte regra:
efetua-se a subtracdo conservando-se em ambos os valores um numero de casas decimais
igual na parcela com menos algarismos decimais (isto &, com menos algarismos apds a
virgula). Ao fim, apresenta-se o resultado com 0 mesmo _numero de casas decimais _da
medida com 0 menor numero de casas decimais.

Um exemplo para a subtracdo é dado a seguir:
e Subtrair 4,31 cm? de 8,456 cm?.

Aplicando-se a regra:

846 cm?
431  cm?
4,15 cm?

e o resultado sera 4,15 cm? uma vez que o desvio absoluto é de 0,01 cm?.

Efetuando-se o calculo aritmético, tem-se:

8,456  cm?
-4,31 cm?
4,146  cm?

e o resultado serd também 4,15 cm?.
Mais alguns exemplos:
e Um aluno pesou um baldo volumétrico de 50 mL vazio numa balanca semi-analitica.
A massa foi de 25,562 g. Ao baldo ele deve adicionar aproximadamente 5g de NaCl.
Entretanto, a balanga semi-analitica quebrou e ele teve que usar a balanga analitica

para concluir a tarefa. Na balanca analica ele pesou 5,0126 g de NaCl. Qual é a massa
do conjunto baldo + NaCl?

= B (B
+ 5,0126
30,5746 30,5746 g 30,575 g

Menor nimero de casas decimais

Regras similares podem ser mostradas para outras operacfes. Na multiplicacdo e
divisdo, o nimero de algarismos significativos na resposta ndo pode ser maior que 0 nimero
de algarismos significativos na medida menos precisa.




e Um aluno determinou a densidade (d) de uma solucéo contida num bal&o aferido. O
volume do bal3o aferido era 50,04 cm®. A massa da solucéo pesada em balanca
analitica era 50,5327 g.

m 50,5327 g

d= —= = 1,0098461231015187849720223820943 3
v [50,04]cm? g/ e @

Medida menos precisa, 4 algarismos significativos

\

= m 50,5327 g
v 50,04 cm?

=1,010 g/cm?

Para a raiz quadrada, sendo n o numero de algarismos significativos do radicando, o
resultado tera n ou n + 1 algarismos significativos; esse resultado deve ser acompanhado de
desvio, a ndo ser gque este seja de uma unidade no ultimo algarismo significativo.

e Exemplo 1:+/28,0 = 5,29
e Exemplo 2: /81905 = 905,00

Para o caso de logaritmos decimais, a regra a ser adotada é: Sendo n o nimero de
algarismos significativos do valor considerado, a mantissa de seu logaritmo (a parte decimal)
tera n ou n + 1 algarismos significativos; o resultado deve ser acompanhado de desvio, a ndo
ser gque este seja de uma unidade no ultimo algarismo significativo.

e Exemplo 1: log 12,45 =1,0952
e Exemplo 2: log 0,08946 = 2,95163

B. Unidades de medidas

O Sistema Internacional (SI) de Medidas (1960) visa a padronizacdo das unidades de
medida. O Quadro 1 mostra as grandezas de base e as unidades de base do SI.

Quadro 1. Grandezas de base e as unidades de base do SI.

Grande de base Simbolo Unidade de base Simbolo
Comprimento Lhrx,... Metro m
Massa m Quilograma kg
Tempo, duragao t Segundo S
Corrente elétrica Li Ampére A
Temperatura T Kelvin K
termodinamica
Quantidade de n Mol mol
Substancia




Intensidade luminosa Iy Candela cd
http://wiki.stoa.usp.br/O_que %C3%A9_o_Sistema_Internacional_de_Unidades de Medi
das_F%C3%ADsicas%3F, acessado em julho de 2018.

As grandezas derivadas sao obtidas a partir das grandezas de base. O Quadro 2 mostra
algumas grandezas derivadas e as respectivas unidades. Note que indice de refracdo e
permeabilidade relativa sdo adimensionais, por isso, a unidade € um (1), embora esta unidade
n&o seja escrita.

Quadro 2. Exemplos de grandeza derivadas e suas unidades.

Grande de derivada Simbolo Unidade de derivada Simbolo
Area A Metro quadrado m?
Volume Y Metro cuibico m?3
Velocidade v Metro por segundo m/s
Aceleracgéo a Metro por segundo m/s?
quadrado
NuUmero de ondas o,V Inverso do metro m*
Massa especifica p Quilograma por metro kg/m?®
cubico
Densidade superficial Pa Quilograma por metro kg/m?
quadrado
Volume especifico v Metro  cubico por m3/kg
quilograma
Densidade de corrente j Ampere por metro Alm?
quadrado
Campo magnético H Ampere por metro A/m
Concentragdo molar c Mol por metro clbico mol/m?
Concentracdo de massa p.Y Quilograma por metro kg/m?®
cubico
Luminancia Ly Candela por metro cd/m?
quadrado
indice de refracio n Um 1
Permeabilidade relativa Uy Um 1

http://wiki.stoa.usp.br/O que %C3%A9 o Sistema Internacional de Unidades de Medida
s F%C3%ADsicas%3F, acessado em julho de 2018.

C. Trabalhando com Incertezas



http://wiki.stoa.usp.br/O_que_%C3%A9_o_Sistema_Internacional_de_Unidades_de_Medidas_F%C3%ADsicas%3F
http://wiki.stoa.usp.br/O_que_%C3%A9_o_Sistema_Internacional_de_Unidades_de_Medidas_F%C3%ADsicas%3F
http://wiki.stoa.usp.br/O_que_%C3%A9_o_Sistema_Internacional_de_Unidades_de_Medidas_F%C3%ADsicas%3F
http://wiki.stoa.usp.br/O_que_%C3%A9_o_Sistema_Internacional_de_Unidades_de_Medidas_F%C3%ADsicas%3F

Abaixo primeiro revisaremos formas de estimarmos a incerteza de uma medida e apos
sera relembrado como lidar com operacdes tipicas de nimeros e suas incertezas. Existem dois
tipos principais de incertezas que podem ser encontradas: sisteméticas (devido aos protocolos,
equipamentos e operadores) e aleatorias (devido a flutuacGes imprevisiveis e aleatdrias do
ambiente e de condi¢cbes de medida).

Erros sistematicos séo, por exemplos, erros na calibracdo de instrumentos, erros ao
estabelecer o “zero" ou na leitura da escala (como erros de paralaxe, mostrado no experimento
de tensiometria e concentracdo micelar critica). Em linhas gerais estes erros impactardo na
exatidao da medida e ndo pode ser melhorada realizando replicatas.

Erros aleatorios, como 0 nome sugere, sdo devido a flutuacBes imprevisiveis, como
flutuacBes de temperatura do ambiente, de corrente elétrica (ou voltagem). Na segunda classe
de erros, a precisdo do experimento sera afetada e pode ser melhorada por replicatas,
entretanto.

A incerteza ¢ uma parte importante quando se reporta uma medida sendo o namero
obtido em um experimento, digamos X, possuira incerteza +4X, sendo escrito como X+A4X. A
incerteza, juntamente com o uso correto de algarismos significativos apresentam uma nocao
mais precisa das reais precisdo e exatiddo da medida efetuada. Com base no estudo com
nimeros acompanhados de desvio pode-se estabelecer regras praticas de calculo em
operacOes que envolvem numeros resultados de medidas experimentais, regras essas que
permitem:

1. Simplificar as operaces, tendo como resultado a economia de tempo;
2. Prever, em muitos casos, 0 numero de algarismos significativos dos resultados dessas
operacoes.

Também ressaltamos que por que um nudmero, resultado de medida experimental,
guando ndo acompanhado de desvio, deve ser interpretado como tendo um desvio de £ 1 no
ultimo algarismo significativo. Para ilustrar este ponto retornaremos ao primeiro exemplo da
secdo A. O desvio absoluto que afeta o resultado daquela soma, valeria: 1g + 0,1g + 0,0001g
+ 0,001g = 1,1011g e como o desvio deve ser dado com um Unico algarismo significativo,
toma-se para 0 mesmo valor 1g. Nestas condi¢des a massa do sistema é de 241 + 1 g. Abaixo
consideraremos a propagacdo de erros sistematicos e aleatorios dentro da suposicdo de
variaveis independentes e, no caso de erros aleatdrios, que possuem distribuicdo normal.

1. PROPAGACAO DE ERROS SISTEMATICOS

ADICAO E SUBTRACAO

Consideremos dois numeros provenientes de duas medidas distintas, X e Y, cujas
incertezas sdo, respectivamente, AX e AY. Em soma (Z) ou subtracdo (S) dos resultados das
medidas X ou Y, o erro do resultado (AZ ou 4S) é a soma dos erros absolutos:

Para a soma:

Z+AZ = (X +AX)+ (Y £ AY)




Z+AZ =(X+Y)+ (AX +AY)
E para a subtracéo:

S+ AS = (X +AX) — (Y + AY)

S+AS=(X—-Y)+ (AX +AY)

Portanto para soma e subtrago:

AS = AZ = AX + AY

PRODUTO

Novamente, considerando duas medidas X e Y, cujas incertezas sdo AX e AY, terdo as
incertezas do seu produto M e sua razdo D, representadas por AM e 4D, respectivamente
determinadas por:

AX AY
MiAM=X><YiX><Y<—+—)

X Y
D+AD—X+X(AX+AY)
—TT T yTvY\Xx v

A seguir, ilustramos alguns exemplos de propagacdo de erros na multiplicacdo e na
divisdo:
e Exemplo 1:

X =12,03+0,05 Resultado Experimental
Y= 2,00+£001 Resultado Experimental

M:XXM

M = (12,03  0,05)x (2,00  0,01)
M = (12,03 %2,00) + (12,03 x2,00) 005 , 0'01>
— ) X ) — ) X ) 12'03 2'00

M =(24,1+0,2)
D=x+
B (12,03 + 0,05)
—\2,00+0,01

12,03 12,03, ,0,05 0,01
»= () (500 ) (@05 * 200
2,00 2,00 /\12,03 2,00

D = (6,02 £ 0,05)

O erro relativo de uma medida experimental (6,02 + 0,05) é definido como o resultado
da divisédo do erro absoluto (+ 0,05) pelo valor medido (6,02). O erro relativo multiplicado por
100 € o erro percentual:

Brrovelativos ()
rro relativo: X




AX
Erro percentual: (7) x100

Por exemplo, considere uma medida X+AX=6,02+0,05. Esta medida tera um erro relativo
associado:

=0,8%
2. PROPAGACAO DE ERROS ALEATORIOS

MEDIA E DESVIO PADRAO

Como erros aleatorios sdo inevitaveis € uma boa pratica realizar-se diversas medidas
de uma determinada quantidade, que tende a ser mais confiavel que apensa uma medida.
Neste caso, reportamos a média, x, de N diferentes medidas, que sera definida como:

sendo que cada medida i resulta em um valor x; para a propriedade de interesse. Uma medida
da incerteza que pode ser obtida das diferentes medidas é a variancia s? e o desvio padréo s,
sendo a primeira definida como:

L&
s? = N1 1Z:(xi —X)?
i=1

sendo o desvio padrdo a raiz quadrada da variancia. O desvio padrdo é uma medida de
precisdo do experimento que ndo é enviesado pelo nimero de medidas. Um exemplo de
calculos envolvendo a média e o desvio padrao € dado abaixo:

e Um grupo de alunos fez trés pesagens seguidas em um balanca semi-analitica,
com precisdo de 0,001 g, obtendo os valores do Quadro 3:

Quadro 3. Resultados das medidas de massa em balanca semi-analitica

m + 0,001 ()
Medida 1 71,506
Medida 2 70,898
Medida 3 72,302




Aplicando a definicdo, temos que o valor médio das massas obtidas sera 71,569 g.
Reforcando que o resultado da média possui apenas trés algarismos depois da virgula (cinco
algarismos significativos) conforme a discussdo anterior. Para esta quantidade de medidas
podemos calcular o seu desvio padrédo, s = 0,704. Neste caso, 0 erro obtido por replicatas é
maior que o erro esperado pela balangca semi-analitica, que seria £0,001 g. Portanto, o
resultado obtido devera ser expresso como 71,6 + 0,7 g. Suponhamos que o desvio padrao
obtido fosse cem vezes menor, isto €, 0,007. Neste caso a medida seria reportada como 71,569
+ 0,007 g.

O desvio padrdo de diferentes medidas também pode ser combinado para a obtengéo
de algum resultado como mostrado no Quadro 4.

Quadro 4. Propagacéo de erros para medidas com incerteza aleatéria

Tipo do céalculo Exemplo Desvio padrdo de W
Soma ou subtracdo W=X+Y—-2Z| s5,=Wx((8X)2+ (AY)? + (AZ)?)
—— —— %
Multiplicacao ou divisao W= X x . s (AX)Z . (AY)Z N <AZ>2
w = X Y Z
Exponenciagdo W =X“ — 5x
sw=WXa (X)
Logaritmo W =logio X — 0434°%
Sw ) X

D. QUALIDADE DAS MEDIDAS: Precisao versus Exatidao

Para avaliar a qualidade das medidas realizadas utilizaremos os seguintes termos:

e Precisdo: indica a concordancia de varios resultados obtidos da mesma forma.
e Exatiddo: indica a concordancia de um valor obtido com um valor real ou um
valor de alguma referéncia ou método padréo.

Como discutido anteriormente, podemos avaliar a precisédo de uma medida realizando
replicatas e avaliando a sua disperséo. A concordancia de valores medidos com valores vindos
de outros métodos padrédo fornece a exatiddo do método. Este parametro pode ser avaliado
utilizando-se, por exemplo, o erro absoluto (E), que d& a diferenca entre o valor de uma
medida x; e o valor real, x; (da literatura ou de um método padréo), isto é, E=xXi-x:.

Uma medida pode ser simultaneamente precisa e exata ou imprecisa e inexata, ou
ainda uma combinacdo destas outras caracteristicas, conforme ilustrado na Figura 1.
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PRECISAQ: NAO PRECISAQ: SIM PRECISAO: NAQ  PRECISAO: SIM
EXATIDAO: NAO EXATIDAO: NAO EXATIDAO: SIN EXATIDAO: SIN

Figura 1. Resultados de medidas: (a) imprecisa e inexata, (b) precisa mas inexata, (c)
imprecisa mas exata e, (d) precisa e exata.

Por exemplo, vamos avaliar a seguinte afirmacéo a luz de alguns resultados obtidos no
laboratério 3 (picnometria, gradiente de densidade e refratometria):

“Picnometria € uma técnica precisa e exata para determinar densidade de polimeros”

Exemplo de valor de densidade de poliestireno determinado por picnometria em aula:
1,0220 g/cm3. Este valor tem alta precisdo, 4 digitos depois da virgula porque usou balanca
analitica (+ 0,0001 g), se tivesse usado balanca semi-analitica (+ 0,001 g) seria menos preciso.
Entretanto, o valor determinado foi pouco exato porque o valor de referéncia para a
temperatura de trabalho € 1,050 g/cmé.

Em resumo:

e Se areprodutibilidade das medidas € baixa, o desvio padrdo é alto. Desta forma,
equipamentos de alta precisdo ndo poderdo contribuir para melhorar o resultado
da medida,

e A média aritmética acompanhada de seu desvio padrdo (x + s), informa o quao
confiavel e reprodutivel o valor obtido em um experimento &,

e Similarmente, o nimero de algarismos significativos reportados e o valor de s
informam quéo precisa € a medida.
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