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Produto de inércia

O produto de inércia do corpo B com respeito ao par de eixos Qs e Qu,
respectivamente orientados pelos vetores unitérios § e i é definido como:

Jasu = Jaus == ) mi(Bi A8) - (Bi A )
i
Utilizando a representacdo matricial:

~ ~ ~2
Josu == mi(pis)” (piw) = —ST(— > mip; )u =-s'Jqu
i i

‘]qu = —sTJQu = —uTJQs = ]Qus

Por exemplo para os eixos Qx e Qy, respectivamente orientados pelos
vetores unitarios 1 e J:

51' Al =z — yif< e E’i A= —zii+xi12 = ]QXY = Z m;ixiyi
i
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Produtos de inércia e simetria

O corpo homogéneo indicado na figura apresenta
simetria na distribuicdo de massa com respeito ao

plano xz. Observe que para cada ponto P;, existe
um ponto espelho P, de mesma massa tal que:

Pi=(xi,yizi) € Pj=(xi,~vizi)

Assim:
n
Ixv = Z MEXgyy = ... +mixiy; +mixi(—y;)+...=0
=
n
Jyz = Z MYz = ...+ miyizi+mi(-yi)zi+...=0
k=1

Os produtos de inércia que envolvem um eixo ortogonal a um plano
de simetria inercial sao identicamente nulos.
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Matriz de inércia: eixos principais e momentos principais de inércia

A matriz de inércia de um corpo rigido B em um sistema de coordenadas
Qxyz = (Q,], ,f<) € uma matriz:

® simétrica (Jé = Jq) e, portanto, diagonalizével;

® definida positiva (wTJQw > 0,Yw # 0), e portanto, invertivel.
Existe uma base ortonormal positiva (&1, &, &3) tal que a representagdo
da matriz de inércia no sistema de coordenadas (Q, €1, &, &3) € diagonal:

]Ql 0 0
Jo=10 Jo O
0 0 Jos

® Os eixos do sistema (Q, &1, &, é3) sdo denominados eixos principais
de inércia (ou, se Q = G, eixos centrais de inércia).

¢ Os momentos de inércia Jo1, Joo € Joz $&0 denominados momentos
principais de inércia (ou, se Q = G, momentos centrais de inércia).

* Como consequéncia de a matriz Jg ser definida positiva, os
momentos principais de inércia sao positivos.
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Matriz de inércia e simetrias inerciais de um corpo rigido

Simetria inercial esférica

Ocorre quando os trés momentos centrais de inércia sdo idénticos. Exs.:
corpos homogéneos em forma de esfera ou de poliedros regulares
(tetraedro, cubo, ...); bolas de futebol, vélei, basquete, ...

Axissimetria inercial

Ocorre quando dois dos trés momentos centrais de inércia sdo idénticos,
de valor I, e o terceiro momento central tem valor J, com:

® J > I, se o corpo for oblato (achatado) — exs.: discos homogéneos,
engrenagens cilindricas e conicas balanceadas, rodas de veiculos
terrestres balanceadas.

® ] <, se o corpo for prolato (esbelto) — exs.: cilindros homogéneos
esbeltos, eixos balanceados, bolas de rugby e de futebol americano.

O eixo principal associado ao momento de valor J € o eixo de simetria.
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Teorema de Steiner (eixos paralelos)

Considerando dois sistemas de eixos, Qxyz e Gxyz, o Ultimo com origem
no centro de massa G do corpo rigido B e tal que os eixos Gx, Gy e Gz
sejam respectivamente paralelos aos eixos Qx, Qy e Qz:

2,2 ) .
(yg +2c) XGug —XGZG
Jo=Jg+m| —xcuc (XG + ZG) *Z,L/(';Zg
—XGZG -yczc (3G +yg)

Assim, os momentos e produtos de inércia correspondentes aos eixos
paralelos destes sistemas podem ser relacionados pelas expressoes:

2,2 .
]Qx =Jox + m(yc + ZG) ]Q\\ = ](’}\\ + MXGYG
2,2
Jay =Joy +mxg+25)  Joxz = Joxz + mxGaG

2 2
]QZ =JGz + m(xG + yG) ./()}'/ = ,/(,§}'/ +MyGgzg
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T ez .
Diadico de inércia

® A distribuicao espacial de massa de um corpo rigido B com respeito a
um dado sistema de coordenadas Qxyz pode ser representada por
meio da respectiva matriz de inércia.

® Tal abordagem, no entanto, exige o uso de representacdo matricial em
todas as operagdes envolvidas.

® A representagdo equivalente denominada diadico de inércia permite
realizar todas as operag¢des em forma vetorial.

Em particular, o diadico de inércia jQ equivalente a matriz de inércia Jg €
definido pela expresséao:

Jg = +Joxdi-Joxy ik i+Jqy K—Jox ki ket Jg Kk
[ Qx

=4 JQ = ]Qy
.]Qx
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Diadico de inércia
O produto escalar de um diadico por um vetor é definido a partir das
seguintes regras:
Xy -zZ=X(y-2) e Z-Xy=(Z-X)¥y

Dessa forma, se & = wxi + wy] + wzk, entéo:

jQ S = (+]Qxa)x—AIQX},wy—_IQWmZ)i + (—AIQX},a)x+]Qywy—_/Q},7a)Z)
+(_./Q‘dmx_.IQ}'ywy+]QzCUZ)]A(

]Qx _AIQXV\' _./Q\/ Wx +]waX_./QX}'wy _.]Q\/wz
(= JQL\) = *]Q\\ ]Qy 7](1\ Z wy = 7](;)\\ wX"']Qywy*]Ql\ 7Wz
—Joxz _./Q;'7 Joz Wz —JOxz0x —./Qy7wy+]szz

10/32
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Quantidade de movimento angular e energia cinética

A expressao anteriormente obtida para a quantidade de movimento
angular de um corpo rigido B com respeito a um pélo Q a ele solidario
pode ser escrita alternativamente nas formas matricial ou vetorial:

HQ = m;)GVQ + JQ(D
Ho=m(G-Q A¥q+Jg -8
Analogamente, a expressao da energia cinética deste corpo rigido

também pode ser escrita utilizando as representagdes matricial e vetorial
para as operagodes algébricas envolvidas:
_ 1 T T 1 T
T= EvaVQ +mvowpg + i Joow
1 . . - - 1, -
T= EmVQ-VQ+mVQ' [m/\(G—Q)] +§(o~JQ-(o
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Teorema da Quantidade de Movimento Angular para um corpo rigido

A derivada temporal de ﬁQ é dada por:

dig . . . . .oodoo

T =m(VG—VQ) /\VQ+m(G—Q)/\aQ+a(JQ-u))

A expressao do Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

com respeito ao pdlo Q é:
dHg

dt

Notando que m(Vg — VQ) A Vg = mVg A Vg = —VQ A mVg, conclui-se que

a expressao do TQMA para o corpo rigido B com respeito ao pdlo Q a ele

solidério é:

+\7Q/\m\7c =N/IQ

m(G—Q)AEQ+%(jQ(B)=MQ

com Mg denotando a resultante de momentos externos ao corpo.
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Teorema da Quantidade de Movimento Angular para um corpo rigido

A expressao anterior pode ser simplificada considerando uma base
ortonormal positiva (i, j, k) solidaria ao corpo B. Neste caso:
® a distribuicdo espacial de massa do corpo B com respeito ao sistema
de coordenadas Qxyz = (Q, 1, ,1A<) permanece invariante no tempo; os
momentos e produtos de inércia associados sdo, portanto, constantes;
® a partir do vetor velocidade angular de B determinam-se as
expressoes das derivadas temporais versores da base:

d . . d . dk . -
$=(;)/\l &zm/\ azm/\k
Assim:
d, - . . . R . . .
E(JQ . w) = (+]Qxa)x @y wz)l + ( wx+jan)y coz)
+( @ dy+J0,07)k + (+]oxwx wy W )& AT

+ wx+Joy @y Wz)® AT+ ( Wy Wy+J0,07)B A k
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Teorema da Quantidade de Movimento Angular para um corpo rigido

Notando que, uma vez que (i, ,f() solidaria ao corpo B o vetor aceleragéo
angular deste corpo € dado por & = axi + wy] + @zk, entdo:

d, - . = o o =

a(JQ'm) =Jg-a+dA(Jg-d)
A expressdo do TQMA para o corpo rigido B com respeito ao pdlo Q a ele
solidario pode, portanto, ser reescrita como:

m(G—Q)/\aQ+jQ~&+(T)/\(jQ~(T))=MQ

A expressao se torna ainda mais simples se o corpo B tiver um Q a ele
soliddrio com 5Q sendo um vetor nulo ou paralelo a (G — Q) e este for
tomado como pdlo:

jQ-&+(.T)/\(jQ-(.T)) ZN/[Q

Por outro lado, escolhendo o pdlo Q coincidente com o centro de massa G:

jG'&"'(’_S/\(jG'(:’):MG
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*Relagédo entre TEC e TR/TQMA para um corpo rigido

Se o sistema mecéanico em questéo é composto por um unico corpo rigido,
a poténcia e o trabalho das forcas internas sdo identicamente nulos.
Tomando a derivada temporal da energia cinética do corpo, temos:

dr
dr

Tomando o produto escalar da equagao do TR por V5 e somando-a ao
produto escalar da equagao do TQMA (com pdlo G) por &, obtém-se:

—mVG aG+m JG a

GG-(m§G)+(B [JG ot+(o/\(JG m)] ‘7 ﬁ+(f)~MG
mVG aG+(o JG a= I_é ‘7G+MG )
dr
—_— =P
dt

A equagao obtida pela aplicagdo do TEC para um corpo rigido &, portanto,
uma combinagao linear das equacdes fornecidas pelo TR e pelo TQMA.
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Movimento plano de um corpo rigido

® Um corpo rigido B estd em movimento plano quando puder ser
modelado como uma figura plana em movimento no préprio plano.

® O plano Oxy escolhido para a representagéo deste movimento deve
ser um plano de simetria inercial do corpo, ou seja, G pertence ao
plano e Jox, = Joyz = 0 para qualgquer ponto Q deste plano.

Em um movimento plano, & = wk, & = ak e as
equacgobes de campos de velocidades e aceleragdes

s&o, respectivamente: / F
Vp =V +wkA (P-Q) rQ
dp=dg+akA (P-Q) -w?*(P-Q

Nota-se ainda que, para qualquer ponto Q do plano de simetria Oxy:

jQ SO = jQ (wk) = ]Qza)f<
Jo-a=Jg- (ak) = ]ond%
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Din&mica de um corpo rigido em movimento plano

Observando finalmente que, para para um sistema de forgas atuantes
sobre um corpo rigido em movimento plano:

l_iZRXT+Ry e MQ=MQ21A<

Assim, do Teorema da Resultante (TR), mag = R, obtém-se 2 equagdes,
associadas as componentes i € ], e do Teorema da Quantidade de
Movimento Angular (TQMA), obtém-se 1 tinica equagéo, associada a
componente k:

magy = Rx

maGy = Ry
m(G - Q) Adq - k+ Jgua = Mg,

A primeira parcela da Ultima equagéo se cancela se o pélo Q coincidir com
G ou se ag for um vetor nulo ou paralelo a (G - Q).
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Adocao de eixos principais de inércia

Dado um corpo rigido B que descreve um movimento genérico, adote:
® um pdlo Q que coincida com o centro de massa G de B ou tal que sua
aceleragao ag seja um vetor nulo ou paralelo a (G - Q), tal que:

jQ-&+(.T)/\jQ~(:)=MQ
® uma base ortonormal positiva (€1, €, é3), solidaria a B e com
versores alinhados aos eixos principais de inércia de B, tal que:

N
Jo = )
J3
Adotando a notagdo & = w181 + wy&, + w383, pode-se afirmar que:

S

<6 = w181 + hwé)y + J3w3és
Q- & =J1@18é1 + hané) + J3i3é3
BdAJQ & =—(h - Blwpwsé — (3 — hwzwié — (1 — h)wiwés
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Equacdes de Euler

As equagdes fornecidas pelo TQMA para um corpo rigido que descreve um
movimento genérico, quando expressas em componentes das diregées dos
eixos principais de inércia do mesmo, sdo denominadas equacodes de
Euler:

Jior = (o = J3)wrwz = My
Jn = (3= h)wzwr =M
Jaw3 = (h = h)orwr = M3

com Mg = M1€1 + M€, + M3€3.

Nota: as trés equagdes de Euler sdo idénticas em forma, bastando realizar
uma permutagao ciclica dos indices 1,2,3 (ou seja, 1 - 2,2 -3e3 — 1,
com “—” sendo entendido como “substituido por”) para obter a segunda e
terceira equagdes a partir da primeira.
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Teorema do eixo intermediario

Teorema do eixo intermediario (Poinsot, 1834)

Considere um corpo rigido B que possui os trés momentos principais de
inércia distintos, tal que J; > » > J3 > 0. A rotagao livre de B em torno de:

® seu primeiro ou terceiro eixos principais de inércia é estavel;
® seu segundo eixo principal de inércia é instavel.

*Demonstracao: admitamos uma rotagao livre (M; = My = M3 = 0) em torno do
segundo eixo principal de inércia, com pequenas perturbagdes, ou seja, wy = Q tem
valor finito e w1 e w3 sdo infinitesimais. O produto w1 w3 €, portanto, desprezivel.
Assim, da segunda equagéo de Euler: hw, = 0, ou seja, Q é praticamente
constante. Da primeira equagéo e terceira equagdes de Euler:
1= (h - B)Qw &1 = Ko - -5)Q?

{]1 71 (b-B)Qws n=kor k= (h-R)(R-h)

JBas = (h — h)Qaw @3 = Kyw3 hh
Para que uma equacgéao diferencial da forma X = Kx tenha solugdes limitadas é
necessario que K < 0. No entanto, como K, > 0 () — h > 0, h — 5 > 0), os valores

de w1 e w3, mesmo que inicialmente infinitesimais, com o tempo, deixariam de sé-lo.
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Rotagao em torno de eixo fixo

Sempre que, pela presenga de vinculos, um corpo rigido tiver dois pontos
A e B fixos, estando livre para descrever uma rotagdo em torno da linha
AB, diz-se que seu movimento é uma rotacdao em torno de eixo fixo.
Definindo o eixo Bz passando por A e B, tem-se:

d=wk = Jg- &= ~Jxz®1 = Jyz + Jpwk
G=ak = Jg-a= ~Jxzdi = Jyza + Jpak
SA(Jp- &) = wk A (= Izl = Jyz0 +]wa<) =]yza)2i - Jpw?
Como B é um ponto fixo (ag = 5), do TQMA com pdlo B, resulta:
Jg-a+dAJg-&=Mg
—Jxz "']yzf/J2 = Mgy
—Jyza - ]szUZ = MBy
Jzo = Mg,
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Rotagao em torno de eixo fixo

YgA Considerando G = (%, 7, 2):
ag=ag+aA(G-B)+d A [dA(G-B)]
= (—w’% — ai))i + (a% — w°7)

Sistema de esforgos externos (ver DCL):

R = (Xa +Xp)i+ (Ya + Yp)i + (Zg — mg)k
Mg = (G - B) A (=mgk) + (A = B) A (Xal+ Ya)) + Tk
= (—dYp — mgy)i+ (dXa + mgx)| + Tk
Expressdes do TR e do TQMA:

5 ma

ST N0
I Il
<y A
=

J_B~&+(B/\J_B~
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Rotagao em torno de eixo fixo

Substituindo as expressdes obtidas nas equagdes dos
teoremas, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

m(—a)za'c —af) =Xp +Xp
m(ax — %) = Yo + Vg
0=Zg-mg

—Jxza "’]yz(‘)2 = —mgy —d¥p
—]yza - ]Xz(uz = mgx +dXp
Jza=T

B
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Rotagao em torno de eixo fixo

Resolvendo as equagdes obtidas para os esforgos reativos

A e para o torque ativo T:
gmx + a)zsz + a)yz
XA =—
d
mx (g — dw?) — admj + w?Jxz + alyz
XB =
d
gmy — ajxz + wzfyz
YA =-—
d
mij(g — dwz) + admkx — aJyz + wzjyz
B Yg =
d
ZB = mg

T=al,
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Balanceamento estatico

Se o centro de massa estd sobre o eixo de rotagdo Bz,

entdo G = (0,0,z), ousejax =4 =0:

XA =

d
(/JZJXZ + Of]yz
XB = —
afxz — (UZJyZ
AT
—aJxz + (A)zjyz
b=y
ZB = mg

T=uaj,

(A)ZJXZ + a]yz

Médulo 3.3

29/32




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 3.3 30/32

Balanceamento dindmico

Se, adicionalmente, Jxz =0e Jyz = 0:

Xpa=Xg=Yr=Yg=0
ZB =mg
T=aJ;

Balanceamento dinamico

Balancear um corpo rigido € tornar seu eixo de rotagdo um
um eixo central de inércia®.

“Eixo central de inércia: eixo principal de inércia
(ortogonal a um plano de simetria inercial) que passa pelo
centro de massa G do corpo.
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Balanceamento utilizando 2 pontos materiais

Dado um corpo rigido em que pelo menos uma quantidade
dentre x, i, Jxz ou ]yz for ndo nula, pode-se modificar as
propriedades inerciais do corpo pela inclusdo de 2 pontos
materiais nos pontos:

® Um ponto de massa mq em Py = (ry cos 01, ry sin 6y, z1)
® Um ponto de massa my em Py = (rp cos 6, rp sin 6y, z)
Apés a inclusdo das massas passamos a ter:

_, mX+mqrycos6q + mprycos by
X

m+mq +myp

_, mij + mqrq sin 01 + mypry sin 6

m+mq +myp
J)Zz = Jxz + m1z1r1 c0s 01 + mozpry cos O

]};Z = Jyz + myz1ry sin 01 + mpzory sin 6
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Balanceamento utilizando 2 pontos materiais

Para que tenhamos ¥’ =0, 7" =0, J{, =0e Jj, =0 ¢
necessario que:

3 EA mzpX — Jxz
mqrycosf; = ——=
21— 22
. mzyy — Jyz
miry sm91 = —y
21— 22
Jxz —mz1X
mpry cos ) = ————
S Z1 — 22
. Jyz —mz1y
B morp sin 92 = Ll A
z21— 22

Uma vez que zq # zp, conclui-se que, para balancear um
corpo rigido, é necessario posicionar os pontos materiais
em duas secdes transversais distintas.
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