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Representagao matricial do produto escalar entre vetores

A representagao do vetor p na base (i, ,f<) pode ser feita na forma da
matriz-coluna p:

Px
P=| Py < f’:PxT"'Py +pzk
Pz
Considere os vetores P e e suas representagées em uma base
ortonormal (i, ], k). Pode-se afirmar que:

P-d=(pxi+py +pgk) - (gx1 + gy +q,k)

= Pxqx + Pyqy + pzqz
gx
=[x py P2 ]| gy
qz

p-d=pa=qa"p]
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Matrizes antissimétricas e a representagao do produto vetorial

A representagdo de produtos vetoriais, contudo requer a introdugdo da
representag@o do vetor p em uma base ortonormal positiva (i, ], k) na

forma de uma matriz quadrada antissimétrica p = —p ' :

R 0 —Pz Py . R
p=| pz 0 —px ©  P=pxi+py]+pik
—Py  Px 0

Dessa forma, o produto vetorial W = P A g pode ser representado na
seguinte forma matricial:

Pyqz — pzqy 0 —Pz Py gx
W= Pz9x —Pxqz | =| Pz 0 —Px qy
Pxqy — Pyqx —Py  Px 0 qz

W=pAq = w=pq=-gqp
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Campos de velocidades e aceleragbes de um corpo rigido

A equacao do campo de velocidades de um corpo rigido permite calcular
a velocidade de qualquer ponto P do corpo em um dado instante de tempo,
se forem conhecidos os valores, neste mesmo instante de tempo:

¢ do vetor velocidade angular @ (vetor rotagdo) do corpo;

® da velocidade \7Q, de um unico ponto Q a ele soliddrio;

*® do vetor de posigdo relativa p = (P - Q).

§p:VQ+03Aﬁ = VPIVQ+(:Jp

A equacao do campo de aceleragcées de um corpo rigido permite calcular
a aceleragéo de qualquer ponto P do corpo em um dado instante de tempo,
se forem conhecidos os valores, neste mesmo instante de tempo:

* dos vetores de velocidade angular & e aceleragao angular & do corpo;

® da aceleragéao éQ, de um unico ponto Q a ele solidario;

® do vetor de posigao relativa p = (P - Q).

> > S oo S o ~ ~2
ap=aQ+aAp+OA(BAP) = |ap=ag+ap+w p
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Quantidade de movimento angular de um corpo rigido

Considere um corpo rigido B modelado como um sistema de pontos
materiais {Py|k = 1,...,n}. Seja Q um ponto solidario a B e adote a

notagao:
* m;: massa da particula Py. v
® 5 = (P — Q): vetor posigdo da particula
material Py, relativa ao ponto Q. oD;
dpi P b
® Vi =VQ+ —: velocidade da particula Py kol = x
dt S Q

com respeito a um referencial inercial S.

A quantidade de movimento angular (ou momento da quantidade de
movimento) do corpo rigido B com respeito ao pdlo Q é dada por:

IjIQ = Z 5,’ A mi{;i =4 HQ = Z mif)ivi
i i
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Quantidade de movimento angular de um corpo rigido

Utilizando a forma matricial da equag&o de campo de velocidades de B, a
propriedade anticomutativa do produto vetorial e recordando a definigdo do

centro de massa G do corpo, m(G — Q) = mpg = Z mipi:
i
Hg = Z mipivi = Z m; pi (VQ + ‘:-’Pi)
i i

~ ~2
= (Z mipi)VQ + ( - Z mipi)w
i i
= m/NJGVQ + JQ(,\)
Define-se assim a matriz de inércia Jg do corpo B no sistema de
coordenadas Qxyz = (Q, 1], ,12) por meio da expressao:

~2
Jo=- mipj

i
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Energia cinética de um corpo rigido

Realizando procedimento similar para a simplificagdo da expresséo da
energia cinética do corpo B:

1 . . 1 1 R ~
T= Z EmiVi Vi = E zmiVlTVi = E Emi(VQ +‘-"P,~)T(VQ +wpi)
i

1 -
2mV(-5VQ+V (Zmlp)+ —w ( mip,z)u)

1 ~ 1
= EmVéVQ + mv(gpr + EO)TJQO.)

Novamente, utiliza-se a expressdo da matriz de inércia do corpo B no
sistema de coordenadas Qxyz = (Q,1,], k):

Zmlpl
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Matriz de inércia de um corpo rigido

Considere um corpo rigido B modelado como um sistema de pontos
materiais {Pr|k =1,...,n}. Seja Q um ponto solidario a B e defina-se um
sistema de coordenadas Qxyz = (Q, 1, ], k), de tal forma que:

pi = (Pi = Q) = xii +yi| + zik
A matriz de inércia do corpo B no sistema de coordenadas Qxyz é:

0 -z Yi 2 JQx 7./(;)\\ 7,/QX/
JQ =- Z mi | zj 0 —Xi| = 7/()\[\ JQy *«]Q“\'z
i -yi x 0 “Joxz  —Jayz  Joz

Joe=Q mii 42 Jay =) miGd 4z Joe= ) miG + )
i i i

Joxy = Z mixiyi  Joxz = Z mixizi  JQyz = Z m;yiz

L L L

A matriz de inércia € uma matriz simétrica.
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Momento de inércia

A distancia d; de um ponto P; a um eixo Qu, orientado pelo vetor unitario 1,
pode ser calculada a partir da expressao:

di=|(Pi -Q) Atl =g Al

O momento de inércia com respeito ao eixo Qu de um corpo rigido B,
modelado como um sistema de pontos materiais {Prlk =1,...,n},
definido pela expresséao:

Jou = mid? = milp AP =D mi(pi A D) (i A D)
i i i
Utilizando a representacdo matricial:
~ ~ ~2
Jou = Z mi(piw) " (piw) =u’ (— Z m;p; )u = |Jqu=u'Jqu
i i

Por definigéo, Jo,, > 0. Portanto, u" Jqu > 0, qualquer seja o vetor unitario
Gi. Por ter esta propriedade, Jg € uma matriz definida positiva.
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Momento de inércia

Considere, por exemplo, o eixo Qx, orientado o Pi(m;)
pelo vetor unitério i:

5,-/\T=(xﬁ+y,- +Z,'1A<)/\i=zi —yif<
Jox = ). miy? +20)
i

Utilizando a identidade |p;| = (p; - )2 + |p; A 0|2, vélida para qualquer
vetor unitdrio (i, conclui-se que, para um eixo Qu genérico, orientado pelo
vetor unitario i1 = uy1 + uy] + uzk:

n
JQu = Z milpi AG|* = Z m; [|5i|2 - (pi 'ﬁ)z]
i i=1
n
= mi [(xl2 + yi2 + z?) — (xjux + yiuy + z,—uz)z]
i=1
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Raio de giracdo e momento polar de inércia

O raio de giracao com respeito ao eixo Qu de um corpo rigido B, de
massa m, é definido pela expressao:

Jo uTJQu
O

O momento polar de inércia com respeito ao ponto Q de um corpo de
inércia B, é definido pela expresséo:
1 1
Jo= 5 tr(Jg) = 3 (Jox +Jay +Jaz)

Em particular, modelando o corpo rigido B, como um sistema de pontos
materiais {Pr|k = 1,...,n}, tem-se: Jg = Z mi(xiz + yi2 + zlz) = Z milpil%.

1 1
Para um corpo rigido modelado como uma figura plana esbelta sobre o
plano xy, z; =0,YP; = Jo = Jo, €, portanto, Jo, = Jox +Jqy-
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Teorema de Steiner (eixos paralelos)

Considere dois sistemas de eixos, Qxyz e Gxyz, o ultimo com origem no
centro de massa G do corpo rigido B e tal que os eixos Gx, Gy e Gz sejam
respectivamente paralelos aos eixos Qx, Qy e Qz. Adote:

pi = (Pi —Q) = xii +yi| +zik
PG = (G-Q) =xgi+yg + 26k
Dessa forma:
Jc == ) mi(pi - pc)(pi - PG)
i

= —Z miﬁf + (Zl: miﬁi)f’c + Z’G(Z miﬁi) - (Z mf)ﬁé

1

= JQ +mf)2G

~2
Jo =Jg —mpg
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Teorema de Steiner (eixos paralelos)

Desenvolvendo a expressao anterior, obtém-se:

(yé + Zé ) —XGYG —XGZG

: 2.2 L

Jo=Jg+m| ey (g +zg) VGEG
—XGZG —yczg (g +yg)

Assim, os momentos e produtos de inércia correspondentes aos eixos
paralelos destes sistemas podem ser relacionados pelas expressoes:

2 2

Jox =Jox +mlyg +25)  Joxy = Joxy + mxGYG
2.2

Jay =Jay +mlxg +2z5)  Joxz = Jox, + mxGzG

2,2
Joz = Jaz +mxg +yg)  Joyz = Jay, + myczg
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Energia cinética de um corpo rigido

A expressdo anteriormente obtida para a energia cinética de um corpo
rigido B, tomando um ponto Q a ele solidario, pode ser escrita utilizando
as representagdes matricial e vetorial para as operagdes algébricas
envolvidas:

1 ~ 1
T = EmVéVQ + mvéwpc + EmTJQo.)

1 . . . - 1. -
T=Eva-VQ+mVQ~[co/\(G—Q)]+§w~JQ-w

Em particular, se a velocidade angular de B é & = wxi + wy] + wzk, entéo:

_ ]Qx *]Q\\ *«/()\4 wx
(T) . JQ . (T) = (.\)TJQ(D = [(J)X C()y (K)Z] 7,/(2\}' ]Qy 7‘/(').\/ C()y
7]()\/ fIQ) Z ]QZ Wz

2 2 2
= +Jox wx"’]Qywy'*']szz _2./(,)\)'wx0)y 2 JOxs0x 0z —2A/Q7\'7wy0)z
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Energia cinética de um corpo rigido — casos particulares

5 = 1 .
® Translagdopura, ® =0: | T = §m|vQ|2

& Jo- &

N —

* Rotagéo pura em torno de ponto fixo, Vg = 0:|T=

. ~ N 1
® Rotag&o pura em torno de eixo fixo, v =0 e & = wk: | T = E]szz

® Movimento plano, & = wk:

1 . 1
T= §m|VQ|2 +miq- [6A(G-Q] + EJQZ“’Z

® Movimento geral, tomando Q = G:

1 . 1. - .
T:§m|vc|2+§w-JG-w
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Poténcia de um sistema de forgas aplicado a um corpo rigido

Considerando Q um ponto solidario ao corpo rigido, temos a equagéo de
campo de velocidades:

\7k:\7Q+0_3/\(Pk—Q)

Assim, a poténcia de um sistema de forgas aplicado ao corpo pode ser
calculada a partir da expressao:

P=>"Fi-Tp
k
ZZﬁk- [§Q+(;_3/\(Pk—Q)]

k
= [Zﬁk] "7Q+
k

)

D (P -Q) A Fy
k
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Trabalho de um sistema de forgas constante aplicado a um corpo rigido
em movimento plano

Para um corpo rigido em movimento plano:
Vo=xqi+ig &=0k
R=Rdi+Ry] Mq=Mq,k
Assim, a poténcia do sistema de forgas sobre este corpo é dada por:
P=R-Vq+Mq & = Ryiq +Ryjq + Mg,f

Em particular, se Ry, Ry e Mg, forem constantes:

5] 5] (23
WZRX/ J'Cth+Ry/ det"'MQz/ 0dt
151 151 151

‘ W = ReAAxq + RyAyq + M, A0 ‘
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Teorema da Energia Cinética (TEC)

Séo formas equivalentes de se enunciar o Teorema da Energia Cinética:
1. A derivada temporal da energia cinética de um sistema material é
igual a poténcia total dos esforgos externos e internos atuantes sobre
ele:

dr
= Pext +
dt
2. A variacao da energia cinética de um sistema material é igual ao
trabalho total, no intervalo de tempo considerado, dos esforgos
externos e internos atuantes sobre ele:

3. A variacao da energia mecanica (E = T + V) de um sistema material
é igual ao trabalho, no intervalo de tempo considerado, dos
esforcos nao-conservativos (externos e internos) atuantes sobre ele:

AE=W
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos

Barra esbelta homogénea (origem no centro)

1 2
]xzjzzﬁml Jy=0

Barra esbelta homogénea (origem na extremidade)

1
fx=JZ=§mIZ Jy=0
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos

Disco homogéneo (macigo)

1 1
K=l = —mr2 Jz = EWZ

Anel cilindrico

1
K=y = ﬁm (6r2 + hz) Jz = mr?

h Cilindro macigo

Yy =J= (3r + h2) Jz= Eer
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos

Cilindro oco de parede espessa

k== (3(r1 + r2) + h2)

1
Jz= Em(r1 +r2)

% Cone macigo

(3 3.2
]X—]y—m(zor +5h)

3 -

Jz = Emr
y
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos

Placa retangular

R
JX_lZm(b +c¢)

Paralelepipedo

A e 5
JX_IZm(b +c%)

1 1
Jy = Em(a2 +c&)  J= Em(a2 +b?)
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos

& Esfera macica

1 _2 2
]x—]y—]z—gmr

Esfera oca de parede fina

2.2
]x—]y—]z—3mr

Z

% Esfera oca de parede espessa

» \ 2 rg r?

K= ]y =Jz= 5 3 3
=N

(NN
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