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Referencial e trajetdria

* Toda descri¢do de movimento deve ser feita com respeito a um
referencial.

® Referencial: conjunto formado por no minimo trés pontos
nao-colineares que preservam constantes as distancias relativas.

* Posicao: tomando um sistema de coordenadas Oxyz fixo a um
referencial S, o vetor posigdo de um ponto P é:
F(t) = (P - 0) = x(1)1 + y(1)] + z(D)k
&  P=x)y().2(1)

e Trajetéria: curva continua descrita pela imagem de T(t).
® A geometria da trajetdria de um ponto depende do referencial adotado.
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Coordenada de comprimento de arco

A coordenada de comprimento de arco s para a
trajetéria de um ponto é definida como uma
varidvel cujo infinitesimal seja dado por: b

ds = |d¥| = Vd7 - df = /dx? + dy? + dz2 VX p+

A variagao finita As entre dois pontos P e P’ descreve a distancia percorrida
pelo ponto enquanto se movia ao longo deste trecho da trajetéria. Note que:

As > |AF|

sendo a condig¢éo de igualdade vélida apenas em trechos em que a
trajetéria em si é retilinea (se houver).
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Velocidade e aceleragéo

¢ Seja um referencial S munido de um sistema de coordenadas Oxyz,
de base (1,7, k).
® A derivada de um vetor ¥ em S é o vetor cujas componentes na base
(1,7, k) sao respectivamente as derivadas das componentes do préprio
T nesta base, ou seja:
. N df dx, dy, dz-
r=xi+yj+zk = —=—i+—7"+—k
nryrz dr —dr Tdd T
* Velocidade de um ponto PP com respeito ao referencial S:
df d
v=—=—(P-0
dt dt( )

® Aceleracao de um ponto P com respeito ao referencial S:

. dv d%F &
a=—

i “ae~ap’ 9
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Velocidade escalar e versor tangente
Aplicando a regra da cadeia:

, df dsdr

v —= — —

dt dtds

de onde se identificam as expressdes da
velocidade escalar do ponto I’ com respeito a S,

d P
0= d—; e do versor tangente a trajetériade Pem S: l
v Pt
- dr °
T ds

Note que t é um versor uma vez que |t| = |d7|/ds = 1, pela definigao de s.
Podemos entéo escrever o vetor velocidade de um ponto a partir da
velocidade escalar v e do versor tangente correspondente:

v =ot




PME 3100 « Mecénica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.4 7/20

Plano osculador

Tome trés posigdes P, P* e P~ sobre a trajetéria do
ponto, tais que:

P— ° (P - O) = f(s)
P \ (P* - 0) =T(s + As)
? P;\‘{"— (P~ = 0) =1(s — As)

Considere que, para algum ¢ > 0, os pontos P, P* e
P~ permanecem n&o-colineares sempre que
O0<As<e.

Plano osculador

O plano osculador associado a posi¢do P de um ponto corresponde ao
plano definido por P, P* e P~ no limite As — 0.
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Centro de curvatura, raio de curvatura e versor normal
Sendo P, P* e P~ n&o-colineares, demonstra-se que

existe um unico arco de circunferéncia que contém
estes trés pontos:

- e
P ® A posicao ocupada pelo centro Q deste arco de
P \ circunferéncia no limite As — 0 é denominada
i \f+ centro de curvatura local da trajetdria.
P ® O raio p deste arco de circunferéncia no limite

As — 0 é denominado raio de curvatura local
da trajetéria.

1,
® x = — é a curvatura local.
p

Versor normal i

O vetor unitario que aponta de P para Q quando se toma o limite As — 0 é
denominado versor normal local da trajetdria.
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Derivada do versor tangente

A medida que As — 0:

® O arco de circunferéncia passando por P, P* e
P~ aproxima localmente a trajetdria.

P— [
® Os versores t, tangente a trajetéria em P, e t*,
P \ R em P*, se tornam também tangentes a este
N + . A e
t :\At arco de circunferéncia.

¢ 0O angulo PQP* — 0, se aproximando do
angulo formado entre t e t*.

® At =1 — 1 vai se tornando ortogonal a t e,
consequentemente, paralelo a fi; além disso, o
triangulo que define esta subtracéo de vetores,
se torna semelhante ao triangulo PQP*:

A At At R
As 180 _ 1Ay
p [t [t
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Derivada do versor tangente

Dessa forma:

di| .. Al 1
—_— = m — = —
P ¢ ds As—0 As P
dt 1
P A\‘ At Em outras palavras, — é um vetor de magnitude —
et ds p
Pt e diregao definida pelo versor normal fi, ou seja:
dt 1 Amxh
ds p

Atencao: em trechos em que a trajetdria for localmente retilinea, ou seja,
em que P, P* e P~ se tornam colineares & medida que As — 0, nota-se

e -~ . R
que p — oo, e 0 e n&o é possivel definir fi.
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Vetor aceleragdo: componentes intrinsecas

L. dv d, . dUA

P A T
Pt Aplicando a regra da cadeia:
P \ df dsdt o
~ %-}- —_ = ——=-nN
t 1\ de dt ds p

Finalmente, identificando a aceleragdo escalar

do R -
a= 3 chega-se & expresséo:

c—f-
‘c|%

Note: em trechos em que a trajetdria for localmente retilinea: a = at, ou

seja, a e v s&o paralelos.

Médulo 2.4

dt

’dr
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Derivadas do vetor posi¢cdo: componentes intrinsecas

Considere o caso geral em que a trajetdéria de um
ponto seja descrita em termos de um parametro gq
genérico, ou seja:

(P-0) =7(g)

+
t P:\At Adotando a notag&o abreviada f’ = % temos:
q

L, df dsdf "
=s't

n2
= i(s'f) =s"t+ ﬁﬁ
dq p

_d_q:d_qa

=17
r

Note: em trechos em que a trajetdria for localmente retilinea: ¥’ = s”’, ou

seja, ¥’ e '/ sdo paralelos.
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Versor binormal

O versor binormal local da trajetdéria de um ponto &, por defini¢éo, o
versor que é mutualmente ortogonal a t e fi dado a partir da express&o:

b=tAfA
A partir desta definicdo, observa-se que:

"2 n3
N RN Pt n} - &%

P p
oL o2 23
VAa=otA |at+ —h|=—Db

P P

217

ou seja, b é o vetor unitario que fornece a diregio e sentido de ¥’ A ¥/ ou
de V A d. Dessa forma:

oy

o/ =2 o
~ ' AT VA
| AL

AT VA

ol
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Triedro de Frenet

Jean Frédéric Frenet (1816 — 1900)

&
A

plano osculador
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O triedro de Frenet associado a posicédo P
de um ponto sobre sua trajetdria é definido a
partir da base ortornormal positiva (, A, B)
constituida pelos versores tangente, normal
e binormal locais.

Trés planos mutualmente ortogonais, que se
interceptam em P caracterizam o triedro de
Frenet associado a esta posigao:

® Plano osculador: definido pelos eixos
Pt e PA, ortogonal a b.

® Plano normal: definido pelos eixos Pii
e Pb, ortogonal a t.

* Plano retificante: definido pelos eixos
Pb e Pt, ortogonal a fi.
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Procedimento para obtengéo do triedro de Frenet

plano osculador

A partir de uma expresséao do vetor posi¢ao
(P - O) =7(q) descrita em termos de uma
coordenada g genérica:

. T
t=—
/]
~ AT
b=——3
[*" AT |

A partir dos vetores velocidade Vv e
aceleragao a:

.V

t=—
V]

~ VAa

b=——
[v A al

Finalmente: A =b A 1.
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Triedro de Frenet, componentes intrinsecas e raio de curvatura

Tomando como ponto de partida os valores
dos vetores velocidade V e aceleragio a em

. _Pplano normal

! P, temos:
| o 0=Vl (1)
U TN =2 @
: S~ . b " 4]
1 tj ! a=d0=a-t (3)
.t )
‘ . : v
P G-l @
plano osculador 5 _ af
A= —— (5)
|a — at|
b=tArn (6)
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Férmulas de Frenet-Serret
( )

Objetivo: obter as expressdes de /, i’ e b’, com (-)’ = ——=, em termos

de suas componentes intrinsecas, expressas na prépria base (t.h, b).
A primeira relagéo, que fornece 1’ ja é conhecida:

PO .
tt=-n=«xn
P
Note que t’ &, portanto, ortogonal a t. De forma mais geral, qualquer

versor U é ortogonal a sua derivada:

=1 = o -4+0-0'=0 = 0 -G=0

Assim, ¥, A’ e b’ devem ser ortogonais a t, Aeb, respectivamente.
Além disso, considerando que t é ortogonal tanto a fi quanto a b:

t-A’=0 = kA-A+t-A'=0 = A’ -T=—«

t-b’=0 = x¥A-b+1-b'=0 = b’ -t=

19/20
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Férmulas de Frenet-Serret

Sendo b’ mutualmente ortogonal a t e b, conclui-se que este vetor deve ser

paralelo a fi. De fato, existe uma constante z, denominada torcao local da
trajetdria de P tal que:

b’ =-rh
Também:
b-Ai=0 = b’'-A+b-A'=0 = —rA-A+b-A’'=0 = A’ - b=1

Assim, as formulas de Frenet-Serret podem ser escritas como se segue:

V=« (4 0 «x O]t
A =-kf+7b s |A|l=|-«x 0 «r||A
b’ = -1 b’ 0 -r 0f|b

De forma compacta, é possivel definir um unico vetor € tal que:

E=rt+xb = V=EAL A’ =Ean b =Eab




Perguntas?
reorsino@usp.br



mailto:reorsino@usp.br

	Velocidade e aceleração: descrição vetorial
	Triedro de Frenet
	*Fórmulas de Frenet-Serret

