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Motivacéo

* Antes de se utilizar qualquer grandeza fisica associada a descri¢cao de
um dado movimento, é fundamental identificar com respeito a que
sua medicao foi feita.

® Considere, por exemplo, um avido langando uma caixa de
mantimentos préximo ao galpao de uma missao humanitaria, como
esbogado na figura abaixo. A trajetéria do pacote difere quando
medida por um observador no galpao e por outro no aviao.

&’ o

(a) Referencial no galpao
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Identificar a posi¢éo e descrever o movimento de um ponto P no espago

Consideremos um unico ponto A de I
monitoramento, a partir do qual medimos a p - .
distancia r até P. 3P
® Se a distancia r varia, claramente P estd em :j As
movimento com respeito a A.

® Seria possivel, por outro lado, P se
movimentar sem ser detectado por A?

® O lugar geométrico dos pontos do espaco cuja
distancia até A é igual a r é uma superficie
esférica de centro A e raio r.

Qualquer movimento de P sobre esta superficie ndo seria detectado por A,
uma vez que a medida r permaneceria constante.
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Identificar a posi¢éo e descrever o movimento de um ponto P no espago

E se, além de A, utilizarmos um segundo ponto de S
observagao B?

® Em primeiro lugar, & necessario que a i

\P
distancia entre A e B permanega constante, A {—\ ——————— B
caso contrdrio a variagéo de distancia relativa \ S

entre eles pode afetar a medigao da posi¢ao
de outros pontos.

® Podemos entdo, além da medida r (distancia
de P até A) utilizar o angulo ¢ = PAB como
uma segunda medida de posi¢ao, por
exemplo.

Ainda assim, é possivel que P se mova sem ser detectado: basta
permanecer na circunferéncia descrita pela intersecgéo entre a superficie
esférica de centro A e raio r e pela superficie conica de eixo AB, vértice A
e angulo abertura ¢.
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Identificar a posi¢éo e descrever o movimento de um ponto P no espago

Um terceiro ponto de observagéo C resolveria este
problema, entao?
® Primeiramente, é necessario que as dlstanC|as
mutuas entre A, B e C permanegam
constantes, como anteriormente argumentado

® Em segundo lugar, C ndo deve estar alinhado
com A e B, caso contrério, o angulo 6 = PAC
se torna idéntico ou suplementar a ¢ = PAB,
nao representando uma medida independente.
Eis um importante resultado: 3 medidas independentes sado suficientes
para a deteccao de movimento de um ponto qualquer no espaco.

Defini¢cao

2
| ‘

Um referencial S é definido como um conjunto de pontos cujas distancias
relativas permanecem constantes e que contenha no minimo trés
pontos nao-colineares.




PME 3100 « Mecénica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.1 7129

Trajetdria de um ponto

Seja Oxyz um sistema de coordenadas fixo ao
referencial S.

A posigao de um ponto P genérico no espaco
pode ser definida a partir de suas coordenadas

cartesianas (x, y, z), componentes do vetor X p+
posigado T = (P — O) na base (i, ], k): °

(1) = (P-0) = x(1)i+y(t) + z(Dk
e P=(x(0),y(),2(1)
Se as coordenadas (x,y, z) permanecem constantes no tempo, P é um
ponto fixo ao referencial S. Caso contrdrio, descreve um movimento com

respeito a este referencial. Neste caso, a curva descrita pela fungéo 7(¢),
parametrizada em ¢, é denominada trajetdria de P em S.
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Velocidade e aceleragéo

¢ Seja um referencial S munido de um sistema de coordenadas Oxyz,
de base (1,7, k).
® A derivada de um vetor ¥ em S é o vetor cujas componentes na base
(1,7, k) sao respectivamente as derivadas das componentes do préprio
T nesta base, ou seja:
. N df dx, dy, dz-
r=xi+yj+zk = —=—i+—7"+—k
nryrz dr —dr Tdd T
* Velocidade de um ponto PP com respeito ao referencial S:
df d
v=—=—(P-0
dt dt( )

® Aceleracao de um ponto P com respeito ao referencial S:

. dv d%F &
a=—

i “ae~ap’ 9
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Movimento retilineo

Um ponto P descreve um movimento retilineo em

um dado referencial S se, e somente se, existe P
um versor é tal que sua trajetéria possa ser P
descrita a partir da expressao:

e

()= (P-0) = (Py-0O) +sé
© P =(xp+exs,yp +eys, zg + ez5)
com Py sendo uma posigao ocupada por P (ou
seja, um ponto em sua trajetdria).

Em um movimento retilineo, tanto a velocidade quanto a aceleracao sao
vetores paralelos ao versor diretor é da trajetdria:
ds d2s |

v=—¢& a=

ar’ az®
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Movimento circular

Para a descrigdo do movimento circular de uma .
ek

particula, adotemos, por simplicidade um sistema
de coordenadas Oxyz tal que a circunferéncia \ b
tenha centro O e esteja contida no plano Oxy: \(}

T(t) = (P - O) = r(cos 01 + sin ) = ré;

A base (ér, &, k) do sistema de coordenadas
cilindrico simplifica a descrigdo das expressdes
vetoriais:

ér = cosfi+sin6

éc = —sinfi+cosf




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.1 12/29
Movimento circular
Notando que: &
%=9(—sin6i+cos0)=9éC=0'f</\ér \P
%:9(—C059i—sin9)=—9ér=éRAéC h
temos:

- d i a
V= a(rer) = rbé.
ﬁ_i( 9',\)_ do.. — 9'2,\
a_dtrec =rbé. —rf°é;

Definindo a velocidade angular = @ e a aceleragéo angular « = §, temos:

N « -
V = rwéc = V| = r|w]

3 =raéc — roeé, = 13| = rVo?t + a?
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Definicao

® Diz-se que um sistema descreve um movimento de corpo rigido se
qualquer par de pontos neste sistema preservar constante sua
distancia relativa.

® Quando se toma um trio arbitrario de pontos em um corpo rigido,
como corolario da conservagao das distancias relativas entre pontos
tomados par a par, decorre a preservacao de angulos entre qualquer
par de linhas soliddrias a este corpo.
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Descricdo de um movimento plano de corpo rigido

® Se um corpo rigido pode ser modelado como uma figura plana em
movimento em seu préprio plano, tem-se um movimento plano de
corpo rigido.

® Para descrever a configuragdo de um corpo rigido em movimento
plano basta descrever a posigéo de 1 de seus pontos (ex. A) e o
angulo 0 que uma dire¢do qualquer solidaria a este corpo forma com
uma direcdo fixa ao referencial adotado. Equivalentemente, pode-se
monitorar 2 pontos do corpo.

15/29
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Descri¢cdo de um movimento geral de corpo rigido

® No caso de um movimento de corpo rigido tridimensional, a descri¢cdo
das posigdes de 3 pontos nao-colineares quaisquer deste corpo é
suficiente para a localizagéo de qualquer outro ponto a ele solidario.

® Equivalentemente, pode-se descrever um movimento geral de corpo
rigido a partir da posi¢éo 1 de seus pontos e das orientagbes de duas
direcdes distintas a ele solidarias. Tal descri¢gao envolve no maximo 6

paréametros independentes.

16/29
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Seja Oxyz um sistema de coordenadas munido de
uma base ortonormal positiva (i, ,f<) e fixo ao
referencial S.

Dados dois pontos P e Q arbitrarios, a velocidade
de P relativa a Q em S é definida pela expressao:

- d
VpIQ = 5(1’ -Q)
d s o
= 4(P-0)-(Q-0)] =¥ -¥q
Assim, se conhecermos a velocidade do ponto Q e a

velocidade de P relativa a Q, podemos obter a
velocidade de P diretamente por meio da expresséo:

{;P = \_}Q +{;P\Q
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Equacéo caracteristica do movimento de corpo rigido

Sejam P e Q dois pontos de um mesmo corpo rigido.
Neste caso, a distancia d entre esses pontos deve
f permanecer constante:

5. (P-Q - (P-Q=I|P-QP=d’
d
4[P-Q - *-Q]=0

Vpio- P-Q) +(P-Q)-Vpio=0

Vp-P-Q =0 & {}P.(P_Q):\-;Q,(P_Q)‘

Em um movimento de corpo rigido os vetores de posicao relativa e
velocidade relativa correspondentes devem ser ortogonais entre si.
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Movimento plano de corpo rigido

® Corpo rigido modelado como uma figura plana em
\“f movimento sobre seu prdprio plano.

® Seja 6 o angulo entre uma linha solidaria ao corpo
rigido e uma linha fixa ao referencial S de
interesse.

Q

(P-Q) =1(cos 01 + sin 6))

Vp|Q = 16(—sin 81 + cos 0)
Note que:
Kk A (cos i +sin 6)) = (—sin 61 + cos 6)

Assim:

Vpig = (00 A (P-Q)
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Movimento plano de corpo rigido

® A magnitude da velocidade angular deste corpo &
f 16].
ok * Define-se o vetor velocidade angular ou vetor
o rotacao do corpo rigido:

2 e

& = 0k
Note que (P — Q) é paralelo ao plano de

movimento enquanto & || k é ortogonal a este
plano. Assim:

{;P:‘_;Q"'{;PlQ com ‘7P|Q=‘B/\(P_Q)

* No movimento plano, Vp|q, & e (P - Q)
constituem um trio de vetores ortogonais entre si.
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Centro instantaneo de rotagéo (CIR)

® Reta ortogonal a vp passando por P: lugar
Vp ]‘ geométrico de pontos solidarios ao corpo cujas
velocidades s&o paralelas a vp. De fato:

Qe Vp Vg © VpllVpg © Vp L (P-Q)

® Se o corpo nao estiver em translacéao, existe um
ponto I sobre esta reta cuja velocidade instantanea
é nula (vi = 0). Este ponto ¢ denominado centro
instantaneo de rotacao (CIR).

® Neste caso, a magnitude da velocidade de um
ponto P é diretamente proporcional a sua distancia
ao CIR.

\7p=€7P|I=(T)A(P—I)
Disco rolando sem

escorregar. = |VP| = |"‘)||P_I| =
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Determinagéo do centro instantdneo de rotagao (CIR)

Caso | — velocidades de Q e P nao paralelas (figura a esquerda):

* o CIR é a intersegéo das retas, passantes por Q e P, com dire¢des
ortogonais as respectivas velocidades.

® para a construgéo geométrica é necessdario conhecer as posigoes de
Qe P e apenas as direcdes de Vg e Vp.

Caso Il — velocidades de Q e P paralelas (figuras ao centro e a direita):
* CIR sobre a reta QP, obtido por interpolacéo linear.

® para a construgao geométrica é necessario conhecer as posigoes de
Q e P e os vetores (magnitude, direcédo e sentido) \7Q e vp.

[ ol 3
T Q

Q‘\\U
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Determinagéo do centro instantdneo de rotagao (CIR)

Considere um carrinho de rolimd em que rolamentos radiais de esferas
desempenham o papel de rodas, rolando sem escorregar sobre uma
superficie plana. Para uma manobra em que o &ngulo ¢ entre os eixos
dianteiro e traseiro permanece constante, pede-se a construgdo geométrica
para a determinagéo do CIR.
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Determinagéo do centro instantdneo de rotagao (CIR)

Bl\\ -

A By A

(1) Construir um desenho em escala representando os pontos relevantes do corpo
(centros das rodas e pontos médios dos eixos dianteiro e traseiro).

(2) Da condi¢éo de rolamento sem escorregamento das rodas, seus centros terao
velocidades ortogonais as dire¢des dos seus respectivos eixos.

(3) O CIR do carrinho de rolima esta na intersecg¢éo das retas suporte de seus
eixos dianteiro e traseiro.

(4) Definir uma escala tomando como referéncia a magnitude da velocidade de dos
pontos do corpo (por ex. A) e construir o diagrama baseado na proporgdo
0= wr.
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Determinagao do centro instantdneo de rotagao (CIR)

A
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Determinagao do centro instantdneo de rotagao (CIR)
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