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Momento de uma forga com respeito a um polo ou a um eixo
Momento de uma forc¢a (F, P) com respeito a um polo O: 0
® Vetor que mede o binario produzido quando se
transporta a forca para uma linha de acao paralela
passante por O (ver figura):

i

Mo =(P-0)AF
* E nulo o momento de uma forca com respeito a um polo P
que pertence a sua linha de acao. B
Momento de uma forca (f?, P) com respeito a um eixo Ou:

® Escalar igual a componente do vetor 1\710 sobre o eixo
Ou (independe do polo escolhido sobre este eixo): -F

Moy =Mp -1 /i

* E nulo o momento de uma forga com respeito a um eixo P
coplanar (paralelo ou concorrente) a sua linha de acéao.
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Equivaléncia entre sistemas de forgcas

Um sistema de forgas concorrentes em um ponto P equivale a uma
unica forca (f{, P) aplicada em P.

Um sistema de forcas paralelas de resultante ndo-nula equivale a
uma Unica forca (f{, C) aplicada no centro de forcas paralelas
(média ponderada, pelas respectivas componentes de forga, das
posicdes dos pontos de aplicagao de forga).

Um binario, sistema de forcas paralelas de resultante nula, nao é
equivalente a uma unica forca.

Um vetor momento € uma representacdo matematica completa de
um binario e de toda a classe de binarios a ele equivalentes.

Dois sistemas de forgas modeladas como vetores deslizantes sdo
equivalentes se, e somente se, suas resultantes de forga Rede
momentos 1\710 sdo idénticas, qualquer seja o polo O escolhido:

n n
R=>"F e Mo=) (Pi-0)AF;
k=1 k=1
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Mudanga de polo e invariante escalar do sistema de forgas

® Seja um sistema de forgas modeladas como vetores deslizantes nao
equivalente a um binario, ou seja, com R # 0.
* Neste caso, a resultante de momentos do sistema dependera da

particular escolha de polo, conforme descrito pela equagao:
Mg =Mu + (A-B) AR

® O produto escalar entre os vetores resultantes de for¢a e de momento
independe do polo escolhido. De fato:

I=Mp-R=Mp -R+(A-B)AR-R=M, -R

Dessa forma, o valorde I = 1\710 ‘R (o mesmo para qualquer polo O
escolhido) representa o invariante escalar do sistema de forgas.

* Em outras palavras, a transformagéo matematica de mudanga de
polo tem como caracteristica preservar o valor de [ = MO R.
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Decomposi¢ao de um vetor em componentes ortogonais

Teorema

Dados dois vetores nao-nulos X € y, sempre serd possivel realizar a
decomposigéo y = ¥ + ., com a parcela y|| sendo paralelaa X e a
parcela y, sendo ortogonal a X. Em particular:

. ¥R, XA (XA)
=-5X L=—"—"—0=57
T Y X2
A figura ao lado ilustra o resultado do
teorema considerando um eum N
. Para o caso de dois vetores ;A Y

nao-nulos genéricos X e ¥, basta tomar:
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Momento minimo

® A componente do vetor 1\710 sobre a diregdo de R independe do polo
escolhido:

e

Mo-Rs I =
O "R=—R
IRJ2 IR[2
Portanto, a transformagao de mudanca de polo afeta exclusivamente

a componente do momento resultante que é ortogonal a R.
* Notando que MO” e MOL sdo componentes ortogonais de MO

- = = 2 I
Mol = /Moy 2 + Mo, |2 = ‘/|R| fMo, 2=

IR|
® Pode-se buscar um polo E para o qual o momento resultante seja
minimo (em mdédulo):

1\Q/IOII =

MEZMEH—ﬁR = MEL=6

8/15




PME 3100 « Mecénica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 1.4

Eixo central

* O mesmo momento minimo serd medido se o polo E’ escolhido estiver
em uma reta passante por E e que tenha a direcdo de R uma vez que,
neste caso, (E-E’) || Re:

ME/ =ME+(E—E/)Aﬁ=ME

* Tal reta € denominada eixo central do sistema de forgas e representa
o lugar geométrico dos polos com respeito aos quais 0 momento
resultante deste sistema é minimo.

® Aplicando a expressdo da mudanga de polo entre O e E, o primeiro

sendo o polo com relagéo ao qual medimos Mg e 0 segundo um
ponto do eixo central:

| ~

Mo=Mg+(E-O)AR= f{ RA(E-0)

=l

-

ZRAR RA(RA(E-0))=-RA (RA(E-0))

= f{/\MO
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Eixo central

® Pode-se decompor (E - O) = (E - O)| + (E - O)_, em que a primeira
parcela é paralela a Rea segunda € ortogonal a R:

RA (RA(E-0))

(E-0) =R - _
[R|?

R/\MO E=O+I_iAMO

PN O L IR AeR
IR|2 IR|?

(E-0) =R+ ——-2

® Se A puder assumir qualquer valor real, esta equagéo descrevera
uma reta que tem a diregdo de R; em outras, palavras, esta é a
equacao do eixo central do sistema de forgas.

® Em particular, se I = 0, o eixo central é o lugar geométrico dos polos
com respeito aos quais o momento é nulo.
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Reducao de sistemas de forgcas

CIasseI:ﬁ:@eMozﬁ

O sistema é equivalente a zero (equivale a aplicagdo de nenhum esforgo).

Classe II:ﬁ:@eMO #0

O sistema é equivalente a um binario.

Classe ll: R #0el=0

O sistema é equivalente a uma Unica forca, cuja linha de agao é o eixo
central do sistema.

- -

Classe IV:R#0elI+#0

O sistema é equivalente a duas forcas ou a uma forca e um binario,
sendo este ultimo minimo se o polo escolhido estiver sobre o eixo central.
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Sistemas redutiveis a uma unica forga: R#0elI=0

Dois casos notéveis discutidos anteriormente sao sistemas de Classe IlI
que podem ser reinterpretados a luz do conceito de eixo central:
* Em um sistema de forcas concorrentes em P, o eixo central é a reta
que tem a diregdo de Re passa pelo ponto P.
* Em um sistema de forgas paralelas de R ES 6, o eixo central é a reta
que tem a direcao de Re passa pelo centro de forcas paralelas C.
Outro caso tipico da Classe lll sdo sistemas de forcas coplanares de
resultantes nio-nulas. Considerando uma base ortonormal (i, , k), com k
normal ao plano em questéo, e um polo O sobre este plano:

f{:é‘if:k = (;CZ:‘{XIC)H(;YIC)

n

Z(kak - kak)]]z

k=1

n
Mo = Z(kayk ) A (X i+ Y)) =
k=1

Notando que os vetores Re 1\710 s&o ortogonais entre si: I = R- Mp =0.
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Sistemas de for¢as distribuidas paralelas
Um sistema de forgas distribuidas paralelas # de resultante nao-nula
€ equivalente a uma unica forga de vetor igual a resultante e aplicada no

respectivo centro de forcas paralelas:

F ~{(R0G,0)} & R:LdFia e (C—O)=%/T(P—O)dF
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Campo de pressdes hidrostaticas sobre uma superficie

Definindo a coordenada z, descendente,
com origem na superficie livre, o campo de
pressdes € descrito pela lei de Stevin:

p=pgz

Forga resultante (dFi, P,) sobre uma
superficie retangular b x dz, localizada no
entorno da profundidade profundidade z,
com dF = (pgz)b dz e (P, — Py) = zk.
Para o campo completo:

2 |h

z 1 2

2 = Zpgh?
0 Zpg

h
R= / (pgz)b dz = pgb
0 2

h 3k R R
R(C-Py) = / (zk)(pgz)b dz = pgb%l k= %pgthk = (C-Py) = ;hk
0 0
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