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PREFACIO

Este texto apresenta a quinta edigdo da apostila “Planejamento de
Experimentos”, publicada em 1996 e re-editada em 2000, 2003 e 2006.

O assunto Planejamento e Analise de Experimentos é abordado em um
nivel introdutério, e abrange planejamento de experimentos completamente
aleatorizados, planejamentos com variaveis bloco, planejamentos fatoriais,
fatoriais fracionarios e metodologia Taguchi. A partir da terceira edicdo, a
apostila apresenta uma introducédo a metodologia de superficie de resposta para
planejamento e analise de experimentos. A elaboracdo do texto foi baseada na
literatura referenciada ao final da apostila.

Os exemplos apresentados visam ilustrar a aplicacdo dessas técnicas
na industria de manufatura de bens de consumo em geral, além de aplicacbes
em industrias de processamento continuo. Ao final de cada capitulo, alguns
exercicios sdo propostos. Muitos dos exemplos e exercicios selecionados foram
extraidos da literatura especifica.

A formatacéo deste texto contou com a colaboracdo do funcionario Luiz
Fernando Ferreira do Departamento de Engenharia de Producdo da EESC-USP.

Agradeco especialmente ao Prof. Mauro Demarzo, da UNICAMP, pela
gentileza em colaborar com valiosas sugestbes de alteragBes e também pela
correcao de alguns erros existentes na edi¢cao anterior.

O autor.






1. INTRODUCAO
1.1. Consideracgdes Iniciais

A evolucéo histérica do conceito de qualidade no século XX partiu de
uma visao segmentada do processo industrial (em que a fabricacdo ndo cabia
controlar a qualidade, mas somente manter a produtividade, e ao controle de
gualidade cabia simplesmente separar os produtos ndo aceitaveis) para uma
visdo mais integrada em que a qualidade é missédo de todos.

Nesse sentido, a preocupagao com a qualidade foi “subindo” a cadeia do
processo produtivo, abrangendo as atividades de fabricacdo, projeto e
marketing, e “descendo”, atingindo as atividades de comercializacdo e
assisténcia.

Em termos de controle estatistico da qualidade, a evolugdo se deu a
partir de técnicas de inspec¢do (amostragem), para controle de qualidade do
produto no processo. A ferramenta mais importante nessa fase é o CEP.

Através dos graficos de controle, é possivel estabelecer um modelo
estatistico que preveja a variabilidade do processo quando sujeito apenas as
causas cronicas (inerentes) de variabilidade, e, com esse modelo, identificar
quando o processo deixou de estar em controle estatistico (ou seja, causas
esporédicas estdo atuando no processo e aumentando a variabilidade.

Ou seja, todo processo apresenta um certo grau de variabilidade, como

ilustrado abaixo (Figura 1.1). )
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Figura 1.1: Variabilidade do resultado de um processo

De um modo geral, a variabilidade resultante é o resultado de:
Causas Crodnicas: sdo as causas de variabilidade inerentes, crdnicas, do
processo, assim como ele foi concebido. Ex.: Projeto do Processo, Métodos
de Operagdo inapropriados.
Causas Esporadicas: sao variacdes esporadicas que se devem a problemas
ocasionalmente presente. Ex.: Maquina desajustada, erro do operador,
problema com a ferramenta, material bruto, etc.

O levantamento estatistico do comportamento do processo pode revelar a

presenca de causas cronicas e esporadicas de variabilidade. Assim temos (Figura 1.2):

instante inicial: processo sujeito a causas crénicas somente.

apds um intervalo de tempo: possibilidade da variabilidade ser alterada, como segue:
e alteracdo na média (Figura 1.2a);
o alteracdo da disperséo (Figura 1.2b);
e alteracao da média e da disperséao (Figura 1.2c).
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Figura 1.2: Comportamento de um processo sobre o tempo.
Ainda que todo e qualquer processo esteja sujeito a um certo grau de

variabilidade, a variabilidade excessiva é indesejavel, ja que acarreta:

perda da qualidade do resultado do processo (produto)
perda de eficiéncia, produtividade e aumento de custos.

Com base nessa argumentacao Shewhart’ propds o uso dos graficos de

controle como forma de, através do monitoramento, detectar quando o processo
deixa de operar dentro dos limites definidos como “o melhor possivel”.

Assim, se considerarmos 0 processo de controle, temos as seguintes

etapas basicas (Figura 1.3):

coleta de dados: através de instrumentos de medicdo, o resultado do
processo (ou um pardmetro de qualidade do produto, resultante do processo,
e.g. didmetro de uma peca usinada) é coletado e registrado;

avaliacdo do processo: através de estudo de capabilidade é possivel avaliar a
capacidade tecnolégica do processo para atender as especificacdes de
projeto; através de graficos de controle é possivel estabelecer os limites de
variabilidade do processo e monitorar o processo ao longo do tempo com o
objetivo de identificar possiveis ocorréncias de descontrole estatistico do
resultado do processo de fabricagéo;

diagndstico do problema: através do conhecimento do processo e da analise
de todas as possiveis causas que ocasionam o resultado indesejavel do
processo, procura-se identificar as causas mais provaveis para a ocorréncia
do problema;

acdo corretiva: a partir da consideracdo e identificagdo das causas mais
provaveis para a ocorréncia do problema, busca-se implementar uma acéo
corretiva visando a eliminag&o do problema e o restabelecimento do processo
em controle estatistico (ou seja sujeito apenas ou principalmente a causas
cronicas de variabilidade).

Entrada Saida
7y » PROCESSO >

Acéo de
Melhoria

Coleta de

Dados

Diagnoéstico

do Problema Avaliagio

Figura 1.3: Ciclo de controle da qualidade de processo.

1 W. Shewhart, Economic Control of Quality of Manufactured Products, 1931.
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Portanto o Controle Estatistico de Processo tem por finalidade:
e detectar a presenca de problemas esporadicos;
e monitorar o resultado da acdo de melhoria do processo; ou seja a eliminagéo
de causas esporadicas de variabilidade e a reducao da variabilidade natural
do processo.

Entretanto, os graficos de controle (e as técnicas de qualidade on-line)
tem um poder limitado para melhorar a qualidade do produto. Para melhorar a
qualidade do produto é preciso projetar 0 processo e o produto com qualidade.
O uso das técnicas estatisticas de Planejamento e Analise de Experimentos
durante a fase de projeto leva a uma melhoria da qualidade do produto e do
processo.

1.2. O que é Delineamento de Experimento

Literalmente, experimento € um teste. Em um experimento, variagdes
propositais séo feitas nas variaveis de entrada ou de controle (chamados de
niveis dos fatores de controle ou tratamentos) de um processo ou sistema, com
0 objetivo de observar e identificar as razbes de variacdo de resposta ou variavel
de saida.

O processo ou sistema pode ser entendido como uma combinacdo de
maquinas, métodos, trabalho e outros recursos que transformam uma entrada
(usualmente matéria prima) em produto acabado/semi-acabado, com
caracteristicas, parametros de interesse.

Por exemplo, em um processo de usinagem, temos a matéria prima sendo
processada por uma maquina-ferramenta (Maquina, Figura 1.4), com uma
seqiéncia de trabalho definida (Método), controlada por um operador (homem), em
um meio ambiente com condi¢fes especificas. O resultado desse processo € uma
peca acabada/semi-acabada. Uma caracteristica de qualidade da peca pode ser a
rugosidade de superficie usinada. Nesse caso, poderia-se realizar um experimento
para ajustar a taxa de avango e o raio de ponta da ferramenta do processo de
usinagem de modo a minimizar a rugosidade da superficie acabada.



MEIO
METODO  AMBIENTE HOMEN

temperatura
-

vibragdo

5)
Processo de Usinagem ) .ec;a
usinada

-avango
-ferramenta
-profundidade
MATERIAL MAQUINA  de corte

Figura 1.4: Entradas e saidas de um processo de usinagem.

Através de uma série de testes, onde medimos a rugosidade da
superficie para quatro diferentes combinacdes de duas especificagbes (dois
niveis) para a taxa de avanco (f; e f, na Figura 1.5) e duas especificagbes para o
raio de ponta da ferramenta (r, e r,), pode-se concluir, que uma determinada
condicdo (como ilustrado na Figura 1.6, para a combinagdo r,f;) leva uma
significativa reducéo da rugosidade superficial.

RUG.

nf nf

nf 2

I’l I'z
RAIO PONTA
FERRAMENTA

Figura 1.5: Rugosidade em fun¢éo da taxa de avanco (f) e do raio de ponta da
ferramenta, em processo de usinagem.

Portanto, o uso de técnicas de Delineamento de Experimentos permite
melhorar a qualidade de projeto de produto ou processo de fabricagdo, através
do levantamento de informag6es como enumeradas a seguir:

1. quais variaveis (fatores) do processo sdo mais influentes no parametro de
resposta de interesse;
2. os niveis de ajustagem das varidveis do processo influentes na resposta de
5



modo que a variabilidade do parametro de resposta de interesse seja minimo;
3. 0s niveis de ajustagem das variaveis influentes do processo de modo que o
valor do resultado seja préximo do valor nominal;
4. os niveis de ajustagem das variaveis influentes na resposta de modo que o
efeito das variaveis ndo controlaveis (ex. vibracdo, temperatura) seja
reduzido.

1.3. Visao Geral

Em Delineamento de Experimentos existem duas etapas fundamentais
que sdo: o planejamento do experimento; e a analise dos dados. E na etapa de
planejamento que se define como o experimento sera organizado e conduzido,
incluindo-se ai a definicdo das variaveis dependentes e independentes, o
numero de testes, as condi¢des para a realizacdo dos testes, etc. Diversas séo
técnicas empregadas tais como experimentos aleatorizados, com variavel bloco,
gquadrado latino, experimento fatorial, etc.

Na etapa de andlise de dados, técnicas estatisticas séo utilizadas para
se concluir sobre a existéncia ou ndo de diferengas significativas no valor da
variavel de resposta para as diferentes condicdes de teste.

A sequir, algumas situac6es de experimentacdo sdo consideradas, com
0 objetivo de apresentar algumas das possiveis técnicas de planejamento de
experimentos e andlise estatistica dos dados.

a) Comparacdo entre dois tratamentos:

Deseja-se testar se existe diferenca de vida util entre duas ferramentas
de corte de materiais diferentes. Nesse caso temos um fator de controle
(material da ferramenta) em dois niveis (2 tipos de material).

Para realizacdo do experimento (usinagem de barras de aco), o
planejamento é feito de modo que a influéncia da variacéo da dureza de barra
para barra do aco usinado seja minimizada. Para isso, aleatorizagdo e
emparelhamento dos dados s@o os recursos usados para a realizagcdo dos
ensaios.

Para analise dos dados, i.e. se existe diferenca significativa em termos
de vida util entre dois tratamentos, teste de hipéteses é usado.

Este assunto sera visto no capitulo 2.

b) Comparacéo de mais de dois tratamentos

Suponha que tenhamos nédo duas, mas quatro ferramentas de materiais
diferentes, e queiramos testar se existe diferen¢a, em termos de vida Util, entre
essas 4 ferramentas. Neste caso, temos de novo 1 fator (material) e 4 niveis (4
tipos de material). Para minimizar a influéncia, no resultado, de fontes de
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variagdo ndo assinalaveis, aleatorizacdo e réplica sdo usados no planejamento
do experimento.

A analise de dados é feita através do Quadro de Andlise de Variancia
(ANOVA).

Este assunto sera visto no capitulo 3.

c) Comparacao de mais de dois tratamentos, uma variavel bloco (blocos
aleatorizados)

No exemplo anterior, sabemos que a variacdo da dureza entre diferentes
barras do aco (material) usado no teste (usinagem) de vida util € um fator que
contribuird para aumentar a variabilidade de vida util das ferramentas e dificultar
ou confundir a diferenciacao entre elas.

Para eliminar essa fonte identificavel de variabilidade, os dados sao
tratados em grupos, ou seja, material de uma mesma barra sera usado para
testar a vida dos quatro tipos de ferramenta. Além disso, como nos casos
anteriores, aleatorizacdo e réplica sdo usados para minimizar a influéncia de
outras fontes nao identificaveis de variabilidade. Portanto, neste caso temos:

e 1 fator de controle: tipo de ferramenta, em 4 niveis (4 tipos de material), A, B,
C,D;
e 1 variavel bloco: barra de a¢o, em 4 niveis (4 barras de aco) 1, 2, 3, 4.

Para realizacdo do experimento, cada barra de aco (bloco), é usada
para testar um tipo de ferramenta (nivel), conforme ilustrado abaixo (Figura 1.6).

Bloco Tratamento
(Barra) A B C D
1
2 Resultados de Experimentos
3 Aleatorizados e Replicados
4

Figura 1.6: llustracéo do planejamento de um experimento organizado em Bloco.

Para a andlise estatistica dos dados, o quadro de ANOVA é também
usado neste caso. Este assunto serd visto no capitulo 4.

d) Planejamento com mais de uma variavel bloco

Considere ainda o teste de vida util das quatro ferramentas (niveis do
fator, caso c¢). Assumindo que a seqiiéncia de testes se dard em 4 maquinas
diferentes, sabemos que por mais similares que sejam as maquinas, certamente
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havera uma certa variabilidade do resultado decorrente das diferengas entre as
maquinas.

Portanto, essas duas fontes assinalaveis de variabilidade podem ser
tratadas em blocos. Assim temos:

e 1 fator de controle: material da ferramenta, em quatro niveis, A, B, C e D;
e 1 variavel bloco: maquina, em 4 niveis, 1, 2, 3 e 4;
e 1 variavel bloco: barra de ago, em 4 niveis, |, I, lll e IV;

Para planejar a seqiiéncia de experimentos, utiliza-se neste caso os
Quadrados Latinos, como ilustrado abaixo (Tabela 1.1).

Maquina Barra
1 2 3 4
I A B C D
Il B C D A
1 C D A B
v D A B C

Tabela 1.1: Planejamento Quadrado Latino.

Em seguida, como sera visto no capitulo 5, o Quadro de ANOVA é
usado para a analise de dados. Os Quadrados Latinos sdo também utilizados
quando se deseja analisar simultaneamente 3 variaveis (fatores) de controle. Por
exemplo, pode-se testar a vida Util de ferramentas de diferentes materiais (niveis
do fator material), para diferentes avancgos (niveis do fator avango), e para
diferentes velocidades de corte (niveis do fator velocidade).

e) Planejamentos com mais de duas variaveis bloco

No exemplo anterior, suponha que o operador seja mais uma fonte de
variabilidade da resposta. Assim, para um experimento como este temos:

1 fator de controle: material da ferramenta, em quatro niveis (4 tipos);
1 variavel bloco: barra, em 4 niveis, 1, 2, 3 e 4;

1 variavel bloco: maquina, em 4 niveis, I, II, lll e IV,

1 variavel bloco: operador, em 4 niveis, a, B, v, 8.

Para planejar a seqiiéncia de experimentos, utiliza-se, neste caso, 0s
Quadrados Greco-Latinos, como ilustrado abaixo (Tabela 1.2).



Maquina Barra
1 2 3 4
I Aa By Cs DB
Il BB Co Da Ay
1] Cy Da AB Bd
v D& AB By Ca

Tabela 1.2: Planejamento Quadrado Greco-Latino.

Em seguida, como sera visto no capitulo 5, o quadro de ANOVA é usado
para a andlise de dados. Os Quadrados Greco-Latinos sédo também utilizados
quando se deseja analisar simultaneamente 4 fatores de controle. Por exemplo,
pode-se testar a vida Gtil de ferramentas de materiais diferentes (niveis do fator
material), para diferentes avanc¢os (niveis da variavel avanc¢o), para diferentes
velocidades de corte (niveis da variavel velocidade de corte), e para diferentes
tipos de fluido de corte (niveis da variavel fluido de corte).

f) Planejamentos com mais de trés variaveis bloco

Suponha que, no exemplo anterior, uma quarta fonte assinalavel de
influéncia na variabilidade do resultado esteja presente (por exemplo, vibracdo).
Temos entdo, além da varidvel de controle (tipo de material) e das variaveis
bloco (maquina, operador e barra) uma quarta variavel bloco, definida como:

e variavel bloco: vibracao, nos niveis a, b, c, d.

Para planejar a seqUéncia de experimentos, utiliza-se, neste caso, 0s
Quadrados Hiper-Greco-Latinos, como ilustrado abaixo (Tabela 1.3).

Méaquina Barra
1 2 3 4
I Aca Bpb Cyc D&d
Il Bpb Cac Adb Bya
I Cyc Déa Bad ABc
Dad Ayd DBa Cab

Tabela 1.3: Planejamento Quadrado Hiper-Greco-Latino.

Em seguida, como serd visto no capitulo 5, o quadro de ANOVA também
€ usado para a andlise dos dados.



Os Quadrados Hiper-Greco-Latinos sdo também utilizados quando se
deseja analisar simultaneamente 5 fatores de controle, ou uma combinacao de
fatores de controle e varidveis de bloco.

g) Experimentos fatoriais 2K

Experimentos fatoriais sdo especialmente usados quando se deseja
estudar o efeito, na variavel de resposta, da combinagédo de varios fatores de
controle.

Um caso de experimentos fatoriais é o experimento fatorial 2, onde:

®
~

Exemplo 1.1: Suponha que se queira investigar o efeito, em termos de vida Util

da ferramenta, dos seguintes fatores e da interacéo entre eles:

e tipos de ferramentas: dois tipos (niveis) de ferramentas, codificados por (-1) e
(+1);

e avanco: dois niveis de avancgo, codificados por (-1) e (+1);

¢ velocidade de corte: dois niveis de velocidade de corte, codificados por (-1) e
(+1).

ndmero de fatores
niveis

Temos 3 fatores de controle, portanto, teremos:

2x2x2=2° combinacdes possiveis de experimentos, repetidos n
vezes.

O planejamento é feito usando-se as combina¢des mostradas na
Tabela 1.4.

Niveis Representacao N® Exper.

Fator A Fator B Fator C A B C

Inferior Inferior Inferior -1 -1 -1 1
Superior Inferior Inferior +1 -1 -1 2
Inferior Superior Inferior -1 +1 -1 3
Superior | Superior Inferior +1 +1 -1 4
Inferior Inferior Superior -1 -1 +1 5
Superior Inferior Superior +1 -1 +1 6
Inferior Superior Superior -1 +1 +1 7
Superior | Superior Superior +1 +1 -1 8

Tabela 1.4: Combinacgfes de teste de um experimento fatorial.
10



Em representacdo geométrica temos (Figura 1.7):

8

Figura 1.7: Representacdo Geométrica de um Experimento Fatorial 28,

Exemplo 1.2: Suponha que queiramos definir material e lubrificante para
minimizar o desgaste entre guia e pino deslizante. As opc¢des de projeto séo as
seguintes:

Fator Niveis
Guia (A) Aco Carbono, Aco Liga (-1, +1)
Pino (B) Nylon, Compésito (-1, +1)
Lubrificante © Lubl, Lub2 (-1, +1)

Para testar qual das opc¢des resultard em um menor desgaste entre pino
e eixo, o experimento é realizado com as combinacdes indicadas na tabela
abaixo (Tabela 1.5).

Niveis N®
Fator A Fator B Fator C Exper.

-1 -1 -1 1
+1 -1 -1 2
-1 +1 -1 3
+1 +1 -1 4
-1 -1 +1 5
+1 -1 +1 6
-1 +1 +1 7
+1 +1 -1 8

Tabela 1.5: Combinacfes de teste de um experimento fatorial.

Também nesse caso, para andlise dos dados, o quadro de andlise de
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variancia é usado para investigar e influéncia na resposta dos efeitos principais e
efeitos secundarios, como sera visto no capitulo 6.

1.4. Principios Béasicos de Experimentacao

Os trés principios béasicos de experimentacdo sao: repetigdo,
aleatorizagdo e blocos.

Repeticéo:

Por repeticdo entende-se a repeticdo do experimento para uma
determinada condicdo. Repeticdo apresenta duas propriedades importantes:

e permite obter uma estimativa do erro experimental. Esta estimativa do erro se
torna a unidade basica de medicdo para determinar se diferencas observadas
nos dados sdo estatisticamente diferentes;

e se a média amostral é usada para estimar o efeito de um fator no
experimento, repeticdo permite a obtencdo de uma estimativa mais precisa

deste efeito (decorrente do fato de o desvio padrdo amostral ser
inversamente proporcional ao tamanho da amostra, og= %/— ).
n

Aleatorizagéo:

Aleatorizacdo € a suposi¢do basica para a validacdo do uso dos
métodos estatisticos em Delineamento de Experimentos. Por aleatorizacdo,
entende-se:

e A alocacdo de material e equipamento para 0s experimentos S&o
aleatoriamente definidos;

e A ordem em que 0s experimentos sdo ensaiados sdo aleatoriamente
definidos.

Métodos Estatisticos requerem que as observacdes (ou erros) sejam
“variaveis aleatérias independentes”. A aleatorizagdo do experimento
normalmente faz com que esta hipotese seja valida. Através da aleatorizacao os
efeitos de fontes ndo assinalaveis de variabilidade sdo minimizados.

Blocos:

Planejamento em Blocos € um procedimento que visa eliminar o efeito
de um ou mais fatores no resultado do experimento. Com este procedimento,
realiza-se o experimento em condigbes (blocos) mais homogéneas. Assim,
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consegue-se:

e aumentar a precisao do experimento (efeito dentro de cada bloco);
e aumentar a informacao, uma vez que evidenciamos o efeito dos blocos
(efeito entre blocos).

1.5. Etapas do Planejamento e Analise de Experimento

De um modo geral, o planejamento e analise de experimentos
percorrera as seguintes etapas:

1) Reconhecimento e Formulac&o do Problema

Nesta fase, identifica-se a existéncia de um problema que pode ser
estudado (ou resolvido) através de experimentagdo. A partir dai, as idéias sdo
organizadas de forma a se explicitar 0 que se conhece e 0 que se pretende
conhecer com o experimento. E uma tarefa ndo simples, que exige a
cooperacdo de todas as partes envolvidas: projeto, fabricacdo, qualidade,
marketing, geréncia, pessoal de chdo de fabrica.

2) Escolha dos Niveis e Fatores

Deve-se definir os fatores a serem variados no experimento, a faixa
dentro da qual cada fator variar4 e os niveis para os quais testes serdo feitos.
Consideragdo deve ser feita também sobre como esses fatores serdo
controlados nos niveis desejados e como eles serdo medidos.

3) Planejamento do Experimento

Esta fase envolve a:
escolha da técnica experimental a ser usada no experimento;
escolha da variavel de resposta;
definicdo do nimero de repeticdes;
definicdo da ordem dos testes.

4) Conducéo do Experimento

Durante os experimentos, € vital monitorar o processo cuidadosamente,
para garantir que tudo seja feito de acordo com os planos. Erro no procedimento
experimental muito provavelmente invalidara o resultado do experimento.

5) Analise dos Dados
13



Métodos estatisticos sdo usados para analisar os dados para garantir
que as conclusdes sejam objetivas e fundamentadas. Os métodos estatisticos
adicionam objetividade ao processo de tomada de decisao.

Deve-se ter em mente que os métodos estatisticos ndo sdo capazes de
provar que um fator (ou fatores) tem um efeito particular. Ou seja, os métodos
estatisticos, quando propriamente aplicados, nos permite medir o erro provavel
de uma conclusdo com um certo grau de confianga.

6) Conclus6es e Recomendacdes

Com os dados analisados, deve-se, a partir das inferéncias estatisticas,
tirar conclusdes praticas sobre o resultados e recomendar uma linha de acéo.
Métodos gréficos sao bastante Uteis na apresentacdo dos resultados.

Na definicho de cada uma dessas etapas, deve-se ter em mente que
experimentacdo € um processo de aprendizagem, onde, inicialmente (e na
tentativa de formular o problema), formulamos uma hipétese a cerca de um
sistema/processo, em seguida realizamos um experimento para verificar esta
hip6tese, e com base nos resultados formulamos outra hip6tese, e assim por
diante.

Ou seja, experimentacdo € um processo iterativo. Normalmente, é um
grande engano planejar um anico, grande e abrangente experimento no comego
de um estudo.

Um experimento bem sucedido requer que se tenha conhecimento dos
fatores preponderantes, a faixa sobre a qual esses fatores devem ser variados,
0s niveis e nimero de niveis para cada fator, e as unidades de medicdo
apropriadas para cada fator. Normalmente ndo se tem a resposta para todas
estas questfes no inicio de um estudo, mas o conhecimento cresce na medida
que o estudo/investigacdo avanca, ou seja, conforme o programa de
experimentacdo avanca, alguns fatores de controle inicialmente estudados séo
deixados de lado, outros sdo incluidos no experimento, ou muda-se a faixa de
exploragéo para alguns fatores. Conseqlientemente, experimentagdo é feita em
sequéncia.

14



2. CONCEITUACAO ESTATISTICA
2.1. Alguns Conceitos Basicos

Amostra: Uma amostra € um conjunto de dados consistindo de apenas parte das
observacfes de todas as possiveis observacdes de uma dada populacdo. Por
exemplo, 10 lampadas de um lote de 1500 lampadas; ou 5 pecas extraidas de
um processo de fabricacao.

Amostra Aleatdria: Uma amostra é aleatdria se cada membro da populacédo tem
a mesma chance de ser escolhido.

Parametros de uma Populacédo e de uma Amostra:

As medidas descritivas ou parametros de uma populagdo finita de
elementos x;, i =1, ..., N séao:

e Locacgdo (média):

u= (X)—W izlxi

e Variancia:
1 N
o’ =Var(x)=E(x- u)*= N _Zl(xi - )
1=

e Desvio Padrao:

o=,/Var(x)

As medidas descritivas ou estatisticas de uma amostra de tamanho n
sao:

e Média Amostral:

a) Dados sem repeticao:

(2.1a8)

x|
1
=
g
X
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b) Dados com repeticdo, com frequéncia z;:

_ 1
X=—
n

Z(xizi) (2.1b)
e Variancia Amostral:
a) Dados sem repeticéo:

52:i ¥ (x. -%)* (2.2a)
n-1 !

b) Dados com repeticéo, com freqiiéncia z;j:

1
SZZE Z(Xi-i)zzi (2.2¢)

e Desvio Padrao Amostral:

s=./s? (2.3)

Graus de Liberdade (v): Graus de liberdade é a propriedade pela qual qualquer
das (n-1) observa¢des de uma amostra completamente determinam a outra
observacéo. Esta propriedade deriva do fato de os desvios de n observagfes de
X somarem zero, i.e.,

Zn:(xi -X)=0
i-1

0 gue constitui uma restri%éo linear nos desvios ou residuos (g;) usados
no calculo da variancia amostral S°.

Erro Experimental: Quando um experimento é repetido sob as mesmas
condicdes, os resultados ndo séo idénticos. A flutuacdo que ocorre de uma
repeticdo para outra € chamada de “Erro Experimental” ou “Erro”.

DistribuicBo Normal: Observacdes repetidas que diferem devido ao erro
experimental freqlientemente variam em torno de um valor central numa
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distribuicao simétrica. Uma distribuicdo continua que representa esta situacao é
dada pela Distribuicdo Normal ou Gaussiana (Figura 2.1).

u-3c HM-26 u-lo M u+lc pu+2c u+3c
Figura 2.1: Distribuicdo Normal.

A Funcé@o densidade de probabilidade (F.D.P. ) é matematicamente
expressa por:

1 1 )
P(X)=—exp<-—(x- 24
A notacéo de distribuicdo normal da variavel aleatéria x é: X ~ N (g, o).

A média (u) e a variancia (02) completamente definem uma distribuicdo Normal.

Da distribuicdo normal temos que a probabilidade de um elemento da
populacgdo recair entre os valores (-6 <x<u + o) €é:

P(uh-o< x<u+o) =0,683

Da mesma forma, a probabilidade de um elemento da populacdo recair
entre os valores (u - 20 < X < p + 20) €:

P(u-20 <x<u+2c)=0,954
E para o intervalo (i -30 < x < u + 30), a probabilidade é:

P(n-3c<x<p+3c)=0,997

Distribuicdo normal reduzida (padronizada):

A distribuicdo da variavel reduzida Z tem média zero, (¢ =0) e variancia 1 (0'2 =
1), ou seja: Z~ N (0,1).
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onde,

z=XH (2.5)
(o2

Se amostras aleatérias de tamanho n sdo selecionadas de uma
populagcdo com média u e desvio padréo o, entdo as médias amostrais formaréo
uma distribuicdo com média e desvio padréo dados por:

EX)=0c
(2.6)
o =2
T
ou,
- [N-n
G)—(—\/ﬁ. o] (2.7)

para populaces finitas, onde N = tamanho da populacao finita, e n = tamanho
da amostra.

Teorema do limite Central (T.L.C.)

Na sele¢do de uma amostra de uma populacao qualquer com média e
desvio padréo o, a distribuicAo amostral de x & aproximadamente “Normal” com

média ¢ e desvio padrdo % quando n é grande. Portanto, a distribuicdo
n

reduzida é dada por:

7=%4) _no) (2.8)
el

Jn

Do T.L.C., pode-se afirmar que a distribuicdo de erros experimentais
tende para a normalidade quando n é grande.
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Estimativa por Ponto da Média Populacional

Dado uma amostra X4, X, ... X, , com X como média amostral, sabemos

do T.L.C. que:
SUC0

Das tabelas de distribuicdo Z sabemos que, com 95,45 % de confianca,
-2<7Z<2 ou P(-2<Z<2)=0,9545

onde

x|

A 2.9)

/=
o/Jn

Transformando, temos:

X-20, < < X+206,
/ﬁ " /ﬁ

P(x-2,, o/n<u<x+2,, o/¥n =(1-a)  (2.10)

ou

onde ZC/ € determinado de uma distribuicdo normal reduzida para diferentes
2

valores de «. Ou seja, em amostras repetidas de tamanho n, o intervalo acima

inclui o pardmetro u com probabilidade (1- «), ou, com confianca de [(1-@)

100]%, podemos afirmar que a média populacional esta dentro dos limites

acima.

Exemplo 2.1: Considere uma amostra aleatoria de tamanho n = 25 de uma
distribuicdo normal com o = 8. A média amostral é de X = 42,7. Determine o
intervalo de confianca para x com uma confianca de 95%.

Sabemos que,
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X—Z%%/ﬁs,usmz%%/ﬁ

Para um nivel de confianca de 95 %, temos (Figura 2.2):

(1-0)=095 = a=005 = a/2=0025 = (1 -a/2)=0,9750.

al2 al2
_ZOL/Z 0 _Zalz

Figura 2.2: Area sob a curva Normal reduzida.

Da Tabela I, temos, Z,» = 1,96. Portanto,

X-Z%%/ﬁs;lsﬂz%%/ﬁ

8 8
427 -196] — | S pu <42,7+1,96 .| —
%) (%)

396 << 458

Intervalo de Confianca com ¢ Desconhecido

Como na prética o valor de o ndo é conhecido, para amostras grandes
(n >30), o desvio padrao amostral € usado no calculo de g, ou seja:

i-za/z%/ﬁs;z g>‘<+za/2%/H

e para construir um intervalo de confianca para amostras pequenas usamos a
distribuicdo t de “student” com v = (n-1) graus de liberdade.
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X - tuzy %sﬂs%mu % (2.12)

cuja distribuicdo é tabelada (Tabela II).

2.2. Teste de Hipotese

Uma hipotese estatistica € uma afirmacdo sobre parametros de uma
populacao, a partir da amostra da populacdo. Duas hipoteses sdo construidas,
conforme segue (Freund,1988):

H,: Hip6tese de nulidade
H,: Hipotese Alternativa

O teste de hipotese testa a validade de uma hip6tese nula contra uma
hipotese alternativa.

Exemplo 2.2: uma fabrica esta considerando a compra de uma nova maquina
para estampagem de chapas metalicas. Duas situacdes podem ser
consideradas:

1) A fabrica s6 comprara a maquina se a produtividade dela for maior que a
produtividade atual (dada pela média de pecas/min, ).

Nesse caso, a hipétese nula é de que a média de pecas estampadas por
minuto, x, da nova maquina é igual a da atual, ou seja:

Ho:ﬂg,uo

E a hipdtese alternativa é de que u (a média de pecas por minuto da
nova maquina) € maior que da maquina atual .

Hi:u > up

Portanto, a fabrica comprara a nova maquina somente se a hipotese
nula for rejeitada.

2) A fabrica comprara a maquina (por resultar em melhor qualidade do
estampado) a ndo ser que (a menos que) a produtividade da maquina nova
seja inferior a da atual. Nesse caso, a hipotese nula é:
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Ho: 1 2 o

Contra a hipétese alternativa:
Hit g < 1o

ou seja, se a hipétese nula for rejeitada, a fabrica ndo deve comprar a maquina.

Exemplo 2.3: Uma inddstria alimenticia deseja saber se uma maquina em uso
esta enchendo a embalagem do produto com o peso certo (50 gr). Portanto,
deve-se testar a hipétese nula, de que o peso médio dos pacotes preenchidos é
de 50 gr, ou seja:

Ho: ©=50 gr.
Contra a Hipétese Alternativa:

Hy: pu = 50gr

Para realizar este teste, um funcionario da empresa € instruido para
coletar uma amostra aleatéria de 50 pacotes e verificar o peso de cada pacote.
Segundo orientacdes da empresa, o seguinte critério é adotado: a hipdtese nula
serd aceita se a média amostral estiver entre 48 e 52 gr. Caso contrario, acdes
corretivas serdo tomadas. Entretanto como a decisdo € baseada em uma
amostra, as seguintes possibilidades existem:

a) A média amostral ser menor que 48 ou maior que 52 ainda que a média
populacional seja 50 gr.

b) A média amostral estar dentro do intervalo, ainda que a média verdadeira
(populacional) seja diferente de 48 gr, digamos x =53 gr.

Assim antes desse critério ser adotado, € melhor verificar as chances de
uma deciséo errbnea. Vamos primeiro investigar a situacao a.

A probabilidade disto acontecer devido somente ao acaso é dada pela
soma das areas em branco na Figura 2.3, onde a distribuicdo das médias é
aproximada a uma distribuicdo normal.

O desvio padrao da distribuicdo das médias é dado por:

AR

considerando que o = 7,6 gr (dado do fabricante do equipamento), as linhas
divisérias na unidade padronizada Z séo:
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L 48-50 _ 52 -50

=-187 e Z= =1,87
1,07 1,07
Aceita Ho
Rejeita Ho Rejeita Ho
0,0307 0,0307

\ X

48 50 52

f i f >

(Z2=-1,87) 0 (2=1,87)

Figura 2.3: Distribuicdo das médias amostrais

Da Tabela I, temos que a area em branco em cada lado da Figura 2.3
corresponde a 0,5 - 0,4693 = 0,0307. Ou seja, a probabilidade de se obter um
valor para a média amostral fora do intervalo (48; 52), quando ux = 50 gr e,
portanto, erroneamente rejeitar a hipétese nula Hy é:

0,0307 + 0,0307 = 0,0614 ou aproximadamente 6%
Se este € um risco aceitavel ou ndo depende da decisdo da empresa.
Considerando a possibilidade b (se o teste falha em verificar que p = 50
gr), suponha, para o propdsito deste exemplo que a média seja na verdade p =

53 gr. Assim a probabilidade de obter a média amostral no intervalo (48; 52) é
dada pela &area da curva no intervalo (48; 52), Figura 2.4.
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Rejeita Ho Aceita Ho Rejeita Ho

0,1762

48 52 53

(Z = -4,67) (Z=-093) 0

x|

v
N

Figura 2.4: Regibes de aceitacdo e rejeicdo da Hipdtese Nula.

Nesse caso, estariamos erroneamente aceitando a hipétese nula como
verdadeira. A probabilidade disso acontecer é:

Z:48-53=-4,67; Z:52-53

=0,93
1,07 1,07

A 4rea da curva a esquerda de -4,67 € desprezivel e, portanto, segue da
Tabela | que a area em branco é: 0,5 - 0,3238 = 0,1762 ou aproximadamente
18%, ou seja, caso a média real fosse de 53 gr, existiria um risco de 18% de a
média amostral estar dentro do intervalo (48; 52) e portanto erroneamente
aceitando a hipétese nula de que a média é de 50 gr.

O erro no caso a, € chamado:
Erro do Tipo I: rejeitar a hipétese nula quando ela é verdadeira.

O erro no caso b, é chamado:
Erro do Tipo Il: aceitar a hip6tese nula sendo ela falsa. Esses erros estédo
ilustrados no Quadro abaixo.

Aceita Hy Rejeita Hy
Ho é verdadeiro Decisdo correta Erro tipo |
Ho é falsa Erro tipo |l Decisdo correta

A probabilidade de se cometer o Erro Tipo | € P(a). A probabilidade de
se cometer o Erro do Tipo Il € P(B).

No exemplo anterior (Exemplo 2.3), para o célculo do Erro Tipo Il foi
escolhido, arbitrariamente um valor para a média . Entretanto infinitas
possibilidades existem para um valor x4, diferente de 50 gr. Se o valor de P(B) for
calculado para vérios valores de p, nos obteremos a “curva de operagéo” ou
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“curva OC”, conforme ilustrado na Figura 2.5.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Probabilidade de Aceitar Ho

45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55
18
Figura 2.5: Probabilidade do Erro Tipo Il para diferentes valores da média.

Teste de Significancia

No exemplo anterior, o critério para aceitar ou rejeitar a hipétese nula foi
definido como uma faixa de valor (40,5; 44,5). Essa faixa de valores definiu qual a
probabilidade de se cometer o Erro do Tipo |. Em termos praticos, o que se faz é
definir um coeficiente de significAncia o para o teste, e conseqiientemente o valor
Z, (ou Z,, para o teste bi - caudal). Assim, a estatistica do teste é dada por:

(2.12)

onde o, é o valor da média assumido pela hipétese nula. A rejeicdo da hipotese
nula (Ho: u = w) acontecera se o valor da estatistica Z cair na faixa em branco,
para os casos indicados na Figura 2.6.

Assim, se a estatistica Z cair dentro da regido de aceitagdo, a
probabilidade do Erro do Tipo | sera P(«).

A seguir é apresentado um resumo das possiveis diferentes situacdes
de um teste de hipéteses, e a ilustragéo dessas situacdes (Figura 2.6).

Hoi b = po; M2 po; M < Ho

H, Rejeita Hy Se Aceita Hy Se
u < U Z <-27Z, Z>-27,
L > o Z > Z, Z<2Z,
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L # Ho Z <-Zy, Ou Zyp < 25> Zyp

Z> Z0(/2
Rejeita H,
[
T
_Za 0 z
Hl:p<p,
Rejeita H,
[ed
z
0 Z,
H1:p>p,
Rejeita H, Rejeita H,
al/2 al/2
T Z
Zasz o Zarz
H1: p=pg

Figura2.6: Regido de Rejeicdo da Hipdtese Nula para Diferentes HipGteses
Alternativas.
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Intervalo de Significancia para Amostras Pequenas

Para amostras estatisticamente grandes, n > 30, o desvio padrao é
estimado pelo desvio padrdo amostral S. Para amostras pequenas, n < 30, a
estatistica Z é substituida pela estatistica “t de Student”, dada por:

t=""*o (2.13)

que é o valor de uma variavel aleatéria que se distribui segundo a distribuigao “t
de student”, com (n-1) graus de liberdade. As curvas representam a distribuicao
t ao invés da distribuicdo normal, e Z, Z, e Z,, sao substituidos port, t, e t.».
Os valores t, e t» séo tabelados (Tabela Il), para diferentes graus de liberdade,
V.

Na tabela de resumo, Z é substituido por t.

2.3. Comparagao de dois Tratamentos

Um primeiro caso de planejamento de experimentos é o estudo
comparativo de dois tratamentos. Alguns exemplos sdo apresentados a seguir:

Experimentos Agricolas:

e verificar se uma nova variedade de sementes produz uma maior colheita
quando comparada com uma semente tradicional. O experimento visa
comparar as produc¢des das duas variedades.

Experimentos industriais:

e Verificar se um novo material (com uma composi¢cdo quimica diferente)
apresenta maior resisténcia a tragdo que um outro material. O experimento
visa comparar a resisténcia a tracao dos dois materiais.

e Uma induastria quimica formula um experimento para verificar se um novo
método de fabricagcdo de um produto quimico é superior a um método
tradicional. O experimento visa comparar a produtividade dos dois métodos.

e Uma industria de ferramentas deseja verificar se a vida Gtil de uma nova
ferramenta € maior que a vida Util da ferramenta atualmente sendo
comercializada.

e Um 6rgdo deseja comparar o consumo de combustivel de 2 carros similares,
de diferentes fabricantes.
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Portanto temos interesse em testes de hipéteses e intervalo de
confianca para verificar se existe diferenca significativa entre as médias de duas
populacdes a partir das médias amostrais.

2.3.1. Diferenca entre Tratamentos (Médias) para Amostras Grandes

Amostras Aleatérias Independentes de duas Populactes

Supor que selecionamos uma amostra aleatoria de tamanho n; de uma
populagdo 1 e uma amostra aleatdria de tamanho n, de uma populagéo 2. Para
cada populacéo, temos as estatisticas dadas abaixo:

Populacéo Amostra Estatisticas
1 X115 X125 «++y X101 X, S?
2 X215 X22, -y X202 X, S3

Supor ainda que as amostras séo independentes, ou seja, a variavel da
distribuicdo da populacdo 1, ndo é dependente/relacionada a variavel aleatéria
da populacéo 2.

O método usado pata testar se a diferenca entre duas médias amostrais
€ estatisticamente significante é baseado na distribuicdo amostral da diferenca
das médias, dada pelas estatisticas.

My %, = Hi™Hy (2.14)

onde g4, W, o1 € 65 SA0 as médias e desvios padrédo das duas populagdes.

Essa distribuicdo amostral das diferencas é uma distribuicdo normal, ou
seja:

N 1= 115 5 (2.15)
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Inferéncias para amostras grandes

A estatistica para testes de diferenca entre dois tratamentos (médias) é
dada por:

(2.16)

Que é o valor de uma varidvel aleatéria com distribuicdo
aproximadamente normal. Com amostras grandes, o, € o, sdo substituidos por
S;eS,.

Para um teste de hip6tese, em que a hipétese nula é que ndo existe
diferenca entre os tratamentos (médias), e a hipGtese alternativa é que os
tratamentos (médias) sdo diferentes, ou seja:

Ho:=p1-p2=6=0
Hi = -p=06=0

a estatistica do teste é dada por:

(2.17)

para um coeficiente de significancia c.
Para esse teste, Hy é rejeitada se

Z<-Zyr @ Z> Zyp»
e Hy é aceita se

Zup £ Z < Zop
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Em geral, podemos considerar testes de hipétese da forma.
Hol = p1- 2 =00 ,
onde & é especificado.

Assumindo duas amostras independentes de tamanho ny, n, > 30, 0
teste estatistico é dado por:

(2.18)

Fixando um nivel de significancia «, temos:
Se,

i) Hi =0 - 1> &,
Rejeitar Ho: =t - to <&
Se Z> 127,
i) Hi = - 1< &
Rejeitar Ho: = g - 1o > &
Se Z<-2Z,
i) Hy = - o # 0
Rejeitar Ho: = s - 1, = &
Se Z<-Zgy OU Z >Zy
Exemplo 2.4: Queremos verificar se um novo material apresenta maior

resisténcia a tracdo que um material atualmente comercializado (com o intuito de
substitui-lo com base nessa vantagem).
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O seguinte teste de hip6tese deve ser executado (onde: ,: resisténcia a

tracdo média do material usado; p,: resisténcia a tracdo média do novo
material):

Ho:=pi-p=8,=0 (0 novo material ndo € melhor)
H. =p1-p < 8 =0 (0 novo material € melhor)

Neste caso, a hipétese nula sera rejeitada se Z < - Z,,, para um nivel de
significancia c.

As condic8es para a realizacdo do teste sao:
e mesma maquina de teste;
e mesmo operador;
e aleatorizar a sequéncia de testes.

Ensaios de tracdo foram realizados para 100 corpos de prova para cada
material, na mesma magquina de ensaio, os resultados sdo tabeladdos a seguir

Trat. 1 Trat. 2

X 20,7 18,5
S 6,3 5,6
N 100 100

O calculo da estatistica Z é feito a partir da equagéo (2.18):

20,7-18,5
1= ——==2,569
2 2

63 , (56
100 100

Como Z = 2,569 ndo é menor que -Z, = -1,645, para um nivel de
significancia de 5%, ndo devemos rejeitar a hipétese nula.

A probabilidade de estarmos incorrendo num Erro do Tipo | é P(a) = 5%.
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2.3.2. Diferenca Entre Tratamentos (Médias) para Amostras Pequenas

O teste de significAncia da diferenca de dois tratamentos pode ser
baseado na estatistica t. Este teste é usado quando n; < 30 e n, < 30. Neste
caso, € assumido que as duas amostras de variaveis aleatorias sao
independentes e de mesma variancia o*, ou seja:

X1, .y Xn1 € UMa amostra aleatoria de uma distribuicdo  N(, 02)

X1, .y Xn1 € UMa amostra aleatoria de uma distribuicdo  N(up, 02)

Um estimador ponderado para a variancia populacional ¢* comum:

s2_(”1 '1)312 +(”2'1)522 510

O teste da hipotese nula, Hy: 14 - 1o = &, € baseado na estatistica t
conforme segue:

)_( ')_( '50
t:@ (2.20)
s, [Lal
n n

Os critérios para o0 teste sdo 0os mesmos vistos anteriormente para
amostras grandes, apenas substituindo-se a estatistica Z, Z,,, Z,» port, t, tus
com [(n; + ny) - 2] graus de liberdade.

Exemplo 2.5: Um fabricante de ferramentas deseja verificar se uma ferramenta
de um novo material (Trat. 2) tem vida Gtil maior que a ferramenta atual (Trat. 1).

O teste de hipétese a ser realizado é:
Ho: = -up=89=0 (Trat. 2 ndo é melhor)
Hi =w-p < 8 =0 (Trat. 2 melhor que Trat. 1)
A hipétese nula deve ser rejeitada se t < -t,; para isso, cada ferramenta

é testada 10 vezes(mesma maquina, mesmo operador, seqiéncia dos testes
aleatorizada). Os resultados do teste sdo apresentados a seguir:
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Trat. 1 Trat. 2
X 84,24 85,54
S 2,90 3,6

A estatistica para o teste é:

1 1
N S A
nl n2

s = \/(10-1)*(2,9)2+(10-1)*(3,6)2 _ 397
’ 10+10-2

. 84,24-8554

S 22— 1,26
327 41
9 9

Para um nivel de significancia « = 0,05 e [(nl1 + n2) -2] graus de
liberdade, da Tabela Il temos:
t,v =1,734

Como t =-1,26 n&o é menor que -t,, = -1,734, a hipétese nula ndo deve
ser rejeitada.

E importante salientar que a aleatorizacdo é fundamental para um bom
planejamento de experimentos. A aleatorizac¢éo previne:

e a existéncia de vicios na escolha dos individuos para amostras;
o fontes ndo controladas de variabilidade nas respostas.

2.3.3. Dados Pareados

Um planejamento muito Gtil na eliminagéo de fatores nao controlados de
variabilidade da resposta é dado por planejamento em blocos ou amostragem
em pares ou blocos. Os elementos do par serdo escolhidos o mais semelhante
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possivel, de modo a eliminar da comparacéo outros fatores além da diferenca
entre processos.

Exemplos:
2.6) Verificar a vida util de duas ferramentas diferentes:

Para realizar esse teste, no exemplo anterior, usamos a mesma maquina e o
mesmo operador. O mesmo tipo de material também é usado, por exemplo, aco
SAE 1060. Entretanto, sabemos que a dureza de um mesmo tipo de material
pode variar significativamente de barra para barra, e que a vida Util de uma
ferramenta é afetada pela dureza do material usado. Para neutralizar o efeito da
dureza na variabilidade do resultado do experimento, cada par de ferramentas (2
tipos diferentes) é testado usando-se material da mesma barra, ou seja,
atribuimos um tratamento a uma unidade do bloco (barra) e outro tratamento a
outra unidade do bloco. A Tabela 2.3 apresenta os dados.

Assim, para reduzir a influéncia nos resultados de possiveis variacbes
de propriedades entre um extremo e outro de cada barra (Esquerda (E) / Direita
(D)), as metades séao escolhidas aleatoriamente para cada tratamento, conforme
indicado na tabela.

Neste caso, considera-se d;, ds, ..., d, como uma amostra aleatéria de
tamanho n de distribuicdo aproximadamente normal, com estatisticas.

d=32 di; S2 =iz (di-d)? (2.21)
n n-1
Teste Trat. 1 (X4) Trat. 2 (X5) d=Xx;-Xs
1 (Barra 1) 18 (E) 20 (D) +2
2 (Barra 2) 16 (D) 14 (E) -2
3 (Barra 3) 10 (E) 10 (D) 0
4 (Barra 4) 17 (D) 20 (E) +3
5 (Barra 5) 17 (E) 19 (D) +2
6 (Barra 6) 20 (D) 20 (E) 0
7 (Barra 7) 16 (D) 15 (E) -1
8 (Barra 8) 28 (E) 28 (D) 0
9 (Barra 9) 24 (E) 29 (D) +5

Tabela 2.3: Tempo de vida de ferramentas (min.), dados pareados.

2.7) (Montgomery, 1991) Suponha que temos uma maquina de medicao de
dureza, onde uma ponta de material de alta dureza é pressionada contra a
superficie do metal cuja dureza deseja-se medir. Suponha ainda que duas
pontas de teste (de tamanhos diferentes) sdo fornecidas com o instrumento.
Para se certificar que independente do tipo de ponta utilizado, o
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resultado do teste de dureza serd o mesmo, a dureza de um mesmo corpo de
prova é medida para cada par de pontas. Ou seja, o resultado da maquina para
pontas diferentes, ndo é afetado pela variacdo de dureza de corpo de prova para
corpo de prova.

Portanto, o experimento é conduzido da seguinte forma (Tabela 2.4).

Corpo Trat. 1 (Ponta  Trat. 2 (Ponta d=Xx;-X,
Prova 1) 2)

1 X11 Xo1 dl

2 X12 X22 d2

n X1n Xon dn

Tabela 2.4: Dados pareados, Exemplo 2.7.

2.8) (Box, Hunter e Hunter, 1978) Um fabricante de cal¢cado deseja verificar a
resisténcia ao desgaste de um novo tipo de solado. Para isso, 10 garotos séo
selecionados para fazer o teste de vida Gtil. Como cada garoto anda/corre de um
jeito, e para que essa diferenca néo se reflita no resultado do teste, cada garoto
testara um tipo de solado em cada pé. Neste caso, 0s pares sdo dependentes
dentro de cada par ou bloco.

Assim, se os dois tratamentos forem iguais, Xx;, y; devem pertencer ao
mesmo universo, sendo as diferengas d; variaveis aleat6ria de uma distribuicéo
normal com média populacional E(d) = 6= 0.

Teste de Hipotese

A hip6tese nula € que nao existe diferencga entre x;, y;, Ou seja:
Ho: 6=8%=0

Para amostras grandes, a estatistica para o teste é dada por:

d-so
Sd
o

Para amostras pequenas, a estatistica para o teste é dada por:

Z= (2.22)
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t=

g ~90 (2.23)
d

o

Para (n-1) graus de liberdade.

Fixando-se um nivel de significancia « (probabilidade do erro Tipo I),
temos:

Para Hi: 6> 0: rejeitar Hy: 6=0 se:

zZ>127,

para amostras grandes, ou:
t>t,y

para amostras pequenas.
Para Hi: 6 < 0: rejeitar Hy: 6=0 se:

Z<-2,
ou

t<-t,v
Para Hi: 6= 0: rejeitar Hy: 6=0 se:

Z < -Zy ou zZ > Zo2
ou
t < -tuov ou t > tuov

para pequenas amostras.

Exemplo 2.9: Considere a montagem de um sub-conjunto de um equipamento,
montagem essa que é manual com auxilio de dispositivos. Deseja-se substituir
essa metodologia/dispositivo de montagem por um outro, supostamente mais
rapido. Para justificar a validade desta mudanca (em termos monetérios),
pretende-se realizar um experimento. Para eliminar do resultado do experimento
possiveis variagbes devido as diferencas de habilidade de trabalhador para
trabalhador, o experimento é organizado de modo que cada trabalhador execute
a montagem utilizando o método 1 e o método 2. Os trabalhadores devem ser
previamente e igualmente treinados nos dois métodos.

Os resultados do experimento (tempo, em seg.), para uma amostra de
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tamanho n = 15 sdo dados a seguir (Tabela 2.5):

Trabalhador Método 1 (seg.) Método 2 (seg.) Diferenca d
1 70 68 2
2 80 72 8
3 72 62 10
4 76 70 6
5 76 58 18
6 76 66 10
7 72 68 4
8 78 52 26
9 82 64 18
10 64 72 -8
11 74 74 0
12 92 60 32
13 74 74 0
14 68 72 -4
15 84 74 10

Calculando d e Sy a partir das equagdes em (2.21), temos:
d=88 ; 5$4=10,98

e a estatistica t, a partir da equacao (2.23), temos:

=4 __ 88 _.
Sq 10.%
Jn V15

Para um nivel de significAncia « = 0,05 e v = 14 (graus de liberdade), da Tabela
Il temos:

t,y= 1,761

Portanto, como t > t,,, a hipdtese nula (Ho: 6 = 0) deve ser rejeitada.
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2.4. Exercicios Propostos

2.1. O tempo médio de secagem de uma tinta de um fabricante é de 20 minutos.
Investigando a possibilidade de melhoria de uma modificagcdo na composi¢éo
quimica da tinta, o fabricante quer verificar a hipotese nula de que ndo ha
diferenca em termos de tempo de secagem da atual (tempo médio p,) para a
nova (n) composicdo da tinta, contra uma hipétese alternativa apropriada a
situagdo, conforme segue:

a. qual hipotese alternativa deve ser usada se o fabricante deseja fazer a
alteracao na composicdo somente para melhorar o tempo de secagem da tinta ?
b. qual hipoétese alternativa deve ser usada se o fabricante esta interessado na
nova composicdo, por ser de mais baixo custo, mas néo quer aumentar o tempo
de secagem?

2.2. Uma maquina de enchimento de vasilhames com um certo produto liquido é
ajustada para dispensar 500 ml do produto. Se a maquina é testada 9 vezes e
se obtém uma média de 530 ml com desvio padréo amostral de 25 ml, queremos
ter uma confian¢a de 99 % de que a maquina ndo esta desajustada, ou seja que
a média da populacdo de resultados é de 500 ml. Formule o teste de hip6tese
para esta situacdo e conclua a partir do resultado obtido.

2.3. Para uma populagdo com o = 11,4, queremos testar a hip6tese nula p =
67,3 contra hipoGtese alternativa p = 67,3, com base em uma amostra aleatéria
de tamanho n = 64. Se a hip6tese nula é rejeitada quando a média amostral for
menor que 65,1 ou maior que 69,5, qual a probabilidade de se cometer um erro
do tipo | ? Qual a probabilidade de se cometer um erro do tipo Il quando p =67 ?

2.4. Suponha uma situacdo (industrial, servicos etc.) em que um teste de
hipétese possa ser usado para auxiliar a decisdo. Em seguida formule a
hip6tese nula e a hipotese alternativa.

2.5. Um banho de 6leo é aquecido aos poucos, sendo sua temperatura medida
de meia em meia hora por 2 termdmetros. Baseando-se nos valores obtidos,
verificar se h& diferenca significativa entre as indicagBes dos 2 termdmetros, ao
nivel de 95% de confianca:

Termbémetro 1: 38,9 452 53,7 59,7 67,1 72,0

Termdmetro 2: 37,5 442 516 580 66,8 724

2.6. Com o objetivo de se comparar duas maquinas quanto aos valores obtidos
por elas para a resisténcia a tracéo, tomou-se 20 corpos de prova, rompendo-se
10 em cada maquina. Para se evitar a influéncia do material, os corpos de prova
foram oriundos de um mesmo vergalhéo.
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Como se entende que o operador possa influenciar os resultados, solicitou-se
que o mesmo operador rompesse todos os corpos de prova. Verificar se ha
diferenca entre as maquinas.

Os resultados obtidos foram:

Maquina Villares:

7050; 7070; 7090; 7080; 7040; 7035; 7045; 7050; 7053; 7085
Maquina do fornecedor:

7010; 7000; 7040; 7035; 7015; 7010; 7005; 7000; 7005; 6985

2.7. Dadas 2 amostras:

x: 55 58 36 53 53 57 74 55
y::39 42 34 47 53 57 61 47

representativas da producdo de 16 operdrios sob 2 condi¢bes diferentes de
trabalho x ey, verificar se estas diferentes condi¢cbes modificam a produgéo.

2.8. Os dados seguintes d&do as tensbes de ruptura de corpos de prova de
concreto, dos quais a metade recebeu aditivo especial para endurecimento
rapido. Verificar se o aditivo teve efeito sobre a resisténcia do concreto.

Com aditivo: 86 74 89 89 94 96 89 94 96 92

Sem aditivo: 81 87 92 77 85 84 88 84 89 91

2.9. Para se analisar a influéncia do creosoto no tratamento de dormentes para
aumentar a sua durabilidade, tomou-se uma amostra constituida de 13
dormentes. Tratou-se com creosoto um dos lados de cada peca, ndo sofrendo o
outro lado qualquer tratamento.

Ap6s submeter-se os dormentes a ensaios de durabilidade, obteve-se os
seguintes resultados:

Peca com creosoto sem creosoto
1 20 15
2 18 19
3 20 21
4 22 16
5 19 18
6 21 22
7 23 19
8 24 21
9 22 20

10 18 20
11 24 19
12 23 19
13 19 22
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Verificar se realmente o tratamento dos dormentes com creosoto aumenta a sua
durabilidade.

2.10. O didmetro de uma esfera de rolamento foi medido por 6 operadores,
usando dois paquimetros diferentes. Os resultados (2% casa decimal) sdo
tabelados a seguir. Existe diferenca significativa entre a média das populacdes
medidas representadas pelas duas amostras ? Use o = 0.05.

Inspetor | Paquimetro 1l | Paquimetro 2
1 7 6
2 3 3
3 3 5
4 4 3
5 8 8
6 3 2
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3. COMPARACAO DE MAIS DE DOIS TRATAMENTOS
3.1. Analise de Variancia: um exemplo

Suponha que a tabela abaixo apresente os valores da resisténcia a
tracdo de 15 corpos de prova de trés materiais diferentes.

Média  S2

Mat. A 57 59 51 57 61 57 14
Mat. B 53 37 52 47 51 48 43
Mat. C 5 64 63 60 58 60 135
55 235

As médias dessas trés amostras sdo, respectivamente, 57, 48 e 60.
Deseja-se saber se as diferencas entre essas medias sao significativas ou néo.

Em problemas como este, se 4, tb, ... u S80 as médias de k
populacdes amostradas, deseja-se testar a hipbétese nula em que todas as
médias sdo iguais, ou seja:

Ho: ta= 1o =... = 1

Contra a hipotese alternativa de que as médias ndo sao todas iguais.

Portanto é preciso uma regra de medicao precisa das discrepéncias, que
nos diga, quando essas discrepancias forem grandes suficientes, que a hipétese
nula deva ser rejeitada.

Para isso, primeiro calculamos a média das médias das amostras. No
exemplo, temos:

_ 57+48+60 _
3

55

XI|

E para o calculo da variancia da distribuicdo das médias.

»_ (57 -55)2 +(48-55)2 +(60 - 55)°
- 3-1

S

Para validar o método estatistico a ser usado para fazer a comparagao
entre as médias, duas suposic¢des sao feitas:
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I. as populacbes que estdo sendo amostradas tém uma distribuicdo
aproximadamente Normal;

Il. as populacdes tem o mesmo desvio padrdo (o). Ou seja, em nosSso
exemplo, assumimos que as leituras de resisténcia a tracao séo valores de
uma variavel aleatéria de distribuicdo aproximadamente normal e que essas
trés variaveis aleat6rias tem o mesmo desvio padréo.

Com essas suposicdes feitas, e se a hipétese nula é verdadeira, nés
podemos considerar as trés amostras como se fossem de uma mesma
populacao.

Assim, uma primeira estimativa da variancia, o, da populacdo é dada
por.

?=n.§2=5x39=195

Deve-se observar que essa estimativa é baseada na variacdo entre as
trés médias amostrais (entre tratamento).
Se o fosse conhecido, poderiamos comparar (n. si: Jcom o e rejeitar a

hipétese nula se a diferenga fosse muito maior que .

Entretanto, na maioria dos problemas, o ndo é conhecida e ndo temos
outra alternativa a ndo ser estimar ¢” baseado nos dados amostrais.

Partindo da suposicdo que as trés amostras provém de populacdes

idénticas, no6s poderiamos usar qualquer das varidncias, S?,S3,52 como uma

segunda estimativa. Podemos também usar a média das trés variancias como
uma estimativa. Assim, obtemos:

24024 a2
S_2=81 832 33=14+4C:’;+13,5:23’5

Neste caso, a estimativa € baseada na variacdo dentro das amostras.
Percebe-se que a primeira estimativa, que é baseada na variacdo entre
amostras, é muito maior que a segunda estimativa, baseada na variacdo dentro
das amostras. Essa grande diferenca sugere que as trés médias populacionais
sdo provavelmente diferentes, ou seja, a hipdtese nula deve ser rejeitada.

Para fazer essa comparagdo com rigor matematico, a estatistica usada
para testar diferengas entre médias é:

_ Estimativa de -2 baseado na variacio entre X
Estimativa de o2 baseada na variaco dentro das amostras '
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que é conhecida como “estatistica F”. Assim, a decisdo em aceitar ou rejeitar a
hip6tese nula é baseada no critério ilustrado na Figura 3.1.

Aceita Ho Rejeita Ho

Figura 3.1: Rejeicao da hipotese Nula segundo a estatistica F.

Para niveis de significancia usualmente aceitos (a = 0,01; 0.05 ou 0.1)
os valores de F, para diferentes graus de liberdade do numerador e do
denominador, sdo tabelados (Tabelas Ill, IV e V).

Se temos k amostras de tamanho n, os graus de liberdade do
numerador sdo v; = (k-1), e os graus de liberdade do denominador séo v, =
k(n-1), ou seja Fg 1 vz -

Para o0 nosso exemplo temos:

195
F,Sz 83> F (0121, =6.93

ou seja, com uma confianca de [(1-«) 100]%, podemos afirmar que as médias
sdo diferentes e portanto, rejeitamos a hipétese nula.

Essa técnica descrita é, basicamente, a Andlise de Variancia. E
importante observar que um teste de significAncia como esse evidencia que as
diferencas entre médias sdo muito grandes, mas nado diz porque essas
diferencas ocorreram.

Em nosso exemplo, se as amostras fossem testadas, digamos,
primeiramente 0s cinco elementos da primeira amostra, em seguida o0s
elementos da 2% amostra e por fim os elementos da 3% amostra, poderia
acontecer de a maquina de teste ter perdido a regulagem, e nesse caso, a causa
da diferenca ndo seria diferenca de tratamento dos materiais. Outras causas,
como variacdo das condicbes ambientes e variacdo do operador sdo todos
fatores que podem causar essa diferenca.

Dai a importéncia de aleatorizacdo na realizacdo do experimento. Ou
seja, se a sequéncia de testes for feita de maneira aleatdria, ndo sistemética, o
efeito de variacfes devido a, por exemplo, desregulagem da maquina, operador
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ou temperatura sera uniformemente distribuido, e com isso minimiza-se a
influéncia desses fatores estranhos (ndo de interesse), possivelmente presentes.
A Tabela 3.2 ilustra, para o exemplo anterior, uma possivel sequéncia de testes
aleatorizada.

Trat Corpo Prova/Seqiiéncia Teste
A 1/8 2/13 3/12 4/5 5/14
B 6/9 7/4 8/7 9/1 10/11
C 11/2 12/3 13/15 14/10 15/6

Tabela 3.2: Sequéncia de realizacao de testes.

3.2. Quadro de ANOVA

A idéia basica da Analise de Variancia (ou Quadro de ANOVA) é
expressar a variagdo total de um conjunto de dados como uma soma de termos,
0s quais possam ser atribuidos a fontes especificas de variagéo.

No exemplo anterior, temos:

1) Variabilidade de resisténcia entre os diferentes tratamentos;
2) Variabilidade de resisténcia dentro dos tratamentos (erro experimental)

Exemplo 3.1: A Tabela 3.3 apresenta os valores de resisténcia a tragdo para 24
corpos de prova de 4 tipos de materiais, A, B, C, D, com tamanhos de amostras
diferentes. Os nimeros entre parénteses representam a ordem de realizacdo
dos testes.

Tratamento
A B C D
26 ™ 21 28 " 20"
24 Y 25 27 %" 21 %
30 (21) 22 (05) 32 (09) 23 (11)
25" 20 ™Y 27 ™ 22™
28 ™ 26 26 ™ 19 %Y
23 Y 17 @Y 28 %Y
23 ™
Médias dos Tratamentos
26 | 22 | 28 | 21

Tabela 3.3: Resultados de testes de resisténcia a tracdo, Exemplo 3.1.

A analise de variancia é baseada nas seguintes suposicdes:
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i) os dados representam k amostras aleatorias de k populagBes normais (k
tratamentos)

ii) essas k populacdes normais apresentam mesma variancia mas médias
populacionais possivelmente diferentes. Ou seja:

Xy =M Forte (3.1)
onde:
t=1, ..k
i=1,..n

o; = efeito (contribuicdo do tratamento)
&; = erro experimental (componente aleatério)

Através da Analise de Variancia, testamos a hip6tese nula:
HO: O = 0 V, t
contra a hipétese alternativa:
Hi: oy # 0,
para pelo menos um valor de t.

O objetivo do uso da Andlise de Variancia é calcular uma estimativa da
variancia entre tratamentos e uma estimativa da variancia dentro de tratamentos
e em seguida comparar a razdo entre essas duas variancias com um valor
apropriado da estatistica F.

O procedimento para o calculo das estimativas das variancias entre e
dentro dos tratamentos sera visto a seguir.

3.3. Estimativa da Variabilidade entre e dentro de Tratamentos:
3.3.1. Variabilidade dentro de Tratamentos

No exemplo 3.1, para o tratamento A temos:

A soma dos quadrados dos desvios da média de tratamento é dada por:
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S, =(26 - 26)* +(24 - 26)% +(30 - 26) +(25- 26)2 +(28 - 26)° +(23- 26)°
S, =34
v;=6-1=5 Graus de Liberdade

E a variancia amostral é dada por:

S (x-x,)° _ 34
2= "1 — —1:_:6,8
1T 270 T

Da mesma forma, determinamos as varidncias amostrais para 0s
tratamentos B, C, e D, dadas por:

$2=9333; $=44 e §=25

Em geral, supondo que k varidncias amostrais, (k tratamentos) estimam
a mesma variancia, o°, temos:

2 2 2
, Vi S7 +v, S5 +..+Vv Sk
SR: =
vV, tv, +..+v,

_ Sl+32-1-...-i-Sk _ SR :S
(n -D+(n,-D+..+(n -1) N-k vg

onde:

s2 : Quadrado médio dentro de tratamentos

k
N: Numero total de elementos [N = ZntJ .
t=1

O Quadrado Médio Dentro de Tratamentos € um estimador ponderado

de &%, a partir da Soma de Quadrados Dentro de todos Tratamentos, que é
dada por:
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SR:S1+52+"'+S|<

(3.2)
ko N )
DA ®
E o Quadrado Médio dentro de Tratamentos é dado por:
k Nt
S Z Z( Xti - Xt
si=-SR =t F (3.3)

N -k (N—k)
Para os dados da Tabela 3.3, temos:

Sg =122
VR = 20

3.3.2. Variabilidade entre Tratamentos
Se ndo existir diferenca real entre as meédias de tratamentos, um

segundo estimador de o pode ser obtido a partir da variabilidade das médias de
tratamentos em torno da média geral, X , isto é:

k
Z nt(it_i)z S
-

st =121 = 3.4
T k-1 k-1 (3.4)
onde
Kk _
Sr=> n(%e-%)° (3.5)
t=1

€ a soma dos quadrados entre tratamentos, e v; = (k - 1), € o nUmero de graus
de liberdade entre tratamentos.

TIPMX

D Xy
At 3.6

Ph @9

onde
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K
N = Znt
t=1

No exemplo 3.1, X =24,25, e a partir dos dados da Tabela 3.4, temos:

Tratamento
A B C D
Xt 26 22 28 21
Xi—X 1,75 -2,25 3,75 -3,25
n, 6 7 6 5

S;=6.(1,75)° +7.(-2,25)* +6.(3,75)* +5.(-3,25)° =191

VT:k'l:3
§:$§:%ﬁm

3.3.3. Variabilidade em Torno da Média

Uma medida de variabilidade para todas as observacdes é dada pela
variancia_amostral para as N observacdes, Sé, dada por:

ikt
— = = (3.7)
N-1 Vp

—

s5=

onde

SD:f > (Xti'i)z (3.8)

1 i=1

—

é a Soma de Quadrados Total dos desvios da média ):(‘ e Vp € 0 nimero de
graus de liberdade total.

No exemplo 3.1, com os dados da Tabela 3.3, temos:
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Sp =(26 - 24,25) + (24 - 24,25)% + ..+ (19 - 24,25)> =313
v =N-1=23

s5=13,61

Essas estatisticas para a Andlise de Variancia sao organizadas no
Quadro de ANOVA conforme ilustrado na Tabela 3.5.

Fonte de Soma de Graus de Quadrado Raza
Variabilidade Quadrados Liberdade Médio o]
F
Entre k - vr =k-1 S 2
_ - 2 T — 9T S
Tratamentos Sr=2 Ni(X -X) st = . -
t=1 T SR

Dentro Tratamento

K nt _ Vg = N -k SZ — YR
Sr=2 2 (X -%) R e
t=1 i=1
Total em Torno da k. e — »_S
média Sp=2. (Xti'xt)z vo=N-1 70
t=1i=1
onde,
Sp =St + Sk
ou seja,
Soma de quadrados Soma de quadrados Soma de quadrados
total dos desvios da | = +
= entre tratamentos deqtro de tratamentos
média X residuos

Para o Exemplo 3.1, temos:

F.V. S.Q. G.L. Q.M. Razdo F
2

s

Entre Trat. S;=191 vr=3 s2=63,667 ~7-=10,44
SR

Dentro Trat. Sk =122 Vg =20 s2=6,1

Total em

torno ~ Sp =313 vp = 23 s3=13,61

da média X




O termo Sp corresponde a Soma dos Quadrados Total, S, menos a
soma de Quadrados devido a Média (corregdo para a média), Sp, ou seja:

kN _
=3 3 xg-NX?
t=1 i=1
SD = S = SA
ou seja:
Kk nt
Z g Sp+S, (3.9)

onde S é a Soma de Quadrados Total. Portanto,

S:SA + ST+ SR

Ou seja:
Soma de Soma de Soma de
Soma de Quadrados Quadrados Quadrados
Quadrados | = N + + dentro de
devido a entre
Total - Tratamentos
média Tratamentos p
(residuos)

No quadro de ANOVA, cada resultado individual € decomposto na média
geral X, nos desvios entre tratamentos, (X, - X), e nos desvios dentro de

tratamentos (residuos), (X; — Xy). Assim
Xg= X + (K- X)+ (X - %)
T l l
média Tratamento Erro
O numero de graus de liberdade é decomposto como segue:

Vp=VR *+ V7

As férmulas de célculo da Soma de Quadrados (equacgdes 3.2, 3.4 e 3.8)
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podem ser substituidas por expressdes equivalentes e mais apropriadas ao
célculo computacional, conforme segue:

n T2
So=2 X Xi- (3.10)
t=1 i=1
_e T T
ST_t:zl N (3.11)
Sr=Sp-S+ (3.12)

onde:

k
N=>n
t=1

T: soma de todas as observacdes

T=iixti

t=1 i=1

T soma das observacdes dentro de cada tratamento

Nt
Ti=2 X4
i=1

3.4. Verificag@o da Adequabilidade do Modelo

Vimos que a Analise de Variancia é baseada na suposi¢do de que os
dados representam amostras aleatdrias de populagdes normais com mesma
variancia mas com meédias populacionais possivelmente diferentes (Equagédo
3.1), onde o erro experimental, g € assumido ser uma variavel aleatéria
independente com distribuicdo normal, média zero e variancia constante o, N(O,
02) para todos os niveis (tratamentos) do fator, e durante a execugédo de toda a
sequéncia de testes (experimento).

Assim, diferencas entre o modelo e os dados podem ser identificadas

através da analise de residuos &;, dado por:
& = Xii ~ Xy
Onde x; é o valor estimado do resultado  Xx;; .
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Assim, os testes séo feitos para:

e checar a normalidade de erros;
e verificar a sua distribuicao centrada em torno de zero;
e verificar a constancia da variancia.

Os testes mais simples e praticos envolvem a analise de residuos, que
séo calculados por:

=i +0y
=X+(X¢-X)
Rt = Xt
gti = Xti - )_(t (313)

Os testes normalmente utilizados sao:

a) Gréfico de Probabilidade Normal

b) Diagrama de Pontos

¢) Gréfico de residuos versus valor estimado
d) Gréfico de residuos versus tempo.

Os testes a) e b) sdo usados para verificar o quanto a distribuicdo dos
pontos se comporta segundo uma distribuicdo Normal, e se os pontos de
distribuem em torno de zero.

Os testes c) e d) sdo usados para verificar a constancia de variancia.

No exemplo 3.1, os residuos calculados sdo apresentados a seguir.

Tratamento

A B C D
0 -1 0 -1
-2 3 -1 0
4 0 4 2
-1 -2 -1 1
2 4 -2 -2
-3 -5 0

Tabela 3.7: Célculo de residuos, Exemplo 3.1.
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Para esse exemplo, o diagrama de pontos, tanto de todos os residuos
como os de residuos para cada tratamento (Figuras 3.2 e 3.3) ndo apresenta
nenhuma forte evidéncia de que os dados ndo se distribuem segundo uma
distribuicado Normal centrada em zero.

[ )
o & 8 °
o o o o o °
° e e o o e o o o
-6 4 -2 0 2 4 6

Residuos

Figura 3.2: Diagrama de Pontos, todos os residuos.

e o o o o D
e o O . C
. e o o o o o
e o o o . . A
6 -4 2 0 2 4 6

Residuos

Figura 3.3: Diagrama de Pontos, residuos para cada tratamento.

A Figura 3.4 apresenta o grafico dos residuos versus valores estimados
para os dados do Exemplo 3.1. Neste caso ndo existe nenhum forte indicativo da
falta de constancia da variancia da distribuicdo do residuo, &;.

A Figura 3.5 apresenta o grafico dos residuos versus seqiéncia
temporal dos dados. De novo, ndo existe nenhum forte indicativo de falta de
constancia da variancia de distribuigdo do residuo.

No caso de duvida sobre a constancia da variancia dos residuos entre
tratamentos, um teste estatistico que pode ser usado é o “Teste de Bartlett”
(Montgomery, 1991, p. 102)
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.
-6
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Valor estimado
Figura 3.4: Gréfico de residuos versus valor estimado.

Residuos

-2 2 6 10 14 18 22 26
Sequéncia temporal
Figura 3.5: Grafico de residuos versus seqiiéncia temporal.

Apés verificar a adequabilidade do modelo, podemos entdo concluir
2
baseado na relagéo entre a razo S—; e a estatistica F.
SR
Da tabela da distribuicdo da estatistica F (Tabela Ill), para um nivel de
significancia « = 0,01 e para:

e NUmero G.L. numerador: v, =k—1=k[11=3
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¢ NOmero G.L. denominador; v, = X (nj—1) = 2nj—k=N-k=Ni1k =20

Portanto, temos:

Fo v, =494
Graficamente, temos:
10,44
¢ F
0 4,94
~ Sz e . . . -~
Como a razéo | T/, | € maior que o valor da distribuicéio F para esse
SR

nivel de significaAncia « e para esses graus de liberdade, rejeitamos Hy no nivel
de significancia 1% .

3.5. Contrastes

Quando a analise de variancia leva a conclusdo que os tratamentos nao
sdo iguais (ou seja a hipétese nula é rejeitada), queremos saber qual tratamento
é diferente de qual. Nesse caso, testes de hip6teses sdo construidos para
contrastar os tratamentos. Ou seja, queremos testar:

Ho: 14 = 14
Hy: g # 1
paratodos i #]

Um método de comparagdo multipla € dado pela “Diferenca Menos

Significativa”, LSD (Montgomery, 1991). Dois tratamentos, cujas médias sé&o
Xi € X;j ,sdo considerados significativamente diferentes se:

(3.14)
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onde v é o nimero de graus de liberdade dentro de tratamentos (vg = NLIK).

No exemplo 3.1, temos:

A B C D
X 26 22 28 21
n 6 7 6 5
52R=6,1
a =0,01
=(N-k)=20

to/2,v=2,845 (valortabelado)

| Ra- X |=4 ) 2,845 6, 1(2 ;J =301

| Xa- Xc |=2 ( 2,845 61[6 6] =4,06

| [T

6 5

|Xe- Xc |=6 ) 2,845 /6 1(; 61) =3,01

|Xg- Xp |=1< 2,845 /6 1(1 ;) =4,11
| %c- Xp |=7 > 2,845 /6 1[2 %j =4,25

Portanto, através de comparacao multipla podemos dizer que:

| Xa- Xp |=5) 2,845 61[1 lj =425

* XA édiferente de XB e XD
®* XA ndo é diferente de XC

* Xp é diferente de Xc

®* XB ndo é diferente de Xp

* Xc é diferente de XD




Exemplo 3.2: O setor de desenvolvimento de uma indlstria plastica esta
interessado em maximizar a tensdo de ruptura de um novo material. Sabe-se
que a quantidade de um certo componente afeta a resisténcia a ruptura do
plastico. Sabe-se também que para o plastico ter certas propriedades
desejaveis, o contelido desse componente deve ser entre 10 e 40%. O setor de
engenharia decide entdo testar amostras com 5 niveis do componente, 15, 20,
25, 30, 35%. Toma-se também a decisdo de testar 5 corpos de prova para cada
nivel de contedido do componente.

Para a realizagdo do experimento, temos 1 fator de controle
(porcentagem do componente) em cinco niveis e portanto 25 testes devem ser
executados em ordem aleatoria.

A realizacéo do experimento envolve os testes de ruptura de material.
Nesse caso, é importante que a mesma maquina de teste, o mesmo operador e
as mesmas condicdes ambientes sejam mantidas para a realizacdo dos 25
testes de ruptura. Com isso, evitamos que outras possiveis fontes de
variabilidade (maquina, operador, etc.) interfiram no resultado do experimento.

Além disso a ordem dos testes é feita de maneira aleatéria. A
aleatorizagdo na sequéncia dos testes € necessaria para evitar que variacdes
nas condi¢des do teste influenciem, de maneira sistemética, os resultados. Por
exemplo, se a maquina tem um efeito de aguecimento, de forma que a leitura do
resultado flutue conforme a méquina vai esquentando. Portanto, para que esse
efeito seja igualmente distribuido, os testes sdo feitos de forma aleatéria.

Suponha que os testes foram feitos e os resultados sdo mostrados na
tabela abaixo (Tabela 3.8):

% Observagdes (min) Total Média
et [ 2 [ 2 [ a5 | m
1 5 | g2 | 135 | ggoo | 130 520 104
3 S| & W S| eeo 132
5 S| ||| | eso 176
7 W | S|’ | & | 1m0 | 22
9 B ||| 194
T =4130 X =165,2

Tabela 3.8: Resultados de testes de tracdo, Exemplo 3.2 (a ordem dos testes
€ indicada pelo nimero entre parénteses).
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Se analisarmos os dados graficamente, percebemos que ha uma
tendéncia de aumento da resisténcia (Figura 3.6).

Para sermos mais objetivo na nossa avaliacdo, usamos o0 quadro de
ANOVA para testarmos se os resultados médios sao significativamente
diferentes entre si.

Entretanto, antes do uso do quadro de ANOVA, devemos testar a
validade do modelo proposto. Para isso, calculamos os residuos g;, conforme a
equagéo (3.13). Os residuos sdo apresentados na Tabela 3.10.

Os testes realizados sé@o apresentados nas Figuras 3.7 a 3.10. A Tabela
3.11 apresenta o calculo da probabilidade acumulada para o Grafico de
Probabilidade Normal, apresentado na Figura 3.8.

Os resultados dos testes ndo apresentam nenhuma forte indicagdo que
a distribuicdo do residuo ndo se apresenta segundo o esperado. Portanto,
concluimos pela validade do uso do quadro de ANOVA para verificar se as
diferencas percebidas entre as médias sao significativamente diferentes ou néo.

240

220 .

200

180

160

140

Resisténcia média

120

100

80

0 2 4 6 8 10
% Componente

Y

Figura 3.6: Resisténcia média a tracdo do plastico para diferentes
porcentagens do componente.

Para a construcdo do quadro de ANOVA, temos:

k n 2 )
Sp=2. > X -TW:(BS)2 +(82)2 +(135)2 +---+(238)2 _%
t=1 i=1

S, =58930
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g = 1 i 2 T? _(104)* +(132)° +..+(194)> (4130)°
T"he TN 5 25
Sy =43984

Sp=Sp - S; =14946
E o quadro de ANOVA tem os seguintes resultados:

Fonte Soma dos Graus de Quadrado =
Variagao Quadrados Liberdade Médio
Entre _ _ 2_ st/
Tratamentos St =43984 ki1=4 st =10996 Ké )
Dentro de _ - 2 _
Tratamento Sk = 14946 k(n11) =20 | szg=747,3
Total Sp = 58930 k.n11 =24

Note que o Quadrado Médio entre Tratamentos (sTZ) € muitas vezes

maior que o quadrado médio dentro dos tratamentos (erro experimental). I1sso
indica que os tratamentos séo diferentes.

Para sermos mais objetivos, fazemos o teste F. Para uma confianca de
(1-a) 100% = 99%, temos um nivel de significancia « = 0,01.
Temos também que:

vy (Numerador) = k(11 = 4
v, (Denominador) = Nk = 20

E portanto, da Tabela Il

F =4,43

a,Vy,V,

Como

st
/%% =1476>F,, .,

Rejeitamos a hipotese nula. Ou seja, existe diferengas significativa entre
as médias.

Para sabermos qual é diferente de qual, fazemos o contraste entre as
médias através do método das Diferencas Menos Significativas (LSD), onde

59



255
n

LSD= 2,8454@ =492

Quando a diferenca entre duas médias de tratamentos for maior, em

valor absoluto, que 49,2 , podemos concluir que essas médias sé&o
significativamente diferentes.

LSD:tO/ v
X

Assim, temos:

X,=104; X,=132; X,=176; X, =220 ; X; =194

E as diferencas séo:

)_(l')_(2:28 )_(1')_(4:116*
Xy - Xy =72% X, - X5 = 90*
)_(2')_(4:88* )_(3')_(5= 18
)_(2')_(5:62* )_(4')_(5:26

Assim, nesse exemplo, temos diferencas significativas entre x; e Xz, X, €
X4, X1 € X4, € finalmente entre x; e Xs.
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Verificacdo da Validade do Modelo

% Observacdes (Kgflcm®) 95 =i
Componente 1 2 3 4 5

-39 -22 31 -6 36

1 65 82 135 98 140 104
-4 -32 -10 13 33

3 128 100 122 145 165 132
-13 -25 -7 9 36

5 163 151 169 185 212 176

| 16 | 27 -28 -18 3

7 236 "% | 247 9 | 192 202 223 220
16 -34 -2 -24 44

9 210 160 192 170 238 194

Tabela 3.10: Residuos (canto superior direito) e dados do Exemplo 3.2.

Ordem Residuo Py = Ordem Residuo Py =

k €j (kJ0,5)/25 k €j (kJ0,5)/25
1 -39 .0200 14 -2 .5400
2 -34 .0600 15 3 .5800
3 -32 .1000 16 9 .6200
4 -28 .1400 17 13 .6600
5 -25 .1800 18 16 .7000
6 -24 .2200 19 16 .7400
7 -22 .2600 20 27 .7800
8 -18 .3000 21 31 .8200
9 -13 .3400 22 33 .8600
10 -10 .3800 23 36 .9000
11 -7 .4200 24 36 .9400
12 -6 .4600 25 44 .9800
13 -4 .5000

Tabela 3.11: Calculo de probabilidade acumulada para a constru¢do do Grafico
de Probabilidade Normal, Exemplo 3.2.
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Figura 3.7: Diagrama de pontos da distribuicdo de residuos, Exemplo 3.2.

25

Valor da Distribui¢do Normal (2)

-25
-50 -30 -10 10 30 50

Residuos

Figura 3.8: Grafico da Probabilidade Normal dos residuos, Exemplo 3.2.
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Residuo

Figura 3.9: Grafico de residuos versus ordem temporal, Exemplo 3.2.

Residuo

Figura 3.10: Grafico de residuos versus valor estimado, Exemplo 3.2.
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3.6. Exercicios Propostos

3.1. Em um laboratério de metrologia, deseja-se verificar a necessidade de
calibracdo de dois instrumentos de medicdo dimensional. Para isso, um
instrumento padrdo do laboratério (instrumento A) é usado como referéncia de
medicdo. Para realizar o experimento, um bloco padrdo € medido 8 vezes no
instrumento padrdo e 8 vezes em cada instrumento sendo verificado (B e C). Os
resultados (casa centesimal e milesimal) sdo apresentados na tabela abaixo. Um
resultado do conjunto de leituras do instrumento B e dois resultados do conjunto
de leituras do instrumento C sdo descartados por suspeita de que eles nao
representem dados de amostras aleatoérias.

a. como o experimento deve ser realizado para evitar a influéncia de fontes
indesejaveis de variabilidade?

b. quais as suposicdes que devem ser feitas para validar a analise de variancia ?
como testar a validade dessas suposi¢ées?

c. verificar se existe diferenca entre os resultados do instrumento. Se existe
diferenca, qual dos instrumentos (B ou C) precisa ser calibrado ?

Instrumento

A B C
50 60 52
57 69 51
62 65 50
56 62 61
49 62 55
50 65 54
55 67

61

3.2. Quatro taxas de avanco foram investigadas em um experimento em um
centro de usinagem CNC que produz um componente de precisdo, pois
suspeita-se que uma dimensao critica da peca seja afetada pela taxa de avancgo
usada. Entretanto, experimentos anteriores demonstraram que alterando a taxa
de avanco ndo afeta a dimensdo média mas pode afetar a dispersdo dos
resultados (de peca para peca). Para realizar o experimento, para cada taxa de
avancgo, a dispersdo da dimenséo usinada (em micrdmetro) em cinco turnos de
operacao da maquina é registrada, conforme tabela abaixo.
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Turno Taxa de avango (mm/min)
de Producédo 10 12 14 16
1 9 6 11 19
2 10 9 8 13
3 13 12 8 15
4 8 7 5 20
5 7 12 6 11

a. quais critérios devem ser estabelecidos na realizagdo do experimento para
neutralizar a influéncia de fontes de variabilidade indesejaveis ?
b. a taxa de avanco afeta a dispersdo do resultado ? se afeta, qual (ou quais)

taxa de avanco deve ser escolhida ?

3.3. (Montgomery, 1991) No desenvolvimento de circuitos eletrdnicos usados
para acionamento de valvulas, trés circuitos diferentes foram testados, com o
objetivo de se verificar o tempo de resposta. Os resultados do experimento sdo

tabelados a seguir (em 107 seq.).

a. Verificar se o tempo de resposta dos circuitos é diferente. Use o = 0.05. Caso
haja diferenca significativa, qual circuito deve ser escolhido ?
b. para a andlise de variancia, quais suposicfes devem ser satisfeitas pelo

Tipo de Circuito

A B C

9 20 6
12 21 5
10 23 8

8 17 16
15 30 7

conjunto de observacbes?

3.4. (Montgomery, 1991) Quatro projetos diferentes de um circuito eletrénico
foram testados com o objetivo de se comparar o nivel de ruido presente. Os

resultados sao apresentados na tabela a seguir (nivel de ruido, em mV)

Circuito A  Circuito B Circuito C  Circuito D

19
20
19
30
8

80 47
61 26
73 25
56 35
80 50

95
46
83
78
97
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a. como o experimento deve ser realizado para evitar influéncia de fontes
indesejaveis de variabilidade?

b. existe diferenca, em termos de nivel de ruido entre os quatro circuitos ? Se
existe, qual é o pior e qual é o melhor?

3.5. (Montgomery, 1991) Para verificar se existe diferenga, em termos de vida
util, entre trés marcas de bateria, 5 baterias de cada marca foram testadas, com
0s seguintes resultados (semanas de vida)

Bateria A Bateria B Bateria C

100 76 108
96 80 100
92 75 96
96 84 98
92 82 100

a. como o experimento deve ser realizado para evitar influéncia de fontes
indesejaveis de variabilidade?

b. existe diferenca, em termos de vida util, entre as trés baterias ? Se existe,
qual é a pior e qual é a melhor?
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4. BLOCOS ALEATORIZADOS

4.1. Planejamento com uma variavel Bloco

A tabela abaixo (Tabela 4.1) apresenta os valores da resisténcia a
tracdo (em Kgf/mm?) de 12 corpos de prova de 4 materiais diferentes, testados

na mesma maquina, e pelo mesmo operador.

Tratamento
Mat. A Mat. B Mat. C Mat. D
32 20 30 36
46 26 23 30
48 38 40 48

Tabela 4.1: Resisténcia de corpos de prova de materiais diferentes.

As médias para essas 4 amostras sao respectivamente: 42, 28, 31 e 38.
Como as diferengas entre elas sao relativamente grandes, suspeitamos que elas
sejam realmente diferentes. Entretanto, se usarmos o Quadro de ANOVA,

obteremos (Tabela 4.2):

Fonte Var. Soma G.L. Quadrado F
Quadrados Médio
Entre Trat. 368,25 3 122,75 15
5
Dentro Trat. 634,00 8 79,25
(erro)
Total 11

Tabela 4.2: Quadro de ANOVA, dados da Tabela 4.1.

Como F = 1,55 ndo ultrapassa 4,07, o valor de Fqos para 3 e 8 graus de
liberdade, a hipétese nula ndo pode ser rejeitada, ao nivel de significAncia de

5%.

A razao pela qual o quadro de ANOVA nao detecta a real diferenca entre
as médias € que existe ndo uma grande diferenca entre as médias, mas sim

uma grande diferenca entre os valores dentro de cada amostra. Ou seja:
e a primeira amostra varia de 32 a 48;
e a segunda amostra varia de 20 a 38;
¢ a terceira amostra varia de 23 a 40;
e a quarta amostra varia de 30 a 48.
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Essa grande variacdo dentro de cada amostra pode muito bem ser
devido a influéncia de um fator estranho, diferente daquele que se quer
investigar, mas que quando presente, dificulta a analise dos dados. Nesse caso,
poderia-se considerar como possivel fator de influéncia a origem do material
(fabricante ou lote). Portanto, para eliminar a influéncia desta fonte de
variabilidade, definimos uma variavel bloco e organizamos o0 experimento
conforme apresentado na Tabela 4.3.

Tratamento Bloco (Fabricante)
(Mat.) 1 2 3
A X11 X12 X13
C
D X43

Tabela 4.3: Organizacdo do planejamento de experimento em blocos.

4.2. Anélise de Variancia para Planejamentos com uma Variavel Bloco

Exemplo 4.1: Considere a situacdo em que o0 objetivo seja comparar a vida (til
de quatro ferramentas diferentes (de material, composi¢éo diferente), sendo que
cada tipo de ferramenta pode ser fornecido por cinco fabricantes diferentes.
Como pode existir variabilidade da vida util das ferramentas em funcéo do
fabricante, deseja-se isolar essa fonte de variabilidade de forma que se possa
perceber se uma possivel variacdo da resposta € decorrente do tipo de material
ou do fabricante da ferramenta. Para isso, o experimento é planejado de forma
que o fabricante da ferramenta seja considerado como variavel bloco. Assim,
temos:

o fator de controle: material da ferramenta, em 4 niveis (tratamentos), A, B, C,
D;
¢ variavel bloco: fabricante, nos niveis I, 11, Ill, IV, e V.

Para a realizacdo do experimento, sdo selecionadas uma ferramenta de
cada tipo de material e de cada fabricante (totalizando 20 ferramentas). Para
garantir a nado interferéncia na resposta de outras possiveis fontes de
variabilidade, o experimento € realizado de forma que os testes sejam
conduzidos pelo mesmo operador e usando a mesma maquina de ensaio. Os
resultados sdo apresentados na tabela a seguir (Tabela 4.4). Os numeros entre
parénteses indicam a ordem de realizag&o dos testes.
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Bloco Tratamento (material de ferramenta) Total Média
(Fabricante) A B C D Bloco Bloco
| 35% 41" 48" 40™7 164 41
I 35" 36" | 40" 29" 140 35
I 30 37" 36" 33" 136 34
v 32" 32" 39" 33" 136 34
v 28" 349 32" 30" 124 31
Total Trat. | 160 180 195 165 [T.G.= [M.G.=
Média Trat. | 32 36 39 33 700 35

Tabela 4.4: Resultado de testes de resisténcia de 4 materiais, Exemplo 4.1.
Com o experimento organizado dessa forma, podemos testar:
1) Se existe diferengas significativas, em termos de vida Util, entre os diferentes
tipos de ferramentas;
2) Se existe diferengas significativas, em termos de vida Util, de um mesmo
tipo de ferramenta, entre os diferentes fabricantes.

O modelo para analise de variancia é dado por:
Xi =utottfitey
onde:
k = Média Geral
4 = Média Geral
o; = Efeito do Tratamento

Bi = Efeito do Bloco
& = Erro Experimental

Se ndo existir diferencas entre tratamentos, o efeito do tratamento, o, é
zero, e portanto, queremos testar a hipétese nula,

Ho:oi=0i=...=0x=0
contra a hipétese alternativa de que eles ndo séo todos iguais a zero, ou seja:
Hiici#0
para pelo menos um dos tratamentos.
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Da mesma forma, se néo existir diferenca ente blocos, o efeito do bloco
S é zero, e também neste caso, queremos testar a hipotese nula,

HO:Bi:BZZ---:BHZO

Contra a hipétese alternativa que ao menos um efeito é diferente de
Zero, ou seja,

Hqi: By =0,
para pelo menos um dos blocos.

Estes testes de hipéteses séo feitos com o quadro de ANOVA. Ou seja,
a variancia total dos dados é dada pela soma:
1) da variancia devido a tratamentos,
2) da variancia devido a blocos,
3) da variancia devido a erro.

Ou seja:
Soma dos Soma dos Soma dos Soma dos
Quadrados Quadrados Quadrados Quadrados dos
Total (desvios | = entre Blocos | +| entre Tratam. + | Residuos (dentro
da média) (desvios dos (desvios de do trat. Bloco)
blocos) tratamentos)
T
Sb Sk St Sk
E o quadro de ANOVA é construido como segue (Tabela 4.5):
Fonte Soma Graus Quadrado Médio | Teste F
Variacdo Quadrados Lib.
Entre Blocos Sg n-1 2= Sg s3/s3
8 (n-1)
Entre Trat. St k-1 2= ST/ s% / SZR
T k-1
Residuos Sr (n-1) (k-1) »_Sg
(erro) SR An-1)k-1)
Total Sp nk-1

Tabela 4.5: Quadro de ANOVA, com uma variavel bloco.
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onde:

t=1
Sg= izn:(xti Xi >_(t+§)2
t=1i=1

onde:

k : quantidade de tratamentos
Xj : média do Bloco i;

Xt : média do Tratamento;

o

X : média Geral;

n : nimero de Blocos =tamanho da amostra (1 exemplar de cada fabricante);
t : nimero de Tratamentos;

N = nk : Nimero de Observacgoes;

t - ésimo Tratamento (t=1, 2, ..., k);

i - ésimo Bloco (i=1, ..., n).

Para o célculo computacional, as formulas usadas sao:
Sg=—> Tf-—. (4.1)

onde:

Ti: Soma das observagdes dentro de cada bloco, Ti= > xi;

t=1
Kk n
T: Soma de todas as observagdes, T= > > xi
t=1 i=1
g =1y 2. Lty (4.2)
T"n& ' kn '



onde:

n
T soma das observagdes dentro de cada tratamento, T, = D’ xy;
i=1

n ) T 2
So=2 2 Xt (4.3)
t=1 i=1 n
Sr=Sp-Se-St (4.4)
No Exemplo 4.1, temos:
1 700)?
Se=7 [1642+1402+1362+1362+1242]-%= 216
1 700)*
Sr=¢ [1602+1802+195%+165]- %z 150
2
So= [352+352 +30% +..+33% +302]-%=448
SR:SD'SB'ST:82
Portanto:
Fonte Variacdes Soma G.L. Quadrado Razéo
Quadrados Médio F
Entre Blocos Sg =216 (n-1)=4 s2=54 2
B %6 =7,90
SR
Entre St =150 (k-1) =3 s% =50 s%
Tratamentos S—2=7,32
R
Residuo Sk =82 (n-1) (k-1) = s& =6,833
(Erro) 12
Total Sp =448 kn-1=19

Tabela 4.6: Resultados do Quadro de ANOVA, Exemplo 4.1.
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Para um coeficiente de significancia « = 0.05, temos:
a) Diferenca entre blocos

vy Graus de Liberdade do Numerador: (entre blocos) =4
V,: Graus de Liberdade do Denominador (Residuo) = 12

Portanto, da Tabela IV, temos:
Fovive = 3,26
b) Diferenca entre Tratamento

vy: (entre tratamento) = 3
V,: (dentro tratamento, residuo) = 12

Portanto,
Fa, vl,v2 = 3149
Assim, como:
7,32
o
0 3,49
a Hipotese nula,
Ho:oi=0;=...=0x =0,

€ rejeitada; ou seja, os 4 tipos de ferramenta produzem resultados diferentes.

E como:
2

?:7,90 > Foos.412=3,26 ,
R
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7,90

0 3,26

a hipétese nula,
Ho: Bl = BZ = .= 0,

é rejeitada; ou seja, ferramentas do mesmo tipo mas de diferentes fabricantes
produzem resultados diferentes.

4.3. Adequabilidade do Modelo
O modelo assumido pela Analise de Variancia é dado por:
xti=p + fi+ oyt
dai, temos:
Xy :§+(>‘<i - §)+(Xt - §)+ (xti -X; - X +§)
A suposicéo basica para o uso da Analise de Variancia € que:

i) adistribuicdo dos N = nk residuos, &;, seja hormal;
ii) a distribuicdo dos residuos tenha média zero, E(g;) = 0 e varidncia constante
Var(g;) = o

Com essas suposicfes satisfeitas, podemos validar as conclusdes
obtidas a partir da comparacdo da razao F obtida através do Quadro de ANOVA
com valores da estatistica F para determinados niveis de significanica.

Conforme visto na se¢do 3.4, os testes mais usados para verificar a
adequabilidade do modelo s&o:

e Grafico de Probabilidade;

¢ Grafico da Distribuicdo dos Residuos;

e Gréfico dos Residuos em Func¢éo do Tratamento e do Bloco;
e Grafico dos Residuos versus Valor Estimado.
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Para o célculo dos residuos, a expressao usada é:

gi =Xi-% -% +X, i=1..,n t=1,...k (4.5)

Assim, a partir do residuo calculado para cada resultado, pode-se avaliar
se as suposi¢cdes acima estdo sendo minimamente satisfeitas.

4.4. Comparacgdes Multiplas

Quando a Andlise de Variancia indica uma diferenca significativa entre
tratamentos diferentes, ou entre blocos diferentes, devemos realizar
comparacdes multiplas entre os tratamentos e/ou blocos. Assim, queremos
testar as hipéteses:

a) Entre tratamentos:

Ho: i = py
Hii pi#y paratodoi #]

b) Entre Blocos:

Ho: Bi =B
Hy: Bi=pj paratodoi #]j

Pelo método da “Diferenca Menos Significativa” (LSD), temos:

|23
ENTRE TRATAMENTOS: LSD=t,,, , i
' n

com v=(n-1)(k-1)

Neste caso, o numero de graus de liberdade da parcela do erro, (n-1)(k-1),
€ usado para a escolha do valor tabelado da distribuicdo t de “student”.

Na expressdo de LSD, n corresponde ao nimero de observagdes dentro
de um mesmo tratamento. Deve-se observar que para o calculo da diferenca
entre blocos, n deve ser substituido por k , que é o nimero de observagtes
dentro de um mesmo bloco, ou seja:

2s2
ENTRE BLOCOS LSD=t,,,, _k
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No Exemplo 4.1, temos:
a) entre Tratamentos:

Parav=(n-1)(k—1)=3x4=12:

2 2
LSD=t, 5y 2
’ n
LSD=2.179 /@ =3,60

E as diferengas entre X, (tabela) séo:

A B C D

32 36 39 33
Xa-Xc|=7 5 |Xg-%Xp|=3
|Xa-Xp|=1 ; |Xc-Xp|=6

A andlise desses resultados revela que existe diferenca significativa
entre os niveis (tratamentos) A e B, Ae C e C e D, como pode ser confirmado
pelo grafico da Figura 4.1.

b) entre Blocos

2s4

LSD=t,,,, e

LSD=2.179 /# =24,03
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E as diferengas entre X; (tabela) séo:

FABRICANTE 1 2 3 4 5
X 41 35 34 34 31
| X - X, |=6 | X, - X3 |=1 | X3 - X5 =3
| Xy - %3 |=7 | X, -%,|=1 | X, -X5|=3
| Xy -%, |27 | X, - X5 |=4
| Xy -X5|=10 | X3-%,]=0

A andlise desses resultados revela que existe diferenca significativa
entre os nivel 1 e os demais niveis da variavel bloco, como pode ser confirmado
pelo grafico da Figura 4.2.

40

39

38

37

< 36
8
3 35
[
2
34
33
32
31
A B C D
Tratamento
Figura 4.1: Valores médios da resposta para os diferentes tratamentos, Exemplo
4.1.
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32
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| I 1 vV \%
Niveis da variavel bloco

Figura 4.2: Valores médios da resposta para os diferentes niveis da variavel
bloco, Exemplo 4.1.

Exemplo 4.2: Uma industria metal-mecénica fabrica vardo de amortecedor, no
qual a rugosidade da superficie deve ser controlada. Cinco retificadoras CNC
sdo usadas na usinagem desses vardes. Queremos testar a influéncia da taxa
de avanc¢o na rugosidade R,. A faixa de valores a ser testada é de5 10 15 e
20 mm/min. Sabemos que a rugosidade da superficie depende ndo s6 da taxa
de avanco como também da rigidez da maquina e da ferramenta (suporte da
ferramenta). Portanto, para realizarmos o experimento, consideramos a maquina
como uma variavel bloco. Desse modo, temos:

o fator de controle: taxa de avango, em 4 niveis (tratamentos), A, B, C e D.
e variavel bloco: maquina CNC, em 5 niveis, maquinas I, II, lll, IV e V.

Outras possiveis fontes de variabilidade do resultado seriam o material
usado na usinagem, e as condi¢cdes de operacdo de cada maquina. Para evitar
que esses fatores influam no resultado do experimento, ele é realizado de forma
gque se garanta que as maquinas estejam operado nas mesmas condicfes (ex.
tempo de funcionamento depois de ligada, parametros de usinagem, fluido de
corte, etc), e que o material usinado durante os testes sejam o mais uniforme
possivel (ex. mesmo fabricante, mesmo lote, mesma peca).

Para a realizacdo do experimento, um total de 20 testes séo executados,
e os valores de rugosidade R, sdo medidos nas mesmas condi¢cdes (mesma
maquina, mesmo operador etc). Para minimizar a influéncia de outras possiveis
fontes de variabilidades, os testes sao realizados em uma seqiiéncia aleatoria.
Os dados coletados s&o apresentados na Tabela 4.7.
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Bloco Tratamento (taxa de avanco) Total Média
(Mag.) A(5) | B(10) [ C(15) | d(20) Bloco Bloco
I 73 73 75 73 294 73.5
Il 68 67 68 71 274 68.5
I 74 75 78 75 302 75.5
v 71 72 73 75 291 72.75
V 67 70 68 69 274 68.50
Total Trat. | 353 357 362 363 | Total Geral | Média Geral
Média Trat. | 70.6 | 714 72.4 72.6 1435 7175

Tabela 4.7: Aquisicdo de dados (rugosidade R, em um), Exemplo 4.2.

Supondo que o modelo aditivo € adequado, ou seja, que a distribuigdo
dos residuos é Normal, centrada em zero e de variancia constante, partimos
para a Analise de Variancia, cujos resultados sédo apresentados na Tabela 4.8, a
partir das expressdes de célculo abaixo.

2
SB:%[2942 +274% + 302% + 291° + 2747 ]-%
Sg =157
2
ST:1[3532 +357% + 362° + 363° ]-&
5 20
S;=12.95
2
S[,:bs2 +68% +74% +..+75% +69° ]-%
S, =191.75
SR = SD = SB = ST
S;=21.80
F.V. S.Q. G.L. Q.M. Raz&o
Entre Blocos | Sg =157 vg=n-1=4 SZB =39.25 2
2B =21.605
2
SR
Entre Trat. St=12.95 vr=k-1=3 5%24-3167 g2
21 =2.376
2
SR
Residuo Sk=21,8 | vg=(n-1)(k-1) = s3=1.8167
(Erro) 12
Total Sp=191.75| vp=kn-1=19

Tabela 4.8: Quadro de ANOVA, Exemplo 4.2.
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Para a = 0,05, temos da Tabela IV:
1) Diferenca entre Blocos:

vy: (G.L. Numerador): 4
V,: (G.L. Denominador) : 12

Portanto:
Fa, vl, v2 = 326
2) Diferenca entre tratamento
v (G.L. Numerador): 3
Vo: (G.L. Denominador) : 12
Portanto:
Fovive =3.49

Portanto, concluimos que ndo existe diferenga significativa quando
alteramos a taxa de avanco dentro dessa faixa de valores, mas ha diferenca
significativa entre maquinas. Para sabermos quais maquinas estdo provocando
essa diferenca, é preciso que se faga uma comparagcdo em pares, como por
exemplo usando a técnica da diferengca menos significativa (LSD), visto na secao
4.4,

4.5. Estimativa de Observagdes Inexistentes

Em algumas situa¢bes, pode acontecer que uma das observacdes seja
incorreta e conseqiientemente esse resultado ndo poderd ser usado na analise
dos dados. Em situacBes como essa, 0 valor ausente pode ser estimado. Por
exemplo, suponha que em um experimento, por alguma razéo, a observacao X
deva ser descartada. O valor de x; é estimado baseado na hip6tese que esse
valor ter& uma contribuicdo minima para a soma dos quadrados dos erros.

A expressdao para o calculo estimado de x; é:

_kTi+nT; -T

Xii = k-D(-D) 4.7)

onde:

80



T} = soma das observacdes dentro do bloco i incompleto (com 1 observacéo
faltando);

T, = soma das observacBes dentro do tratamento t incompleto (com 1
observacéo faltando);

T’ = soma geral de todas as observacdes exceto uma.

O valor estimado da observacdo ausente é entdo usado para a
construcdo do Quadro de ANOVA. Neste caso, o numero de graus de liberdade
da parcela do erro é reduzido de uma unidade, ou seja:

G.L = (n-1)(k-1) - 1

Para o nosso exemplo anterior (Tabela 4.4), se supormos que a
observacgéo x,; esté faltando, podemos estimar o valor dessa observagéo por

. 4.(143)+5. (99)-663
Koz = 12

=33,67

4.6. Exercicios Propostos

4.1. Em um laboratério de metrologia, deseja-se verificar a influéncia do
operador no resultado de medicdo de 4 micrdbmetros digitais. Para verificar a
variabilidade do resultado devido a erros de calibracdo do instrumento, um
instrumento padrao do laboratério (instrumento A) é usado como referéncia de
medicdo. Para realizar o experimento, um bloco padrdo é medido 5 vezes no
instrumento padréo e 5 vezes em cada instrumento sendo verificado (B, C e D).
Para verificar a influéncia do operador no resultado, o experimento é planejado
em blocos aleatorizados, ou seja, 0s instrumentos sdo manipulados por 5
operadores, de forma que cada operador faz uma leitura com cada um dos
instrumentos. Os resultados (parte decimal) sdo apresentados na tabela abaixo.
Faca os testes para uma confianca de 99%.

a. como o experimento deve ser realizado para evitar a influéncia de fontes
indesejaveis de variabilidade?

b. verificar se algum dos instrumentos esta descalibrado.

c. verificar se existe influéncia do operador no resultado do instrumento.
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INSTRUMENTO
OPERADOR A B C D
I 425 398 402 413
Il 393 401 405 422
11 396 405 413 435
[\ 399 423 434 442
V 429 425 449 459

4.2. Em um teste de estrada, deseja-se testar o consumo médio de combustivel
de quatro modelos de automéveis. Para o teste, 4 carros (um de cada modelo) e
4 pilotos de prova estdo disponiveis. Sabe-se que a maneira como cada
motorista pilota o carro afeta o consumo de combustivel; portanto, deseja-se
eliminar esta fonte de variabilidade.

a. planeje o experimento da maneira mais apropriada

b. faca consideracBes sobre as condicbes em que o0 experimento deve ser
realizado para evitar / neutralizar fontes indesejaveis de variabilidade

C. uma vez organizado o experimento, construa uma tabela com os valores
hipotéticos (chute!) de consumo de combustivel para os N experimentos e tire
conclusBes a partir da Analise de Variancia.

4.3. Uma induastria metal mecanica usina assentos de virabrequim, onde o erro
de cilindricidade € um item de controle de qualidade. 4 retificadoras CNC
similares sdo usadas na producdo. Suspeita-se que a profundidade de corte
afeta o erro de forma, e portanto, um experimento sera conduzido para verificar
se existe uma condi¢do de usinagem que resulte num menor erro de forma. Para
0 experimento, trés profundidades de corte serdo testadas: 10, 30 e 50 microns.
O experimento foi realizado utilizando-se as 4 maquinas disponives,
considerando cada uma delas como um nivel de uma variavel bloco. Os dados
(em microns) sao tabelados a seguir.
a. verificar se existe diferenca entre tratamentos e blocos. Use o = 0.05.
b. para essa faixa de profundidade de corte considerada, podemos concluir que
0 processo pode ser melhorado ? Caso afirmativo, qual seria a melhor
condicao de profundidade de corte ?

Profundidade de Corte
(um)
Maguina 10 30 50
| 68 71 74
Il 67 72 75
1} 68 73 78
\Y 71 75 75
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4.4. Deseja-se verificar se o resultado de uma méaquina de ensaio de ruptura, por
tracdo, de materiais é significativamente sensivel a maneira como cada operador
manuseia a maquina durante a realizacdo do ensaio (ou seja, se o resultado do
ensaio depende do operador). Para a realizacdo do teste, 3 operadores
ensaiaram 5 corpos de prova cada. Os resultados (resisténcia a tracao) sao
tabelados a seguir. Como suspeita-se que possa haver uma variacdo do
resultado em funcédo da variacdo das propriedades do material de lote para lote,
tomou-se o cuidado de selecionar 3 corpos de prova (1 para cada operador) de
5 lotes diferentes do material usado para o ensaio.

Lote do material Operador A Operador B Operador C
I 89 88 97
Il 84 77 92
11 81 87 87
\Y; 87 92 89
\Y 78 77 79

a. qual o fator de controle e seus niveis ? qual a varidvel bloco e seus niveis?
b. analisando-se os dados através do quadro de ANOVA, a que conclusédo
podemos chegar?

4.5. (Montgomery, 1991) Trés solugdes detergentes diferentes estdo sendo
comparadas para se estudar qual a mais eficiente no retardamento do
crescimento de bactérias em gal6es de armazenamento de leite. A analise é
feita em laboratério e apenas trés testes sédo possiveis de serem feitos por dia.
Como isso poderia representar uma fonte de variabilidade, o experimento é
organizado de forma que em cada dia um teste para cada solugéo é realizado.
Os testes foram realizados em quatro dias, e os resultados séo apresentados a
seguir

Solucéo Dia 1 Dia 2 Dia 3 Dia 4
A 13 22 18 39
B 16 24 17 44
C 5 4 1 22

a. qual o fator de controle e seus niveis ? qual a variavel bloco e seus niveis?
b. analisando-se os dados através do quadro de ANOVA, a que conclusao
podemos chegar?
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5. PLANEJAMENTOS COM MAIS DE UMA VARIAVEL BLOCO
5.1. Planejamento Quadrados Latinos

Exemplos:

5.1) Na comparagdo de vida util de 4 ferramentas diferentes, digamos que se
queira comparar a vida (til de quatro ferramentas diferentes (de material,
composicdo diferente), sendo que cada tipo de ferramenta pode ser fornecido
por quatro fabricantes diferentes. Ainda, essas ferramentas serdo usadas em
maquinas-ferramentas similares. Assim, para a realizagdo dos testes, pode-se
considerar que os testes sejam feitos em quatro maquinas similares. Entretanto,
as méaquinas, ainda que similares, ndo operam em condi¢cdes exatamente iguais,
nem os fabricantes de ferramentas vao fornecer ferramentas (ainda que do
mesmo tipo) com exatamente as mesmas propriedades. Para neutralizar os
efeitos da variabilidade da maquina e do fabricante, cada ferramenta de cada
fabricante é testada uma vez em cada maquina. Portanto, neste caso, temos:

o fator de controle: material da ferramenta, em 4 niveis, A, B, C, D;
e variavel bloco: fabricante, em 4 niveis (4 fabricantes), 1, 2, 3, 4;
e variavel bloco: maquina, em 4 niveis, (4 maquinas), I, Il, I, V.

E a organizacdo do experimento é feita em “Quadrados Latinos”,
conforme segue (Tabela 5.1):

Fabricante
Maguina 1 2 3 4
I A B C D
Il D A B C
11} C D A B
\Y% B C D A

Tabela 5.1: Planejamento de um experimento Quadrado Latino, Exemplo 5.1.

5.2) Queremos testar o efeito de quatro aditivos de gasolina na reducéo de
niveis de poluicdo. Para realizar o experimento, selecionamos 4 carros similares
e 4 motoristas com habilidades similares. Entretanto, sabemos que havera
diferencas de carro para carro e de motorista para motorista. Entdo, para
neutralizar o efeito da variabilidade do carro, cada aditivo é testado uma vez em
cada carro e por motoristas diferentes. Para neutralizar o efeito da variabilidade
do motorista, cada um deles dirige uma vez com cada carro e com aditivos
diferentes.
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Temos entéao:

e fator de controle: aditivo, e 4 niveis, A, B, C, D;
e variavel bloco: carro, em 4 niveis, 1, 2, 3 4;
e variavel bloco: motorista, em 4 niveis, I, Il, llI, IV.

E a organizagdo do experimento em “Quadrados Latinos” é conforme
segue (Tabela 5.2):

Carro
Motorista 1 2 3 4
I A B D C
Il D C A B
Il B D C A
v C A B D

Tabela 5.2: Planejamento de um experimento Quadrado Latino, Exemplo 5.2.

5.3) (Montgomery, 1991) Queremos testar o efeito, em termos de forca
deslocamento, de 5 formulacdes diferentes de um explosivo usado na fabricacéo
de dinamites. Como a matéria-prima para a composicao das formulagdes pode
variar de lote para lote, e com um mesmo lote ndo é possivel preparar (5 x n)
explosivos, de cada lote de matéria-prima é preparado um explosivo de cada
formulagdo (5 explosivos). Como cada operador tem habilidade néo exatamente
igual para preparar o explosivo, cada operador vai preparar um explosivo de
cada mistura. Portanto, temos:

¢ fator de controle: formulagéo de explosivo, em 5 niveis, A, B, C, D, E.
e variavel bloco: lote de matéria-prima, em 5 niveis, 1, 2, 3, 4, 5.
e variavel bloco: operador, em 5 niveis, I, I, lll, IV, V.

E a organizacao do experimento “Quadrados Latino” é:

Operador Lote de Matéria-Prima
1 2 3 4 5
| A B C D E
Il C D E A B
I E A B C D
I\ B C D E A
V D E A B C

Tabela 5.3: Planejamento de um experimento Quadrado Latino, Exemplo 5.3.
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A propriedade do Planejamento Quadrado Latino é que cada linha e
cada coluna recebe cada tratamento uma Unica vez. Exemplos de planejamento
“Quadrado Latino” sdo apresentados a seguir (Figura 5.1).

3x 3
A B C
B C A
C A B
4 X 5 X
4 5
A B C D A B C D E
B C D A B A E C D
C D A B C D A E B
D A B C D E B A C
E C D B A
6 X 6
A B C D E F
B C F A D E
C F B E A D
E A D F C B
F D E C B A
7 x 7
A B C D E F G
B C D E F G A
D E F G A B C
E F G A B C D
F G A B C D E
G A B C D E F

Figura 5.1: Exemplos de Quadrados Latinos.
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5.1.1. Construcédo do Quadro de ANOVA

O uso de Analise de Variancia implica assumir que os efeitos do
tratamento e das variaveis bloco (no Exemplo 5.2, aditivos, carros e motoristas)
séo aproximadamente aditivos. Ou seja:

Xig=pu+ fit+p+o+ &
onde:

1 Média da populagéo;

B Efeito das linhas, i=1, ..., k;

. Efeito das colunas, j =1, ..., k;

o Efeito dos tratamentos t =1, ..., k;

Também neste caso, a suposi¢cdo basica € que g € independente e
identicamente distribuido. Portanto, as hipéteses a serem testadas séao:
1. Todos os o; séo iguais a zero;
2. Todos os y séo iguais a zero;
3. Todos os f; sdo iguais a zero.

A partir dessas hipoteses, o Quadro de ANOVA é construido. Neste
caso, uma nova linha é adicionada ao Quadro, correspondente a segunda
variavel bloco. A construcdo do Quadro é apresentada na Tabela 5.4.

Soma de . Quadrado ~
F.V. Quadrados Graus de Liberdade Médio Razéao
. 2_ SL SE
Linhas S, v, =(k-1)= k1 Si=— =
VL SR
S 2
Colunas Sc ve =(k-1)= ki1 si=>c 2
Ve SR
2 ST S%
Tratamentos St vr =(k-1)= k(1 ST=— -
Vr SR
) Vg = =(k-1)(k-2)= 2_Sp
Residuos Sk (kO 11).(k12) SR Vo
vp=ki-1=K (1=
Total Sp =V, + Ve +Vr+ VR

Tabela 5.4: Quadro de ANOVA, Quadrados Latinos.

88



As propriedades do Quadrado Latino séo:

Sp=S, +Sc+ Sr+ SR,

e
onde:

SL=k.i§k‘1(>‘<,-§)2

Se=k.3: (%)’

Sr=k.3, (5 -%)?

S =zz (5;-%)?

$a=2 Xl %) =X Xl %% -5 +25)°
onde:

X; : média das Linhas;
: média das Colunas;
X; - média dos Tratamentos;

X : média Geral;
k: numero de tratamentos/blocos/linhas;
Xji: resultado para linha i, coluna j, tratamento t.

E as férmulas para calculo computacional séo:

kK -2 2
SL:[Z T?'j% (5.1)

1

onde:

T;: Soma das observacdes dentro de cada linha
N = k?: Total das observacdes

T: Soma de todas as observacdes.
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S-S 0)F

1

onde:
T;: Soma das observacgfes dentro de cada coluna

T2
N

onde:

T;: Soma das observag6es dentro de cada tratamento.

SR:SD'SL'SC'ST

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

Exemplo 5.1: (efeito do tipo de ferramenta na vida util), tendo como variaveis

bloco:

¢ 4 fabricantes diferentes;
¢ 4 maquinas-ferramentas similares.

Para que as condicBes de realizacdo do experimento seja uniformes, os

seguintes critérios sdo estabelecidos:

e mesma condi¢do de operagdo
e mesma condi¢do de medi¢do do desgaste;
¢ aleatorizacdo da seqiiéncia de testes.

O experimento foi realizado segundo o planejamento Quadrados Latinos
indicado abaixo (Tabela 5.5), com os resultados (vida util, em horas) indicados.
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Fabricante

Maquina 1 2 3 4
I A=112 B =126 Cc=120 D=120 478
Il C=118 D=123 A=113 B =127 481
I D =113 C=116 B =131 A=116 476
v B =128 A =115 D=122 Cc=117 482
471 480 486 480

Tabela 5.5: Resultados de experimento Quadrado Latino, Exemplo 5.1.

Para analisarmos os resultados deste experimento, construimos o
Quadro de ANOVA, partindo da suposicao de validade do modelo aditivo. Assim,
temos (ver Tabela 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9):

2
SL:1[4782 +481% + 4767 + 4822]- 19177 5 6875
4 42
2
SC:%[4712 +4802 + 4867 +4802 |- 194127 = 28,6875
2
ST=%:[4562 + 5122 +471% + 4782]-19i=420,6875
2
SD=%=[1122 +126% +... +122° + 1172]- 19117 =514,4375
S, =500-9,5-33,5-8,5=59,375 <=
Fabricante (X;) Maquina (%;)  Vida Util (X, )
1:117,75 | :1195 A:114
2:120 Il :120,25 B:128
3:121,5 119 C:117,75
4:120 IV:120,5 D:119,5

Média Geral = 119,8125

Tabela 5.6: Médias Amostrais, Exemplo 5.1.
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Linha Coluna (j) Total
i 1 2 3 4 Linha
1 112 | 126 | 120 | 120 478
2 118 | 123 | 113 | 127 481
3 113 | 116 | 131 | 116 476
4 128 | 115 | 122 | 117 482
Total Coluna | 471 | 480 | 486 | 480 TOtal'gga' =

Tabela 5.7: Total das variaveis bloco e total geral, Exemplo 5.1.

Trat. Total
A 456
B 512
C 471
D 478

Tabela 5.8: Soma das observagfes dentro dos tratamentos, Exemplo 5.1.

Portanto, o Quadro de ANOVA é construido conforme segue (Tabela

5.9):
F.V. S.Q. G.L. Q.M. Razéo F
Linha (Mag.) | 5,6875 3 s2=1,8958 0,19158

Coluna 2 —

(Fabr) 28,6875 3 s&=9,5625 0,96632
Trat. 420,6875 3 $2=140,2292 | 14,17053
Erro 59,375 6 s3=9,8958
Total 514,4375 15

Tabela 5.9: Quadro de ANOVA completo, Exemplo 5.1.

Para uma confianga de 99%, temos (Tabela V):

Portanto, aceitamos a hipétese nula, para Maquinas e Fabricantes, e
rejeitamos a hipotese nula para Tratamentos. Ou seja, ndo existe diferenca
significativa em termos de vida util da ferramenta entre os diferentes fabricantes

Foo01,36 = 9,78
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Oou magquinas, mas sim entre os diferentes materiais das ferramentas.

Para identificarmos quais dos niveis de materiais da ferramenta sao
significativamente diferentes entre si, também neste caso utilizamos o método
da Diferencas menos Significativas (LSD), conforme segue.

2 2
LSD=t 2SR _g707 [2X98958 _ 4,458
al2,v K 4

para
a=0,01
Ve =6 >:>ta,2'6 =3.707
| X -Xg|=14>LSD | Xg - Xc|=10,25>LSD
|Xp -Xc|=375<LSD  |Xg -Xp|=8,5>LSD
| Xa -Xp|=5,5<LSD | Xc -Xp|=1,75<LSD

Os resultados nos permitem afirmar que néo existe diferencas
significativas (em termos de vida Util da ferramenta) entre os materiais A, C e D.
Por outro lado, o teste nos mostra que existe diferencas significativas entre os
materiais AeB,CeB,eDeB.

Diagnéstico da validade do modelo

Também neste caso, as suposi¢cdes de normalidade e mesma variancia
dos tratamentos sdo confirmados através da verificagdo da distribuicdo do
residuo, que deve ser normal, ter sua média centrada em zero e variancia
constante.

Os testes vistos anteriormente sdo também usados nesses casos (ver
secles 3.3 e 4.2).

5.1.2. Parcela Perdida
Um valor ausente do quadrado latino é estimado por:

. (k-2)(k-1)
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onde:

Ti : soma de todas as observacées dentro da linha, menos o valor ausente;
T'j : soma de todas as observac6es dentro da coluna, menos o valor ausente;

T:: soma de todas as observagdes dentro do tratamento, menos o valor

ausente;
T soma de todas as observacdes menos o valor ausente.

5.2. Analise de Variancia para Planejamento Quadrado Latino com r
Réplicas

O planejamento Quadrado Latino pode ser repetido de 3 maneiras
distintas:

1. Usando os mesmos niveis para a variavel bloco linha e para a variavel bloco
coluna.

No Exemplo 5.2, seria 0 caso de repetir o experimento usando o0s
mesmos carros e 0s mesmos motoristas.

2. Usando os mesmos niveis para a variavel bloco linha, mas com niveis
diferentes para a variavel bloco coluna, ou diferentes niveis para a variavel
linha, mas com mesmos niveis para coluna.

No Exemplo 5.2, seria 0 caso de repetir 0 experimento usando 0s
mesmos motoristas com carros diferentes ou 0S mesmos carros com motoristas
diferentes.

3. Usando novos niveis para a varidvel bloco linha e novos niveis para a
variavel bloco coluna.

No Exemplo 5.2, novos carros, novos motoristas.
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Construcdo do Quadro de ANOVA

Caso 1: Replicado com mesmas variaveis blocos.
Tabela 5.10.

Conforme apresentado na

F.V. S.Q. G.L. Q.M. Raz&o
Linha S, ki1 SE:S_L]. st/ sk
Coluna Sc k1 sgzs—cl sé/ sk
Réplica Su rol sG=—— sy ! sk
r -
Tratamento St ki1 S%:S_Tl s?/ sk
) 2 S
Residuo Sk (k1).[r.(k+1) 03] sR—V—
R
Total So rk1

Tabela 5.10: Quadro de ANOVA Quadrado Latino com réplica, caso 1.

onde:
kK 12 T2
S,=> L. 5.7
L 21: r rk2 ( )
onde:
T;: Total das observagfes para a i-ésima linha, i=1, ..., k (rk observa¢gGes em
cada total T));
T: Total geral das rk® observacdes.
k TZ '|'2
Se=Y L-— 5.8
C le rk I'k2 ( )

onde:

T, = Total das observagdes para a j-ésima coluna, j = 1, ..., k (rk observagtes em

cada total Tj)
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r 2 T2
S =y Tu.__ 5.9
v ; k2 rk2 ®9)

onde:

T,: Total das observacdes para a u-ésima réplica (k2 observacdes em cada total T,)

_&q2 T
S, = 21; i (5.10)
-I—2
SD - Z ZZ Xﬁn e (5.12)
i jn
Sp=S5-S.-S:-S, -5 (5.12)

onde:

T Total das observagbes para o t-ésimo tratamento, t = 1, ..., k (rk observacdes
em cada total Tt).

Caso 2: Quadrado Latino replicado com a introdugdo de niveis adicionais de
uma variavel bloco. O Quadro de ANOVA parcial é apresentado na Tabela 5.11.

F.V. S.Q. G.L.
. rok T2_ r T2
Linha =3 %Z — v =r.(k1)
=1 i=1 =1 K
T T
Coluna SC_ J-Zlm-rk_z ve = kU1
Lo roT2 T?
Réplica Sy= Ek—zﬂ(—z v=r1
Tratament S -yTt. T ki1
ratamento =yt Vr =
T t:Zi rk  rk? T
. SR:SDHSL ‘SC SU VR=(kH1)
Residuo oS (rk 1)
T2
Total Sp=2 2> Xizju'W
i j u

Tabela 5.11: Quadro de ANOVA parcial, Quadrado Latino com réplica, caso 2.
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Onde:

Ti: Total das observagcbes para i-ésima linha para cada repeticdo (k
observacées)

Deve-se observar que a tabela acima apresenta 0 caso em que temos
niveis adicionais da variavel bloco linha. Para niveis adicionais da variavel bloco
coluna, a soma de quadrados S¢ passa a ser similar a S_ na tabela anterior.

Caso 3: Quadrados Latinos replicados pela introducdo de niveis adicionais das
duas variaveis. O Quadro de ANOVA parcial é apresentado na Tabela

5.12.
F.V. S.0. G.L.
. Lo Thov Th
Linha S = Zl; ; T; 2 v = (k1)
r k Tz'u R -I—2
Coluna Se=Y> +£-» 2 ve =r.(kl11)
1Tk Tk
R 12 T2
i T _
Réplica Sy= le k—;r—z vy =r1
kK +2 T2
— T -
Tratamento S; = 21: r_lz -7 vr=ki11
Residuo SR = SD SL SC SU VR = (k 1) [r(k \7)
' Sr 1]
T2
Total Sp=X XY x5
i jou rk

Tabela 5.12: Quadro de ANOVA parcial, Quadrado Latino com réplica, caso 3.

5.3. Planejamento Quadrado Greco-Latino

Na comparacdo de vida util de ferramentas (Exemplo 5.1), o
experimento foi organizado em quadrados latinos, considerando-se as seguintes
variaveis bloco:

e mAaquina: em quatro niveis;
e fabricante: em quatro niveis.
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Entretanto, o material usado para o teste € uma outra fonte de
variabilidade, e que portanto devemos tratar como mais uma variavel bloco.
Assim, temos:

e variavel bloco: material a ser usinado, em 4 niveis (4 barras de ago), a, B, v,
3.

No experimento de comparacdo de diferentes aditivos de gasolina
(Exemplo 5.2), as condi¢cdes climaticas (temperatura, umidade, etc.) podem ser
uma fonte de variabilidade que influencie significativamente o resultado. Como
pode nao ser possivel realizar o experimento em um mesmo dia (ou periodo) do
dia, e como é impossivel termos diferentes dias com exatamente as mesmas
condi¢cdes climaticas, definimos mais uma variavel bloco:

e variavel bloco: dia (periodo do dia), nos niveis o, B, y € & (4 dias ou 4
periodos ).

Ou seja, Quadrado Greco-Latino € um modelo de planejamento que
permite o estudo de k tratamentos (ou niveis de um fator de controle) com 3
variaveis bloco, simultaneamente. Assim, quando adicionamos uma terceira
variavel bloco ao Exemplo 5.2, o planejamento do experimento é feito segundo o
modelo do Quadrado Greco-Latino, conforme Tabela 5.13.

Motoristas Automoveis
1 2 3 4
I A a B B Cy D &
Il B § Ay DB C a
[} CB D a A S By
IV Dy C3d B o AB

Tabela 5.13: Quadrado Greco-Latino, Exemplo 5.2 modificado.

onde:
e niveis do fator aditivo (tratamentos): A, B, C, D;
e niveis do bloco dia: o, B, v, &

A propriedade béasica do Quadrado Greco-Latino € que cada letra grega
(nivel da terceira variavel bloco) aparece exatamente uma vez em cada linha e
em cada coluna e uma vez com cada letra latina.

Quadrados Greco-Latinos sao formados através da combinacado de dois
Quadrados Latinos ortogonais. Q.G.L. existe para K > 3, exceto para k = 6.
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Exemplos de formacao de Quadrados Greco Latinos

3 X 3: Combine dois Quadrados Latino (QL) e substitua as letras latinas do
segundo QL por letras gregas (o, B, y), para formar o Quadrado Greco-Latino
(QGL), Figura 5.2.

A B C A B C
B C A C A B
C A B B C A
A a B p Cy
By Ca AP
CpB Ay B a
Figura 5.2: Exemplo de Quadrado Greco-Latino 3x3.

4 x 4: Para formar um QGL 4 x 4, combine 2 QL substituindo as letras latinas de
um deles por letras gregas (o, B, v, 8), Figura 5.3.

A B C D A B C D
B A D C D C B A
C D A B B A D C
D C B A C D A B

A a BB Cy D&

B o Ay DB Ca

CBp Da AS By

Dy Cd&8 Ba AB

Figura 5.3: Formacéo de Quadrado Greco-Latino 4x4.

5 x 5: Para formar um QGL 5 x 5, combine 2 Q.L. substituindo as letras latinas
de um deles por letras gregas (a, B, v, 6, €), Figura 5.4.

A B CDE A B CDE

B CDEA C DEAB

C DEAB E ABCD

DEABZC B CDEA

EABTCD DEABTC
A a B B Cy Do E ¢
By C5d D e E a AB
Ce D a EB Ay B S
DB E vy Ad B¢ Ca
E S A e B a Cp Dy
Figura 5.4: Formacg&o de Quadrado Greco-Latino 5x5.
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7 x 7: Para formar um QGL 7 x 7 combine dois QL (Figura 5.5), substituindo as
letras latinas de um deles por letras gregas, Figura 5.5.

Similarmente, Quadrados Greco-Latinos 8x8 e 9x9 podem ser formados
a partir dos QL apresentados nas Figuras 5.6 e 5.7 respectivamente.

A B C D E F G A B C D E F G
B C€C D E F G A c D E F G A B
c D E F G A B E F G A B C D
b E F G A B C G A B C D E F
E F G A B C D B C€C D E F G A
F G A B C D E D E F G A B C
G A B C D E F F G A B C D E

Figura 5.5: Formacéo de Quadrado Greco-Latino 7x7.

IOGTMMUOUOm>
OIMTOOUO>®
TMIOW>O0
MTOIP>WOO0
OOW>»IOmm
O0O>P®WmOIMT
W>OUO0OTMIE
>WO0OMMEOI
OIrTo@mwm>
OOUIMmM>TNw
WT>MIOOO
>MWTOOIOC
TOOOWT>MmM
GOIT>MmMwWT
TWM>»UIOO
Mm>TWOOOI

Figura 5.6: Exemplos de Quadrados Latinos 8x8 usados na formacéo de
Quadrados Greco-Latinos.

A B C D E F G H I A B C D E F G H I

B C A E F D H I G G HI A B C D E F
C A B F D E I G H D E F G H I A B C
D CF G H 1 A B C B C AE F D H I G
E F D H1I G B C A H Il G B C A E F D
F D E I G H C A B E F D HI1I G B C A
G HI A B C D E F C AB F D E I G H
HIl1 G B C A E F D I G H C A B F D E
I G H C A B F D E F D E I G H C A B

Figura 5.7: Exemplos de Quadrados Latinos 9x9 usados na formacéo de
Quadrados Greco-Latinos.
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5.3.1. Construcédo do Quadro de ANOVA

No planejamento Quadrado Greco-Latino, o modelo aditivo é dado por:
Xijtp:,u+ﬂi+7/1+o-t+9p+gijtp

onde:

. Média da populacéo;

S Efeito das linhas, i =s, ..., k;

% Efeito das colunas, j=1, ..., k;

or. Efeito dos tratamentos, t=1, ..., k;
6,: Efeito das letras gregas, p=1, ..., k

De novo, a suposicdo basica € que g, € normalmente e
independentemente distribuido, centrado em zero e com variancia constante. As
hip6teses a serem testadas sao:

i) Todos 0s c; sdo iguais a zero;
ii) Todos os y séo iguais a zero;
iii) Todos os S sdo iguais a zero;
iv) Todos os 6, sdo iguais a zero.

A Andlise de Variancia é bastante similar a ANOVA dos Quadrados
Latinos. O Quadro de ANOVA para Quadrados Greco-Latinos é apresentado na
Tabela 5.14:

F.V. S.0. G.L
kK 12 T2
Linha SL:ZT?'-W v = ki1
=1
kK 72 T2
Coluna Sc= Z%W Ve =kii1
=
k 12 T?
Tratamentos Si=> TIW vr = k(11
t=1
Letras S — Zk:T_%T_Z v = k1
Gregas Pk N P
. SR=SDUSLJSC,SP¥ VR =
Residuo S, (k1) (k 3)
k k T2
Total SD:ZZ Xﬁ'W vp = NI
i=1j=1
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Tabela 5.14: Quadro de ANOVA para Planejamento Quadrado Greco-Latino.
onde:

T% : soma das observacdes dentro de cada letra grega (correspondente a uma

variavel bloco)
Os outros termos sdo como descritos nas paginas 92 e 93.

5.4. Planejamento Quadrado Hiper-Greco-Latino

Quadrado Hiper-Greco-Latino é um modelo de planejamento que
permite o estudo de k tratamentos com 4 variaveis bloco simultaneamente.

Quadrados Hiper-Greco-Latinos sdo formados através da combinagéo
de 3 Quadrados Latinos ortogonais. A Figura 5.8 ilustra a formacdo de um
Quadrado Hiper-Greco-Latino 4x4.

No quadro de ANOVA para o Quadro do Hiper-Greco-Latino, uma nova
linha é adicionada, correspondente a terceira varidvel bloco. A Soma de
Quadrados para essa terceira variavel bloco é dada por:

Sg=> ~&-— (5.13)

onde:
TZ: Soma de quadrados dentro da terceira variavel bloco; e

Vg = k 1,
€ o numero de graus de liberdade.
O numero de graus de liberdade vg é reduzido de (k[17), em relac@o a vg

para o Quadrado Greco-Latino, ou seja,

Vr = (k(11).(k[)4)

A B C D A B C D A B C D
B A D C D C B A C D A B
C D A B B A D C D C B A
D C B A C D A B B A D C

Aol Bp 2 Cy3 D64

B&63 Ay 4 DB1 Ca?2

Cp4 D a3 Ad 2 Byl

Dy2 cCs1 B a4 AB3
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Figura 5.8: Exemplo de formacdo de Quadrado Hiper-Greco-Latino 4x4.
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5.5. Exercicios Propostos

5.1. (Adaptado de Montgomery, 1991) Queremos testar o efeito, em termos de
forca de deslocamento, de 5 diferentes formulag6es de um explosivo usado na
fabricacdo de dinamite. Como a matéria prima para a composicdo das
formulagBes pode variar de lote para a lote, e como com um mesmo lote ndo é
possivel preparar explosivo suficiente para todos os testes, de cada lote de
matéria prima é preparado um explosivo de cada formulacédo (5 explosivos).

Como a preparacdo dos explosivos é feita por diferentes operadores, com

habilidades ndo exatamente iguais, para o experimento, cinco operadores sédo

selecionados, sendo que cada operador prepara um explosivo de cada mistura.

a. qual o fator de controle e variaveis bloco a serem consideradas, e como
organizar o experimento ?

b. uma vez planejado o experimento, faca considera¢des sobre alguns cuidados
a serem tomados para reduzir a influéncia no resultado de outras fontes
indesejaveis de variabilidade.

c. construa uma tabela com valores hipotéticos do resultado, para as diferentes
situagBes de teste, e tire conclusGes a partir da analise de variancia e
comparacdes multiplas.

5.2. A engenharia de processos de uma industria de televisores esta interessada
em investigar o efeito, em termos de tempo, de 4 métodos de montagem (A, B,
C e D) de um determinado componente de televisdo. Planeja-se selecionar 4
montadores para 0 experimento. Sabe-se que pode haver uma certa
variabilidade do tempo de montagem, independentemente do método usado, em
funcdo das diferengas em termos de habilidade dos operadores. Além disso,
sabe-se que a atividade repetitiva de montagem produz um certo grau de
cansaco no operador, de modo que, possivelmente, o tempo requerido para a
Gltima montagem é maior que o tempo requerido para a primeira montagem,
independente do método usado. Portanto, a ordem em que os operadores irdo
executar os diferentes métodos de montagem deve ser tratada como uma fonte
identificavel de variabilidade do resultado (tempo de montagem).

a. organizar o experimento da forma mais apropriada, especificando fator de
controle, variaveis bloco e respectivos niveis.

b. quais critérios devem ser estabelecidos para a conducdo do experimento de
forma a neutralizar a influéncia no resultado de outras fontes indesejaveis de
variabilidade?

5.3. O setor de desenvolvimento de uma industria de instrumentos de precisao
deseja testar a eficiéncia do processo de nitretacdo na melhoria da rugosidade

104



de superficies de mancais de deslizamento para 4 tipos de aco. Para evitar a
influéncia, no resultado do experimento, de possiveis variacdes de propriedades
dos materiais a serem usados no teste, é preparado uma peca de cada tipo de
material de 4 fornecedores diferentes. Além disso, o banho de nitretacdo é
possivel de ser feito simultaneamente para no maximo 10 pecas (em carater
experimental); teme-se que possa haver uma variacdo no resultado em funcéo
de fatores incontrolaveis de variabilidade de banho para banho.

a. qual a melhor maneira de planejar o experimento ?

b. identifique fator de controle e variavel (ou variaveis) bloco e respectivos
niveis.

c. Apresente o planejamento do experimento em forma tabular.

5.4. O setor de desenvolvimento de uma industria de instrumentos de precisdo
deseja testar a influéncia da concentracdo de reagente do banho de nitretacao
na melhoria da rugosidade de superficies de mancais de deslizamento. Quatro
diferentes concentracdes do reagente foram testadas (A, B, C e D). Para evitar a
influéncia, no resultado do experimento, de possiveis varia¢cdes de propriedades
ou composicdo do material em funcdo de fornecedores ou lotes diferentes, o
experimento foi realizado de forma a tratar fornecedor e lote como variaveis
bloco. Os resultados do experimento (Rugosidade Ra, em microns) séo
apresentados a seguir.

Lote de Fabricacao
Fabricante 1 2 3 4
| A=17 B=8 CcC=14 D=13
Il D=18 Cc=11 B=7 D=8
11 B=10 A=5 D=13 CcC=9
[\ Cc=10 D=15 A=10 B=12

a. qual o fator de controle e seus niveis ? Qual a resposta de interesse?

b. que tipo de planejamento foi utilizado para a realizacdo do experimento ?

c. verifigue, através do Quadro de ANOVA, se existe diferenca entre
tratamentos, fabricantes ou lotes de fabricagéo, para o = 0,05.

d. considerando os resultados da Analise de Variancia, qual (quais) a melhor
condicéo para o processo de nitretagdo ?

5.5. (Montgomery, 1991) Deseja-se estudar o efeito de 5 ingredientes diferentes
(A, B, C, D e E) no tempo de reagdo de um processo quimico. Como cada teste
demora em média uma hora e meia, decide-se por realizar um teste de cada
tratamento por dia, por cinco dias consecutivos, num total de 25 testes. Depois
de tomada essa decisdo e antes da realizacdo dos testes, percebe-se que 0s
lotes de alguns dos produtos usados no processo ndo sao suficientes para a
realizacdo dos 25 testes. Sabe-se que variagdes dos produtos de lote para lote
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podem interferir no resultado do experimento. Ou seja, a variagdo no tempo de
reacdo pode ser influenciada nao pela variacédo do ingrediente principal, mas por
variacdes de lote para lote da matéria prima.

a. qual a melhor maneira de planejar o experimento? identifique fator de controle
e variaveis bloco e respectivos niveis.
b. apresente o planejamento do experimento em forma tabular.

5.6. Deseja-se estudar o efeito de 5 ingredientes diferentes (A, B, C, D e E) no
tempo de reacdo de um processo quimico. Como cada teste demora em média
uma hora e meia, decide-se por realizar um teste de cada tratamento por dia,
por cinco dias consecutivos, num total de 25 testes. Além disso, os lotes de
alguns dos produtos usados no processo ndo sao suficientes para a realizacao
dos 25 testes. Sabe-se que variagGes dos produtos de lote para lote podem
interferir no resultado do experimento. Portanto, para realizar o experimento,
planejamento quadrado latino foi utilizado. Os dados obtidos estdo tabelados
abaixo.

Lote de Dia

Fabricacdo 1 2 3 4 5
I A =8 B=7 D=1 c=7 E=3
Il c=11 E=2 A=7 D=3 B=8
Il B=4 A=9 c=10 E=1 D=5
v D=6 Cc=8 E=6 B=6 A=10
\Y E=4 D=2 B=3 A=8 Cc=8

a. qual o fator de controle e seus niveis ? Qual a resposta de interesse? Quais
as variaveis bloco e seus niveis?

b. verifique, através do Quadro de ANOVA, se existe diferenga, em termos de
tempo de reacdo, entre os cinco ingredientes, para o = 0,05. Se o dia ou o lote
de fabricacdo néo fosse sistematicamente controlado no experimento, isto faria
alguma diferenca no resultado final ?

¢. Algum dos ingredientes melhora significativamente o tempo de reagéo e por
isso deveria ser escolhido ?
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6. EXPERIMENTOS FATORIAIS
6.1. Experimentos Fatoriais

Nos tdpicos anteriores, consideramos apenas um fator de controle.
Entretanto, muitos experimentos envolvem o estudo do efeito de 2 ou mais
fatores. Em geral, planejamentos fatoriais sdo mais eficientes para esse tipo de
experimento.

Em um experimento fatorial, todas as possiveis combinacdes dos niveis
dos fatores sao testadas. Por exemplo, se temos um fator A com dois niveis e
um fator B com trés niveis, teremos 2 x 3 = 6 combinacdes a serem testadas.

Exemplos de experimentos fatoriais de interesse

Exemplo 6.1: Em um processo de usinagem, deseja-se verificar o efeito do
avanco, profundidade de corte e geometria da ferramenta na rugosidade
superficial. Para a realizacdo do experimento, testamos diferentes niveis dos
fatores de controle, conforme segue:

e Avancgo: niveis Aj, A, Ag;
e Profundidade de corte: niveis B4, By;
e Geometria da ferramenta: niveis C4, C,.

Em um experimento fatorial completo realizamos todas as possiveis
combinagBes dos niveis dos fatores. Neste exemplo, temos 3 x 2 x 2 = 12
combinacg@es de teste, conforme ilustrado na Figura 6.1.

A ——__wB; — % C; A1 B; Cy A1 B; C;
n =3B, —=:c, A, B; C; A B, C,
As st A, B, C, A, B; C,
A, B, C,; A B, C,
As B, C, As B, C,
A, B, C, A, B, C,

Figura 6.1: Combinac®es de teste de um experimento fatorial 3x2.

Exemplo 6.2: Em desenvolvimento de Maquinas de Medir de Trés

Coordenadas, temos diferentes possiveis configuracdes estruturais (Ex.

cantilever, ponte moével, coluna). Sabemos que erros geométricos séao

influenciados pela temperatura ambiente e pelo tipo de configuragéo estrutural.

Queremos realizar um experimento para verificar se alguma dessas
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configuragbes € menos sensivel a variagbes de temperatura (possibilitando o
uso de MMC em ambientes sem controle excessivo de temperatura).

Temos dois fatores de controle, conforme segue:
e maquina: em a niveis (configuragdes);
e temperatura: em b niveis.

Para a realizacdo do experimento, testamos a x b combinacdes dos
niveis dos fatores.

Exemplo 6.3: O setor de desenvolvimento de uma indlstria de baterias esta
estudando o projeto de uma bateria que sera usada em condi¢cdes de variacao
extrema de temperatura. Existem 3 op¢des de material para ser usado nas
placas da bateria. Um aspecto de qualidade do produto é a vida util da bateria.
Portanto, nesta fase de desenvolvimento, deseja-se saber:

a) qual o efeito do tipo de material e temperatura de trabalho na vida util da
bateria;

b) se existe alguma opcdo de material que resultaria huma bateria de maior
duracéo, independente da temperatura.

Temos dois fatores de controle,

e material: em 3 niveis;
e temperatura: em a niveis em uma faixa de variagéo.

Para o experimento completo, testamos 3 x a combina¢des, dos niveis
dos fatores.

A mudanca da resposta produzida pela mudanca no nivel do fator é o
efeito de um fator. Este efeito é chamado de Efeito Principal. Por exemplo,
considere os dados abaixo, onde temos 2 fatores em dois niveis.

Fator B
B, B,
Fator A: A 20 30
Ao 40 50

O efeito principal do fator A é dado pela diferenca entre a resposta
média no nivel A; e a resposta média no nivel A,, ou seja:

A-40+50 20430,
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O aumento do fator A do nivel A; para A, causa um aumento médio na
resposta de 20 unidades. Similarmente, para o fator B temos:

B:30+50-20+40:10

Em alguns experimentos, pode acontecer que a diferenca de resposta
entre os niveis de um fator ndo seja a mesma para todos os niveis dos outros
fatores. No exemplo anterior, a diferenca (A, - A;) é constante, seja no nivel B;
ou B,. Entretanto, se considerarmos os dados do quadro abaixo:

Fator B
B, B,
Fator A: A 20 50
Ao 50 12

percebemos que:
e no nivel By, o efeito de A é: 50 - 20 = 30.
e no nivel B,, o efeito de A é: 12 - 50 = -38.

Portanto, como o efeito de A depende do nivel do fator B, concluimos
que existe interagéo entre A e B.

Na interacéo, o efeito dos fatores agindo juntos € diferente da soma dos
efeitos de cada um, agindo isoladamente. Quando a interacdo for positiva, o
resultado da resposta, além de sofrer um acréscimo (AA + AB), devido ao efeito
de A e B, sofre ainda um acréscimo AAB, devido & intera¢é@o dos 2 fatores.

Quando o efeito da interacéo € grande, o efeito principal correspondente
tem pouco significado pratico. Para os dados do quadro acima, o efeito principal
do fator A seria:

p-50+12 20450

0 que nos levaria a crer que a mudancga de nivel do fator A provocaria uma
mudanca pouco significativa na resposta, o que ndo é o caso.
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6.2. Experimentos Fatoriais com Dois Fatores

O experimento fatorial mais simples envolve dois fatores, digamos
fatores A e B, tendo cada um desses dois fatores um ndmero de niveis a ser
testado, digamos a niveis para o fator A e b niveis para o fator B. Assim, num
experimento como esse teremos ab combinacdes de teste.

A organizacao do experimento fatorial de dois fatores, A e B, nos niveis
a e b, é representada no quadro abaixo para o caso geral.

Fator B
1 2 b
1 |y, Yo, Y121, Y122, Yib1s Y1b2,
Fator A ..Y11n ...Y1on ...Y1bn
2 | Yo11, Yo12, Y221, Y222, Y2b1s Y2b2,
---Y21n ---Yoon ---Yobn
a |Yan Ya12, | Yaz1, Yaz2, Yab1, Yab2,
---Yain ---Yazon ---Yabn

Tabela 6.1: Organizacao de experimento fatorial de dois fatores, caso geral.

Com o experimento organizado dessa forma podemos testar se:
e aresposta é alterada significativamente quando o nivel do fator A é alterado;
e aresposta é alterada significativamente quando o nivel do fator B é alterado;
e a alteracdo na resposta quando da alteracdo do nivel do Fator A (ou B) é
dependente do nivel do fator B (ou A); ou seja se existe efeito de interacdo
entre os dois fatores.

O modelo aditivo para analise de variancia é dado por:
Yik =M1t oj +,Bj+(0ﬂ)ij + Eijk

onde:

4 = Média Geral

o; = Efeito do fator A

£ = Efeito do fator B

(oB) i; = Efeito da interagéo entre os faores A e B
&k = Erro Experimental

O quadro de ANOVA para um experimento de dois fatores é construido
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como segue:

Fonte Soma Graus Quadrado Médio Teste F
Variacdo Quadrados | Liberdade
Fator A Sa a-1 ”_ SA Si/ 52R
Sa— (a- 1)
Fator B . Sg b-1 SZB: S, ( sé / 5;2:2
Interacéo Sas (a-1)(b-1) > _S,s Sis / Sé
SaB— (a-1b-1)
Erro Sk ab(n -1) 2 _ Sq
SR™ Jab(n-1)
Total Sp abn-1

Tabela 6.2: Quadro de ANOVA, experimento com dois fatores.

As expressoOes para o célculo da Soma de Quadrados sao apresentadas
a seguir.

onde T; é dado pela soma das observagfes dentro de cada linha, ou seja:

b n
T, :z Zyijk’

=l k=1

e T; é dado pela soma das observagbes dentro de cada coluna, ou seja:
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a b (T2 T2

SAB= Z =

-S,-S
= <\ n abn & B

6.3. Experimento Fatorial 2k
6.3.1. Construcédo do Experimento Fatorial 2~

Um caso especial de experimentos fatoriais € o experimento fatorial 2,
onde k fatores séo testados em apenas 2 niveis, resultando em 2 combinagdes.

Em um experimento fatorial 2° temos 3 fatores de controle em 2 niveis
(codificados por +1 e -1), resultando em 2° =38 combina¢gBes. Uma forma
sistematica de planejar o experimento € apresentada a seguir.

1) Para o fator de controle 1 (x;), escreva uma coluna de (1) com sinal
alternando seguidamente. Ou seja: -1, +1, -1, +1, -1, +1, -1, +1;

2) Para o fator de controle 2 (x ,), escreva uma coluna (1) com o sinal
alternando em pares, ou seja: -1, -1, +1, +1, -1, -1, +1, +1;

3) Para o fator de controle 3 (x3), escreva uma coluna de (1) com o sinal
alternando em grupos de 4, ou seja: -1, -1, -1, -1, +1, +1, +1, +1.

Escrevemos estas trés colunas como uma matriz de planejamento,
como segue (Tabela 6.3):
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Teste Fator de Controle

X1 X2 X3
1 -1 -1 -1
2 +1 -1 -1
3 -1 +1 -1
4 +1 +1 -1
5 -1 -1 +1
6 +1 -1 +1
7 -1 +1 +1
8 +1 +1 +1

Tabela 6.3: Matriz de planejamento para um experimento 2°.

Para o caso geral, com k fatores, isto &, um experimento 2* o
procedimento é o seguinte:

1) Para x;, 0 sinal da coluna de (1) alterna em grupos de 2° =1, ou seja,
seguidamente.

2) Para x,, o sinal da coluna de (1) alterna em grupos de 2t =2, ou seja, em
pares.

3) Para x3, 0 sinal da coluna de (1) alterna em grupos de 2° =4, 0u seja, em
grupos de 4.

4) Para X4, 0 sinal alterna em grupos de 20U =g,
5) Para x,, 0 sinal alterna em grupos de Z(k"l), ou seja, 26D vezes (-1),
seguido de 26D vezes (+1).
Esta forma de organizar o experimento é chamada de “ordem padrao”.
Tal arranjo garante que as colunas sejam ortogonais entre si. Essas condigfes

de teste podem ser ilustradas geometricamente, conforme ilustrado na Figura
6.2.

Figura 6.2: Representacdo geométrica do experimento fatorial 2°.
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6.3.2. Calculo e Interpretagao dos Efeitos Principais

O efeito principal de um fator corresponde ao valor médio do gradiente
de mudanca de resposta produzida pela mudanca no nivel do fator, do nivel (-1)
para o nivel (+1), mantendo os outros fatores constantes. Ou seja:

E1=X1 (+)-%1 ()

Considere o Exemplo 6.1, onde deseja-se verificar o efeito, na
rugosidade de uma superficie usinada, quando as seguintes condicdes de
usinagem (niveis dos fatores de controle) sao testadas:

e X;: Taxa de avanco, nos niveis 10, 30 mm/min, ou seja, (-1) e (+1) em forma
codificada;

¢ X,: Profundidade corte, nos niveis 30 e 50 um, (-1) e (+1);

e X3: Raio de ponta da ferramenta, nos niveis 1 e 3 mm, (-1) e (+1).

Usando a matriz de planejamento da Tabela 6.3, suponha que os
resultados apresentados na Tabela 6.4 (rugosidade R, em 107 um) sejam
obtidos. A ordem de realizacdo do teste € aleatdria, para que outras possiveis
fontes de variabilidade n&o interfiram sistematicamente nos resultados do
experimento.

Fator de ordem Resposta

Teste Controle (Ra) (um)
X, Xo x; | do Teste i)
1 -1 -1 -1 6 15
2 +1 -1 -1 8 19
3 A 1 21
4 +1 +1 -1 2 23
5 -1 -1 | +1 5 15
6 +1 -1 +1 3 18
7 -1 +1 | +1 4 22
8 +1 | 41 | +1 7 22

Tabela 6.4: Matriz de planejamento e dados de experimento, Exemplo 6.1.

O efeito principal de x; corresponde a mudancga da resposta média do
processo quando o nivel de x; é alterado de (-1) para (+1), mantendo 0s outros
fatores constantes.

Geometricamente, o efeito principal do fator da taxa de avanco, Ej,
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corresponde a diferenca entre o resultado médio no plano Il (nivel (+1) de x;) e 0
resultado médio no plano I (nivel (-1) de x;), conforme ilustrado na Figura 6.3.
Matematicamente, o Efeito Principal do fator x; corresponde a:

Elz[Y2+Y4+y6+Y8}_{y1+Y3+Y7+y5} 6.1)
4 4

Alternativamente, o efeito principal pode ser entendido como a média de
contrastes. Ou seja, para um experimento 2° existem 4 comparacdes ou
contrastes que indicam como a resposta do processo muda quando mudamos o
nivel do fator. No Exemplo 6.1, esses contrastes sao:

* Y € V1 = Y2 -y1 =4
*VY, € Y3 = Yig-Yy3 =2
®* Y € VY5 = Yo - ¥5 =

*VYg € Yy = Ys -y =0

Desse modo, o Efeito Principal é dado pela média desses contrastes ou
diferencas, ou seja:

1
E= b2 v1tva-vatve -ystyg- vl

E1:%[4+2+3+0]:2,25

Figura 6.3: Efeito principal do fator x;.

Similarmente, o Efeito Principal do fator xs, Es, corresponde a média dos
quatro contrastes entre o plano VI e o plano V, conforme ilustrado na Figura 6.4.
Matematicamente, temos:
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1
Eszz[Y5'Y1+y6'y2+Y7 'Y3+y8'y4] (6.2)

A X
2

X

3

Vi

Figura 6.4: Efeito principal do fator xs.

E para o Exemplo 6.1, temos:
1 1
E3=2(15—15+18—19+22—21+22-23):Z[O—1+1—1]=—0,25

Finalmente, o Efeito Principal do fator x,, E,, corresponde & média dos
quatro contrastes entre os planos IV e lll, conforme ilustrado na Figura 6.5.
Matematicamente, temos:

1
EZZZ[YQ,'Y1+Y4'Y2+Y7 'Y5+Y3'y6] (6.3)
E para o Exemplo 6.1, temos:

E, :%[6 +447+4]=525
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Figura 6.5: Efeito principal do fator x,.

O efeito principal é um efeito médio porque ha 2kt comparacdes ou
contrastes que medem como a resposta muda quando um fator muda. Para o
Exemplo 6.1, a Figura 6.6. ilustra os contrastes ou efeito da variagédo do fator x;,
taxa de avanco, para os diferentes niveis dos outros dois fatores e o Efeito

Principal como a variagdo média.
Os efeitos principais para os trés fatores do Exemplo 6.1 sdo mostrados,

em forma gréfica, na Figura 6.7.
Deve-se observar que:
® 0 sinal indica a direcdo do efeito, ou seja, se a resposta aumenta ou diminui
com a variagao do nivel de (-1) para (+1);

® A magnitude indica a intensidade do efeito.

24
22
E 20
g 1
®
T R#)08()
16 TN R(#),08(+)
TR (),8()
el X (), 8 (+)
14_ 1 . E1L

Taxa de avango, XL

Figura 6.6: Efeito da resposta com a variacdo do nivel de taxa de avango para
diferentes niveis dos fatores x, e x3, Exemplo 6.1.
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Figura 6.7: Efeitos principais, Exemplo 6.1.
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6.3.3. Calculo e Interpretagao dos Efeitos de Interacao

Vimos que a intensidade e o sinal de mudanca da resposta em fungéo
da mudanga no nivel de um fator de controle depende do nivel dos outros dois
fatores.

No Exemplo 6.1, o efeito da profundidade de corte (x,) depende do nivel
dos outros dois fatores. A tabela abaixo (Tabela 6.5) apresenta o efeito na
resposta da variacdo de x, em fungao do nivel dos outros dois fatores:

Taxa Avanco (Xx;)  Geometria Ferramenta Efeito da P. C.
(x3) (%2)

-1 (10 mm/min) -1 (1 mm) 6=y3-Vy1

+1 (30 mm/min) -1 4=vy,-Y,

-1 +1 (3mm) 7= Y7-VYs

+1 +1 4=Ys- Y

Tabela 6.5: Efeito da variacao da prof. de corte em fungdo do nivel dos outros
dois fatores, Exemplo 6.1.

Das informag6es na tabela acima, podemos dizer que:

1. O efeito médio da profundidade de corte (x,) € significativamente diferente,
dependendo da taxa de avanco, X;:

a) Taxa de avango = 10 mm/min (-1)

6+7
EpC :T:6,5

b) Taxa de avanco = 30 mm/min (+1)

2. O efeito médio da profundidade de corte € aproximadamente o mesmo,
independente da geometria da ferramenta, Xs:

a) Geometria ferramenta = 1 mm:




b) Geometria ferramenta (R.P. = 3 mm):

A Figura 6.8 ilustra graficamente a variacédo do efeito E, em funcéo dos niveis
dos fatores x; e Xs.

25

23
> 21
g
8
D 19
o4
17
S~ xL()
15 L
1 1 >~ x1 (+)
X2
25
24
23
>
g
8
o
(%]
[<5)
@
. T~ x3()
1 \ X3 (+)

X2

Figura 6.8: Efeito de x, para diferentes niveis de x; e x3, Exemplo 6.1.

Portanto, ndo existe interagéo significativa entre profundidade de corte e
geometria da ferramenta (X, e X3), mas existe interacdo entre profundidade de
corte e taxa de avanco (X, e X;). Ou seja, para taxas de avango menores, O
efeito na rugosidade, quando mudamos de menor para maior a profundidade de
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corte, € maior (pior) do que para taxas de avango maiores.

Geometricamente, o efeito da interacdo entre taxa de avanco e
profundidade de corte, E;», acontece no plano que contém o valor médio do fator
geometria da ferramenta (x3), conforme ilustrado na Figura 6.9.

22
7 B %
OERE (@23
Xy 18
(D55 6 / (+)
0 "4 19 () %
6 X ™
(Ys+y)2 =215 (Y, +yg)l2=22,5
Xz Ei
(Y, +y5)/2=15,0 Xy (Y tYe)2=185
+—>
ElZ

Figura 6.9: Representacdo geométrica do efeito de interacdo entre os fatores x;
e X,, E1», Exemplo 6.1.

Portanto, temos:

£, = 0 *Ya)/2 -2 +¥o 2]y +y7 )2- (1 +y5 )02 ]
2

(6.4)
Ep, = (e +va)i2 -7 +y3)2] - [ya +y6 )2 - (ys +y,)2]
2
No Exemplo 6.1, temos:
_(22,5-18,5)-(21,5-15) _
Ep= 2 =
£, = (22,5—21,5)2—(18,5—15): 195

Deve-se observar que:
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¢ O Efeito Principal corresponde a média entre contrastes;
e O Efeito de Interacdo corresponde a diferenca média entre contrastes.

De maneira similar, o efeito da interacdo entre os fatores x; e X3 é
calculado como segue (Figura 6.10):

E. = [( Efeito de x, para x5 (+1)) - (( Efeito de x, para x5 (-1))]
137
2

E para o Exemplo 6.1:

_(20-185)-(21-18) _

13 > 75
22
7 g) 22
21
@7 @ af 23
X5 18
5
15 6 / (+)
- X
©) 15 19 () 73
(O IR N C)
(Ys+y;)2=18,5 (Ygtye)2 =20
X3 E13
(Y, +y,)l2=18 Xq (Yry)2=21
+—>
E13

Figura 6.10: Representagdo geométrica do efeito da interagdo entre os fatores x;
e X3, E;3, Exemplo 6.1.

E o efeito de interacdo entre os fatores x, e xz (profundidade de corte e
geometria da ferramenta) é dado por (Figura 6.11):
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_ [( Efeito de x5 para x, (+1)) - (( Efeito de x5 para X, (-1))]

E23 2

e para o Exemplo 6.1:

£, = (22-22)-(16,5-17) _ 0.25

2

(Ysty,)i2=22 (Y Aypi2 =22

X, Eyg

(Y +y,)2 =17 X3 (Ystyel2=16,5

E23

Figura 6.11: Representacdo geométrica do efeito de interacdo entre os fatores x,

e X3, Exemplo 6.1.

Adicionalmente, devemos considerar o efeito da interagdo entre os trés
fatores. A interacao tripla € definida como a diferenca média entre o efeito da
interacdo de dois fatores para nivel (+1) e para o nivel (-1) do terceiro fator.
Assim, no Exemplo 6.1, podemos considerar a interacdo entre a taxa de avancgo,
X1, € profundidade de corte, x, para os niveis (-1) e (+1) da geometria da

ferramenta, X3 (Figura 6.12).

Ou seja, quando o fator x3 esta no nivel (-1), a interagéo entre os fatores

X1 € X, é dada por:

o [(y4 -Y3)- Vo -y )]
2= 5
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Quando o fator x3 esta no nivel (+1), a interagéo entre os fatores x; e X,
é dada por:

[(ys -Y¥7)- (Y6 - Vs )]

EIZ = >

A interacdo entre os trés fatores, E;,; € dada entéo por:

(6.5)

Figura 6.12: Efeito da interacéo tripla, Exemplo 6.1.

No Exemplo 6.1, é dada por:

0-3)_2-0

Eps :2—22:_0,25
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6.3.4. Modo Simplificado para o Célculo dos Efeitos

A partir da matriz de planejamento, formamos a matriz
conforme ilustrado abaixo para o experimento do Exemplo 6.1 (Tabela 6.6):

de célculo,

Teste Efeitos Principais Efeitos de Interacéo y
| X1 X Xz | XeXo | Xy X3 | XoX3 | Xq X2 X3
1 +1 ] -1 | -1 | -1 +1 +1 +1 -1 15
2 +1 | +1 | -1 | -1 -1 -1 +1 +1 19
3 +1 | -1 | +1 | -1 -1 +1 -1 +1 21
4 +1 | +1 [ +1 | -1 +1 -1 -1 -1 23
5 +1 [ -1 -1 | +1 +1 -1 -1 +1 15
6 +1 | +1 | -1 [ +1 -1 +1 -1 -1 18
7 +1 [ -1 | +1 | +1 -1 -1 +1 -1 22
8 +1 [ +1 | +1 | +1 +1 +1 +1 +1 22
Tabela 6.6: Matriz de planejamento com efeitos de interagBes para um

experimento 22

As colunas das interacdes sdo formadas através da multiplicacdo das
colunas das interac¢des principais; assim, para o efeito E;, temos:

Assim, para o calculo dos efeitos, o seguinte procedimento é usado:

X1
-1
+1
-1
+1
-1
+1
-1
+1

X

X2
-1
-1
+1
+1
-1
-1
+1
+1

= X1 Xo

+1
-1
-1
+1
+1
-1
-1
+1

e multiplique o resultado y pela coluna da matriz de calculo correspondente ao

efeito que se deseja calcular;
e some os valores obtidos e;
¢ divida pela metade do nimero de condig8es de teste, N/2.

Por exemplo, para E;, no Exemplo 6.1, temos:
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X1 X y
-1 X 15
+1 X 19
-1 X 21
+1 X 23
-1 X 15
+1 X 18
-1 X 22
+1 X 22
Soma = 9

Soma / (N/2)=E; =2,25

O mesmo procedimento é usado para o calculo de todos efeitos. Por
exemplo, para o efeito da interacéo Ej,, temos:

X1 X X y
+1 X 15
-1 X 19
-1 X 21
+1 X 23
+1 X 15
-1 X 18
-1 X 22
+1 X 22

Soma = -5

Soma / (N/2)=-1,25

Em experimentos com réplicas, para cada uma das N combinagfes de
teste, teremos n respostas, isto é, yi, Y»,..., Yo. Para o calculo dos efeitos,
consideremos a resposta média:

M:

Yij

_ =
Yi=
n

Assim, por exemplo, para o calculo do efeito principal E,, temos:



(-1)X(Zn: Yqj / nj+(+l) x(i Y3 /n]+ ...... +(+1) (Zn: Vs /nJ
1 1 1

E1: =

2

E, = (6.6)

nxz%

6.4. Modelo Mateméatico para a Resposta

O modelo matematico da variacdo da resposta, y, em funcéo dos fatores
de controle pode ser aproximado por um polindmio. Para um experimento fatorial
23, 0 polindmio contém os seguintes termos:

Yy=bo+ by Xy + Dy Xy + b3 Xg+ D1p Xy Xo + D13 Xg Xz + Doz Xo X3+ D1og Xy Xo X5 + €

Os coeficientes deste polindmio sdo estimados pela metade dos valores
dos efeitos correspondentes. Isto porque os coeficientes medem a mudanca da
resposta, y, por unidade de mudanca dos fatores de controle (por exemplo de 0
a 1), enquanto que os efeitos medem a mudanca em y para uma mudanca de
duas unidades dos fatores de controle (de -1 a +1).

Para o Exemplo 6.1, temos:

b,=—t=2"=1125
2 2

~ _E

2—71—5’—225—2,625

~ _E; -0,25

by=—2=—""=-0,125 6.7

375 5 (6.7)

N E -

by, _712_1’725_ -0,625

n E -

bys _$_%_ -0,375

-~ _E

b23—%:% 0,125

R E -

bios _%:%_ -0,125



O coeficiente by é estimado pela média das observacdes, ou seja:
~ 1
b= Datyatyst . tyy] (6.8)

No exemplo 6.1 temos:

Pode-se notar que entre os coeficientes estimados existe diferenca
significativa em magnitude e sinal. Isto mostra, no minimo, que nem todos os
efeitos sdo igualmente importantes. Na verdade, alguns dos efeitos de valores
pequenos, poderiam ser apenas um reflexo do erro experimental, ou seja, a
importancia de um efeito deve ser julgada pela comparacdo do valor deste efeito
com o valor de erro experimental. O Quadro de ANOVA pode ser usado para
julgar a significancia de um efeito.

6.5. Quadro de ANOVA para Experimento Fatorial

Em experimentos de um Unico fator, o quadro de ANOVA ¢ usado para
testar se o efeito da mudanca de nivel de um fator ou de uma variavel bloco é
significativamente diferente de zero.

Em experimentos fatoriais, calcula-se os valores médios dos efeitos
principais e de interacdo. No Exemplo 6.1, vimos que alguns dos efeitos sédo
relativamente pequenos e portanto podemos supor que eles ndo sejam
significativamente diferentes de zero. Uma maneira objetiva de testar a
significancia dos efeitos é através do quadro de ANOVA da Tabela 6.7.

Para qualquer um dos efeitos, a Soma de Quadrados (Sg) é dada por:

K (=32
SE _n 2" (B) (6.9)
4
A Soma de Quadrados Total (Sp) € dada por:
m a0 T 2
SD:Z > Yij ——— (6.10)
i=1 j=1 n.m

ondem= 2% e
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SR = SD - SEl - SEZ - SE3 - SE12 - SE13 - SE23 - SE123 (611)
Fonte de Soma de Graus de Quadrado Razao F
Variacao Quadrados. Liberdade Médio
E S 1 2 2 2
! & Sg1 SE1 / SR
E S 1 2 2 2
2 £2 SE2 SEZ / SR
E S 1 2 2 2
3 & SES SES / SR
Inter. E S 1 2 2 2
12 E12 SE12 SE12 /SR
Inter. E S 1 2 2 2
3 E13 S'E13 SE13 /SR
Inter. E S 1 2 2 2
23 £23 SE23 SE23 /SR
Inter E S 1 2 2 2
123 F123 SE123 SE123 / SR
Erro Sk 2(n-1) g2
R
Total Sp n2“-1

Tabela 6.7: Quadro de ANOVA para experimento fatorial 2°, n réplicas.

Em geral, para um experimento fatorial 2, o quadro de ANOVA sera

como indicado a seguir (Tabela 6.8).

A Andlise de Variancia é o procedimento formal para determinar quais
efeitos sdo diferentes de zero. Entretanto, para experimentos ndo replicados,
outros métodos devem ser aplicados (como sera visto na secao 6.7).
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Fonte de Variacéo Soma de Graus de
Quadrados Liberdade
Efeitos Principais
Eq Skl 1
=) Sk2 1
Ey Sex 1
K .
5 Interacao a dois
Fatores
Ew Se12 1
Eis Sk13 1
Eix Skik 1
K
3 Interacdo a trés
Fatores
E123 SE123 1
E124 SE124 1
Eiik Sk1ik 1
Kk
K =1 Fatores Interacdo
E123 k 85123 k 1
Erro Se 2" (n-1)
Total St n2“- 1

6.6. Calculo dos

Tabela 6.8: Quadro de ANOVA para o experimento fatorial 2,

Replicados

Considere o seguinte experimento fatorial 2*:

Erros-Padrbes dos

131

Efeitos usando Experimentos

Exemplo 6.2: Com o objetivo de reduzir o desvio dimensional de uma peca
usinada, deseja-se determinar qual € a melhor combinagdo dos niveis dos
fatores de controle do processo, conforme segue:




e X;: Set-up da ferramenta: (-1) zero; (+1) deslocada do zero (origem);

e X,: Temperatura ambiente: 20 (-1); 25 (+1);

e Xa: Sistema de movimentagéo ferramenta/mesa: indutivo (-1); interferométrico
(+1);

e X4 Mancal do eixo arvore: convencional (-1); aerostatico (+1).

As 16 combinacBes de teste e os resultados (desvio dimensional em
microns), com uma réplica, para cada uma das combinacfes sédo apresentados
na Tabela 6.9. A seqiéncia de realizagdo dos testes é indicada entre
parénteses.

Teste X1 X2 X3 X4 Yi1 Yi2
1 - - - - 147 -008(29)
2 + - - - 179(10) -1.01(24)
3 -+ - - 039(14) 0.17(32)
4 + o+ - - 0502 @ -0.24(21)
5 . -+ - 0200 01727
6 + -+ - 079(6)  -0.64(30)
7 -+ + - 122(13)  0.28(20)
8 + o+ 4 - 021(8)  0.28 (18)
9 - - -+  040(1) -0.65(31)
10 + - - 4+  .063(15 -1.19(25)
11 S+ o4 047 (3) 0.4 (17)
12 + 4+ -+ -001(5  -003(23)
13 - -+ 4+ 120(12) 064 (29)
14 + - + + -1.17 (4) 0.14 (19)
15 - + + + 0.48 (16) 1.06 (22)
16 + + 4+ + 040(11)  0.34 (26)

Tabela 6.9: Planejamento de experimento fatorial 2*, com resultados, Exemplo
6.2.
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A Tabela 6.10 apresenta a matriz de calculo dos efeitos principais e de

interacao.

T. | 1 2 3 4 12 | 13 | 14 | 23 | 24 | 34 | 123 | 124 | 134 | 234 (1234 yi

1 + - - - - + + + + + + - - - - + |-0.76
2 + + - - - - - - + + + + + + - - |-1.40
3 + - + - - - + + - - + + + - + - [0.28
4 + + + - - + - - - - + - - + + + [-0.37
5 + - - + - + - + - + - + - + + - [-0.02
6 + + - + - - + - - + - - + - + + [-0.72
7 + - + + - - - + + - - - + + - + |0.75
8 + + + + - + + - + - - + - - - | 0.25
9 + - - - + + + - + - - - + + + - [-0.53
10 + + - - + - - + + - - + - - + + |-0.91
11 + - + - + - + - - + - + - + - + |0.46
12 | + + + - + + + - + - - + - - |-0.02
13 + - - + + + - - - - + + + - - + |0.97
14 + + - + + - + + - - + - - + - - |-0.52
15 + - + + + - - - + + + - - - + - [0.77
16 + + + + + + + + + + + + + + + + |0.37

Tabela 6.10: Matriz de célculo dos efeitos,

Exemplo 6.2.

Devemos assumir que o erro experimental de uma observacdo é o
mesmo para todas as observacdes, ou seja, que a varidncia € a mesma para
todas as observacdes e que as observacdes sdo independentes.

Quando calculamos os efeitos principais e secundarios, calculamos o
valor médio dos efeitos para a média da distribuicdo dos resultados. Podemos
entdo determinar o erro-padrdo de um efeito a partir da variancia das

observacdes.

Para cada amostra (condi¢do de teste), a variancia comum 0'5 pode ser

estimada pela variancia amostral. Assim, para a condi¢cdo de teste 1 temos:

SZ=

_ -V )2 +(Y12 - V1 )2

2-1

SZ=0.9248

Da mesma forma, para o Exemplo 6.2, podemos calcular 15 estimativas

de 05, conforme segue:
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S2=0.3042 $2=0.03125

$2=0.0242 SZ =0.1568
SZ =0.0338 SZ =0.00045
SZ2 =0.06845 &, =0.00020
$2=0.01125 5 =0.21125
S2=0.4418 S2, =0.085805
SZ =0.00245 Sk =0.1682
SZ =0.0018

Como assumimos que existe uma varidncia comum a todas as 32
observagfes, cada variancia amostral € uma estimativa da varidncia comum,

05. Uma estimativa Unica e mais precisa desta varidncia comum é dada pela
média ponderada destas variancias, ou seja:

_ Vi STV, SP+.Hvig Sy

SZ
P Vi +Vo .. +V
1HVp . H Vg

De um modo geral:
u 2
2. V1 S;
2 _i=1
Sp=—r
Vi

(6.12)

o8

1

onde m =2
Quando todas as combinagfes de teste sdo repetidas o0 mesmo nimero
de vezes (i. e. Ny =n, =... =Ny, =n), a expressao acima se reduz a:

_SZ+Si+..+8S2
m

82

2 (6.13)

Se, para cada combinagdo, o teste é repetido uma vez (n = 2), a
expressdo acima pode ser escrita como:

2 2
sgziﬂzﬁ (6.14)

= m 2m
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onde di =y, - y;.

Para o Exemplo 6.2, temos:

SZ+S2+..+S% 0.9248+..+0.0018

S3=
P 16 16

S5 =0.20242
Para a estimativa da variancia associada aos efeitos principais e de

interacdo, parte-se da suposicdo que as observacdes séo independentes, cada
uma com variancia 0'5 . Assim, para o efeito do fator x; temos:

E, :%[(Vz 1)+ (Vs - V3 )+ (Vaa - V13)+ (Vas - V15 ) |

ou

_Yaa Yoo Y1 Y2t -t Yie1 1 Y162~ Y151~ Yis,2
16

E;

Sob a suposicdo que as observacbes sdo independentes, cada uma
com variancia 6}2, , podemos escrever:

Var (El ):Var [ Yout Yoo -Yi1-Yiat Vg1t Vieo - Yis1 - Vis2 J

16
Ou seja,
1
Var (€, )= o< (o +0% +..4 07
32
V E,)J=—
ar (E,) 256 Y
0_2
Var (E, )= ?y (6.15)

135



Como cada efeito € uma combinacédo linear das (n x m) respostas, a
variancia de todos os outros efeitos € a mesma que a variancia de Ej, ou seja:

4 2
s2=45 (6.16)
nxm
onde m = 2%,
Para o Exemplo 6.2:
52 = 0.20242 —0.0253

A raiz quadrada de SZ é chamada de “erro padrdo” de um efeito, ou
seja:

s.e. = Sg =0.159

A variancia da resposta média, y , é dada por:

Var ()zf):Var [—yl T yZI\JIr = Y J:N_lz (N 05)

onde N=mxn.

Portanto,
Sz
Sr?wed =WP (617)
No Exemplo 6.2, temos:
Sheq = 0.0795

Teste de Hip6teses para determinacdo dos efeitos estatisticamente
significantes

Como queremos testar se os efeitos séo significativamente diferentes de
zero, nosso teste de hipéteses é da forma:
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Ho: He =0
H1: HE¢0

ou seja, nossa hipétese nula é que o efeito (média) é zero, contra a hip6tese
alternativa, que o efeito é diferente de zero. A estatistica “t de student” é usada
para o teste, conforme segue:

Ei-pe _Ei (6.18)
SE SE

t=

A estimativa do desvio padrdo, Sg, tem [2k (n-1)] graus de liberdade
(cada condicdo de teste fornece uma estimativa de o2 com (n-1) graus de

y
liberdade).

Para o Exemplo 6.2:

A Tabela 6.11 apresenta o valor da estatistica t para os diferentes
efeitos.

Nesse caso, 0 nimero de graus de liberdade é 16 = 2 (2-1). Para a =
0,5 (5% de chance de cometer o erro tipo 1), temos (Tabela Il):

ty2y =2.120
Efeito | Estimativa do Valor da Efeito | Estimativa Valor da
Efeito Estatistica t do Efeito Estatistica t

= -0.654 -4,1132 Eos -0.154 -0.9686
E, 0.794 4,9937 Eas 0.009 0.0566
E; 0.638 4.0126 Eios 0.172 1.0818
E, 0.322 2.0252 Ei4 0.101 0.6352
Ei 0.147 0.9245 Ei34 -0.138 -0.8679
Ei3 -0.117 -0.7358 Eosa -0.104 -0.6541
Eis -0.031 -0.1950 Ei234 0.0121 0.7610
Eos -0.191 -1.2013

Tabela 6.11: Estatistica t Associada aos Efeitos, Exemplo 6.2.
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Portanto, com excecéo de E;, E, e Ej, todos os outros efeitos tem um
valor t associado dentro do intervalo [- t,,.; t,2,] € portanto na regido em que a
hipétese nula é aceita. Como o valor da estatistica t para os efeitos E;, E; e E;
sdo maiores, em valor absoluto, que t,»,, assumimos que esses efeitos sédo
significativamente diferentes de zero.

As estimativas dos efeitos obtidas através do experimento sdo valores
de uma distribuicdo centrada em pg,, fg,,..., 1. O teste de hiplteses

mostrou que alguns dos efeitos sdo diferentes de zero. Podemos ainda calcular
o intervalo de confianca, que para amostras pequenas € dado por:

Ei -tuoy S <mg < Ej+typ, Sg
e para a média é dado por:

Y-tuoy Svep <tvep < Y + tyoy Swvep

6.7. Analise de Resultados em Experimentos Fatoriais ndo Replicados

Em algumas situacdes ndo é possivel nem desejavel repetir um
experimento fatorial 2. Nesses casos, ndo é possivel obter uma estimativa
independente do erro experimental para julgar a importancia dos efeitos
principais e de interacao.

Existem alguns métodos que podem ser empregados para julgar a
importancia relativa dos efeitos. Um deles é através do uso de graficos de
probabilidade normal para isolar os efeitos importantes daqueles que se
diferenciam de zero apenas devido ao erro experimental.

O uso do gréfico de probabilidade normal se baseia no fato de que os
efeitos que sdo despreziveis se distribuem segundo uma distribuicdo normal
centrada em zero e com variancia o e portanto, estes efeitos tendem a se
concentrar ao longo de uma reta no grafico. Enquanto que os efeitos
significativos (diferentes de zero) n&o cairdo ao longo dessa reta.

Para a construcdo do grafico de Probabilidade Normal, os seguintes
passos sao seguidos:

1. Ordenar os efeitos em ordem crescente;
2. A probabilidade acumulada é dada por:

~100(i-0.5)
2% -1
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No Exemplo 6.2, P; é dada por:

e a probabilidade acumulada é dada pela Tabela 6.12.

__100(i-0.5)

15

Numero de | Estimativas de | ldentificacdo dos Probabilidade
Ordem, i Efeitos E; Efeitos Cumulativa, P; (%)
1 -0.654 1 3.3
2 -0.191 23 10.0
3 -0.154 24 16.7
4 -0.138 134 23.3
5 -0.117 13 30.0
6 -0.104 234 36.7
7 -0.031 14 43.3
8 0.009 34 50.0
9 0.101 124 56.7
10 0.121 1234 63.3
11 0.147 12 70.0
12 0.172 123 76.7
13 0.322 4 83.3
14 0.638 3 90.0
15 0.794 2 96.7

Tabela 6.12: Probabilidade Acumulada da Distribuicdo dos Residuos.

O gréfico de Probabilidade Normal é apresentado na Figura 6.13.
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N
(6]
Probabilidade acumulada

* Efeito de
Interagdo
Efeito

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 Principal

Estimativa dos Efeitos

Figura 6.13: Grafico de Probabilidade Normal, Exemplo 6.2.

A andlise do grafico revela que efeitos E,, E, e E; sdo significativamente
diferentes de zero, o que confirma o resultado obtido anteriormente e ilustra a
aplicacéo deste método para situacdes em que os dados nao sejam replicados.

Para garantir a aplicagcéo efetiva desse método, recomenda-se que ele
seja usado para experimentos fatoriais 2% com pelo menos 4 fatores. Com
menos que quatro fatores, se varios dos efeitos tiver média verdadeira diferente
de zero, se torna dificil decidir qual das estimativas pertencem a uma
distribuicAo com média igual a zero.

6.8. Construcdo do Modelo Matematico

Vimos, através do teste de hipdteses (para a determinagdo dos efeitos
estatisticamente significantes, secdo 6.5) que, para o Exemplo 6.2, os efeitos E;,
E, e E; séo significativamente diferentes de zero.

Vimos também que a variagdo da resposta em funcédo dos fatores de
controle pode ser aproximada por um modelo matematico onde os coeficientes
do polinémio sdo estimados pelos valores dos efeitos (sec¢édo 6.3).

Portanto, 0 nosso modelo de aproximacgdo para um experimento fatorial
2* contém os seguintes termos:
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y=bg +by X3 +by Xp +03 X5 +by Xg +byp X3 Xp +Dyg Xg X3 +Dyg Xg Xg +
Dag Xp X3 +Dpy Xy Xg +Dgg Xg Xg +D155 X3 Xy Xz +D1pg Xg Xp Xg +

D13s X1 X3 X4 +0254 X5 X3 X4 +D1o34 X1 X5 X3 Xy
onde by é estimado pela média das observagdes, ou seja
I _
b0_2_k y1+y2 +"'+y(2k)

Para o Exemplo 6.2, considerando que apenas os efeitos E;, E, e E3 séo
significativamente diferentes de zero, podemos simplificar nosso modelo
matematico para:

y=by +b; x; +b, X, +b3 X5

Sabemos que os coeficientes by, b,, e b; sdo estimados por (equagéo
6.7):

=—t="2—.0.327
2 2

~ _E :

bz__zzﬁ =0.397
2 2

~ E, O

=228 4319
2 2

e que o coeficiente b, € estimado por (equacao 6.8):

Média 37:% [-0.76-1.4+0.28+...+0.370] =-0.087

Como o desvio padrdo para média € dado por (equacédo 6.17):

Syp = 2
MED —  — ¢
JIN

para o Exemplo 6.2 temos:
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N=n.2K=216=32

,  SE+SZ+.+S% 0.9248+..+0.0018

S
F 16 16

$5=0.20243

Syiep =0.169

Sendo a estatistica t da por:

—-0.087

ft=— Y _ =1,004 ,
S y 0.20243

o valor da estatistica t esta no intervalo de aceitagédo da hip6tese nula (i.e. que
a média ndo é significativamente diferente de zero, Ho: p = 0) para uma
confianca de 99% e grau de liberdade igual a 16. Portanto, podemos considerar
a média como sendo igual a zero e portanto desprezar o coeficiente by. Assim, o
modelo matematico do Exemplo 6.2 é simplificado para:

y =-0.327 x; + 0.397 x, + 0.319 x3

Este modelo pode entdo ser usado como uma ferramenta para a
melhoria da qualidade do processo. Entretanto, antes disso, precisamos ter
certeza que o modelo é uma representacao adequada do problema em estudo.

6.9. Diagndstico do Modelo Aproximado

O modelo matematico pode ser usado para calcular a resposta esperada
para cada uma das condi¢Bes de teste. Se 0 modelo usado contém todos os
termos necessarios para adequadamente prever a resposta, a diferenca entre os
valores estimados e os dados e;; =( Vi, - Y;), deve apresentar o seguinte

comportamento:

a) deve ser centrado em zero;

b) deve tender a uma distribuicdo Normal;

¢) néo deve variar em fungéo da resposta prevista;

d) ndo deve haver correlagdo com as variaveis independentes ou sequéncia
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temporal dos teste. Ou seja, os residuos do modelo devem apresentar as
mesmas propriedades do erro experimental.

Alguns testes que podem ser aplicados para verificar a validade dessas
suposicdes sao:
a) Grafico de Probabilidade Normal dos residuos;
b) Grafico dos residuos versus sequiéncia de realizacao dos testes;
c) Gréfico de residuos versus resposta prevista;
d) Graéfico de residuos versus variaveis independentes.

Para cada uma das combina¢des do experimento, podemos prever a
resposta através do modelo matematico. No exemplo 6.2, como apenas Xi, Xo, €
X3 sdo importantes, independente do nivel de x4, a resposta prevista sera a
mesma. Por exemplo para as combinacdes 1 e 9 (Tabela 6.7), a resposta
prevista sera:

§,=-0.327 (-1)+0.397 (-1)+0,319 (-1)=-0.389

Para a condicdo de teste 1, ha duas respostas, y;; =-1.44,evy;, = -
0.08, os residuos séo dados por:

&= (yj-¥1) paraj=1.2
ou seja:

€11 = 1.051
e;» = 0.309

Os residuos para as 32 observagfes sdo apresentados na Tabela 6.13.
A Figura 6.14 apresenta o Gréfico de Probabilidade Normal para os residuos
(teste a). A ndo ser por alguns pontos (devem ser checadas as condi¢bes de
realizagdo do teste e aquisicAo de dados), 0s pontos se aproximam
satisfatoriamente a uma reta, o que indica uma distribuicdo normal e centrada
em zero.
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independentes.

Residuos do modélo
Figura 6.14: Grafico de Probabilidade Normal dos residuos, Exemplo 6.2.

Teste X1 X2 X3 X4 v Vi1 Ordem ei1 Yiz Ordem ep
1 - - - - |-0.389 |-1.440 | (7) |-1.051 [ -0.80 | (28) |0.309
2 + - - - 1.043 [-1.790 | (10) [-0.747 |-1.010 | (24) | 0.033
3 - + - - 0.405 | 0.390 | (14) [-0.015 [0.170 | (32) |[-0.235
4 + + - - |-0249 [-0500 | (2 [-0.251 [-0.240 | (21) [0.009
5 - - + - 0.249 [-0.200 | (9) [-0.449 [0.170 | (27) |[-0.079
6 + - + - |-0.405 [-0.790 | (6) [-0.385 [-0.640 | (30) [-0.235
7 - + + - 1.043 [1.220 | (@3) [0.177 [0.280 | (20) [-0.763
8 + + + - 0.389 [0.210 | (8) [-0.179 | 0.280 | (18) |-0.109
9 - - - + [-0.389 |-0.400 | (1) [-0.011 [-0.650 | (31) |[-0.261
10 + - - +  |-1.043 [-0.630 | (15) [0.413 [-1.190 | (25) [-0.147
11 - + - + |0405 [0470 | (3) [0.065 [0.440 | (17) [0.035
12 + + - + |-0.249 [-0.010 | (5) [0.239 [-0.030 | (23) [0.219
13 - - + + | 0249 [1.290 | (12) [1.041 [0640 | (29) [0.391
14 + - + + |-0.405 [-1.170 | (4 [-0.765 [0.140 [ (19) [0.545
15 - + + + | 1.043 |0.480 | (16) [-0.563 [1.060 | (22) [0.017
16 + + + + 0389 [0.400 | (11) [0.011 0.340 | (26) [-0.049
Tabela 6.13: Residuos das observagdes, Exemplo 6.2.
25
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A Figura 6.15 apresenta o grafico do residuo versus sequéncia temporal,
a Figura 6.16 apresenta o grafico do residuo versus resposta estimada e as
Figuras 6.17 a 6.20 apresentam os graficos de residuos versus variaveis

144



1.2

0.8

0.4 L] °

Residuo

-1.2
5 10 15 20 25 30

Sequéncia temporal
Figura 6.15: Grafico de residuo versus seqiiéncia temporal, Exemplo 6.2.
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Resposta estimada
Figura 6.16: Grafico de residuo versus resposta estimada, Exemplo 6.2.
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Figura 6.17: Grafico de residuo versus variaveis independente x;, Exemplo 6.2.
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Figura 6.18: Grafico de residuo versus variaveis independente x,, Exemplo 6.2.
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Figura 6.19: Grafico de residuo versus variaveis independente x3, Exemplo 6.2.
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Figura 6.20: Gréfico de residuo versus variaveis independente x,, Exemplo 6.2.

A analise desses graficos ndo indica nenhum comportamento
marcadamente caracteristico de ndo aleatoriedade dos residuos, o que leva a
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aceitacdo do modelo matematico (do Exemplo 6.2) como sendo uma
aproximacdo adequada da variacdo da resposta em funcdo dos fatores de
controle.

De um modo geral, algumas possiveis causas de comportamento nao
aleat6rio do residuo, conforme ilustrado na Figura 6.21 sdo relacionadas abaixo
(Devor, Shang e Sutherland):

a) Tendéncia crescente/decrescente no tempo: Devido ao efeito
gradual/consistente de um fator externo n&o considerado no experimento.

b) Deslocamento positivo/negativo: erro na estimativa da média ou efeito
ausente no modelo.

c) Tendéncia periddica: Fator ciclico ndo considerado no modelo (dia-noite-
dia).

d) Tendéncia quadratica: O modelo ndo considerou o efeito de interagdo de
mais alta ordem (modelo ndo adequado).

e) O modelo ndo esta considerando um efeito principal ou de interacdo
associado com a variavel.

f) Variabilidade ndo uniforme: indicacdo do efeito de disperséo do fator.

g) instabilidade do processo de experimentacdo, por exemplo, aprendizado do
operador. Pode-se adicionar um termo dependente do tempo no modelo.

h) Variabilidade n&o uniforme no tempo: A variabilidade da resposta é
proporcional a magnitude. Pode-se transformar os dados para se obter uma
variabilidade constante na unidade transformada (transformacé&o log).

i) Uma ou duas condi¢cdes de teste ndo uniforme. Verificar as condi¢des de
realizagcéo do teste nas combina¢des em questéo.

j) Variabilidade do residuo Desigual: Causas possiveis incluem resultados de
medic&o ndo acuradas, efeito de interacdo ausente.
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Figura 6.21: Comportamento ndo aleatério do residuo.
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6.10. Exercicios Propostos

6.1. Considere um experimento fatorial 2°.

a. construa a matriz de planejamento do experimento (em forma codificada).

b. construa a representacdo geométrica desse experimento, indicando em cada
vértice a condicdo de teste correspondente.

6.2. Descreva uma situacéo, industrial/servigos, em que um experimento fatorial
possa ser realizado para melhorar a qualidade do produto/processo.

a. indique os fatores de controle e seus respectivos niveis

b. a resposta de interesse

c. todas as combinacdes dos niveis dos fatores a serem testadas

6.3. (Devor, Shang e Sutherland, 1992) Uma industria quimica esta interessada
na realizagdo de um experimento para verificar a possibilidade de aumento de
produtividade de um produto em funcdo da variacdo dos niveis de trés fatores:
temperatura (70 e 90 °C), catalisador (A e B) e PH (6 e 7) da solucdo. Os dados
do experimento (volume de producéo) sdo apresentados na tabela abaixo. O
experimento foi replicado uma vez, sendo que a repeticdo foi realizada na
semana 2. A ordem dos testes foi aleatorizada dentro de uma mesma semana
(ndmero entre parénteses).

Teste Temp. Catalis. PH Semanal Semana 2

1 - - - 64.0(5) 61.2(10)
2 + - 72.3(8) 75.5(11)
3 - + - 60.2(1) 61.4(13)
4 + + - 65.3(3) 68.7(16)
5 - - + 62.8(7) 66.2(9)

6 + - + 83.6(4) 84.7(14)
7 - + + 68.9(6) 71.7(12)
8 + + + 76.5(2) 78.1(15)

a. calcule a resposta média para cada condicdo de teste e esquematize a
representacdo geométrica do experimento, indicando em cada vértice o valor
da resposta para a condi¢cdo de teste correspondente.

b. calcule os efeitos principais.

c. se considerarmos que os testes realizados na semana 1 foram feitos por um
operador e os testes realizados na semana 2 por um outro operador,
podemos considerar a variavel operador como um fator em 2 niveis e
reorganizar o experimento como um planejamento 2* nao replicado. Construa
a matriz de planejamento para esse novo experimento, indicando a resposta
para cada uma das combinacgfes
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6.4. Um experimento fatorial 2° foi conduzido para determinar o efeito de
recobrimento da ferramenta de torneamento (x;) e fluido de corte (x) no
acabamento superficial da peca torneada. O nivel (-1) dos dois fatores
representam a auséncia da tecnologia em questdo (ou seja, ferramenta sem
recobrimento e usinagem sem fluido de corte). O nivel (+1) representa o uso de
um fluido de corte recomendado e de um recobrimento recomendado. A
resposta é a rugosidade Ra da superficie em microns. O experimento foi
repetido duas vezes, e os resultados obtidos séo tabelados a seguir:

X1 X2 Ra

-1 -1 4.4 40 3.8
+1 -1 3.2 3.6 35
-1 +1 555750
+1 +1 20 23 24

a. construa a representacdo geomeétrica desse experimento, indicando em cada
vértice a condi¢do de teste correspondente.

b. calcule os efeitos principais

c. calcule o efeito de interacdo e explique como esse efeito é calculado.

6.5. Para o exercicio 6.3, construa a matriz de célculo dos efeitos principais e de
interacéo e calcule os efeitos a partir dela.

6.6. Um experimento fatorial 22 foi realizado para se estudar os possiveis efeitos
da temperatura, tempo e pressao na producdo de um produto quimico. Os
resultados (volume de producéo) sdo apresentados na tabela abaixo (dois
resultados para cada combinagéo de teste).

a. Calcule todos os efeitos
b. calcule a varidncia amostral para os efeitos
c. avalie a significancia estatistica para cada um dos efeitos (para o=0,05).

Teste 1 2 3 vyq Vio

1 - - - 9 11
2 + - - 18 22
3 - + - 4 4
4 + + - 9 11
5 - -+ 7 9
6 + - + 17 19
7 -+ 4+ 5 7
8 + + + 10 14

6.7. Uma industria metal-mecanica realizou um experimento 2° para estudar a
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influéncia, em torneamento de superficies cilindricas, da rotagdo do eixo-arvore
(2400 e 2600 rpm (niveis -1 e +1)), avanco (0,10 e 0,20 mm/rev. (niveis -1 e +1))
e raio da ponta da ferramenta (0,4 e 0,8 mm (niveis -1 e +1)), na rugosidade da
superficie usinada. Os resultados (rugosidade Ra x 100) sdo apresentados a
seguir. A ordem de realizacdo dos testes foi aleatdria.

Teste 1 2 3 y
52
- - 63
+ - 213
+ 206
31
28
110
105

+ 1 4+ ¢ 4+
1 1
+ 4+ + + '

coOo~NOOPM~WNPE
+
+

a. calcule todos os efeitos

b. através de um Gréafico de Probabilidade Normal, identifique os efeitos
significativos.

c. construa um modélo matematico (a partir de a e b) que represente
adequadamente a variagcdo da resposta de interesse em funcéo dos fatores de
controle.

6.8. Para um experimento 2*, cujos resultados s&o apresentados a seguir, use o
Quadro de ANOVA para julgar quais dos efeitos sdo significativos. (Os valores
estimados dos efeitos constam das notas de aula).

Teste 1 2 3 4 yil yi2

1 - - - - -144 -0.08
2 + - - - 179 -1.01
3 -+ - - 0.39 0.17
4 + 4+ - - -050 -0.24
5 - - + -  -0.20 0.17
6 + - + - -0.79 -0.64
7 -+ o+ - 1.22 0.28
8 + + o+ - 0.21 0.28
9 - - - + -040 -0.65
10 + - - + -0.63 -1.19
11 -+ -+ 0.47 0.44
12 + + - + -0.01 -0.03
13 - -+ o+ 1.29 0.64
14 + - + + -1.17 0.14
15 -+ + + 048 1.06
16 + + + + 040 0.34
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6.9. (Devor, Shang e Sutherland, 1992) Em um processo de moldagem de
plastico por injecdo, deseja-se controlar a pressdo de impigimento do plastico
através de 3 fatores que se conhece afetam essa resposta: dimenséao do orificio,
ajuste de pressdo e temperatura. Para isso, um experimento fatorial em dois
niveis é conduzido. Os niveis dos fatores sdo dados a seguir.

Variavel Nivel (-1) Nivel (+1)
Dimensao do orificio (mm) 1.30 1.50
Ajuste de pressao 4.0 4.5
Temperatura (°C) 22 30

A ordem dos testes e os resultados do experimento (pressédo de impingimento)
sdo apresentados a seqguir.

Teste | x1 | x2 | x3 | Ordemteste | Y (psi)
1 - - - 6 1550
2 + - - 8 1925
3 - + - 1 2150
4 + |+ - 2 2350
5 - - + 5 1525
6 + - + 3 1800
7 - + |+ 4 2175
8 + |+ |+ 7 2200

a. A partir da matriz de célculo, calcule os efeitos principais e de interagéo.

b. Através de um grafico de probabilidade normal dos efeitos, proponha um
modelo mateméatico adequado para descrever a variagdo da resposta y em
funcéo dos fatores de controle.

c. Comente sobre a adequabilidade do modelo através de um gréfico de
residuos versus ordem de realizacdo dos testes.

d. Se é desejado controlar a pressdo de impingimento entre os valores 1750 e
1950 psi, quais 0s niveis mais adequados para os trés fatores sendo
experimentados?

6.10. Um experimento fatorial 2° foi realizado para se verificar a influéncia da
temperatura (x1), presséo (x2) e dimenséo do bico injetor (x3) na ocorréncia de
imperfeices superficiais em processo de moldagem por injecdo. Para cada uma
das oito combinaces de teste, 50 pecas foram injetadas. A resposta observada,
para cada combinacdo de teste, foi a incidéncia de pecas com defeitos. Os
resultados sdo apresentados a seguir.
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a. calcule os efeitos principais e de interacdo

b. construa um gréafico de probabilidade normal para as estimativas dos efeitos e
a partir desse grafico conclua sobre quais dos efeitos sdo significativamente
diferentes de zero.

c. construa um modelo matematico aproximado de variacdo da resposta em
funcdo dos fatores de controle. Em seguida, construa um gréfico de residuos
(e.g. diagrama de pontos) e comente sobre a adequabilidade do modélo.
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7. EXPERIMENTOS FATORIAIS FRACIONARIOS

Com um numero grande de fatores, os planejamentos fatoriais com 2
niveis exigem um grande nimero de combinacdes de teste. Por exemplo, um
planejamento com 7 fatores requer 2’ = 128 combinagdes de teste. Com esses
pontos, estimamos uma média, 7 efeitos principais, 21 efeitos de interagcdo com
2 fatores, 35 efeitos de interacdo com 3 fatores, 35 efeitos de interagdo com 4
fatores, 21 efeitos de interacdo 5 fatores, 7 efeitos de interacdo com 6 fatores e
1 efeito de interacdo com 7 fatores. Além disso, os efeitos de mais alta ordem
nao sao significativos e na grande maioria das vezes podem ser desprezados.
Portanto, ha grande interesse pratico em considerarmos fracbes de
planejamentos fatoriais.

7.1. Fracdo (¥2) de um Experimento Fatorial 2k

Considere um experimento fatorial 2*. Nesse caso, 0 experimento
completo envolve 16 combinag¢des. Suponha que queiramos reduzir 0 nimero
de combinacdes de teste par 8. Entdo, queremos realizar metade de um
experimento 2°, ou seja, 2*/2 = 2** = 8 combinacdes.

Portanto, o experimento basico & um exemplo 2°, ou seja:

%.24 =2*! = 8 combinacdes

Portanto, o experimento basico € um experimento 2, com uma matriz de
planejamento ilustrada abaixo (Tabela 7.1).

Teste X1 X X3

1 - - -
2 + - -
3 - + -
4 + + -
5 - - +
6 + - +
7 - + +
8 + + +

Tabela 7.1: Matriz de planejamento para experimento 23,

Entretanto, uma quarta varidvel, x4, precisa ser introduzida neste
planejamento. Suponha que X, seja introduzida no experimento de forma que a
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coluna de sinais correspondente ao efeito 123 seja utilizada para definir os
niveis de x4, para as 8 combinacdes de teste, conforme ilustrado na matriz de
Planejamento abaixo (Tabela 7.2).

Teste 1 2 3 4 =123
1 - - - -
2 + - - +
3 - + - +
4 + + - -
5 - - + +
6 + - + -
7 - + + -
8 + + + +

Tabela 7.2: Matriz de planejamento para experimento fracionario.

E a matriz de calculo dos efeitos para um planejamento como esse é
dado por (Tabela 7.3):

Teste| | 2 13[14[12]13]14123)124(34(123]124(134]234|1234
1 + R R - - - +
2 + R R NN - - + +
3 + + |-+ |-+ -]-+]-]+ - + - +
4 + + - -+ - - -] -+ - - + + +
5 + R R - - +
6 + R N + - + +
7 + + |+ - --+|+]-|-]- + | + - +
8 + + |+ |+ [+ [+ |+ |+ +|[+]| + |+ ]|+ ]|+ +

Examinando a matriz de célculo, podemos perceber que
colunas sdo idénticas. Das 16 colunas, apenas 8 sdo Unicas,

Tabela 7.3: Matriz de calculo, experimento fracionario 2**.

muitas das
ou seja, a

combinacdo linear para o calculo do efeito da varidvel 1 € o mesmo que para o
célculo do efeito da interacdo entre 234. Da mesma forma temos 0s seguintes

confundimentos:

12 e 34
13 e 24
23 el4
Médial e 1234

O que isto significa? Quando multiplicamos a coluna 12 pela coluna de
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dados e dividimos por 4, obtemos uma estimativa do efeito da interacdo 127 ou
34? ou ambas?

Neste caso essas duas interacdes sdo ditas “confundidas”. Ou seja, o
valor obtido é na verdade a soma dos efeitos das interacbes 12 e 34.
Similarmente, temos o confundimento entre os outros efeitos listados acima.
Assim, as 8 colunas diferentes entre si, quando multiplicada pela coluna de
dados e dividindo por 4 (N/2), sdo usadas para se obter as combinac®es lineares
lo, I1, I, ..., l123 de efeitos confundidos.

Assim:

lo estima Média + (¥2) 1234
Iy estima 1+234

I, estima 2+134

Is estima 3+124

P estima 12+ 34

I3 estima 13 +24

I3 estima 23+14

l123 estima 4 +123

Se assumimos que as interacdes de 3 fatores e de 4 fatores podem ser
desprezadas, o experimento produz as seguintes combinacdes lineares.

lo estima Média
Iy estima 1

I, estima 2

I3 estima 3

Py estima 12+ 34
I3 estima 13 +24
I3 estima 23+14
l123 estima 4

Portanto, esse experimento em 4 fatores, 2 niveis e 8 combinagfes de
teste € chamado “experimento fatorial fracionario”. .

E um caso especifico da classe geral de experimento fracionario 27,
onde:

a) k fatores sdo examinados;

b) em 2kP combinacgBes de testes;

c) requerendo que p das variaveis sejam introduzidas no experimento fatorial
completo 2**;

d) onde as colunas de interacdo da matriz de célculo de um experimento
fatorial 2P sdo usadas para a introducdo das variaveis.
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7.2. Sistema para Definicdo do Padrao de Confundimento

Suponha que se queira estudar o efeito de 5 fatores na resposta de um
processo. Usando experimento fatorial, um experimento completo implica em 32
combinacdes. Entretanto, apenas 8 testes sdo possiveis de ser realizadas.
Portanto, apenas trés variaveis podem ser acomodadas em um experimento
fatorial completo, ou seja:

Assim, 8 testes corresponde a uma fracao igual a ¥a de um experimento
2°, ou seja:

Y, 2°5=2% 2°=2%2

Para definir as condi¢cbes de teste para 5 varidveis, 5 colunas de (+/-)
sdo necessarias. Com 8 combinacgdes de teste, apenas 3 variaveis séo incluidas
num experimento fatorial completo.

Portanto, 2 variaveis devem ser introduzidas no planejamento basico 28,
Podemos entdo introduzir as varaveis 4 e 5 nas colunas correspondentes a 12 e
13, conforme ilustrado na Matriz de Planejamento abaixo (Tabela 7.4):

Teste | 1 2 3 4=12 5=13 23 123 'y
1 + - - - + + + - Y1
2 + o+ - - - - + + Yo
3 + - 4+ - - + - + Y3
4 + o+ o+ - + - - - Ya
5 + - -+ + - - + Vs
6 + + -+ - + - - Y6
7 + - + o+ - - + - Y7
8 + + o+ o+ + + + + Y
I0 I1 IZ I3 |12 |13 |23 I123

Tabela 7.4: Matriz de planejamento, experimento fracionario 2%2,

Estas sete colunas mais a coluna (I) constituem a matriz de calculo do
experimento fatorial 2°. Isto significa que a média, efeitos principais e de
interacao entre as 5 variaveis estdo confundidos em 8 combinag®es lineares dos
dados. A questdo que permanece é determinar qual efeito € confundido com
qual.

159



7.2.1. Gerador e Relacao Definidora

Da matriz de calculo acima, temos as igualdades

4=12
5=13
Essas duas igualdades sdo os geradores do experimento 2°2. Quando
multiplicamos uma coluna por ela mesma, uma coluna de sinais positivos é
produzida, correspondente a coluna | da tabela 7.3. Portanto, temos:

4x4=12x4 e 5x5=13x5

0 que se reduz a:

=124, 1=135
Portanto:
124 =135
ou
124 x 124 = 124 x 135
0 seja:
| =2345
e portanto:

I =124 =135 =2345

A identidade acima é definida como a relagdo definidora do
planejamento considerado.

O padrao de confundimento é revelado através da multiplicacéo de cada
coluna da matriz de célculo do experimento bésico (Tabela 7.4) pela relagédo

definidora. Assim, para um experimento fracionario 2°?, temos:
Para a coluna 1:

1x1=1x124=1x135=1x2345
1=24=35=12345

ou seja, |, estima 1 + 24 + 35 + 12345
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para a coluna 2 temos

2Xx1=2x124=2x135=2x 2345
2=14=1235=345

ou seja, |, estima 2 + 14 + 1235 + 345
E assim procedendo para todas as outras colunas chegamos ao padréo
de confundimento abaixo:

I3 estima 3+ 1234 + 15 + 245

lio estima 12 + 4 + 235 + 1345

li3 estima 13 +234 +5 + 1245

los estima 23 +134 + 125 + 45

li23 estima 123 + 34 + 25 + 145
e

lo estima Média + %2 (124 + 135 + 2345)

Como os efeitos predominantes séo os efeitos principais e de interacdo
de 2 fatores, o padrdo de confundimento pode ser reduzido para:

Média
1+24+35
2+ 14
3+15
12+ 4
13+5
23 +45
34 + 25

lo
ly
I,
l5
I12
I13
|23
I123

VIL I dddd

Para um experimento 2°2 temos um padrdo de confundimento entre
efeitos principais e de interagdo de 2 fatores, o que torna dificil a andlise do
experimento. Entretanto, se considerarmos uma fracdo (¥2) de um experimento
2° (ou seja 16 combinagBes ao invés de 32), temos um experimento fatorial
fracionario 2°*, ou seja:

Y, 2°=21 2°=2%

Nesse caso nosso experimento basico é um experimento fatorial 2°, e
podemos usar qualquer uma das colunas da matriz de célculo correspondentes
ao efeitos de interagdo para introducdo da 5% variavel. Usando a coluna da
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interacao 1234 (Tabela 7.5), nosso gerador do planejamento fracionario é:

5=1234
E a nossa relacao definidora é

| =12345

Teste | 1 2 3 4 12 13 14 23 24 34 123 124 13 23 1234=

4 4 5

1 4+ - - - - + + + + + + - - - - +

2 0+ + - - - - - -+ o+ o+ o+ o+ o+ - -

3 0+ -+ - - -+ 4+ - -+ o+ 4+ -+ -

4 + + 4+ - - o+ - - - -+ - -+ o+ +

5 + - - + - 4+ - 4+ - 4+ - 4+ -+ o+ -

6 + + - + - - o+ - -+ - -4+ -+ +

7 0+ - + + - - - 4+ o+ - - -+ o+ - +

8 + + + + - 4+ + - + - -+ - - - -

9 + - - -+ 4+ o+ -+ - -4+ + o+ -

10 + + - - + - -+ 4+ - -+ - - 4+ +
11 + - + - + - 4+ - -+ -+ -+ - +
12 + + + - + + - + - + - -+ - - -
13 + - - 4+ + + - - - -+ o+ o+ - - +
14 + + - + + - + + - -+ - -+ - -
15 + - + + + - - - + + + - - -+ -
16 + + + + + + + + + + + + + + + +

I123 I124 |134 |234 |1234

S
=
N
o
=
=
N
=
w
=
o
o
w
o
~
o
S

Tabela 7.5: Matriz de calculo basico, experimento fracionario 2°™*,
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Portanto nosso padréo de confundimento sera:

Relacao Confundimento Relacéo Confundimento
1=2345 |, —» 1+2345 23 =145 s > 23+
145
2=1345 |, —» 2+1345 24 =135 by —»> 24+
135
3=1245 |3 —» 3+1245 34 =125 lzs > 34+
125
4=1235 |, » 4+1235 123 =45 lp3— 123 +
45
12 =345 |12 — 12+ 345 124 =35 |124 — 124 +
35
13 =245 |13 — 13+ 245 134=25 |134 — 134 +
25
14 =235 Il4 — 14+ 235 234 =15 |234 — 234 +
15
1234 =5 |1234—) 1234 +
5

1=12345 |, — Média +
15 (12345)

Assumindo que os efeitos de interacdo de 3, 4 e 5 fatores séo
despreziveis, as colunas da matriz de calculo do experimento basico (2°)
estimam os seguintes efeitos:

|0 — Média |4 - 4 |23 - 23 |124 — 35
|1 - 1 |12 — 12 |24 — 24 |134 — 25
|2 - 2 |13 — 13 |34 — 34 |234 — 15
|3 — 3 |14 — 14 |123 — 45 |1234 — 5

Exemplo 7.1: (Box, Hunter e Hunter, 1978) Considere um reator quimico onde a
resposta, y, é a porcentagem do produto obtido, e as variaveis de interesse séo:

Variavel Nivel -  Nivel +
1. Taxa de alimentag&o 10 15

2. Catalizador (%) 1 2

3. Taxa de agitacéo (RPM) 100 120

4. Temperatura (°C) 140 180

5. Concentragao % 3 6
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Os resultados de um experimento fatorial completo sdo dados na
Tabela 7.6.

Teste 1 2 3 4 5 y | Teste 1 2 3 4 5 y
1 - - - - - 61 17 - - - - + 53
2 + - - - - B3 18 + - - - + 63
3 - + - - - 63 19 - + - - + 70
4 + o+ - - - 61 20 + o+ - - + 65
5 - - + - - B3 21 - - + - + 59
6 + - + - - 56 22 + - + - + 55
7 - + 4+ - - 54 23 - + 4+ - + 67
8 + + 4+ - - 61 24 + + 4+ - + 65
9 - - -+ - 69 25 - - -+ + 44

0 + - - + - 61| 26 + - - + + 45
11 - + - + - 94 27 - + - + + 78
12 + + - + - 93 28 + + - + + 77
13 - - + + - 66 29 - - + + + 49
14 + - + + - 60 30 + - + + + 42
15 - + + + - 95 31 - + + + + 81
16 + + + + - o8 32 + + + + + 82

Tabela 7.6: Matriz de planejamento e resultado de experimento, Exemplo 7.1.

A estimativa dos efeitos principais e de interagdo para esse experimento
sdo apresentados na Tabela 7.7.

Através do Gréafico de Probabilidade Normal dos efeitos, podemos
identificar aqueles que séo significativamente diferentes de zero. A partir do
Gréfico da Figura 7.1, percebemos que os efeitos significativos sdo: 2, 4, 5, 24 e
45.

Podemos em seguida considerar metade dessas observac¢des. Assim,
consideremos um experimento fatorial fracionario 2°! onde A 52 variavel seja
introduzida na coluna correspondente ao efeito 1234 do experimento basico 2°.

Nesse caso, 0 gerador do experimento é:

5=1234
E, portanto:
| =12345

A matriz de planejamento para esse experimento e o padrdo de
confundimento sdo apresentados a seguir (Tabela 7.8 e Tabela 7.9):
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Efeitos Estimativa de Efeitos Efeitos Estimativa de Efeitos
1 -1,1875 124 1,5625
2 19,6875 134 -0,5625
3 -0,4375 234 1,3125
4 10,9375 125 -2,0625
5 -6,4375 135 -2,6875
12 1,1875 235 -0,0625
13 0,5625 145 0,4375
23 0,6875 245 -0,4375
14 -1,625- 345 -0,0625
24 13,0625 1234 -0,1875
34 1,9375 1235 1,6875
15 0,3125 1245 0,8125
25 2,1875 1345 1,1875
35 1,0625 2345 -0,4375
45 -10,8125 12345 -0,6875
123 1,6875

Tabela 7.7: Estimativa dos Efeitos, Exemplo 7.1.

/

/
¢
b

f 4
f
2

-15 -10 -5 0

5

10

15

Estimativa dos efeitos

20

25

Probabilidade acumulada

® Interagdo
Efeitos de
+  Principais
Efeitos

Figura 7.1: Grafico de Probabilidade Normal dos efeitos, Exemplo 7.1.
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Teste 1 2 3 4 5 y
-1 -1 -1 -1 +1 530
+1 -1 -1 -1 -1 53,0
-1 41 1 -1 -1 63,0
+1 +1 -1 -1 +1 65,0
-1 -1 41 1 -1 53,0
+1 -1 +1 -1 +1 550
-1 +1 +1 -1 +1 67,0
+1 +1 +1 -1 -1 61,0
-1 -1 -1 +1 -1 69,0
+1 -1 -1 +1 +1 45,0
78,0
+1 +1 -1 +1 -1 930
-1 -1 +1 +1 +1 49,0
+1 -1 +1 +1 -1 60,0
1 41 41 41 -1 95,0
+1 +1 +1 +1 +1 82,0

e e e
SRR REBowom~voorwN R

1

=

+

[

1

[

+

o

+

=

Tabela 7.8: Matriz de planejamento, experimento fracionario 2°*, gerador:
5=1234

Efeito  Efeito Confundido

1 2345
2 1345
3 1245
4 1235
5 1234
12 345
13 245
23 145
14 235
24 135
34 125
15 234
25 134
35 124
45 123

Tabela 7.9: Padréo de confundimento, experimento fracionario 2>t gerador
5=1234.

Os valores estimados dos efeitos sdo dados na Tabela 7.10.
Através do Grafico de Probabilidade Normal (Figura 7.2), podemos ver

166



que os efeitos significativos continuam sendo os efeitos 2, 4, 5, 24 e 45.

Efeito Estimativa de
Efeitos
1 -1,625
2 20,875
3 0,375
4 12,625
5 -6,625
12 1,125
13 0,125
23 1,125
14 -1,125
24 10,375
34 -0,125
15 1,625
25 1,625
35 2,625
45 -9,125

Tabela 7.10: Estimativa dos efeitos, experimento fracionario 2% gerador
5=1234.

75
65

/
/
7f .
’ .55
/4
4

A5
.35
.25

.05
01 ® Efeitos de

Interacéo

+  Efeitos
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 Principais

.

i

(6)]
Probabilidade acumulada

Estimativa dos efeitos

Figura 7.2: Grafico de Probabilidade Normal dos efeitos, experimento fracionario
2>t gerador 5=1234.
Podemos ainda considerar a outra metade do experimento, conforme
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apresentado na Tabela 7.11.

Teste 1 2 3 4 5 y
-1 -1 -1 -1 -1 61,0
+1 -1 -1 -1 +1 63,0
-1 +1 -1 -1 +1 70,0
+1 +1 -1 -1 -1 61,0
-1 -1 +1 -1 +1 59,0
+1 -1 +1 -1 -1 56,0
-1 +1  +1 -1 -1 54,0
+1 +1 +1 -1 +1 65,0
-1 -1 -1 +1 41 440
+1 -1 -1 +1 -1 61,0
94,0
+1 +1 -1 +1 +1 77,0
-1 -1 +1 +1 -1 66,0
+1 -1 +1 +1  +1 420
-1 +1 +1 +1 +1 81,0
+1 +1 +1 +1 -1 98,0

PRRRR R
B RrEEREBoow~v~ourwNR

1

=
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=

+

=
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Tabela 7.11: Matriz de planejamento, experimento fracionario 2% gerador 5=-
(1234).

A fracdo complementar é gerada pela relagdo 5 = -(1234). A relagédo
definidora é dada por:

=-12345.

O padrédo de confundimento e os efeitos estimados séo apresentados
nas tabelas a seguir (Tabelas 7.12 e 7.13).

Efeito  Efeito Confundido Efeito Efeito Confundido

1 -2345 14 -235

2 -1345 24 -135

3 -1245 34 -125

4 -1235 15 -234

5 -1234 25 -134
12 -345 35 -124
13 -245 45 -123
23 -145

Tabela 7.12: Padrdo de confundimento, experimento fracionario, 2%t gerador
5=-(1234).
No caso do experimento fracionario com a fragdo complementar,
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definida pelo gerador 5 = - (1234), o padrao de confundimento é dado pela
diferenca. Assim, para a coluna |, temos:

Iy > 1-2345

Ou seja, I; = - 0,75 (ver Tabela 7.13) estima a diferenca entre os efeitos
E; e E,z45. A Tabela 7.13 apresenta a estimativa dos outros efeitos.

Efeito Estimativa de Efeito Estimativa de

Efeitos Efeitos

1 -0,75 14 -1,0

2 18,5 24 15,750

3 -1,25 34 4,0

4 9,25 15 -1,0

5 -6,25 25 2,75

12 1,25 35 -0,50

13 1,0 45 -12,5

23 0,25

Tabela 7.13: Estimativa dos efeitos, experimento fracionario 2°*, Gerador 5= -
(1234).

Na préatica, qualquer uma da duas fragbes pode ser utilizada para

estimar os efeitos significativos.
Podemos ainda combinar as 2 fragbes para determinar exatamente os
estimadores dos efeitos considerando os 32 experimentos. Assim, temos:

12 fracdo: I, = 1 + 2345.
2% fragdio: |, =1 - 2345,

Portanto,

L+, - .
pth_-1625 0.75:_1_1875
2 2

ou seja, o efeito principal de 1.

Iy -1y _-1.625+0.75 _
2

-0.4375

ou seja, o efeito da interacdo 2345.
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7.3. Resolucao de um Experimento Fatorial Fracionario

Vimos que, dependendo de como o experimento fatorial fracionario é
organizado, teremos confundimento dos efeitos principais com efeitos de
interacao entre 2 ou mais fatores. Como, para validarmos a andlise feita a partir
de um experimento fatorial fracionario, partimos da suposicao de que os efeitos
de interacdo de mais alta ordem podem ser desprezados, idealmente queremos
o confundimento dos efeitos principais com os efeitos de interacdo de mais alta
ordem. A resolucdo de um experimento fracionario € um indicativo do padréao de
confundimento e da “precisdo” do experimento.

Exemplo 7.2: No exemplo anterior, a resolucdo do experimento € V, pois 0s
efeitos principais séo confundidos com as intera¢cdes com 4 fatores, e os efeitos
de interacdo de 2 fatores sdo confundidos com os efeitos de interacdo de 3
fatores. Assim,

l, —1+2345
l, —12+345

Nesse caso, a relacdo definidora € | = 12345, uma combinacdo de 5
fatores. Dai a denominacéo resolucéo V.

Se, ao invés de usarmos a coluna do efeito 1234 para introduzir a 52
variavel, usassemos a coluna 12, a relagcéo definidora seria:

=125

O experimento teria uma resolucéo lll, ja que a relacéo definidora tem 3
fatores. Nesse caso, os efeitos principais sdo confundidos com efeitos de
interacdo de 2 fatores. Se usarmos a coluna 123 para introduzir a 52 variavel,
teremos 5 = 123, ou

1 =1235

Nesse caso, 0 experimento tem resolucéo 1V, e os efeitos principais séo
confundidos com intera¢fes de 3 fatores. Assim:

e Se um planejamento € de resolucdo lll, isto significa que ao menos alguns
efeitos principais serdo confundidos com efeitos de intera¢é@o de 2 fatores.

e Se um planejamento é de resolucdo IV isto significa que ao menos alguns
efeitos principais seréo confundidos com efeitos de interacdo de 3 fatores, e
ao menos alguns efeitos interacdo de 2 fatores s&o confundidos com outros
efeitos de interacdo de 2 fatores.

7

e Se um planejamento é de resolucdo V, ao menos alguns dos efeitos
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principais sdo confundidos com efeitos de interacdo de 4 fatores, e os efeitos
de interacdo de 2 fatores sdo confundidos com os efeitos de interacdo de 3
fatores.

Um planejamento de resolucdo R é um planejamento onde nenhum
efeito de P fatores é confundido com outro efeito contendo menos de R-P
fatores.

Em geral, para a construcdo de um planejamento fatorial fracionario 2kt
com maior resolucéo, temos:

i) escrever um planejamento fatorial completo para as k-1 primeiras variaveis;

I1) associar a k-ésima variavel com o sinal + ou - da coluna de interagéo 123...
(k-1), isto é, k = 123... (k-1).

Exemplo 7.3: Um experimento fracionario 2°2 é planejado de modo que as
variaveis 5 e 6 sdo introduzidas nas colunas 123 e 1234, ou seja;

5=123; 6=1234
Qual a resolugdo desse experimento?
Os geradores séo:

[ =1235; 1=12346

E a relacdo definidora é:
| = 1235 = 12346 = 456

E portanto, o experimento é de resolugédo lll. Entretanto, se os geradores
forem:

5=123e6=124
A relacgao definidora seré:
| =1235 = 1246 = 3456

E nesse caso o experimento € de resolugao IV.
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7.4 Exercicios Propostos

7.1 Deseja-se verificar a variacdo do nivel de emissao, pelo escapamento de
veiculos, de hidrocarbonetos ndo queimados, em fungdo da variacdo de 4
parametros de projeto, em dois niveis cada, de um sistema de injecdo eletronica.
Os recursos disponiveis para o experimento sdo suficientes apenas para a
realizagéo de oito testes.

a. que tipo de planejamento deve ser feito para a condugdo desse experimento?
(0,1 ponto)

b. construa uma possivel matriz de planejamento para o experimento e a matriz
de calculo dos efeitos.(1,0 ponto)

c. No planejamento considerado, quais efeitos sdo confundidos? (0,4 ponto)

7.2. Construa um experimento fracionario 2%2 indicando geradores, relagéo
definidora, padrdo de confundimento e resolugédo do experimento. (1,5 ponto)

7.3. Um experimento fracionario 26'3|.| foi realizado para estudar o efeito de 6
fatores no acabamento superficial de superficies usinadas. Os fatores e seus
niveis sdo descritos abaixo.

Fator Nivel (-) Nivel (+)
x1. velocidade de corte (sf/min) 600 900
X2. taxa de avanco (in./rev) 0.005 0.010
x3. raio de ponta (in.) 1/64 1/32
x4. profundidade de corte (in.) 0.05 0.1
x5. side rake (graus) 0 10
x6. lead angle (graus) 0 30

A tabela abaixo apresenta a matriz de planejamento do experimento,
incluindo a resposta para cada condicdo de teste (Ra em pin).

Teste x1 x2 x3 x4 x5 x6 y

1 - - - + + + 71
2 + - - - - + b7
3 - + - - + - 130
4 + + - + - - 171
5 - - + + - - 21
6 + - + - + - 24
7 - + + - - + 148
8 + + + + + + 100

a. quais os geradores e a relacdo definidora para esse planejamento ?
b. qual o padréo de confundimento dos efeitos ? Qual a resolucdo desse
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experimento?

c. a partir do experimento fatorial béasico, e considerando o padrdo de
confundimento, estime os efeitos principais

d. avalie, através do grafico de probabilidade normal dos efeitos, quais efeitos
sdo significativos

e. se fosse necessario executar mais um experimento para avaliar o efeito de
interacdo entre os fatores, quais seriam os fatores a serem excluidos da
experimentacao; porque ?
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8. AMETODOLOGIA DE TAGUCHI PARA A MELHORIA DA QUALIDADE DE
PRODUTO E PROCESSO

8.1. Principios da Abordagem de Taguchi

A abordagem de Taguchi parte do principio que a qualidade (ou falta de
qualidade) esta associada as perdas (funcionais, monetarias, etc.), causadas
pela variabilidade excessiva dos parametros de qualidade de um produto. Para
Taguchi, é importante pensar na qualidade em termos da “perda causada a
sociedade durante o uso do produto como resultado de variagfes funcionais e
efeitos prejudiciais”. Variagbes funcionais refere-se a variagdo do desempenho
do produto com relacdo ao pretendido em projeto. Taguchi usa o conceito da
“Funcdo Perda da Qualidade” para quantificar qualidade como uma “perda
devido a variagdes funcionais”. Ele argumenta que a perda é minimizada quando
0 parametro da qualidade se encontra no seu valor nominal (no ponto de
maximo de desempenho), e que qualquer desvio desse valor causa uma perda
da qualidade. Ele usa uma funcdo quadratica, como ilustrado na Figura 8.1b.
Ou seja, conforme o valor do parametro da qualidade se afasta do seu valor
nominal, haverd uma perda de desempenho decorrente dessa variabilidade.
Claramente, o modelo proposto por Taguchi é bem mais condizente com a
realidade que o modelo convencionalmente aceito, ilustrado na Figura 8.1a, em
que se desconsidera essa perda de qualidade desde que o pardmetro de
qualidade esteja contido na regido de aceitagao.

perda da qualidade
perda da qualidade

I -
t -

min  nominal méax Parametro min  nominal max Parametro
de qualidade de qualidade

a. b.

Figura 8.1: Perda da qualidade em fungcdo do afastamento do valor nominal:
visdo tradicional (a) e a visdo de Taguchi (b) segundo Taguchi; Elsayed e
Hsiang, (1990).

Outro aspecto importante é que Taguchi considera ndo s6 a
variabilidade decorrente do processo de fabricacdo, mas também a variabilidade
decorrente do uso. Assim, Taguchi coloca que as variagdes da funcdo do
produto (variagdo funcional) sdo decorrentes de trés causas bésicas:
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e ruidos externos: variagbes das condicBes de uso ou operacdo do produto,
tais como condicBes ambientais, alimentacédo elétrica, vibracao, etc.;

e ruidos internos: variacGes das caracteristicas internas do produto devido a
deterioracdo, desgaste, etc.;

e ruidos variacionais: variabilidade (dispersédo) em torno do valor meta para as
caracteristicas de qualidade do produto decorrente da variabilidade do
processo.

A Figura 8.2 ilustra como as fontes de variacdo definidas acima afetam a
qualidade (ou determinam a variacao funcional) do produto, conforme proposto

por Devor et. al., 1992).

qualidade requerida

Desenvolvimento

valor nominal
l/
L

qualidade projetada

QVMVAVAVQ —| Fabricagdo hAAW/XVAvL

materiais ferramentas e maquinas

qualidade fabricada

YNV g

temperatura Fonte de energia

qualidade em uso

|

_,| Usosobacdo |
do tempo

desgaste envelhecimento

S

qualidade em uso

Figura 8.2: Qualidade durante as diferentes fases do ciclo de vida do produto
(Devor, Shang e Sutherland, 1992).
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Assim, a abordagem de Taguchi propde o uso de planejamento e

analise de experimento para (Taguchi; Elsayed e Hsiang, 1990):

e projetar produtos robustos (insensiveis ou menos sensiveis) a variacées das
condicbes de uso (ruidos externos);

e projetar produtos robustos a variagdes dos componentes (ruidos internos)
quando em uso;

e minimizar variabilidade da resposta de interesse em torno do valor meta
(nominal, menor melhor, maior melhor), dependente da variabilidade de
outros parametros de projeto (ruidos variacionais).

Taguchi considera trés estagios fundamentais no desenvolvimento de
produtos e processos: projeto de sistema; projeto de pardmetros e projeto de
tolerancias. Na fase de projeto de sistema, conhecimento cientifico e tecnolédgico
€ usado na escolha do melhor conceito para o produto ou processo. Por
exemplo, o conceito de roda dentada para a transmissdo de torque ou o conceito
de usinagem com diamante para acabamento espelhado.

E na fase de projeto de parametros que técnicas de planejamento e
analise de experimentos sdo usadas para se definir os valores nominais dos
parametros de projeto de forma a minimizar a perda de qualidade do produto ou
processo decorrente de ruidos externos e internos atuantes e incontrolaveis. Um
produto ou processo de projeto robusto é aquele cujo desempenho é menos
sensivel a ruidos.

Depois de selecionar (na fase de projeto de pardmetros) os valores
nominais dos parametros criticos de projeto, a equipe de desenvolvimento deve
definir o nivel de precisé@o requerida. Ou seja os valores nominais especificados
em projeto séo ideais (meta). Entretanto, todo resultado de processo apresenta
um certo grau de variabilidade. Técnicas de planejamento e andlise de
experimento de novo podem ser usadas para evidenciar quais sdo 0s
componentes criticos do produto para os quais deve-se impor restricbes
adicionais a variabilidade para que a variabilidade de qualidade do produto nao
exceda limites considerados aceitaveis. Por exemplo, na Figura 8.3, a
variabilidade da voltagem de saida pode ser ainda mais reduzida se for
especificada uma tolerancia para a variagdo do ganho do transistor menor que a
ilustrada nessa Figura. Por outro lado, a andlise de experimentos pode indicar
também que para certos componentes ndo ha necessidade de se definir
tolerdncias pois a sua variabilidade, ainda que excessiva, ndo afeta a
variabilidade do pardmetro de qualidade de interesse. Deve-se observar
entretanto que a imposi¢ao, na fase de projeto, de tolerancias estreitas aumenta
a necessidade de capabilidade do processo de fabricacdo, o que, regra geral,
torna o processo de fabricagcdo mais caro. A Funcdo Perda da Qualidade de
Taguchi pode ser usada na definicdo de toler&dncias de modo que se atinja um
equilibrio satisfatério entre (custos da) perda de qualidade e (custos do) nivel de
preciséo.
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Resisténcia
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Voltagem de saida

nominal

Ganho do transistor

Figura 8.3: Voltagem de saida de um circuito em funcéo da resisténcia e ganho
(Taguchi; Elsayed e Hsiang, 1990).

8.2. As Funcdes Perda da Qualidade

Trés funcdes de perda da qualidade s&o definidas por Taguchi,
dependendo do valor meta para o parametro de qualidade: valor nominal, menor
melhor e; maior melhor. Essas fun¢des séo descritas abaixo.

1. Funcdo Perda da Qualidade para valor nominal: essa funcao é
matematicamente descrita por:

L(y) =k(y-m)? (8.1)

onde m é o valor nominal, y é a variavel de interesse e

A
k:E

onde A é metade da faixa de tolerancia e A o custo para se reparar o produto ou
descarta-lo.
Por exemplo, suponha que a tolerdncia dimensional de um eixo
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usinado seja de +0,010 mm. Se a peca usinada ultrapassar esses limites, o
custo estimado pelo refugo ou re-trabalho e outros possiveis custos adicionais é
de $0,50 por peca. Assim,

k=—20 50008/ mm?)

©(0,010)2
e a funcao perda é dada por
L(y) =5000 (y—m)?

Ou seja, a perda da qualidade, em termos monetéarios pode ser estimada
a partir dessa expressao. Para um lote de pecas, temos:

L(y) =K[S? +(Y-m)?] (8.2)

onde S? corresponde a variancia de yi,i=1,..,n,emtorno da média y .
Assim, quanto maior a variabilidade de um processo (ainda que dentro

da tolerancia), maior sera a perda, em termos monetarios, que ira se incorrer.

Cabe observar que essas perdas ndo s6 aquelas relativas a re-trabalho ou

refugo, mas também (nem sempre facilmente quantificaveis):

¢ ineficiéncia (maior nimero de interrup¢cdes do processo);

e custos de reparo (garantia);

e custos por nao ter o produto disponivel no momento certo;

e outros custos subjetivos (inconveniéncias de todo tipo).

2. Funcéo Perda da Qualidade para o valor minimo (quanto menor melhor):
dada por:

L(y) =ky? (8.3)

L(y) =k[S$? +¥°] (8.4)
para um lote de pecas.

3. Funcéo Perda da Qualidade para o valor maximo (quanto maior melhor):
dada por:

L(y) =k(/y)® (8.5)

L(y) =k[S%+(1/y)?]. (8.6)
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8.3. Projeto de Parametros

Na fase de projeto de pardmetros, o objetivo é identificar os valores dos
parametros de projeto do produto que minimizam as perdas. Para isso, técnicas
de delineamento de experimentos ndo convencionais sédo usadas. Na visdo de
Taguchi, as variaveis que afetam o desempenho de um produto devem ser
classificadas em quatro categorias, conforme segue:

e fator de sinal: séo os fatores que podem ser ajustados pelo usuario para
alterar a resposta para o nivel requerido. Ou seja, em sistemas dindmicos, a
resposta depende da magnitude do sinal de entrada. Um exemplo de fator de
sinal esta presente no sistema de direcdo de um carro: o raio de giro do carro é
a resposta do sistema de direcdo para um fator de sinal (entrada) que é o
angulo de giro da direcao;

fator de controle (pardmetro de projeto): parametros de projeto sdo as
caracteristicas do produto cujos valores nominais séo especificados na fase de
projeto. ldealmente , os valores nominais para essas caracteristicas séo
aqueles que proporcionam o melhor desempenho. Qualquer desvio do valor
nominal desses parametros significa perda da qualidade. No exemplo do
sistema de direcdo, as caracteristicas dimensionais e geométricas dos
componentes, materiais, etc. sdo todos fatores de controle.

fatores de ruido: fatores de ruido sdo aquelas variaveis que provocam
variagdo funcional, ou seja que fazem com que os parametros de projeto se
desviem de seu valor nominal, tanto durante o uso ao longo da vida util de um
mesmo produto (ruidos externos e internos), como também para diferentes
unidades do produto (ruido variacional). No exemplo do sistema de direcao
possiveis fatores de ruido seriam vibracdo, umidade (ruidos externos),
desgaste mecénico, deterioracdo de lubrificante (ruido interno) e erros
dimensionais e geométricos (ruido variacional);

fator de ajustamento: fator de ajustamento € um caso especial de fator de
controle, o qual pode ser ajustado para se atingir uma relacdo desejada entre
sinal e resposta. No exemplo do sistema de dire¢do, o fator de ajustamento
seria a relacdo de engrenamento do sistema mecénico.

Por exemplo, considere um experimento em que se queira verificar a

vida atil de um retentor de borracha em funcdo dos seguintes fatores em dois
niveis cada conforme apresentado na Tabela 8.1.

Fator 1 elasticidade
Fator 2 dureza
Fator 3 temperatura
Fator 4 umidade

Tabela 8.1: Fatores de desempenho de um retentor.
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Uma analise dos fatores considerados nesse experimento torna evidente
que, em termos de desenvolvimento de produto, ndo faz sentido incluir os
temperatura e pressao, ja que nao existe meio de se controlar esses fatores
durante a utilizacdo do produto. Ou seja, ainda que seja possivel controlar os
niveis desses fatores durante a realizacdo do experimento, durante o uso do
produto esses fatores assumirdo niveis variados de maneira quase imprevista.
Por outro lado, seria interessante que a durabilidade do produto fosse menos
sensivel (dependente) a variagdo desses fatores.

Desse modo, Taguchi argumenta que variaveis desse tipo devem ser
tratadas como ruido externo. Para isso, Taguchi prop6e que o experimento deva
ser organizado de forma que os fatores de controle (ou pardmetros de projeto)
sejam organizados em um experimento fatorial dentro de outro experimento
fatorial, onde as variaveis sejam os fatores de ruido. Ou seja, os fatores de
controle sdo organizados em uma matriz interna e os fatores de ruido em uma
matriz externa, conforme ilustrado na Figura 8.4 e Tabela 8.2 para um
experimento com dois fatores de controle e dois fatores de ruido (em dois niveis
cada). Assim, para cada condicdo de teste da matriz interna, teremos N
condicdes de teste para a matriz externa. Para o exemplo ilustrado na Tabela
8.2, cada condicdo de teste da matriz interna é repetida para N diferentes
combinagcBes de niveis dos fatores de ruido. Assim, para condicdo de teste
temos uma resposta média e uma variancia.

Matriz externa

| n2
T nl: Fator de controle 1
» o ® nl  n2: Fator de controle 2
(3]
S
c -
8 Matriz interna
[}
o
S
g
® ®

Fator de controle 2

Figura 8.4: Representacdo geométrica das matrizes interna e externa de
planejamento de Taguchi.
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Matriz Externa

nl -1 +1 -1 +1
n2 -1 -1 +1 +1
Teste Matriz Interna

Xy X Média  S°
1 -1 -1 Y Y12 Y13 Y14 Y. Sl2
2 +1 -1 Y21 Y22 Y23 Y24 Y, S:
3 -1 +1 Ya1 Y32 Y33 Y34 Y, S:
4 +1 +1 Ya1 Ya2 Ya3 Yaa Y, S?

Tabela 8.2: Matrizes interna e externa de planejamento de Taguchi.

O propésito em se usar a matriz externa € criar variagdo dos fatores de
ruido de modo a se poder identificar os niveis dos fatores de controle
(pardmetros de projeto) para os quais a resposta de interesse (pardmetro de
qualidade) seja menos sensivel (ou seja mais robusta) a variacdes dos ruidos.
Para isso, Taguchi propds uma técnica de analise de resultados de
experimentos chamada de “Raz&o Sinal Ruido”.

8.4 Razdao Sinal Ruido

A abordagem de Taguchi enfatiza a relacdo entre variabilidade e
qualidade e a importancia em se reduzir variabilidade como forma de se reduzir
as perdas de qualidade. Taguchi sugere que a razao “sinal ruido” (S/N, do inglés
“signal to noise”) seja calculada para cada condigdo de teste da matriz interna
para se identificar quais os niveis dos fatores de controle para os quais a
variabilidade decorrente da variagdo dos niveis dos fatores de ruido seja
minima. Assim, maximizar a razao sinal ruido é considerado ser equivalente a
minimizar a perda da qualidade

Trés casos definidos por Taguchi sdo considerados de interesse pratico,
conforme segue :

1. Razéo S/N para a condi¢ao “menor melhor” (S/Ny):

2
S/N = —10log,, 2= 8.7)
n

Nesse caso, minimizar a perda média de qualidade é equivalente a
minimizar a resposta média quadratica. E minimizar a resposta média quadrética

2
(Z yi%) € equivalente a maximizar a razao sinal ruido (S/N).
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2. Razdo S/N para a condigéo “maior melhor” (S/N):

> /y
S/N =-10log T (8.8)

Nesse caso, minimizar a perda média é equivalente a minimizar
(1ly%)In. O que é equivalente a maximizar a razdo sinal ruido (S/N).

3. Razéo S/R para a condi¢do “nominal € melhor” (S/N,):
__ Yi 8.9
S/N =-10log,, = (8.9)
S

onde

2 = Z(Yi _y)z

__Zyi
A n—1

Nesse caso, maximizar a razdo sinal ruido é equivalente a minimizar a
raz8o entre resposta média e varidncia. Deve-se observar entretanto que a
condicao de teste com raz&o sinal ruido méxima pode néo ser aquela de menor
variabilidade.

Assim, Taguchi argumenta que a utilizagdo da razdo sinal ruido em
conjunto com um procedimento de otimizagdo em dois estagios leva a uma
combinacdo de fatores em que se tenha a média no valor esperado e a
variabilidade minimizada. O procedimento de otimizacdo consiste de dois
estagios:

1. identificar o conjunto de fatores que afetam a razao sinal ruido (fatores de
controle) e ajusta-los para niveis que maximizem a raz&o sinal ruido;

2. identificar o conjunto de fatores que afetam a média mas néo influenciam a
razdo sinal ruido (fatores de sinal ) e ajusta-los de forma que a resposta
média esteja em torno do ideal (maior, menor ou nominal).

8.5. Arranjos Ortogonais

Para a realizagdo de experimentos envolvendo varios fatores de controle
e vérios fatores de ruido, Taguchi propbs o uso de experimento fatorial
fracionario, o qual ele chama de Arranjo Ortogonal.

Alguns arranjos ortogonais propostos por Taguchi sdo apresentados na
Tabela 8.3.
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Nome Numero de Maximo Numero de fatores com esses
condicbes ndmero de niveis
de teste fatores 2 3 4 5
L4 4 3 3
L8 8 7 7
L9 9 4 4
L12 12 11 11
L16 16 15 15
L'16 16 5 5
L18 18 8 1 7
L25 25 6 6
L27 27 13 13
L32 32 31 31
L'32 32 10 1 9

Tabela 8.3: Arranjos ortogonais de Taguchi (Taguchi; Elsayed e Hsiang, 1990).

Assim, o arranjo ortogonal L4 (23) é da forma (Tabela 8.4):

Teste Fatores
2

N[Nk
RN |w

1
2
1
2

AIWIN|F-

Tabela 8.4: Arranjo ortogonal L4.
onde os niveis dos fatores séo representados por 1 (-1) e 2 (+1).

O arranjo L8 (2) é da forma (Tabela 8.5):

Teste Fatores

1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 2 2 2 2
3 1 2 2 1 1 2 2
4 1 2 2 2 2 1 1
5 2 1 2 1 2 1 2
6 2 1 2 2 1 2 1
7 2 2 1 1 2 2 1
8 2 2 1 2 1 1 2

Tabela 8.5: Arranjo ortogonal L8
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Deve-se observar que um arranjo pode ser usado para planejar um
experimento com um numero de fatores menor do que 0 maximo permitido.
Nesse caso, as colunas restantes sao usadas para estimar a interacdo entre os
fatores.

Um outro ponto a ser observado é que o0s arranjos ortogonais propostos
por Taguchi sdo casos de experimentos fatoriais fracionarios. Por exemplo, o
arranjo L8 é o experimento fatorial fracionario 20" com geradores 4 =-12;5=-
13;6=-23e7=123.

A Figura 8.5 apresenta dois arranjos propostos por Taguchi.

Arranjo L12(211)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

3 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

4 1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 2

5 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1

6 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 1

7 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1

8 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 2

9 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1

02 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2

11 2 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2

2 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1

Arranjo Lig (2°)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2
4 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1
5 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
6 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1
7 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1
8 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2
9 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
0 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1
11 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1
2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2
3 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
4 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2
5 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
%6 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

Figura 8.5: Arranjos ortogonais.
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8.6. Exemplos de Aplicacéo

Exemplo 8.1: No desenvolvimento de uma Maquina de Medir a Trés
Coordenadas, um experimento fatorial foi realizado para verificar qual a melhor
combinacdo de parametros de projeto de forma que o erro geométrico seja
minimizado. Para isso, um experimento fatorial fracionario 2" foi realizado para
verificar quais fatores entre os sete inicialmente considerados influenciam
significativamente a resposta. A partir desse experimento, verificou-se que 4
fatores influenciavam significativamente, conforme segue:

Fator Nivel (-) Nivel (+)
Configuragcdo  geométrica  da portico coluna
estrutura
material estrutural liga de granito
aco
temperatura 20° 30°
umidade 50% 80%

As varidveis 1 e 2 estdo relacionadas a caracteristicas de projeto
enquanto que as variaveis 3 e 4 estdo relacionadas a condicdo de uso. Assim,
podemos considerar as variaveis 3 e 4 como fatores de ruido e realizar um
experimento para verificar qual condi¢cdo dos fatores de controle que faz com
que a resposta seja menos suscetivel a variabilidade desses fatores de ruido.

Nesse caso, planejamos o experimento com uma matriz interna e uma
matriz externa, onde:

e a matriz interna é formada por um experimento 2, com os fatores de controle
(fatores de ajustamento) material (fator x,) e configuragao (fator x,);

e a matriz externa é formada por um experimento 2°, com os fatores de ruido
temperatura (fator n,) e umidade (fator ny).

A Figura 8.4 ilustra graficamente as condicbes de teste deste
experimento. As matrizes internas e externas deste experimento podem ser
construidas com o arranjo ortogonal L4 (23'1). A Tabela 8.6 apresenta as
respostas para as condi¢cdes de teste resultantes desse planejamento (erro, em
microns). A Tabela 8.7 apresenta a razdo S/N para cada condicdo de teste, para
a situacdo menor melhor (conforme expresso em (8.7)), e a Figura 8.6 apresenta
essa mesma informacdo em forma gréfica.
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Matriz Externa
Matriz Interna nl 1 1 2 2
n2 1 2 1 2
Teste | x; X2 y S°

1 1 1 14 15 9 10 12.0 | 2.94
2 1 2 7 14 7 8 9.0 3.37
3 2 1 7 18 9 12 115 | 4.80
4 2 2 9 7 10 12 9.5 2.08

Tabela 8.6: Matrizes interna e externa de planejamento de Taguchi.

Teste Fator x1 Fator x2 Razao S/N

1 1 1 -21.7754
2 1 2 -19.5182
3 2 1 -21.7464
4 2 2 -19.7081

Tabela 8.7: Razdo S/N menor melhor, Exemplo 1

-19.4
-19.6
-19.8

-20
-20.2
-20.4
-20.6
-20.8

-21
-21.2
-21.4
-21.6
-21.8

-22

SIN = -10*log10((Sum (y2))/N)

Fator x1 Fator x2

Figura 8.6: Grafico da razdo S/N menor melhor, Exemplo 8.1.

Analisando as respostas desse experimento, em termos de média e
varidncia, podemos determinar os valores dos fatores de ajustagem para os
quais:

e aresposta média (erro) seja reduzida;
e avariabilidade da resposta seja minima.
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Em termos de resposta média, o erro é reduzido quando o material (fator
X,) estad no nivel +1 (granito). Ja para o fator configuragdo (x;), a resposta €
pouco afetada pela mudanca de nivel. A interacdo desses fatores também é
pouco significativa. Em termos de desvio padrdo, a variabilidade é reduzida
guando ajustamos os fatores x; e x, para o nivel 2. Neste caso, a interagéo entre
os dois fatores parece ser significativa.

Entretanto, quando analisamos a razdo S/N, percebemos que a
condicdo de teste que maximiza a razdo S/N é a condicdo 2: fator Xx;
(configuragdo) no nivel 1; e fator x, (material) no nivel 2. Neste exemplo, ainda
gue o desvio padrdo da condicdo 4 seja 0 menor, a resposta média para essa
condicdo de teste estd mais afastada do ideal (erro zero) que a condigdo 2.
Assim, se considerarmos a perda da qualidade expressa pela equacdo em (8.4),
percebemos que a menor perda da qualidade acontece para a condicao 2.

Exemplo 8.2: (Byrne e Taguchi, 1987) Esse artigo descreve um experimento
para se determinar a melhor condicho de montagem de um conector
elastométrico a um tubo de nylon. O objetivo do experimento é determinar a
condicdo de montagem para a qual o desempenho desse dispositivo seja
maximizado. Quatro fatores de controle e trés fatores de ruido séo identificados
como criticos. Trés niveis foram definidos para cada fator de controle e dois
niveis para cada fator de ruido, conforme a Tabela 8.8.

O experimento foi organizado na forma de matrizes interna e externa,
onde na matriz interna temos os fatores de controle e na matriz externa os
fatores de ruido. O objetivo do experimento é determinar quais os niveis dos
fatores de controle para os quais a variabilidade em desempenho desse
dispositivo, quando os fatores de ruido variam seja minima.

Fator Nivel
Interferéncia (x;) baixa média alta
Espessura da parede do conector (X») fino médio  espesso
Profundidade de insergdo (Xz) razo médio fundo
Porcentagem de adesivo no conector  baixa média alta
(Xa)
Fator Nivel

Horas de uso 24 h 120 h

Temperatura de operagéo 72°F 150 °F

Umidade relativa 25% 75 %

Tabela 8.8: Fatores de controle e fatores de ruido, Exemplo 2.

Um arranjo ortogonal L9 foi usado para o planejamento da matriz interna
e um arranjo L8 para a matriz externa. A Tabela 8.9 apresenta o planejamento e
os resultados do experimento (for¢ca de deslocamento).
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Matriz Externa

x5 1 1 1 1 2 2 2 2
X6 1 1 2 2 1 1 2 2
X7 1 2 1 2 1 2 1 2

Matriz Interna
Teste x1 x2 x3 x4 y

1 156 95 169 199 196 196 20.0 19.1 17.525
15.0 16.2 194 19.2 19.7 19.8 242 219 19.475
16.3 16.7 19.1 15.6 22.6 18.2 23.3 204 19.025
183 174 189 186 21.0 189 232 247 20.125
19.7 18.6 194 251 256 214 275 253 22825
16.2 16.3 20.0 19.8 14.7 19.6 225 247 19.225
16.4 19.1 184 236 16.8 186 243 21.6 19.850
142 156 151 168 178 196 232 242 18.338
16.1 199 193 173 23.1 22.7 22.6 28.6 21.200

OCoOo~NoOUhwN

WWWNNNR R
WNEFRPWNEFEWN R
NFPWRWNWN PP
P WONNRFPWWNPRE

Tabela 8.9: Matrizes interna e externa de planejamento, Exemplo 2.

Para este caso a razdo S/N para a condicdo maior melhor é usada
(expressa em (8.8)). A Tabela 8.10 apresenta o valor da razdo S/N para as 9
combinagbes de teste.

A Figura 8.7 apresenta o grafico da razdo S/N para os diferentes niveis
dos quatro fatores. A partir desse gréfico, percebe-se que a condi¢do de teste
gue maximiza a raz8o S/N é a condigéo 6: (2, 2, 3, 1).

Taguchi recomenda que Analise de Variancia seja feita para identificar
os fatores que afetam a média e os fatores que afetam a razao S/N.

Teste x1 x2 x3 x4 y S/Ng
17.525 24.025
19.475 25.522
19.025 25.335
20.125 25.904
22.825 26.908
19.225 25.326
19.850 25.711
18.338 24.852
21.200 26.152

©CO~NOUDWNER
WWWNNNR PP
WNRPWNRE WN P
NP WRWOWNWN R
RPWNNRPWWN P

Tabela 8.10: Razdo S/N,, Exemplo 2.
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Figura 8.7: Grafico da razdo S/N_, Exemplo 8.2.

8.7. Exercicios Propostos

8.1 Taguchi define qualidade (ou a perda de qualidade) como as perdas (perda
funcional, monetéria, etc) causadas pela variabilidade excessiva dos parametros
de qualidade de um produto. Ele propde o uso de uma funcdo quadratica para
quantificar essa perda. Propde também o conceito de projeto robusto e uma
metodologia para o deenvolvimento de projeto robusto.

a. 0 que é um projeto robusto ?

b. quais sdo os passos propostos por Taguchi para o desenvolvimento de um
projeto robusto ?

c. na fase de projeto de parametros, Taguchi prop8e o uso de técnicas de
delineamento de experimento com algumas diferencas fundamentais quanto a
forma de organizar o experimento e quanto a analise dos dados. Expliqgue em
detalhes essas diferencas de abordagem
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9. METODO DE SUPERFICIE DE RESPOSTA
9.1. Introducéo

O método de superficie de resposta (Response Surface Methodology -
RMS) é um conjunto de técnicas de planejamento e analise de experimentos
utilizado na modelagem matematica da resposta em funcdo dos fatores de
controle, cujo objetivo é otimizar a resposta, ou seja identificar quais sdo os
niveis dos fatores para os quais a resposta € otimizada (maximizada ou
otimizada). Por exemplo, suponha um processo de moldagem por injecao
plastica em que o grau de falha ou rebarba seja influenciado por dois parametros
de processo: pressao e temperatura. Se for realizado um experimento em que a
resposta (y) seja o grau de falha ou rebarba em funcéo desses fatores (digamos
X1, temperatura e X,, pressdo), os resultados do experimento podem ser
matematicamente modelados por:

y= f(Xlr XZ) té

onde ¢ é o residuo ou erro experimental, ou seja, a dispersdo dos resultados em
torno da funcdo mateméatica aproximada aos pontos. Essa fun¢cdo matematica,
f(x1, X2), é chamada de superficie de resposta.

Quando da realizagéo de um experimento, na maioria dos casos, ndo se
sabe como a resposta varia em funcdo dos fatores de controle. Assim, um
primeiro passo é identificar uma funcdo matemética que modele bem a variagédo
da resposta em funcdo da variacdo dos fatores de controle. Se a variacdo da
resposta em funcdo dos fatores € bem modelada por uma superficie plana
(Figura 9.1), entdo a funcé@o a ser aproximada ao conjunto de resultados é um
polinbmio de primeira ordem, dado por:

Y = Bo + B1 Xi+ Ba Xo+...+ B X+ € 1)

Se, de outro modo, a variacdo da resposta em funcédo dos fatores €
melhor modelada por uma superficie ndo plana (Figura 9.2), entdo a fungéo a ser
aproximada ao conjunto de resultados é um polindmio de mais alta ordem, como

um polindbmio de segunda ordem, dado por:

K K
y=25 +§ﬁixi +_Zi:8iixi2 +2.2 BiXiXj +¢& 2
i= i= i
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Figura 9.1: Superficie de resposta plana.

Figura 9.2: Superficie de resposta ndo plana.

A maioria dos problemas é bem equacionada utilizando-se um ou ambos
0s polinbmios acima como modelo matemético aproximado da variacdo da
resposta.

Quando realizamos um experimento 2%, ndo sabemos se a resposta de
interesse varia de forma linear ou nao linear em funcéo dos fatores, pois temos
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apenas dois niveis para cada variavel. Uma maneira de responder a essa
questao é construir um experimento 2% com ponto central, como discutido a
sequir.

9.2. Experimento 2X com Ponto Central

Este método consiste em adicionar um ponto de experimentacdo no
nivel x; = 0, intermediario aos niveis (-1, +1), para os fatores x; (i=1, 2, ..... , K).
Assume-se neste caso que os k fatores sejam quantitativos. Por exemplo, no
caso de um experimento 22, teriamos observagdes nos niveis (-1, -1), (-1, 1), (1,
-1) e (1, 1), e ainda observacdes nos niveis (0, 0), como ilustrado na Figura 3.

Figura 3: Experimento 2% com ponto central.

Seja Y a média dos resultados nos quatro pontos fatoriais de um 2% e

Ponto Central
(0,0) @
1

SUPERFICIE DE
RESPOSTA

Fator 2

Y. a média dos resultados obtidos em n. rodadas de teste no ponto central. Se

a diferenca (Vf - YC) for pequena, entdo assume-se que o0 ponto central esti

contido ou préximo ao plano que contém as respostas do experimento fatorial (a
superficie de resposta plana) e portanto ndo ha curvatura. Por outro lado, se
essa diferenga for grande, assume-se que a superficie de resposta nessa regido
€ ndo plana.

Para testar estatisticamente se existe ou ndo curvatura na regiao central,
calcula-se a seguinte soma de quadrados:

nen (Vs - ¥e)’?
SScurvatura = # 3
f c
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onde n; € o niumero de resultados na parte fatorial do experimento e n. € o
ndmero de resultados no ponto central. Em seguida, a estatistica F é calculada
por:

F Sscurvatura (4)

&2
A2 Z . . . .
onde o° € uma estimativa do erro experimental calculada a partir dos
resultados no ponto central,

2. (Yi _y)z

~2 ontocentral
62 ="r
n.-1

(®)

onde Yy é a média dos resultados no ponto central. Para aceitar ou rejeitar a

hip6tese de curvatura, analisa-se o valor de F. De um modo geral, um valor
pequeno significa que ndo existe curvatura acentuada e portanto o modelo linear
pode ser adotado como boa aproximagdo. De forma mais objetiva,compara-se o
valor da estatistica F com o valor de F 1 c.1), para um dado nivel de significancia
a.

9.3. Otimizagéo pelo Método de Maxima Ascendente

Uma vez concluido que na regido de experimentacdo, a variacdo da
resposta é bem modelada por uma funcao linear dos fatores de controle, entdo
pode-se iniciar um procedimento de busca da melhor condicdo de operagéo, ou
seja, aqueles niveis dos fatores de controle quantitativos que otimizam a
resposta de interesse. Para isso, novos experimentos serdo realizados,
variando-se os fatores de controle na direcdo que, segundo o modelo
matematico, levara a uma mais rapida otimizacéo da resposta (steepest ascent,
no caso de maximizacdo, ou steepest descent, no caso de minimizacéo),
conforme ilustrado na Figura 9.4. A direcdo de busca corresponde a linha que
passa pelo centro e é normal as linhas de contorno da superficie de resposta,
como ilustrado na Figura 4.

Assim, os pontos de experimentacéo serdo proporcionais aos coeficientes S; do
polindmio da equacéo (1), e o intervalo de experimentacdo definido de acordo
com a situacéo de experimentacao.

Para a definicdo dos pontos de experimentacédo, pode-se proceder da
seguinte forma:

a) Inicia-se do ponto central, em unidades codificadas, x; = X, = ...= X, = 0;
b) Em seguida, define-se um intervalo de variagdo para um determinado

fator de controle, digamos Ax;, baseado em conhecimento sobre o

processo;
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c) Os intervalos de variacdo dos outros fatores serdo proporcionais ao de
X;, dados por:
i

AX = — 20 i=1,2, ..k ig (6)

I B |AX;

X2

SSISESESK
SSISLSISIISIISESEIIRD
““:.0 2SS
S SR>
%% %

SIS
000%%0%%

<>

X1

Figura 9.4: Dire¢éo de busca pelo método de maxima ascendente.

Exemplo: No desenvolvimento de um helicéptero de papel, a partir de
experimentos anteriores, percebeu-se que dois sdo os fatores que mais
interferem no tempo de queda: &rea da pa (A) e comprimento do corpo (L).
Inicialmente, escolheu-se uma regido de experimentagdo com os valores desses
parametros conforme apresentados na Tabela 9.1. Para verificar se um
polindmio linear € uma boa aproximagdo para os resultados, resolveu-se por
realizar um experimento 2% com ponto central, com 4 rodadas de testes no ponto
central. Os resultados séo apresentados na Tabela 9.2.

Fator Nivel -1 Nivel O Nivel +1
x1: Area da asa (A) 8 cm” 12 cm® 16 cm®
Xo: Compr. corpo (L) 10 cm 11cm 12 cm

Tabela 9.1: Fatores de controle e niveis, experimento 2% com ponto central.
Calculando-se os efeitos principais e de interacéo temos:

E]_ = 11, E2 = '28, E12 =2
Com isso, 0 modelo matemético de primeira ordem simplificado é dado
por:

y=327,5+55x; -14 X,
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Rodada Area (x,) Compr. (xo) | y (107 seg)
1 -1 -1 337
2 +1 -1 346
3 -1 +1 307
4 +1 +1 320
5 0 0 324
6 0 0 326
7 0 0 323
8 0 0 330

Tabela 9.2: Resultados do experimento 2° com ponto central.

Para validar este modelo linear, pode-se checar a curvatura no ponto
central, pelo método apresentado na secédo 2. Assim, temos:

NN (Vs —Ve)?  Ax4(327,5—325,75)>

SScurvatura = n, +n, 8 =6,125
Z(y| - Y)Z 2 2 2 2
52 = bonto_centel _ (324 —325,75)° + (326 — 325,75)“ + (323 - 325,75)“ + (330 — 325,75) 9583
n.-1 3 ‘
F= Sscurvatura — 6'125 — 0 639
62 9583

Esse valor da estatistica F, quando comparado com F, ;3= 5,54 (para a
= 10%), conclui-se que ndo existe curvatura acentuada na regido central e
portanto o modelo linear é uma boa aproximacéo, como ilustrado na Figura 9.5.

A partir desse ponto, percebe-se que a otimizacdo da resposta (aumento
do tempo de queda) acontece quando se aumenta o parametro area da asa x; e
diminui-se o comprimento do corpo X,. Para testar essa tendéncia revelada pelo
modelo matematico podemos realizar experimentos em que variamos esses
parametros na direcdo de maxima ascendente. Assim, 0 primeiro ponto de
experimentagéo serd o ponto central (0, 0). Em seguida, definiu-se que os niveis
de experimentacdo para o parametro area da asa, A, seriam, em unidade
codificada em intervalos de 0,5 x;.

Portanto, na direcdo de méxima ascendente o incremento do fator x,
para cada incremento de 0,5 x; sera de:

~14

AXy = —— =127
? 55/05,
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Portanto, o experimento € realizado nos pontos de experimentagcdo ao
longo da maxima ascendente, a partir da origem, conforme apresentado na
Tabela 9.3.

Figura 9.5: Superficie de resposta, exemplo 1.

Experimentos | Unidades Codificadas Area Comprim. Y
x1 x2 da Asa do Corpo | (107 seg)
(cm2) (cm)

1:Origem (O) 0 0 12 11 325
2.0+A 0,5 -1,27 14 9,7 336
3:0+2A 1,0 -2,54 16 8,5 350
4: 0+ 3A 15 -3,81 18 7,2 353
5.0 + 4A 2,0 -5,08 20 59 320
6: O + 5A 2,5 -6,35 22 4,6 285

Tabela 9.3: Planejamento e resultados do experimento.
A partir desses resultados, pode-se perceber pela Tabela 9.3 e Figura

9.6 que a resposta, na regido do ponto 4 de experimenta¢cdo, assume ou seu
ponto maximo e a partir desse ponto, comeca a diminuir.
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Pontos de Experimentacéo

Figura 9.6: Variacdo da resposta em funcéo dos pontos de experimentacao.

Uma maneira de se localizar o ponto étimo € por meio da técnica de
localizacdo de ponto estacionéario e planejamento central composto, como sera
visto a seguir.

9.4. Localizagdo do Ponto Estacionério

Quando os niveis dos fatores de controle usados em experimentacao
estdo préximos do 6timo (ou seja 6tima resposta, minima, maxima ou nominal),
€ possivel que a reposta varie de forma ndo linear em funcdo dos fatores de
controle. Ou seja, é possivel que a superficie de resposta seja ndo plana.
Nesses casos, um modelo matematico de segunda ou mais alta ordem, como o
da equacdo (2) e Figura 1, deve ser usado.

Nesses casos, 0 ponto 6timo, se existe, sera definido pelo conjunto de
pontos {Xi, X,, ...Xx} para os quais as derivadas parciais se igualam a zero, ou
seja:

y/ _oy/ _ oY/ _
OXy /0%, axk_o (7)

Esse ponto, que é chamado de ponto estacionéario, pode ser um ponto
de minimo, um ponto de maximo, ou um ponto sela (minimax).

Para se obter uma solucdo geral para o ponto estacionario, 0 modelo
matematico de segunda ordem é escrito em notacdo matricial, conforme segue:
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Y= /[, +x’b + x’Bx (8)

onde
X, B
X = X:Z b= ﬂ:Z e
Xy Py
gy Pof . Pu/
B= fro P 2% ©)
sim. P

ou seja, b é um vetor (k x 1) dos coeficientes dos termos de primeira ordem da
equagdo (2), e B € uma matriz simétrica (k x k) cujos elementos da diagonal sao
os coeficientes dos termos quadréticos (5;) e os elementos ndo pertencentes a
diagonal correspondem a metade dos coeficientes dos termos de interagéo (4 , i
3).

A derivada de y em relacdo aos elementos do vetor x igualada a zero é:

ﬂ:bJrZBx:O, (10)
OX

e 0 ponto estacionario é a solugao da equagédo acima, ou seja:

Xy = —% B'b (11)

9.5. Planejamento Composto Central

Planejamento composto central (Central Composite Design) é uma
técnica de planejamento usada para aproximagdo matematica de modelos néo
lineares. Essa técnica consiste de um planejamento 2* mais 2k pontos axiais

mais n. pontos centrais. Os 2k pontos axiais, sao localizados em (za, O, ..., 0),
(0, %q, ...,0), ...,, (0, 0,..., £a), sendo que a corresponde a
a= (2k)1/4

Por exemplo, um planejamento composto central com 2 fatores tera os
seguintes pontos de experimentacéo (Figura 7):
o 2" pontos fatoriais: (-1; -1), (+1; -1), (-1; +1), (+1; +1);
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e 2k pontos axiais: (-1,414; 0), (1,414; 0), (0; -1,44), (0; 1,414);
e N pontos centrais: (0; 0), (0; 0),..., (0; 0).

Este tipo de planejamento garante algumas propriedades desejaveis
para modelagem de superficies de resposta de segunda ordem, como
rotabilidade e ortoganabilidade, que minimizam a variancia dos coeficientes do
modelo de segunda ordem.

Exemplo 2: Para analisar resposta em fungdo dos niveis dos fatores do
exemplo 1 na regido ndo linear, deve-se realizar o experimento conforme
planejado na Tabela 9.4.

Unidades Codificadas Area Comprimento
X1 Xz da Asa (cm2) | do Corpo (cm)
-1 -1 16 6,2
+1 -1 20 6,2
-1 +1 16 8,2
+1 +1 20 8,2

-1,414 0 16,1 7,2

1,414 0 20,9 7,2
0 -1,414 18 57
0 1,414 18 8,6
0 0 18 7,2
0 0 18 7,2
0 0 18 7,2
0 0 18 7,2

Tabela 9.4: Planejamento 2° composto central.

Exemplo 3: Um determinado processo de moldagem por injecdo fabrica uma
peca plastica cuja qualidade de fabricacdo pode ser caracterizada pelo grau de
falha ou rebarba, erro de planicidade de uma superficie e erro dimensional. Para
melhorar a qualidade do resultado desse processo, alguns experimentos foram
realizados. A resposta quantificada nesses experimentos foi definida como a
soma quadratica de trés fatores usados para quantificar os parametros
falha/rebarba, desvio de forma e desvio dimensional. Os experimentos iniciais
levaram a uma conclusdo preliminar que dois fatores, pressdo de injecéo e
temperatura do material, eram agueles que mais influenciavam na qualidade do
resultado do processo. Percebeu-se também que na regido do ponto 6timo a
resposta variava de forma néo linear. Assim, foi realizado um experimento
composto central 2° conforme apresentado na Tabela 9.5.

N

FATORES DE CONTROLE
Teste

199




VARIAVEIS

VARIAVEIS NATURAIS

CODIFICADAS
X1 X2 T. Maquina P. Inj.

Z;:190°C Z3: 165°C

! -1 -1 18
Z,:170°C  Z4: 160°C

2 . *1 - 26
VAN ° : o

3 +1 1 1:190°C  Z3:210°C 1
Z,:220°C  Z4: 200°C

4 1 +1 ‘ 26
Z::190°C  Zs:187°C

> 0 0 22
Z,:195°C  Z4 180°C

° 0 0 ‘ 22

7 0 0 « 29

8 0 0 ‘ 22

o 0 0 ‘ 22

10 +1.414 0 Z1:190°C Z3: 220°C -
Z,:230°C  Zs:210°C

11 1414 o Z::190°C  Zs: 155°C -
Z,:160°C  Z4 150°C

12 0 +1.414 Z;:190°C Z3:187°C o7
Z,:195°C  Z4: 180°C

13 0 -1.414 “ 16

Depois de realizar os experimentos, os componentes plasticos foram
avaliados pelos funcionarios da empresa. A média dos resultados obtidos para
cada uma das caracteristicas de qualidade e a soma quadratica dessas repostas
sdo apresentadas na Tabela 9.6.

Para ajustar o polindmio de segunda ordem da equacéo (2) o método de
minimos quadrados € usado conforme segue:

onde:

Tabela 9.5: Experimento composto central
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.
Ay
o_|
ﬂll
ﬁ22
_1312_
I ﬂO ﬂl :32 ﬂll :322 ﬂlZ ]

1 -1 -1 1 1 1

1 -1 1 1 1 -1

1 1 -1 1 1 -1

1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

X= 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 1414 0 2 0 0

1 -1,414 0 2 0 0

1 0 1414 0 2 0

1 0 -1,414 0 2 0

Y'=[150 19,03 1107 56,23 256 16,69 1713 1888 65 4838 4121 2788 41,55]
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A resolucdo dessa equacdo matricial determina os coeficientes do
polinbmio de segunda ordem abaixo:

y =12,35-11,45 x; —13,14 X, + 21,06 X2 +16,00X3 + 44,03X,X,,

sendo que, x; é temperatura da maquina e x, é presséo de injecao.

Teste Rzgl;r?)a Deformagcéo [ Dimensional | SQ,
1 -5,0 8,0 7,81 150,0
2 3,75 1,6 1,55 19,03
3 2,5 19 11 11,07
4 5,25 1,05 5,25 56,23
5 15 0,25 0,5 2,56
6 -1,25 2,75 2,75 16,69
7 3,75 0 1,75 17,13
8 -2,25 2,5 2,75 18,88
9 2,5 0 0,5 6,50
10 -4,5 3,7 3,8 48,38
11 -4 3,6 35 41,21
12 3,75 2,5 2,75 27,88
13 4,75 0,25 4,35 41,55

Tabela 9.6: Resultados do quarto experimento

A Figura 9.7 representa a superficie de resposta tridimensional, e a
Figura 9.8, corresponde aos contornos bidimensionais. Tais figuras séo
utilizadas para caracterizar a superficie de resposta e ao mesmo tempo
demonstram que a regido 6tima é proxima do ponto central dos fatores de
controle (presséo de injecao e temperatura da maquina). E, a resposta, como
era esperado pelos pesquisadores e funcionarios da empresa, sera minima
nessa regiao.
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Bl -18.561
B -4.901
Bl 58.759
Bl 22420
[ 36.080
[ 49.740
[ 63.400
[ 77.060
1 90.720
[ 104.380
[ 118.040
[ 131.700
Bl 145.360
Bl 159.020
Bl 172.680
B 186.340

—— 0.000to
25.00

---- 50.00 to
75.00

- 100.0 to
125.0

—— 150.0to
175.0

—-- 2000to
225.0

o DESIGN
POINTS

Presséo de Injecéo
o

'
[y

-2

X1 - Temp da Maquina

Figura 9.8: Grafico de contorno pressao Injecdo , Temp Maquina

Finalmente, com a resolu¢do do modelo de segunda ordem (usando a
resolucdo matricial descrita pelas equacdes 10 e 11), determina-se o ponto
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estacionario, que se ajusta as condi¢des de operagdo do processo de moldagem
plastica por injecdo. Tais resultados sédo apresentados na Tabela 9.7. Nessa
mesma tabela, também sdo apresentados os resultados dos componentes
plasticos produzidos com a nova regulagem do processo.

RESULTADO
TE“&Z%RUAI;XRA PRESSAO INJECAO (média)
F/IR DEF DIM

Z3.8ico =190°C  Z3=195°C
Z,=203°C Z,=188°C

21 BAR 0,75 0,6 0,45

Tabela 9.7: Ponto 6timo dos fatores de controle
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Al - Tabela I: Distribuicdo Normal (2)

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793  .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 JA179 0 1217 1255 1293 1331 1368 .1406  .1443 1480 .1517
0.4 1554 1591 1628  .1664 1700 .1736 .1772 .1808 .1844  .1879
0.5 1915 11950 .1985  .2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224
0.6 2257 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517  .2549
0.7 2580 2611 2642 2673 .2704 2734 2764 .2794 .2823 2852
0.8 2881 2910 2939 2967 2995 .3023 3051 .3078 .3106 .3133
0.9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365  .3389
1.0 3413 3438 3461 3485 3508  .3531 3554 3577  .3599 3621

1.1 3643 3665 3686 3708  .3729 3749 3770 .3790 .3810  .3830
1.2 3849 3869 3888  .3907 3925 3944 3962 .3980 .3997 4015
1.3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441

1.6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1.8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699  .4706
1.9 A713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
2.0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817

4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857
4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887  .4890
4893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936
4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952

12 1919191
W Rt —

4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964
4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986  .4986
4987 4987 4987 4988 4988 4989 4989 4989  .4990  .4990

@191 19 19
SO0 g

Fonte: Freund, J. E. Modern elementary statistics. Prentice-Hall, 7% edi¢&0,1988.
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A2 - Tabela Il: Valores Criticos da Distribuicdo t de Student (Monocaudal)

p NI 40 25 10 .05 025 01 .005 .0025 001 .0005
1 325 1.000 3.078 6314 12706 31.821 63.657 12732 31831 636.62
2 289 816 1.886 2920 4303 6965 9925 14089 23326 31.598
3 277 765 1.638 2353 3182 4541 5841 7453 10213 12924
4 2717 7.1 1533 2132 2776 3747 4604 - 5598 7173 8.610
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4.032 4.773 5.893 6.869
6 265 727 1.440 1943 2447 3143 3.707 4317 5208 5959
7 263 711 1415 1895 2365 2998 3.499 4.019 4.785 5.408
8 262 706 1.397 1860 2306 289 3.355 3.833 4.501 5.04
9 261 703 1.383 1.833 2262 2821 3.250 3.690 4.297 4.781
10 260 .700 1.372 1.812 2228 2764 3.169 3.581 4144 4.587
11 260 697 1363 1.79% 2201 2718 3.106 3.497 4.025 4.437
12 259 695 1356 1.782 2179 2681 3.055 3.428 3.930 4318
13 259 694 1350 1.7717 2160 2650 3.012 3.372 3.852 4.2
14 258 692 1345 1.761 2145 2624 2977 3.326 3.787 4140
15 258 691 1341 1.753 2131 2602 2947 3.286 3.733 4,073
16 .258 690 1337 1.746 2120 2583 2921 3.252 3.686 4015
17 257 689 1333 1740 2110 2567 2.898 3.222 3.646 3.965
18 257 688 1330 1.734 21701 2552 2.878 3197 3.610 3.922
19 257 688 1328 1.729 2093 2539 2861 3.174 3.579 3.883
20 257 687 1325 1.725 2086 2528 2.845 3153 3.552 3.850
21 - 257 686 1323 1721 2080 2518 2.831 3135 3.527 3819
22 256 686 1321 1.717 2074 2508 2819 3119 3.505 3.792
23 256 685 1319 1.714 2069 2500 2.807 3.104 3.485 3.767
24 256 685 1318 1.711 2064 2492 2.797 3.09 3.467 3.745
25 256 684 1316 1.708 2060 2485 2.787 3.078 3.450 3.725
26 256 684 1315 1.706 2056 2479 2779 3.067 3.435 3.707
27 256 684 1314 1703 2052 2473 277 3.057 3.4 3.69%0
28 256 683 1313 1701 2048 2467 2763 3.047 3.408 3.674
29 256 683 1311 1.699 2045 2462 2756 3.038 3.3% 3.659
30 256 683 1310 1.697 2042 2457 2750 3.030 3.385 3.646
40 255 681 1303 1.684 2021 2423 2704 2971 3.307 3.551
60 254 679 1.296 1671 2000 2390 2660 2915 3.232 3.460
720 254 677 1.289 1658 1980 2358 2617 2.860 3.160 3.373
o .253 674 1.282 1.645 1960 2326 2576 2.807 3.090 3.29

Fonte: Montgomery, D. C. Design and analysis of experiments, John Wiley &
Sons, 3?2 edicédo, 1991.
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A3 - Valores Criticos de F

(Fonte: Montgomery, D. C. Design and analysis of experiments, John Wiley &
Sons, 32 edig&o, 1991)
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Tabela Ill: Valores Criticos de Fo;,v1, v2

v; Graus de Liberdade do Numerador (v1)
v, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o
1 4052 49995 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366
2 98.50 99.00 N7 9.25 99.30 933 .36 9.37 99.39 99.40 9.42 99.43 99.45 .46 9.47 9.47 99.48 99.49 99.50
3 3412 30.82 29.46 287 28.24 279 2767 27.49 27.35 27.23 27.05 26.87 26.69 26.00 26.50 26.41 26.32 26.22 2613
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.37 14.20 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46
S 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.89 9.72 9.55 9.47 938 9.29 9.20 91 9.02
6 13.75 10.92 9.78 915 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.72 7.56 7.40 7.31 7.23 714 7.06 6.97 6.88
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 719 6.99 6.84 6.72 6.62 6.47 6.31 6.16 6.07 5.9 59 5.82 5.74 5.65
8 11.26 8.65 7.59 701 6.63 6.37 6.18 6.03 59N 5.81 5.67 552 5.36 5.28 5.20 512 5.03 495 4.86
g 9 10.56 8.02 6.9 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.1 4.9 481 4.73 4.65 457 4.48 4.40 43
E 10 10.04 7.56 6.55 599 5.64 5.39 5.20 5.06 494 4.85 47 4.56 4.4 433 4.25 417 4.08 4.00 3N
gmn 9.65 w 6.22 567 5.32 5.07 4.89 474 463 454 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94 386 378 3.69 360
§ 12 933 6.93 5.95 5.4 5.06 482 4.64 4.50 439 430 4.16 4.01 3.86 378 3.70 362 354 3.45 336
& 13 9.07 6.70 5.74 5.1 4.86 4.62 4.44 4.30 419 410 3.9 382 3.66 3.59 351 3.43 334 3.25 317
s 14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 414 4.03 3.94 3.80 3.66 351 343 335 327 318 3.09 3.00
o
E 15 8.68 6.36 5.42 489 4.36 432 414 4.00 389 380 3.67 3.52 337 3.29 kWil 313 3.05 2.9 287
2 16 853 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 403 389 3.78 369 355 34 3.26 318 3.10 3.02 293 284 275
E 17 8.40 6.11 5.18 467 434 410 393 3.79 368 359 3.46 3 3.6 3.08 3.00 292 283 2.75 265
2 18 829 6.01 509 4.58 425 401 384 3n 3.60 351 337 3.23 308 3.00 292 284 2.75 266 257
g 19 818 593 5.00 4.50 417 394 377 3.63 352 3.43 3.30 315 3.00 292 284 2.76 267 2.58 2.49
20 8.10 5.85 494 443 4.10 387 3.70 3.56 3.46 337 323 3.09 294 286 2.78 269 261 2.52 2.42
pal 8.02 5.78 4.87 437 4.04 3.81 364 3.51 3.40 3N 337 3.03 288 2.80 272 264 2555 2.46 236
22 795 572 482 4.3 3.9 3.76 359 345 335 3.26 312 298 283 275 267 258 2.50 2.40 2.3
23 7.88 5.66 4.76 4.26 394 3n 354 34 330 W] 3.07 293 2.78 2.70 262 254 245 235 2.26
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 367 3.50 3.36 3.26 317 3.03 289 274 266 2.58 2.49 2.40 2. pval
25 777 5.57 468 418 385 363 3.46 332 322 313 29 285 2.70 262 2,54 245 236 2.27 217
26 7.72 5.53 4.64 414 382 359 3.42 3.29 318 3.09 29 2.81 266 2.58 2.50 242 233 223 213
27 768 5.49 4.60 4n 3.78 3.56 339 3.26 315 3.06 293 2.78 263 2.55 247 238 229 2.20 210
28 7.64 5.45 457 4.07 3.75 353 336 323 312 3.03 2.90 275 260 252 2.44 235 2.26 217 206
29 7.60 5.42 4.54 404 373 3.50 333 3.20 3.09 3.00 287 273 257 2.49 24 233 2.23 214 203
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 330 317 3.07 298 284 2.70 2.55 2.47 239 230 22 2 201
40 7.1 518 431 383 35 3.29 312 29 289 280 266 252 237 229 2.20 2n 202 1.92 1.80
60 7.08 498 413 3.65 3.34 312 295 282 2.72 263 2.50 235 2.20 212 2.03 194 184 1.73 1.60
120 6.85 479 395 3.48 317 2% 2.79 2.66 2.56 247 2.34 219 203 1.95 1.86 1.76 1.66 1.53 1.38
© 663 461 378 332 3.02 2.80 264 251 24 232 218 204 1.88 1.79 1.70 1.59 1.47 1.32 1.00
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Graus de Liberdade do Denominador (v2)

Tabela IV: Valores Criticos de Fggs, v1,v2

\Z] Graus de Liberdade do Numerador (v1)
v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 L]

1 1614 1995 2157 2246 2302 2340 2368 2389 2405 2419 2439 2459 2480 2497 2501 2511 2522 2533 2543
2 1851 1900 1976 1925 1930 1933 1935 1937 1938 1940 1941 1943 1945 1945 1946 1947 1948 1949 1950
3 1013 9.55 9.28 912 9.01 8.94 889 885 8.81 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 853
4 n 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.9 5.86 5.80 5.77 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63
5 6.61 5.79 5.4 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.62 4.56 453 4.50 4.46 4.43 4.40 436
6 5.9 514 4.76 4.53 4.39 4.28 421 4.15 4.10 4.06 4.00 394 3.87 3.84 3.81 3.77 3.74 3.70 367
7 5.59 4.74 435 412 3.97 387 3.79 373 368 364 3.57 3.51 3.44 kX 3.38 3.34 330 327 3.3
8 5.32 4.46 4.07 384 369 3.58 3.50 3.4 339 335 3.28 3.22 315 312 3.08 3.04 30 297 293
9 5.12 4.26 3.86 363 3.48 337 3.29 3.23 318 3.4 307 3.01 294 2.90 2.86 283 2.79 275 2N

10 4.9 410 3n 3.48 333 3.22 34 3.07 3.02 298 291 2.85 277 2.74 2.70 2,66 262 2.58 254
n 484 398 359 336 3.20 3.09 301 295 2.90 285 2.79 272 265 2.61 257 253 249 245 2.40
12 4.75 389 349 3.26 in 3.00 291 285 2.80 2.75 269 262 254 251 2.47 243 2.38 234 2.30
13 467 381 3.4 3.18 303 292 283 2.77 271 267 2.60 253 2.46 2.42 238 234 230 2.25 P
14 4.60 3.74 3.34 in 2.9 285 2.76 2.70 2,65 2.60 253 2.46 2.39 235 2.3 227 2.22 218 213

15 4.54 368 3.9 3.06 290 2.79 27 2.64 2.59 254 2.48 2.40 233 2.29 2.25 2.20 2.16 2.1 207
16 4.49 363 3.4 3.0 285 2.74 2,66 2.59 2.54 2.49 2.42 235 228 2.24 2.19 2.15 21 206 200
17 4.45 359 320 2.9 2.81 2.70 261 255 2.49 2.45 238 2.31 223 2.19 215 2.10 2.06 2.01 1.9
18 4.9 3.55 3.16 293 277 2,66 2.58 2.51 2.46 2.41 234 2.27 2.19 2.15 2.1 2.06 2.02 1.97 1.92
19 4.38 3.52 313 2.90 274 263 2.54 248 242 2.38 231 223 2.16 PAL] 207 203 1.98 1.93 1.88

20 435 349 3.10 287 27 2.60 251 2.45 239 235 2.28 2.20 2.12 208 204 1.9 1.95 1.90 1.84
P4 4.32 3.47 3.07 284 268 257 2.49 2.42 237 232 225 2.18 2:10 2.05 201 1.9 1.92 1.87 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2,66 2.55 2.46 2.40 234 230 2.23 2.15 207 203 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.80 264 2553 244 237 232 227 2.20 213 2.05 201 1.9 19 1.86 1.81 1.76
24 4.26 3.40 30 278 262 251 2.42 236 230 2.25 2.18 21 2.03 1.98 1.94 1.89 184 179 173

25 424 339 299 2.76 260 249 2.40 234 2.28 2.24 2.16 209 201 1.9 1.92 187 1.82 .77 1.71
26 4.3 337 2.9 274 259 2.47 239 232 227 2.22 2.15 207 1.9 1.95 1.90 1.85 1.80 1.75 1.69
27 an 335 2.9 273 2,57 2.46 237 2.3 225 2.20 213 2.06 1.97 1.93 1.88 1.84 1.79 1.73 1.67
28 420 334 29 27N 2.56 245 236 229 2.24 219 212 204 1.96 9 1.87 1.82 1.77 1.71 1.65
29 418 333 293 2.70 255 243 235 2.28 2.22 218 210 203 1.94 1.90 1.85 1.81 1.75 1.70 1.64
30
40
60
20
oo

417 3.32 292 269 253 2.42 233 227 2. 2.16 209 2.01 193 189 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62
408 3.3 284 261 245 234 225 218 212 208 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51
4.00 315 2.76 253 237 2.25 217 210 204 1.9 1.92 1.84 175 1.70 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39
l 392 3.07 268 245 2.29 217 209 2.02 1.9 N 1.83 1.75 1.66 1.61 1.55 1.55 1.43 1.35 1.25

384 3.00 260 237 P4l 210 200 1.94 1.88 1.83 1.75 1.67 157 1:52 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00
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Graus de Liberdade do Denominador (v2)

Tabela V: Valores Criticos de Fo1 v1,v2

7] Graus de Liberdade do Numerador (v1)
v, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo

1 3986 4950 5359 55.83 57.24 5820 5891 59.44 5986 6019 60.71 61.22 61.74 6200 6226 6253 62.79 63.06 63.33
2 853 900 916 924 929 933 935 937 938 939 941 942 944 945 946 947 947 948 949
3 554 546 539 534 531 528 527 525 524 523 522 52 518 518 517 516 515 514 513
4 454 432 419 411 405 401 398 395 394 392 390 387 384 383 38 380 379 378 376
5 406 378 362 352 345 340 337 334 332 330 327 324 321 319 3317 316 314 312 310
6 378 346 329 318 311 305 301 298 29 294 290 287 284 282 280 278 276 274 272
7 359 326 307 29 288 283 278 275 272 270 267 263 259 258 256 254 251 249 247
8 346 311 292 281 273 267 262 259 256 254 250 246 242 240 238 236 234 232 229
9 336 301 281 269 261 255 251 247 244 242 238 234 230 228 225 223 221 218 216
10 329 292 273 261 252 246 241 238 235 232 228 224 220 218 216 213 211 208 206
n 323 286 266 254 245 239 234 230 227 225 221 217 212 210 208 205 203 200 197
12 318 281 261 248 239 233 228 224 221 219 215 210 206 204 201 199 19 193 1.9
13 314 276 256 243 235 228 223 220 216 214 210 205 201 198 19 193 19 18 185
14 310 273 252 239 231 224 219 215 212 210 205 201 19 194 191 189 18 18 180
15 307 270 249 236 227 221 216 212 209 206 202 197 192 190 18 18 18 179 176
16 305 267 246 233 224 218 213 209 206 203 199 194 189 18 184 18 178 175 172
17 303 264 244 231 222 215 210 206 203 200 19 191 18 184 18 178 175 172 169
18 301 262 242 229 220 213 208 204 200 198 193 189 184 181 178 175 172 169 166
19 299 261 240 227 218 211 206 202 198 19 191 18 18 179 176 173 170 167 163
20 297 259 238 225 216 209 204 200 19 194 189 184 179 177 174 171 168 164 161
21 296 257 236 223 214 208 202 198 195 192 187 18 178 175 172 169 166 162 159
22 295 256 235 222 213 206 201 197 193 190 18 181 176 173 170 167 164 160 157
23 294 255 234 221 211 205 199 195 192 189 184 18 174 172 169 166 162 159 155
24 293 254 233 219 210 204 198 194 19N 188 18 178 173 170 167 164 161 157 153
25 292 253 232 218 209 202 197 193 189 187 18 177 172 169 166 163 159 156 152
26 297 252 231 217 208 201 19% 192 18 18 18 17 171 168 165 161 158 154 150
27 290 251 230 217 207 200 195 191 187 18 18 175 170 167 164 160 157 153 149
28 289 250 229 216 206 200 194 190 187 184 179 174 169 166 163 159 156 152 148
29 289 250 228 215 206 199 193 189 18 18 178 173 168 165 162 158 155 151 147
30 288 249 228 214 203 198 193 188 18 18 177 172 167 164 161 157 154 150 146
40 284 244 223 209 200 193 187 18 179 176 171 166 161 157 154 151 147 142 138
60 279 239 218 204 195 187 18 177 174 171 166 160 154 151 148 144 140 135 129
120 275 235 213 199 19 182 177 172 168 165 160 155 148 145 141 137 132 126 119
[} 271 230 208 194 18 177 172 167 163 160 155 149 142 138 134 130 124 117 100




