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Modelos de Variaveis Latentes

@ Algumas quantidades de interesse nio conseguem ser medidas
diretamente, seja pela caracteristica intrinseca dessa
quantidade ou pela dificuldade prética de fazer essa medicio.

@ Exemplos nas ciéncias sociais: qualidade de vida, posicio
politica, inteligéncia, habilidade, etc...

@ Exemplos nas ciéncias ambientais: biomassa marinha, etc...

@ No entanto, essas quantidades n3o s3o consideradas
pardmetros (no sentido classico) e sim variaveis aleatérias.

@ No nosso curso, vimos o exemplo de uma variavel latente
continua como sendo o grau de fragilidade do coracdo, tendo
como variavel resposta uma binaria y = 1 (doenga cardiaca).
Modelo latente probito.
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Tabela de classificacio dos métodos

V. Manifesta
Meétrica Categoérica
Métrica A. Fatorial A. Traco Latente

V. Latente
Categérica A. Perfil Latente A. Classe Latente

Referéncia: Bartholomew, D., Knott, M. and Moustaki, I.
(2011). Latent Variable Models and Factor Analysis.
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ A TRI pode ser vista como um caso especial de Analise de
Traco Latente.

@ Foi introduzida nos anos 50 na area de psicometria, como
alternativa a Teoria Classica dos Testes.

@ Vamos considerar um Teste com J itens, respondido por /
individuos.

o Considera x;; = 1 se o i-ésimo individuo responde
corretamente ao item j e x; = 0 caso contrario.

@ Definimos pjj = P(x;; = 1) . Diversos modelos foram
propostos para modelar essa probabilidade.

Onde entra a variavel latente?
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ Considere 6; a habilidade do i-ésimo individuo no contetido em
teste.

@ O teste foi contruido com o objetivo de aprender sobre esta
quantidade latente 6;.

o Considere xj | 0; ~ Be(pj;) independentes com

pij = F(0i — B;)

em que F é uma func3do distribuicdo acumulada de
probabilidades e 3; sdo parametros associados aos itens.

@ Usualmente considera-se 6; ~ N(0,1) .
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ Se F é a fda de uma logistica, obtemos

exp(li — B)
Pij = 1+ exp(8; — 5))

@ Conhecido como modelo de Rasch ou 1PL.

@ Os parametros [3; sdo interpretados como dificuldade do item.

CCl com diferentes betas

probabili dade:
\\
.
AN
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ O modelo de Rash usualmente é estendido para um modelo de
dois pardmetros.

o Considere xj | 0; ~ Be(pj;) independentes com
pij = F(aj(0;i — b))

em que F é uma funcido distribuicdo acumulada de
probabilidades e aj, b; sdo pardmetros associados aos itens.

e Usualmente considera-se 6; ~ N(0,1) .
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ Se F é a fda de uma logistica, obtemos

b — expla;(0; — by)]
v 14 exp[aj(Q,- — bj)]

Conhecido como modelo 2PL.

@ Os parametros b; sdo interpretados como dificuldade do item e
os aj como discriminaggo.

‘‘‘‘‘

Figura 2.1: Alguns exemplos de ICC do modelo 2PL para diferentes valores de a; ¢ b
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ Em TRI temos dois objetivos principais: (1) estimar os
pardmetros dos itens; (2) estimar as habilidades.

@ Em geral, essas estimativas s3o realizadas em duas etapas. A
estimacdo dos parametros dos itens é denominada calibrac3o.

@ Muitas alternativas ao modelo 2PL foram propostas em TRI.
Em particular, flexibilizacdes da funcdo caracteristica do item
(CCI). Para tal, considera-se diferentes possibilidades para F.

@ Por exemplo, para ligacdes assimétricas ver Bazan, Branco e
Bolfarine (2006) em Bayesian Analysis. Introduzindo um novo
pardmetro de item, interpretado como penalizac3o.
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

Um problema associado ao modelo multidimensional da TRI,
mas um pouco diferente, & o modelo multi-unidimensional.

Vamos considerar que um individuo responda T diferentes
testes e para cada teste uma habilidade 6; é requerida.

@ Assim, xj; = 1 se o i-ésimo individuo responde corretamente
0 j-ésimo item do t-ésimo teste e xj; = 0 caso contrario.

O modelo de 2 parametros neste caso é
pije = F(ajt(0ic — bjt))

@ 0; = (0i1,0i2,...,0iT) é o vetor de habilidades do individuo i .
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Teoria da Resposta ao Item (TRI)

@ Assumir independéncia entre as habilidades dos mesmo
individuo n&o é rasoavel.

@ Assim, considera-se
;i ~ NT(07 Z)

@ O desafio esta em modelar a estrutura de correlacio,
representada por X.

@ O aluno de mestrado Pedro Araijo trabalhou neste problema
com uma solucio bayesiana usando ideias de estatistica
espacial.
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TRI: multi-unidimensional

@ Motivado por modelos de estatistica espacial, uma nova
estrutura latente foi consideranda.

@ Para cada teste t considera-se um par ordenado (zi¢, z2¢) que
ird indicar uma posic3o espacial para esse teste.

@ A seguir uma figura ilustrativa da distancia de 4 testes.

Esafstica

Probafjlidade

N1 Lt

Gramgtica
2

Figura 3.1: Exemplo hipotético da relagao latente entre 4 testes.
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TRI: multi-unidimensional

A matriz de correlacdes ¥ considera a seguinte estrutura

1
Corr(yit, yis) = exp {—¢\Izt - zsll}

¢ > 0 & um hiperparametro que sera estimado.

@ Valores muito baixos de ¢ estdo associados a baixa correlacdo
entre os teste.

@ Testes cujas distancia ||z; — zs|| sdo altas, tem baixa
correlacio.

@ Para as novas variaveis latentes z; = (z1¢, zo¢) € considerada
uma distribuicdo Ny (0, /).
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TRI: multi-unidimensional

@ O modelo 2PL foi usado para definir as Curvas Caracteristicas
dos ltens.

@ Foi realizado um longo estudo de sensibilidade para escolha da
distribuicdo a priori para ¢.
@ A estimacio dos parametros foi realizado usando-se o STAN.

@ Vamos ilustrar o modelo com uma aplicacio feita as provas do
ENEM de 2018. Amostra de n = 3000 estudantes.

@ S3o 4 habilidades testadas por 4 provas: Linguagem e Suas
Tecnologias (LC), Matematica e Suas Tecnologias (MT),
Ciéncias da Natureza e Suas Tecnologias (CN) e Ciéncias
Humanas e Suas Tecnologias (CH). 45 itens por prova.

@ Os resultados s3o apresentados em uma artigo submetido (ver
artigol!).
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TRI: multi-unidimensional

@ De um modo geral as habilidades medidas pelas provas tem
valores altos de correlacio, em torno de 80 %.

@ A menor distancia obida foi entre CH-LC, préximo de 1
(mediana a posteriori).

@ As maiores distancias ocorrem MT e as outras provas. Com
destaque para uma distancia por volta de 3 (mediana a
posteriori) entre MT e LC.

@ As estimativas para o parametro ¢ foram Med = 7.9 com
intervalo de credibilidade /C(0.95) = (4.19,13.04).
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Modelo estatistico de ponto ideal

O segundo exemplo, considera um modelo latente proposto
por Barbera (2015).

O objetivo é classificar os individuos usuarios de redes sociais
segundo a sua posicdo politica.

Para tal, é construida uma variavel latente a qual denomina
ponto ideal (0;) associada a cada usuario.

0; € um valor real. Valores positivos colocam os usuarios em
determinado espectro politico (direita) e valores negativos no
lado oposto (esquerda).

Os dados utilizados para predizer essas quantidades s3o as
conexdes feitas pelos usuarios na rede social Twitter.

xjj = 1, se o usuario i segue o influenciador j e zero, caso
contrario.
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Modelo estatistico de ponto ideal

Modelo considerado:
logit(p;j) = log <pf)
Em que
logit(py) = o + Bi — |16; — ¢
aj y ¢j sdo as variaveis latentes associadas aos influenciadores

Biy 6; sdo as variaveis latentes associadas aos cidad3os

~ > 0 & uma constante de normalizac3o.

Ver slides da apresentacdo do trabalho da Camila.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 17 - Variaveis Latent



Referéncias

[1] Aradjo, Pedro M. (2022). Visualizando a relagdo entre testes
em modelos de TRI multi-unidimensionais. Dissertacio de
mestrado, IME-USP.

[2] Bartholomew, D., Knott, M. and Moustaki, |. (2011). Latent
Variable Models and Factor Analysis: A Unified Approach. Wiley
Series.

[3] Bazan, Branco and Bolfarine (2006). A skew item response
model. Bayesian Analysis.

[4] Morais, Camila L. (2021). Diga-me quem segues e |he direi
quem és: Estimac3o de ideologia feminista no Twitter usando
ponto ideal bayesiano. TCC - IME - USP .

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 17 - Variaveis Latent



