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MLG: modelo log linear Poisson

Exemplo 2: Os dados no arquivo Crabs.dat (Agresti, 2019)
referem-se a um estudo de aninhamento de caranguejos-ferradura.
Neste estudo, foram contados quantos machos satélites estão
associados a cada fêmea do caranguejo-ferradura. Deseja-se
investigar a associação entre o comprimento da carapaça do
caranguejo com o número satélites. O tamanho de amostra é
n = 173. Na tabela abaixo apresentamos um subconjunto desses
dados

Satélites 8 4 0 0 0 0
Tamanho 28.3 26.0 25.6 21.0 22.5 23.8
Satélites 0 14 9 0 0 8
Tamanho 24.3 26.0 26.0 24.7 25.8 27.1

Márcia D Elia Branco Análise de Dados Categorizados - Aula 9



MLG: modelo log linear Poisson
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MLG: modelo log linear Poisson

A variável resposta Y é o número de machos satélites. A
variável explicativa x é o tamanho.
Suposição Y ∼ Poisson(µ) .
A função de ligação considerada é g(µ) = log(µ)

O preditor linear é α+ βx

A função no programa R que ajusta MLG é

glm(y ∼ x , family = poisson(link = log), data = Crabs)
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MLG: modelo log linear Poisson

O modelo ajustado:

log(µ̂) = −3.3 + 0.164x

Portanto, para obtenção dos valores ajustados pelo modelo para as
médias calculamos

µ̂ = exp{−3.3 + 0.164x}.

Por exemplo, para uma fêmea de comprimento 26 cm estima-se
uma média de 2.6 machos satélites.

Márcia D Elia Branco Análise de Dados Categorizados - Aula 9



MLG: modelo log linear Poisson

Márcia D Elia Branco Análise de Dados Categorizados - Aula 9



MLG: modelo log linear Poisson

Teste de hipóteses:

H0 : β = 0 versus Ha : β ̸= 0

Estatística de Wald:

z2 =
(0.164)2

(0.01997)2
= 67.44

Valor − P < 10−15. Rejeita-se H0.

O comprimento da carapaça é uma variável significativa para o
modelo.
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MLG estimação dos parâmetros

Para o caso geral de MLG, temos que a log-verossimilhança é

log(L(θ)) =
n∑

i=1

yiθi − b(θi )

a(ϕ)
+ c(yi , ϕ)

Considere um preditor linear ηi = βxi , em que β = (β0, β1, . . . , βp)
é um vetor de parâmetros e xi = (1, xi1, . . . , xip).
Além disso,

g(µi ) = ηi = βxi , i = 1, . . . , n.

Para obtenção do emv dos coeficientes regressores, precisamos
derivar a log-verossimilhança em cada componente do vetor β.

Denotamos por Li o i-ésimo componente da soma na expressão da
função de verosimilhança.
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MLG estimação dos parâmetros

Pela regra da cadeia, temos que

d log Li
dβj

=

(
d log Li
dθi

)(
dθi
dµi

)(
dµi

dηi

)(
dηi
dβj

)
Vamos usar as seguintes propriedades da família exponencial:

µi = E [Yi ] =
db(θi )

dθi
e a(ϕ)Var(Yi ) =

d2b(θi )

dθ2
i

Então,

d log Li
dθi

=
yi − µi

a(ϕ)

e

dθi
dµi

=
a(ϕ)

Var(Yi )
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MLG estimação dos parâmetros

Além disso, dηi
dβj

= xij .

Finalmente, notamos que dµi
dηi

depende da escolha da função de
ligação.

Assim, as equações de estimação são dadas por

d log L(β)

dβj
=

n∑
i=1

(yi − µi )xij
Var(Yi )

(
dµi

dηi

)
= 0

Márcia D Elia Branco Análise de Dados Categorizados - Aula 9



Função desvio (deviance) e bondade de ajuste

DM = 2 log(LS − LM)

LS é a função de verossimilhança do modelo saturado avaliada no
seu ponto de máximo;
LM é a função de verossimilhança do modelo de interesse avaliada
no seu ponto de máximo.

Valores baixo de DM indicam um bom ajuste do modelo.
Assintoticamente, DM tem distribuição qui-quadrado com
ν = N − q graus de liberdades. Em que N é o número de
parâmetros no modelo saturado (completo) e q no modelo M.
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Função desvio (deviance) e bondade de ajuste

Exemplo 1: O objetivo do estudo é investigar o hábito de roncar
como um fator de risco para doenças cardíacas.

Hábito de roncar
Doença cardíaca Proporção

Sim Não de sim
Nunca 24 1355 0.017

Ocasional 35 603 0.055
Quase toda noite 21 192 0.099

Toda noite 30 224 0.118
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Função desvio (deviance) e bondade de ajuste

O modelo saturado é o produto de 4 binomiais com probabilidades
de sucesso diferentes. Assim N = 4 e

log LS = C+24 log(0.017)+35 log(0.055)+21 log(0.099)+30 log(0.118)+

+1355 log(1−0.017)+603 log(1−0.055)+192 log(1−0.099)+224 log(1−0.118)

Vamos considerar o modelo sob a hipótese de homogeneidade
H0 : p(1)1 = p(2)1 = p(3)1 = p(4)1. Neste caso, a
log-verossimilhança é

C +(24+35+21+30) log(π)+(1355+603+192+224) log(1−π)
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Função desvio (deviance) e bondade de ajuste

O ponto de máximo da verossimilhança restrita a H0 é π̂ = 110
2484 .

Logo,

log LM = C + 110 log
(

110
2484

)
+ 2374 log

(
2374
2484

)
Resulta em

DM = 2(log LS − log LM) = 65.89

O número de graus de liberdades é ν = 4 − 1 = 3 .
Valores altos da função desvio indicam contra o modelo.

P(χ2
3 > 65.89) = 3.23 × 10−14.
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Comparação de modelos

Dois modelos são ditos encaixados se M0 é um caso particular
de M1, isto é, alguns parâmetros de M1 são zerados para obter
M0

Neste caso, uma medida de comparação de modelos é dada
pela diferença entre as funções desvios: D0 − D1 .
Note que

D0 − D1 = 2(log(LS)− log(LM0))− 2(log(LS)− log(LM1)) =

2 log
(
LM1

LM0

)
= QRV
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Modelos Lineares Generalizados

Exemplo 3: Os dados no arquivo Evolution.dat (Agresti, 2019)
referem-se à uma pesquisa feita nos Estados Unidos com 1065
indivíduos para saber sua opinião sobre a teoria da evolução. Os
indivíduos responderam a seguinte pergunta: Human beings, as we
know today, developed from earlier species of animals. True or
false? . Os pesquisadores desejam verificar se a resposta à esta
questão esta associada com a ideologia politica do indivíduo. Para
isto, eles foram classificados em sete níveis ideológicos; em que 1
representa extremamente conservador e 7 extremamente liberal.

Analisando as saídas do R temos:
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Modelos Lineares Generalizados (MLG)
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Modelos Lineares Generalizados (MLG)

O IC (0.95) de Wald para β é
(0.494 − 1.96 × 0.051; 0.494 + 1.96 × 0.051) = (0.394; 0.594).
A função desvio associada ao modelo nulo (modelo só com o
intercepto) é D0 = 113.2 com 6 graus de liberdades.
A função desvio associada ao modelo ajustado (residual ) é
D1 = 3.72 com 5 graus de liberdades.
A diferença entre as funções desvios é 113.2 − 3.72 = 109.48.
Valor alto indicando que o modelo 1 é melhor que o modelo 0 .
Esse resultado coincide com a estatística do teste de Razão de
Verossimilhança, obtido pelo função Anova() , para testar
H0 : β = 0.
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Modelos Lineares Generalizados (MLG) - Resíduos

Resíduos de Pearson:

ei =
yi − µ̂i√
ˆvar(yi )

, i = 1, . . . , n

Resíduos padronizados:

ri =
yi − µ̂i

ep(yi − µ̂i )
, i = 1, . . . , n

Para MLG, podemos mostrar que

ep(yi − µ̂i ) =
√

ˆvar(yi )(1 − hi )
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Modelos Lineares Generalizados (MLG) - Resíduos

O denominador dos resíduos padronizados leva em
consideração a variabilidade de ambos yi e µ̂i e por isso é
preferível em relação aos resíduos ei .
ri tem distribuição aproximadamente normal padrão quando µi

é grande.
Devido a normalidade assintótica de ri é possível estabelecer
limites para os valores esperados desses resíduos.
Devemos ter atenção para valores de |ri | > 2 (pouco
prováveis).
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Modelos Lineares Generalizados (MLG) - Resíduos

Para o caso especial de tabelas r × c com Nij ∼ Poisson(µij),
temos que var(Nij) = µij . Assim,

eij =
Nij − µ̂ij√

µ̂ij

.

Além disso, se o modelo ajustado é o de independência então

µ̂ij =
ni+n+j

n++
.

Resulta que a soma dos resíduos ao quadrado é a estatística
qui-quadrado de Pearson

r∑
i=1

c∑
j=1

e2
ij = QP
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Modelos Lineares Generalizados (MLG) - Resíduos
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