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Modelos de Regressao

1. Modelos Lineares

Y =a+pix1+ faxa+ -+ Bpxp + €

€ éuma v.a. com E[e] =0.

p=E[Y | x] =a+ Bixi+ Boxz + - + Bpxp

2. Modelos Lineares Generalizados

g(p) =a+ Bix + Baxo+ -+ Bpxp
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Modelos Lineares Generalizados (MLG)

@ Os MLG possuem trés componentes: o modelo probabilistico,
o preditor linear e a funcdo de ligacdo.

@ O modelo probabilistico é a distribuicio associada a variavel
resposta Y.

o O preditor linear é a + Si1x1 + Boxo + -+ - + Bpxp .
@ A funcdo de ligacdo é g(u), em que p é a valor esperado de Y.

@ A fungdo no programa R que ajusta MLG é

glm(y ~ x, family =< modeloprob. > (link =< nome >), data)
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Casos especiais de MLG

(a) Modelo linear normal

Y & normal com média i = a + Bix1 + foxo + - - - + Bpxp.
Neste caso a fungdo de ligagdo é a identidade g(u) = 1 .
(b) Modelo log linear Poisson

Y tem distribuicio de Poisson com média i e funcdo de ligaco
|Og(u) =a+ Bi1x1+ Boxo + - + /BPXP

Esta modelagem garante que a condicdo p > 0, sem a necessidade
de adicionar alguma restricdo aos parametros do modelo

(aaﬁlw")ﬂp ) .
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Casos especiais de MLG

(c) Modelo logistico Bernoulli (dados dicotémicos)
Y tem distribuicdo Bernoulli(7), entdo p=mcom 0 < 7w < 1.

A funcio de ligacdo é

T
log (177) =o+ fixi+ Baxa+ -+ BpXp
O logaritmo da chance também denominado /logito.

Invertendo, temos

__explat fixi+ Paxa+ -+ BpXp}
1+ exp{a+ Bix1+ Boxa + - + BpXp}
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Modelo de regressdo logistica com um preditor

Considere p = 1. Entdo P(Y = 1) = w & modelada por

_ exp{a+ Bx}
1+ exp{a+ Bx}

@ A funcgdo acima garante que 7 fica restrita ao intervalo (0,1).

@ Para 8 > 0 a funcdo é estritamente crescente em x. Para
B < 0 a fungio é estritamente decrescente em x.

@ O parametro (3 pode ser interpretado como: para a mudancga
de uma unidade na covariavel x temos, em média, o aumento
(redugdo) de (B unidades no logito .

logito(m) = o + Bx
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Modelo de regressdo logistica com um preditor
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Modelo de regressdo logistica com um preditor

Exemplo 1: O objetivo do estudo é investigar o habito de roncar
como um fator de risco para doencas cardiacas.

Habito de roncar Doenca cardiaca Proporcio

Sim N3o de sim

Nunca 24 1355 0.017
Ocasional 35 603 0.055
Quase toda noite 21 192 0.099
Toda noite 30 224 0.118
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Modelo de regressdo logistica com um preditor

Vamos considerar independéncia entre os individuos, y; = 1 se
i-ésimo individuo tem alguma doenca cardiaca e y; = 0 caso
contrario.

A variavel explicativa é categérica do nivel ordinal. Vamos
substituir as categorias por escores: x = 0 (nunca); x = 2
(ocasional); x = 4 (quase sempre) e x =5 (sempre).

O modelo logistico ajustado foi:
logito(m) = —3.866 + 0.397x

Equivalentemente

e—3‘866+0.397x
T =

1 + e—3-866+0.307x
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Modelo de regressdo logistica com um preditor

logito = 0.4 x — 3.9

pobabites
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Modelo de regressdo logistica com um preditor

@ O valor estimado 5 > 0 indica que a probabilidade de doenca
cardiaca aumenta com o aumento do habito de roncar.

@ O aumento médio no logito é aproximadamente 5 = 0.4 para
o aumento de uma unidade na escala de roncar.

@ Melhor interpretar em termos de chance. Assim, a chance de
doenca cardiaca aumenta, em média, €%* = 1.49 com o
aumento de uma unidade na escala de roncar.

@ As estimativas /3 e & s3o obtidas via método de maxima
verossimilhanca e uso de algoritmos numeéricos.
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MLG estimacdo dos pardmetros

O modelo probabilistico de um MLG deve pertencer a familia
exponencial.

A familia exponencial é caracterizada pela seguinte funcdo de

probabilidade (densidade).

yifi — b(6;)
a(¢)

0; é denominado parametro natural e
¢ & um pardmetro de dispersdo, que nio depende de i.

f(yi;9i7¢):exp{ +C(ylv¢)} 7i:17"'7n

A fungdo de ligagdo canénica é dada por g(u;) = 0; .
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

Caso especial: y; ~ Bernoulli(7;) independentes.
Neste caso p =1 e

f(yi; 0;) = exp {y,- log <1 TW > + log(1 — 7r,-)} Ji=1,...

1

0; = log (J;T) é o logito ou logaritmo da chance.

A log-verossimilhanca é dada por

log(L(6)) = yifli — log(1 + &%)
i=1
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

Derivando em 6; temos

db(0;)
yi+ do;

em que dl;(:,’) é a primeira derivada de b(6;) = — log(1 + e%).

Resulta que a derivada da log-verossimilhanca é dada por

dlogL; el

do; i 1+ e
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

Considere agora um preditor linear da forma a + Gx; e

9,':Ot+,BX,'

Para obter os emv de a e 8 devemos derivar a log-verossimilhanca
em ambos. Vamos obter primeiro as equagdes de estimagio para f3.

Assim, derivando em (3

d Iog L dlog L;
Z (2)

Pela regra da cadeia
dlogl; (dlogl; do;
dg do; dg
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

Mas ¢ dﬁ = x;. Portanto, de (1) temos que

dlogl; el e thxi
a8 = Xiyi — Xi = Xjyi — Xi m

"1+ &
Voltando a (2), temos

dlog L(a, B) Rl
ZX/}/: Z i<1_|_eoHrB><f (3)

i=1

Analogamente, derivando em « obtemos

dlog L(a ortBx
og Zyl Z(M) (4)
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

@ Para obtengdo dos emv deve-se igualar a zero (3) e (4) e
resolver o sistema de equacdes.

@ A solucdo é obtida pelo uso do algoritmo de Newton-Raphson
ou Escore de Fisher .

@ A inferéncia classica é baseada na distribuicdo assintética
normal dos estimadores de maxima verossimilhanga.

@ A varidncia assintética é obtida pela inversa da matriz de
informacdo de Fisher.
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

@ Para obtenc3o da matriz de varidncia assintética dos emv,
precisamos da matriz de informacdo de Fisher:

d?logl d?loglL
dada dadp

/F(a76) =—-E
d?logl d?loglL
dadf dBdj
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

Obtendo as segundas derivadas.

n d e tBx; n 2
42 Iog L L Z T eothx L Z eQtBxi
dada da B 1 4 eatbxi

i=1 i=1

n d e P n 2
d2 |Og L _ Z 14+ tB% _ Z . ea+5Xi
dadp - dg - . "\1 £ et

i=1

dBdp < dp 1+ extBxi

i=1

n a+3x, 2
d2 IOg L . Z d < ’1+e0‘+ﬂx > Z < a+/8xl >
=1
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MLG estimacdo dos parametros: modelo Bernoulli

@ Nenhuma das segundas derivadas depende de Y;. Portanto, o
valor esperado é a prépria derivada.

@ Para construgdo da Ig(«, 3) basta mudar o sinal das
expressdes das segundas derivadas.

@ A matriz de varidncia assintética é obtida pela inversa da
matriz de informaggo: [/r(c, 8)]7 1.

@ Note que essa matriz depende dos pardmetros desconhecidos.
Substituindo-se pelas estimativas de maxima verossimilhanca,
temos a aproximacdo usado nos intervalos e testes de Wald.
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Inferéncia em MLG com p =1

Testes de hipoteses

Na maioria dos casos a hipétese de interesse é Hp : 5 = 0 versus
H,: 8 #0 . Sob Hy, para amostras grandes,

BAA
ep(53)

tem distribuicdo aproximadamente normal padrio.
Assim, Z? tem distribuicdo qui-quadrado com v =1 g.l..
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Inferéncia em MLG com p =1

Os testes de Wald e Escore se diferenciam pela maneira de estimar

ep(B) =/ Var[j]

@ A variancia assintética é obtida pela inversa da matriz de
informacdo de Fisher.

@ Esta por sua vez, depende do negativo da segunda derivada da
log-verossimilhanca.

@ A matriz de informacdo pode depender do pardmetro
desconhecido 3. Neste caso, ele sera substituido pelo emv
(Wald) ou zero (Escore).
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Inferéncia em MLG com p =1

O teste da razio de verossimilhanca é baseado em
2[log(L1) — log(Lo)] , que no nosso caso tem distribui¢do
aproximada qui-quadrado com v =1 g.l.

@ As estimativas dos erros padrdes e da estatistica da RV s3o
obtidas por aproximacdes numericas.

O erro padrio calculado pela fun¢ido g/lm do R é o de Wald.

A estatistica de verossimilhanca pode ser obtida usando-se
library (car) e a fungdo Anova

Para o teste escore pode-se usar library(statmod) e a fungdo
glm.scoretest .
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Exemplo 1: regressdo logistica

Para os dados do exemplol, vamos testar
Hy:B8=0 versus Hy:3#0
Para isso vamos considerar a estatistica do teste de Wald, dada por

0.3974\ 2
2
— —63.1
z < 0.05 > 63.15

A regido critica do teste baseada na distribuicdo qui-quadrado com
lgl ea=0.05¢[3.84,00) . Rejeita-se Ho(Valor — P < 10~1°).

Conclusdo: Existe efeito do habito de roncar na probabilidade do
individuo ter doenca cardiaca.
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Saida do g/m para exemplo 1

art <- read.table("http://www.stat.ufl edu/~aa/cat/data/Heart .dat",

header=TRUE)
art # Heart data file at text website, in contingency table form

snoring yes 1o
never 24 1355
2 occasional 35 603

arly every night 21 192

4 every_night 30 224
the following code fits logistic regression model to the data file

> library(dplyr) # to recode explanatory variable

ing, never = 0, occasional =

art$x <- recode (Heart$sno

nearly_every night = 4, every_night

| <- Heartyes + Heart$no 4 binomial sample sizes are the row totals
data=Heart)

<- glmlyes/n ~ x, family-binomial (link=logit), weights=n,
it)" not necessary

=

k for binomial is logit, so "(link=l

canonical
# "weights" indicates sample proportion yes/n is based on n observations

> summary (£it)

Estimate Std. Error
Intercept) -3.86625 0.16621
x 0.39734 0.05001 # logistic ML estimate of beta is 0.397

) # fitted values (probability estimates) at 4 levels of snoring

1 2 3 4

0.02051 0.04430 0.09305 0.13244
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Exemplo 1: regressdo logistica

Os valores estimados para as probabilidades 7; via modelo s3o
obtidos por

exp{—3.866 + 0.397x}
1+ exp{—3.866 + 0.397x}

Como x = (0,2,4,5), temos

T =

w1 = 0.021 , 7 =0.0443 , 73 =0.093 , 74 = 0.132
O Intervalo de 95 % de confianca de Wald para /3 é obtido por:

A A A A

(5 —1.96ep(B); B — 1.96ep(5)) = (0.299; 0.495)
O intervalo de 95 % de confianca de Wald para « é obtido por:

(& — 1.96ep(&); & — 1.96ep(&)) = (3.54;4.19)
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Regressdo logistica em tabelas 2 x 2

Considere x = (0,1) e

logito(m(x)) = o + Bx

Entdo :
logito(m(0)) = « e logito(w(1)) = o+ 8
Portanto
B = logito(w(1)) — logito(m(0)).
Mas

logito(m(x)) = log <17T(77X))
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Regressdo logistica em tabelas 2 x 2

Portanto

o (00 = ()]
o= lE <[1 - w<1)17r<o>>

Neste caso o pardmetro [ representa o logaritmo da razio de
chances (OR) . E

OR = ¢°
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