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Inferéncia em Tabelas r x ¢

@ Os testes de homogeneidade, independéncia e
multiplicatividade usam extensdes simples das estatisticas de
Pearson e Raz3o de Verossimilhancas:

QP—ZZ nU eU

i=1 j=1

QRV:ZZnUIOg< >

i=1 j=1
@ Ambas estatisticas tem distribuicdo assintética qui-quadrado
com v = (r — 1)(c — 1) graus de liberdades.

@ Qutras estatisticas de teste podem ser construidas para o caso
das variaveis serem do tipo ordinal.
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Inferéncia em Tabelas r x c¢: variaveis ordinais

Se as categorias de respostas de Y e X sdo ordenaveis, podemos
substituir por escores.

Considere 3 < <---<u,e vy < vy <--- < v, 0s escores
associados a X e Y respectivamente.

Seja R o coeficiente de correlacdo linear de Pearson entre u e v,
obtido por

= S (0 — B)(v; — )y
= 1

(9
] =

1j
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Tabelas r x ¢

Em que

r n; C no:

=Y uy— e V=Y vy—1L
p n ; n
i=1 Jj=1

Considere M? = (n — 1)R?, esta estatistica tem uma distribuicdo
assintética qui-quadrado com v = 1 graus de liberdade e pode ser
usada para testar coeficiente de correlagdo linear populacional,
denotado por p.

Assim, o teste de correlacdo é estabelecido

Ho:p=0 versus Hy:p#0
A regigo critica é dada por RC = {M? > 3}.
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Tabelas r x ¢

@ Também é possivel realizar um teste unilateral com H, : p > 0
ou Hy: p<O0.

o Nestes casos usamos a estatistica M = /M2 que tem
distribuicdo assintética normal padrio.

o A regido critica é dada por {M > z;_,}.

@ A conclusio ird depender do sinal do coeficiente de correlacdo
R.
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Tabelas r x ¢

Exemplo 1: Estudo sobre o uso do tabaco por adolescentes.

Uso do tabaco

Consciénciadorisco —— — " " Totais
N3o Sim
Minima 70 33 103
Moderada 202 40 242
Substancial 218 11 229
Totais 490 84 574

Vamos considerar os escores u = (1,2,3) e v = (0,1) .
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Tabelas r x ¢

O valor de R = —0.274 indicando uma associa¢do negativa.

A estatistica do teste bilateral € M2 = 42.94, associada a um
Valor-P < 0.0001 . Rejeita-se Hp.

Conclus3do: Ha evidéncia de associacdo entre consciéncia de
risco e uso do tabaco pelos adolescentes.

A estatistica para o teste unilateral H, : p < 0 é dada por
M = 6.55 com Valor — P < 10710

Conclus3o: O uso do tabaco diminui @ medida que a
consciéncia do risco aumenta.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 5



Razdes de chances em Tabelas r x ¢

Raz3o de chances de caselas adjacentes

_ Pij P(i41)(j+1)

OR;;
Pi(j+1)P(i+1)j

A estimativa é dada por

NijnGi+1)(j+1)

OR;j =
M)

i=1...,r—1 e j=1...,c—1
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

Exemplo 2: Em um estudo sobre tratamento de artrite
reumatdide observou-se os seguintes resultados.

Melhora
Tratamento .
Nenhuma Alguma Acentuada Totais
Placebo 29 07 07 43
Ativo 13 07 21 41
Totais 42 14 28 84
N 20 x 7
OR11 13— 2.23

A chance de nenhuma melhora relativa a haver alguma melhora no
grupo placebo é aproximadamente 2 vezes a mesma chance no
grupo que recebeu o tratamento.
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

A chance de haver alguma melhora relativa a melhora acentuada no
grupo placebo é 3 vezes a mesma chance no grupo que recebeu o
tratamento.

Outras razées de chances podem ser obtidas, como por exemplo,
comparar (Nenhum) com (Alguma + Acentuada)

A chance de nenhuma melhora no grupo placebo é
aproximadamente 4.5 vezes a chance de nenhuma melhora no
grupo que recebeu o tratamento.
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

1. O coeficiente de contingéncia

E baseado na estatistica do teste qui-quadrado de Pearson Qp e

dado por
[ Qp
C=4/—
Qp+n

@ C =0 indica no associacio.

@ Esse coeficiente é limitado superiormente pelo valor

Coo — \/ min(r —1,c — 1)

1+ min(r—1,c—1)
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

2. Coeficiente de Incerteza

=32 3 pylog (524)

i=1j=1 S

U=

C
Zl p+jlog(p+))
J:

@ 0< U<L1. U=Q0 representa ndo associacio.

@ A motivacio para constru¢io dessa medida é o coeficiente de
determinacdo R? que mede a porcentagem da variacio de Y
que é explicada por X.

@ Para medir variabilidade de uma variavel categoérica usa-se a
medida de entropia.
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

Motivacido para construcdo de U

Lembre que R? pode ser escrita como
B2 — Var(Y) — Ex[Var(Y | X)]
Var(Y)

e interpretada como a porcentagem da variacdo de Y que é
explicada por X .

No nosso contexto, Y e X sdo qualitativas. Temos que usar outra
medida de variabilidade para substituir a varidncia. Usamos a
medida de entropia associada a distribuicdo de probabilidades.
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

Entropia marginal de Y :

Cc
Eny = = pijlog(ps)) (1)
=il

Entropia condicional de Y dado X =

Pij Pij
Eny|x=;i = log <>
X=i Z Pi+ Pi+
A entropia média considerando todos valores de X é dada por

- Zm Z P jog (2 @

Pi+ Pi+
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

Subtraindo (1) de (2) temos

Zpl+25i|0< > Zzpulogpﬂ

i=1 j=1

Simplificando, obtemos

ZZPU & (P:+P+J> &

=1l =1

Dividindo (3) por (1) o resultado segue.
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Medidas de associacdo em Tabelas r x ¢

A estimativa do coeficiente de incerteza é dada por:

_ nij nij
,Z“Zl g (727
G
> " log (%)

Jj=1

0=
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Medidas de Associacdo para variaveis ordinais

3. Coeficiente de Spearman

@ Considere y < < -~ <upevy<wvy<--- <V, 0S postos
associados a X e Y respectivamente.

@ Supondo que n3o tenha empates, o coeficiente de Spearman é

dado por
p=1— 6> 7 (ui — vi)?
n(n?—1)
@ —1 < p<1etem a mesma interpretacdo do coeficiente de
Pearson.
@ Questdes:

(a) Como adaptar para tabelas de dupla entrada?
(b) Relacionar com a correlagdo de Pearson.
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Medidas de associacdo para varidveis ordinais

4. Coeficientes de Concordancia
4.1. Coeficiente de concordincia Gama de Goodman:

cC-D
C+D

em que C & o nimero de pares concordantes e D o nimero de
pares discordantes.

4.2. Coeficiente de concordancia Tau-b de Kendall:
C-D
V(C+ D+ Ex)(C+ D + Ey)

em que Ex é o nimero de empares na variavel X e Ey é o nimero
de empates na variavel Y.

Tp =
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Medidas de associacdo para varidveis ordinais

Exemplo 3: Considere os dados hipotéticos na tabela abaixo. Y
representa o grau de satisfacio com determinado projeto e X a
classe econémica do individuo.

. Satisfacdo
Classe Economica
N3oS PoucoS ModeradoS Satisfeito
Baixa 01 03 10 06
MBaixa 02 03 10 07
Média 01 06 14 12
Alta 00 01 09 11

C=1331 D =849

1331 — 849
5= =2 7O o9y
7= 13317889  °
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Tabelas g x r x ¢

Em tabelas g x 2 x 2, podemos indicar independéncia usando a
razdo de chances.

Se X e Y sdo independentes (marginalmente) entdo

PlY=i|X=1)=P(Y=i|X=2) i=12
Logo,

P(Y:l\X:l)}

P(Y=1|X=2)
P(Y =2[X=1) {

P(Y =2|X =2)

Portanto,

ORXY =1
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Tabelas g x r x ¢

A razédo de chances condicional & Z = k & denotada por OR(x)xy e
dada por

OR _ [PY=1IX=1,Z=K)][P(Y=2]|X=2Z=k
(XY =\ P(Y =2 X =1,Z = k) =2,7 =

Razées de chances condicionais iguais a 1, para todo k, ndo
implicam em razdo de chances marginal igual a 1 .
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Tabelas g x r x ¢

Exemplo 4 : O objeto é verificar o efeito do tipo de tratamento
na eficéncia da cura do calculo renal. Uma terceira variavel foi
considerada na analise, o tamanho da pedra.

Tratamento Pedra grande Pedra pequena
Cura N3o cura Cura N3o cura

A 192 71 81 06

B 55 25 234 36

Y : resultado do tratamento (0 ou 1) ,
X : tipo de tratamento (0 ou 1) e

Z : tamanho da pedra renal (0 ou 1)
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Tabelas g x r x ¢

Razdo de chance para pedra grande (condicional a Z=0):

Razdo de chance para pedra pequena (condicional a Z=1):

_ 81x36
6 x234
Ambas medidas favorecem o tratamento A. No entanto, para
calculo com pedra pequena o aumento na chance de cura dado pelo
tratamento A é mais evidente.

ORxy (1) 2.08

Suponha agora que a variavel Z n3o tenha sido considerada.

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 5



Tabelas g x r x ¢

Podemos agrupar os valores em uma dnica tabela 2 x 2 e obtemos

Resultado
Tratamento
Cura N3o cura
A 273 7
B 289 61

Portanto,

. 273 % 61
ORxy = 27 289

Com os dados agrupados a chance de cura com o tratamento A é
menor que com o tratamento B.

=0.75

Paradoxol!
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Tabelas g x r x ¢

Entendendo o problema.

A tabela a seguir relaciona X e Z

% Z
Grande Pequena
A 263 87
B 80 270
A raz3o de chances é
N 263 x 270
Rx; = — =10.2
ORxz = =375 80 0

Evidéncia de forte associac3o entre as variaveis.
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Tabelas g x r x ¢ : Paradoxo de Simpson

@ Z é denominada variavel de confundimento. Na verdade, é a
variavel importante que n3o esta sendo considerada na tabela
conjunta e que influe a decisdo final.

@ Esse fenémeno é conhecido como Paradoxo de Simpson.
@ No exemplo 1 ocorre uma mudanca no sentido da associac3o.

@ Ha variacdes desse paradoxo, uma delas refere-se a
independéncia e sera analisado a seguir.
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Independéncia condicional versus marginal

Considere a notagdo pyjj = P(Z =k, X =1i,Y =) .

Independéncia marginal entre X e Y:

P(X=i,Y =j)=PX=0P(Y =j)=prit+hP++j Vi,J

Independéncia condicional entre X e Y dado Z = k :
PX=i,Y=j|Z=k)=PX=i|Z=kP(Y=j|Z=k) =

= P(k)i+P(k)+j
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Independéncia condicional versus marginal

Exemplo 5: Considere uma tabela 2 x 2 x 2 com probabilidades :
P11 = 0.36, p(1y12 = p(1)21 = 0.24 e p(1)22 = 0.16

pe)11 = 0.04, p)12 = p2)21 = 0.16 € p2)22 = 0.64

P1++ = p2++ = P(Z=1) = P(Z =2) = 0.5,

Condicional a Z = 1, temos que

p(l)ll =0.36 =0.6 x 0.6 = p(1)1+ X p(1)+1

Analogamente para as outras probabilidades.

Assim, X e Y s3o independentes dado Z = 1.
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Independéncia condicional versus marginal

Condicional a Z = 2, temos que

p(2)11 =0.04=02x0.2= p(2)1+ X p(2)+1
Analogamente para as outras probabilidades.
Assim, X e Y s3o independentes dado Z = 2.

Além disso, temos que:

p+11 = 0.36 x 0.5+ 0.04 x 0.5 = 0.20.
p+12 = p+21 = 0.24 x 0.5+ 0.16 x 0.5 = 0.20.
p+22 = 0.16 x 0.5+ 0.64 x 0.5 = 0.40.
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Independéncia condicional versus marginal

Também

pi1y = (0.36 4 0.24) x 0.5 4 (0.04 +0.16) x 0.5 = 0.40 e
pit1 = (0.36 4 0.24) x 0.5 4 (0.04 + 0.16) x 0.5 = 0.40

Portanto,

p+11 =0.2#0.4x0.4

Resulta que X e Y n3o sdo independentes marginalmente.

Observagdo: Independéncia condicional ndo implica em
independéncia marginal
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